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Resumen. En el presente trabajo se utiliza la optimizacion por enjambre de particulas (PSO)
para estimar la funcion de generacidén de calor de un aparato de placa caliente con guarda
(APCG). Este aparato sirve para la determinaciéon de la conductividad térmica de materiales
aislantes. La aplicacion se desarrolla en una dimension y en coordenadas cilindricas. Las
geometrias aplicadas son: un disco —para la placa caliente— y una corona —para la guarda.
Se emplean desde uno hasta cinco parametros. Los resultados se comparan con los obtenidos
con el método de Levenberg-Marquardt. De esta manera, la capacidad de este método para
recuperar la funcion analitica se prueba. Los resultados exhiben un buen ajuste con los valores
experimentales.

Palabras clave: optimizacion por enjambre de particulas, conduccion de calor inversa.

Abstract. In this work, a Particle Swarm Optimization (PSO) scheme is used to estimate the
heat generation function of a Guarded Hot-Plate Apparatus (GHPA). This device is used in
thermal conductivity estimation of isolant materials. Application is developed in one dimensional
cylindrical coordinates. Geometries are a disc (for Hot Plate) and an annulus (for the Guard)
with estimated paremeters from one to five. Results are compared with Levenberg-Marquardt
method. This shows that PSO has a great capacity to recover the analytic function. Results
exhibits a good agreement with experimental values.
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1 Introduccién

Los problemas inversos en transferencia de
calor se valen de las mediciones de
temperatura, o también, de flujo de calor
para estimar las cantidades desconocidas
que se presentan en los modelos
matematicos de problemas fisicos en este

campo."?

El uso de las técnicas de analisis
inverso es un nuevo paradigma de
investigacion. No se trata simplemente de
comparar los resultados obtenidos de las
simulaciones numéricas y de los
experimentos a posteriori, sino que existe
una sinergia estrecha entre los
investigadores  experimentales y los
tedricos durante el desarrollo de los
estudios para obtener la mayor cantidad
posible de informacion a partir del problema
fisico en cuestion.® Por tal razon, en afios
recientes los problemas inversos han
evolucionado de ser un tema de
investigacion tedrica especifica a ser una
importante herramienta practica del andlisis

de ingenieria.

Los problemas inversos se resuelven
mediante una metodologia de estimacién
de parametros o de estimacion de funcion.
Si se tiene alguna idea acerca de la forma
funcional de la cantidad desconocida, el
problema inverso se puede reducir a la
estimacién de wunos pocos parametros
desconocidos. Al contrario, si no tenemos
la informacién, necesitamos considerar el

problema inverso como de estimacion de

funcion en un espacio dimensional infinito

de funciones.

Los problemas inversos también se
clasifican matematicamente como “mal
planteados”, en tanto que los problemas
normales de transferencia de calor son
“bien planteados”. La solucion de un
problema bien planteado debe satisfacer
las condiciones de existencia, unicidad y
estabilidad respecto a los datos de entrada.
La existencia de un problema inverso de
transferencia de calor puede asegurarse
mediante razonamiento fisico. Pero la
unicidad de la solucion de los problemas
inversos se prueba matematicamente sélo
en algunos casos especiales. Ademas, el
problema inverso es muy sensible a los
errores aleatorios de los datos medidos de
entrada, y por lo tanto, requiere técnicas
especiales de solucion para satisfacer la

condicion de estabilidad.

Una solucion exitosa de un problema
inverso  generalmente  involucra  su
reformulacién como un problema bien
planteado aproximado, haciendo uso de
algun tipo de método de regularizacion

(estabilizacion).

En este articulo se prueba un método
para la solucién de problemas inversos de
transferencia de calor. El problema de
prueba involucra la recuperacién de la
funcién de generacion de calor en
coordenadas cilindricas en una dimension.

Se utilizan dos geometrias, un disco y un
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anillo. Los resultados concuerdan con los

experimentos en forma bastante aceptable.

2 Problema directo

Las mediciones de temperatura se obtienen
a partir de la caracterizacion de un
dispositivo para determinar la conductividad
térmica de los materiales aislantes
utilizados en la construccion en México.
Este dispositivo se conoce como aparato
de placa caliente con guarda (APCG). El
problema se define como:

Una placa caliente tiene una

resistencia g(t) situada en r =0.0538m,

temperatura inicial T =302.378K al tiempo
t = 0s y pierde calor por conveccion en un
medio con temperatura T = =302.378K en

la frontera ubicada en r =b = 0.0762 m para

tiempos t>0. La guarda tiene una

resistencia g(t) situada en r, =0.0983m,

temperatura inicial T =300.39K al tiempo
t = 0s y pierde calor por conveccion en un
medio con temperatura T _ =300.39K en

ambas fronteras ubicadas en
r=b=0.0762m y r=d=0.1524m para
tiempos t>0. Los dos diagramas se

muestran en la figura 1.

La formulacion matematica de estos
problemas directos de conduccion de calor

es de la siguiente forma:*

2

Q+EQ+M:£Q O<r<bt>0

ot ror 27kr a ot (1a)
oT

kK—+hT =hT_, r=bt>0 (1b)
or

T=T 0<r<b,t=0 (10)

0

para la placa caliente, y

T 10T g(t)-6(r-r) 161 b<r<dt>0
—_—t =

o ror 27kr o ot (2a)
—kz—Tr+ hT =hT r=bt>0 (2b)
kZ—-lr-+hT —hT,, r=0t>0 o)
T=T b<r<d,t=0 (2d)

para la guarda, donde &(-) es la funcion

delta de DIRAC.

La solucion de este problema se
obtiene mediante el método de Ia

transformada integral.4 Para el problema
inverso, la fuente de calor g (t) variable en

el tiempo se considera como una incégnita.
La informacién adicional que se obtuvo de

las mediciones de temperatura en estado

transitorio registradas en la posicion r =r__
en los tiempos t, i=12,..,1 se utiliza

entonces para la estimacion de g (t).
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Typ=302.378 K

o= 30039K
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(a) Placa caliente (b) Guarda

Figura 1. Modelo fisico del aparato de
placa caliente con guarda.

Para este trabajo se considerara una
aproximacion desde uno hasta cinco
parametros, expresada de la siguiente

forma:

g(t)=P +Pt+Pt* +Pt’ +Pt’ (3)

La solucion de este problema inverso
de conduccién de calor para la estimacion
de los parametros desconocidos se basa
en la minimizacion de la norma ordinaria de

minimos cuadrados, dada por:

$(P)= X[ -T.(P)] @

Donde:

S = Suma de los cuadrados de los
errores o funcion objetivo

p" = [P,P,...,P,] =Vector de

parametros desconocidos
T.(P) = T(P,t)=Temperatura estimada

al tiempo t,

Y, = Y(t)=Temperatura medida al
tiempo t,

N = Numero total de parametros

desconocidos
| = Numero total de mediciones,
donde | > N

Las temperaturas estimadas T (P) se
obtienen de la solucion del problema
directo en la posicion de las mediciones,

r utilizando la estimacion actual de los

med ’

parametros desconocidos.

Para minimizar la norma de minimos

cuadrados dada por la ecuacion (4), se

necesita igualar a cero las derivadas de
S(P) respecto a cada uno de los

parametros desconocidos.

La solucién completa para estos

problemas4 esta dada por:

hbT :
e 1 (.18 (5.0) (16"
A )(1-e)

TR0 = S R (BR(50)e

+2”% R, (B.1)R, (B, r‘){%(l— e"’/’")+ QZP;A [aﬂzt —(1—9'””}')

P .
v @ pt - 2apt 210" )|
ap

P (5)
! a";}" [a’ﬁﬁf —3a’ 't + 60t - 6(1—e”’”" ﬂ
+ Sps _ [a“ﬁ“t" 4B 1120 B - 240t + 24(17{”/7,‘)]]
Donde:
B (h2 + ﬁ?kz)bzRog (ﬂ, b)
2p ®)

R,(B,r)=13,(Br)

para la placa caliente, y
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, 6 .

T(r’t):[bRa(ﬁ'bMR“(ﬂ'd)];ILR“(ﬂ")e’"/'}' Boyd y Richerson® examinaron el
h roceso de decision de los humanos

AR, (p0)+ 68, (8] R (50 1) p ,

desarrollaron los conceptos de “aprendizaje

a
27kN

P —agt P, ) gt
+ Ra(ﬂxf)Ra(ﬂ-E){%(H ! )+ ZZA[aﬂt—(l—e " )] o
i o “r (7) individual” y “transmisién cultural”. De
+ﬁ[azﬂdtz—2a/321+2(1—e’"/'7')] L
ap acuerdo con su andlisis, las personas

+

P .
o e s 2 bt (1e N _
ap LS (i) utilizan dos clases importantes de

T o' ~4ap'e v120°p'C - 2ot 217 )]} informacion en el proceso de decision. La

primera es su propia experiencia; esto es,

Donde: han intentado las diferentes alternativas y
:(h2+ﬂ2k2)|:d2Rj(IB,d)—bQR;(ﬁ,b)] conocen cual estado es el mejor hasta el

2%’ (8) momento y saben qué tan bueno es. La

R(B.r)= 2, (A) X (#1) segunda es la experiencia de otra persona;

Bk, (Bd)+ha, (pd)  —pky, (pd)+hv, (Bd)
esto es, tienen conocimiento de como se

han comportado otras personas a su

3 Optimizacion por enjambre de alrededor. A saber, saben qué alternativas

particulas sus vecinos han encontrado mas positivas

) ) hasta el momento y qué tan positivo fue el
El comportamiento de un enjambre se .
mejor patrén de alternativas. Cada persona
puede modelar con unas cuantas reglas _
, , toma su decisién utilizando sus propias
sencillas. Los enjambres de peces (banco, o o
B experiencias y las experiencias de los
cardumen) y de pajaros (bandadas, _ L
otros. Los resultados de esta investigacion
parvadas) se pueden modelar con tales

, ) . también son uno de los elementos
modelos simples. Por ejemplo, aun si las .
) fundamentales basicos de la PSO.
reglas de comportamiento de cada

A
individuo (agente) son simples, el Y
comportamiento del enjambre puede ser
complicado. Reynolds® utilizé los siguientes
tres vectores como reglas simples en sus

investigaciones con boid:

¢ Alejarse del agente mas cercano.

e |r hacia el destino.

¢ Ir hacia el centro del enjambre.
Figura 2. Concepto de la modificacion de
un punto de busqueda en la PSO.
El comportamiento de cada agente

. De acuerdo con los antecedentes de la
dentro del enjambre se puede modelar con

. PSO que acabamos de mencionar,
simples vectores. Los resultados de la

; Lo Kennedy y Eberhart’ desarrollaron la PSO
investigacion son uno de los antecedentes

basicos de la PSO. mediante la simulacion de la bandada de

pajaros en un espacio bidimensional. La
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posicion de cada agente se representa
mediante su posicién en los ejes X y y ¥y

también su velocidad se expresa mediante
vX (la velocidad en el eje x) y vy (la

velocidad en el eje y ). La modificacién de
la posicion del agente se lleva a cabo

mediante la informacién de posicién y

velocidad.

La bandada de pajaros optimiza cierta
funcion objetivo. Cada agente conoce su

mejor valor hasta el momento ( pbest ) y su

posiciébn en Xx y vy . Esta informacion es
una analogia de las experiencias
personales de cada agente. Por otra parte,
cada agente conoce el mejor valor ( gbest )
de todos los pbest que ha obtenido el
grupo hasta el momento. Esta informacion
es una analogia del conocimiento de como
se han comportado los otros agentes a su
alrededor. Cada agente intenta modificar su

posicién utilizando la siguiente informacion:

e Las posiciones actuales (X, y ).
¢ Las velocidades actuales (Vvx, vy ).

¢ La distancia entre la posicion actual y su

pbest .

¢ La distancia entre la posicidn actual y el

gbest .

Esta modificacion se representa
mediante el concepto de velocidad (el valor
modificado para las posiciones actuales).
La velocidad de cada agente se puede

modificar con la siguiente ecuacion:

v =wy! +crand, x( pbest, —s; ) +c,rand, x ( gbest -5/ ) (10)

Donde v es la velocidad del agente i
en la iteracion k, w es una funciéon de

ponderacion, ¢, son coeficientes de
ponderacién, rand es un numero aleatorio

entre 0y 1, s

es la posicion actual del

agente i en la iteracion k, pbest es el
pbest del agente i y ghbest es el gbest del

grupo.

En otras palabras, la velocidad de un
agente se puede cambiar utilizando tres
vectores, como en el boid. La velocidad se
limita normalmente a cierto valor maximo.
La PSO que se utiliza en la ecuacion (10)
se llama modelo Gbest. La siguiente
funcién de ponderacion se utiliza

normalmente en el modelo Gbest:

wW=Ww _ Wmax — Wmin % itel’
W T (11)
iter
Donde w__ es el peso inicial, w_

es el peso final, iter ~es el nimero

maximo de iteraciones e iter es el nUmero

actual de iteracion.
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Figura 3. Errores en la estimacion de la
fuente de calor para la PSO, comparados
con el LMM, en el caso de la placa caliente.

El significado del lado derecho de la
ecuacion (10) se explica de la siguiente
manera:® el lado derecho de la ecuacion
(10) consta de tres términos (vectores). El
primer término es la velocidad previa del
agente. Los términos segundo y tercero se
utilizan para cambiar la velocidad del
agente. Sin estos dos términos, el agente

permaneceria “volando” en la misma

direccion hasta golpear la frontera. Es
decir, intenta explorar nuevas areas y, por
lo tanto, el primer término se corresponde
con la diversificacion en el proceso de
basqueda. Por otro lado, sin el primer
término, la velocidad del agente “volador”
se determina Unicamente mediante el uso
de su posicion actual y las mejores
posiciones de su historia. En oftras
palabras, los agentes intentaran converger
a su pbest o también, a su gbest vy, por lo
tanto, los términos se corresponden con la
intensificacion en el proceso de bl’quueda.9

Como se mostrara mas adelante, por

ejemplo, w_ y w_ se ajustan a 0.9 y 0.4

n
respectivamente. Por consiguiente, al
comienzo del proceso de busqueda, la
diversificacion tiene una ponderacion muy
alta, mientras que la intensificacion esta
mas ponderada al final del proceso de
bdsqueda en una forma similar al recocido
simulado (SA, Simulated Annealing). Es
decir, se puede calcular una cierta
velocidad que gradualmente se acerque a

los pbest y al gbest. La PSO que se utiliza

en las ecuaciones (10) y (11) se conoce
como “el método de pesos de inercia”
(IWA, Inertia Weights Approach).
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Figura 4. Errores en la estimacion de la
fuente de calor para la PSO, comparados
con el LMM, en el caso de la guarda.

La posicién actual (el punto de
busqueda en el espacio de solucion) puede
modificarse mediante la siguiente ecuacion:
Sik+1 — Sik +Vik+1 (12)

En la figura 2 se ilustra el concepto de
modificacién del punto de busqueda para la
PSO. Shi y Eberhart®'° intentaron examinar
la seleccién de los parametros que hemos

mencionado. De acuerdo con su analisis,
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son apropiados los siguientes parametros y
sus valores no dependen del problema en

consideracion:

¢ =20, w_ =0.9, w._ =04

max

4 Resultados

En la placa caliente del APCG se utilizd
una generacion eléctrica de calor de 5 W.
Se realizaron mediciones de temperatura

cada 1 minuto (durante 624 pasos
temporales) en la posicién r_ =0.0762m.

La generacion de calor que se utilizé en la

guarda fue 3 W. Las mediciones se

realizaron cada 30 segundos (durante 345

pasos temporales) en la posicion
r,=01524m. El ndmero de particulas

utilizado para la optimizacion fue de 20.

Cuadro 1. Valor de la menor norma
ordinaria de minimos cuadrados para la
placa caliente y para la guarda

Placa caliente Guarda
Parame-
tros

PSO LMM PSO LMM
1 1891.6394 1891.6394  200.5644 200.6026
2 11321777 11321777 28.4137 29.1051
3 919.9884 865.1679 13.5919 21.5268
4 758.6564 758.5913 13.5064 17.3220
5 751.0625 733.9622 13.3632 17.5800

En el cuadro 1 se muestra la norma
ordinaria de minimos cuadrados para los

casos de la placa caliente y de la guarda.

Se compara con un método tradicional de
solucion de problemas inversos, el método
de Levenberg-Marquardt (LMM). Para el
caso de la placa caliente, se observa un
mejor desempefio del LMM conforme
aumentamos el nUmero de parametros. En
el caso de la guarda, la PSO tiene un mejor
desempefio en todos los casos, ya que su

norma ordinaria de minimos cuadrados es
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Figura 5. Campo de temperatura obtenido
con la mejor norma ordinaria de minimos
cuadrados con la PSO y el LMM para la

placa caliente.

En el cuadro 2 se enlistan los
parametros estimados para cada caso
tanto para la placa caliente como para la
guarda. En la figura 3 se muestran los
errores para los casos que exhibieron el
menor error en la estimaciéon de la fuente
de calor para la PSO y el LMM en la placa
caliente. La figura 4 exhibe los mismos
resultados para el caso de la guarda. Las
figuras 5 y 6 muestran los campos de
temperaturas obtenidos con la estimacion

que exhibié la menor norma ordinaria de
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minimos cuadrados para la placa caliente y

para la guarda, respectivamente.
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Figura 6. Campo de temperatura obtenido
con la mejor norma ordinaria de minimos
cuadrados con la PSO y el LMM para la

guarda.

5 Conclusién

Se ha aplicado una estrategia para resolver
problemas inversos de transferencia de
calor, la optimizacion por enjambre de
particulas. Se comparé con un método
tradicional, el método de Levenberg-
Marquardt. El resultado obtenido es
satisfactorio, porque los que se obtuvieron
con ambos métodos son muy similares y en
algunos casos la PSO exhibe mejor
desempefio. En especial, para la guarda, la
PSO exhibié un mejor desempefio en todos
los casos. Sin embargo, es necesario
aplicar la optimizacién por enjambre de
particulas a distintos problemas inversos
para demostrar su capacidad. Los
resultados obtenidos son muy alentadores

para seguir trabajando en esta direccion.
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