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Resumen 
 

La escasez de agua a nivel mundial representa un desafío crítico para el desarrollo 

socioeconómico, agravado por pérdidas significativas en los sistemas de distribución. En el 

Estado de Morelos, anualmente se pierde aproximadamente el 40 % del agua que se bombea 

por el sistema de distribución. Dicha pérdida de agua está provocada, principalmente, por el 

deterioro de la salud estructural de los sistemas de distribución. Este deterioro genera fugas 

de agua que presentan un pequeño diámetro, las cuales son muy difíciles de detectar y pueden 

ser precursoras de fugas de agua catastróficas. En este sentido, que el acueducto cuente con 

herramientas matemáticas para extraer información sobre la salud del sistema es de vital 

importancia. Esto se debe a que facilitan la toma de decisión sobre el plan de acción a 

desencadenar para la reparación de la fuga. El objetivo de esta tesis es diseñar y validar una 

herramienta matemática basada en la transformada de 𝒯e y en espectros cruzados de 

frecuencia para detectar fugas de fondo preservando la pureza espectral. 

La propuesta incluye el desarrollo teórico de la transformada de 𝒯e, con seis definiciones 

y cinco teoremas (existencia, pertenencia a 𝐿1(ℝ), existencia de inversa, unicidad y 

conservación de energía), así como herramientas asociadas: densidad espectral cruzada, 

coherencia, espectrograma y fasor de 𝒯e. La metodología se validó experimentalmente en un 

montaje cuasi-controlado con tubería de hierro fundido y fugas de 1.0 mm y 4.0 mm de 

diámetro, utilizando dos sensores piezoeléctricos y análisis vibro-acústico. Los resultados 

muestran que el método propuesto aísla componentes espurias y atenúa términos cruzados, 

mejorando la pureza espectral y logrando la caracterización de rasgos en presencia de ruido 

estacionario y no estacionario, superando técnicas convencionales como: la transformada de 

Fourier de tiempo corto, el espectrograma, la transformada Hilbert-Huang, transformada S, la 

distribución Wigner–Ville, transformada de Chirplet. Estos hallazgos confirman la viabilidad del 

enfoque para aplicaciones de monitoreo estructural y detección temprana de fugas en redes de 

distribución de agua. La función wavelet utilizada para la validación fue la wavelet Daubechies 

debido a que brinda una atenuación de las bandas laterales de -160 dB. Con respecto al cálculo 

de las componentes de frecuencia la transformada de 𝒯𝑒 arrojó un corrimiento en frecuencia de 

0.25 Hz; el cual corresponde a un error porcentual de 1.45 % en el cálculo de las componentes 

de frecuencia. 

Los aportes al conocimiento expresados constituyen un avance significativo para la 

gestión del recurso hídrico con un enfoque de monitoreo predictivo, fomentando un desarrollo 

infraestructural más resiliente y sostenible. 
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Abstract 

The global water shortage represents a critical challenge for socioeconomic development, 

exacerbated by significant losses in water distribution systems. In the Estado de Morelos, 

approximately 40 % of the water pumped through the distribution system is lost each year. 

This water loss is mainly caused by the deterioration of the structural health of the distribution 

systems. Such deterioration leads to small-diameter leaks that are very difficult to detect and 

can become precursors of catastrophic water leaks. In this regard, having mathematical tools 

that allow the aqueduct to extract information about the health of the system is of vital 

importance. This is because such tools facilitate decision-making regarding the action plan to 

be implemented for leak repair. 

The objective of this thesis is to design and validate a mathematical tool based on the 𝒯e 

transform and cross-frequency spectra to detect background leaks while preserving spectral 

purity. The proposal includes the theoretical development of the 𝒯e transform, with six 

definitions and five theorems (existence, belonging to 𝐿¹(ℝ), existence of inverse, 

uniqueness, and energy conservation), as well as associated tools: cross-spectral density, 

coherence, spectrogram, and 𝒯e phasor. 

The methodology was experimentally validated in a quasi-controlled setup with cast iron 

piping and leaks of 1.0 mm and 4.0 mm in diameter, using two piezoelectric sensors and 

vibro-acoustic analysis. The results show that the proposed method isolates spurious 

components and attenuates cross terms, improving spectral purity and enabling feature 

characterization in the presence of stationary and non-stationary noise, outperforming 

conventional techniques such as the Short-Time Fourier Transform, spectrogram, Hilbert–

Huang transform, S-transform, Wigner–Ville distribution, and Chirplet transform. 

These findings confirm the feasibility of the approach for structural health monitoring and 

early leak detection in water distribution networks. The wavelet function used for validation 

was the Daubechies wavelet, as it provides -160 dB attenuation of sidebands. Regarding the 

calculation of frequency components, the 𝒯e transform yielded a frequency shift of 0.25 Hz, 

corresponding to a percentage error of 1.45% in the computation of frequency components. 

The contributions to knowledge presented here represent a significant advancement in 

water resource management through a predictive monitoring approach, promoting more 

resilient and sustainable infrastructural development. 
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1. Antecedentes 

En la actualidad existe un gran interés por los acueductos en detectar eventos 

precursores de pérdida de agua. Este recurso natural tiene gran importancia para la vida y 

el crecimiento de la economía; haciendo que los acueductos implementen estrategias 

eficaces para su gestión sostenible. 

Se estima que el 2.5 % del agua en la Tierra es fresca. De esta el 30.1 % se encuentra 

subterránea y el 68.7 % forma capas de hielo; solamente menos del 1.0 % está disponible 

para el consumo de la vida humana, según el reporte de (USGS, 2021). 

El consumo elevado del agua se debe a factores demográficos, socioeconómicos y 

ambientales. Estos factores están vinculados con tendencias tales como: 

• El acelerado crecimiento de la población, 

• La rápida urbanización, 

• Los insostenibles patrones de consumo, 

• La contaminación de aguas subterráneas y superficiales. 

Un estudio llevado a cabo por (Rathnayaka et al., 2015) muestra que dichas tendencias 

hacen de las redes un complejo escenario para el cual no fueron diseñadas ni estructuradas. 

(Ravisangar & Charles, 2011) plantean que a estos problemas se le suman eventos 

provenientes de operaciones, tales como: encendido o apagado de bombas y aperturas o 

cierre de válvulas. Eventos que se agravan por el envejecimiento y la corrosión de las 

instalaciones, derivando en fugas de fondo que incrementan significativamente los costos 

de reparación. 

Actualmente, la cantidad de pérdida de agua en los sistemas de distribución varía 

ampliamente a nivel internacional. La investigación realizada por (Ebacher et al., 2012), 

plantea que en un acueducto ubicado en Canadá, se pierde aproximadamente el 30 % del 

caudal introducido en los ductos. Por otro lado, (EPA, 2002; Lauruschkus & Rehberg, 

2015) muestran que el volumen de pérdida de agua introducida en el sistema de 

distribución de los Estados Unidos y Europa, excede el 30 %. Mientras que en México los 

datos reportados por (Agua, 2021) revelan que las pérdidas de agua en la capital llegan 
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hasta el 40 %, incrementándose en otras ciudades hasta alcanzar el 60 %. 

La mayor afectación a dichas pérdidas está dada por fugas de fondo, (Martini et al., 

2014; Trutié-Carrero et al., 2018) plantean que dichas fugas son muy pequeñas y se 

generan en tanques, juntas de tubería y errores de ensamblajes. 

(Martini et al., 2014) muestran que las fugas de fondo están relacionadas con el 

funcionamiento normal de la tubería y es muy costosa su reducción por debajo del límite 

de pérdidas anuales inevitables. Este límite provoca que los acueductos no brinden especial 

atención a dichas fugas, debido a que económicamente es más costoso repararlas que el 

agua que se pierde. 

(Fox et al., 2014; Wu & Liu, 2017) revelan que dichas fallas son muy costosas en 

términos de reparación y daño, presentando un impacto negativo en la sociedad y el 

medioambiente. Lo que provoca, la interrupción del servicio en el acueducto, la demora 

en el tráfico automotriz intensifica la pérdida de agua y energía, daña las calles y 

edificaciones e incrementa la proliferación de enfermedades infecciosas. Las adversidades 

provocadas, hacen que sea de interés hacer mínimo su periodo de vida. 

Las fugas de fondo de agua se clasifican en dos grandes grupos: 

 

• Primer grupo: Fugas catastróficas de agua. Este tipo de fugas emerge hacia la 

superficie causando grandes estragos al medioambiente, presentando un periodo de 

vida corto. El corto periodo de vida está asociado a que el acueducto puede realizar 

rápidas acciones para resolver el problema. 

• Segundo grupo: Fugas de agua por debajo del límite de pérdidas anuales inevitables. 

Estas fugas son muy difíciles de detectar, producto a que permanecen ocultas bajo suelo. 

En este caso, las fugas debido a su pequeño tamaño presentan una gran posibilidad de 

existir durante largos periodos de tiempo, además de ser precursores de fugas 

catastróficas. 

Dada la importancia que presenta tener bajo control la generación de fuga de fondo de 

agua, en la comunidad científica se observan principalmente dos esquemas para su 

detección. El primero, realiza un estudio de las redes hidráulicas a través de minería de 

datos utilizando sistemas de Supervisión, Control y Adquisición de Datos (SCADA, por 

sus siglas en inglés), donde el período de muestreo típicamente es seleccionado entre 1.0, 

5.0 y 15.0 minutos (Mounce et al., 2012; Wu & Liu, 2017). El segundo, se basa en detectar 
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la fuga en el momento que se generó utilizando sistemas de adquisición de datos dedicados 

a esta función y un periodo de muestreo que puede ser seleccionado entre 2.5 ms y 4.0 ms 

(Zan et al., 2014). 

A pesar de los resultados alcanzados, por las técnicas reportadas en el primer esquema 

de detección; la principal dificultad desde la instrumentación electrónica es que no siempre 

existe una ubicación idónea para realizar una instalación invasiva. Lo que provoca que el 

ciclo de vida de dicho fenómeno no disminuya, aumentando los costos por pérdida de agua. 

La manera más eficiente de disminuir los problemas originados por fugas de agua es 

detectar su generación en el momento que se forma, mediante un monitoreo no invasivo. 

Esto brinda la ventaja de disminuir el ciclo de vida de la fuga, derivando rápidamente al 

proceso de reparación. Lo que evidencia el segundo esquema de detección, donde se 

muestran soluciones como: 

El estudio de las características vibro-acústicas de la fuga en tuberías enterradas. En este 

estudio (Ayala et al., 2017) plantean que antes de utilizar la función correlación cruzada, 

se debe eliminar el ruido no deseado. Esto se logra filtrando la señal en un ancho de banda 

de frecuencia donde hay información de fuga. La investigación presentada reafirma la 

importancia de conocer el comportamiento vibro-acústico de las señales de fuga, mediante 

condiciones controladas. El siguiente trabajo se dirige hacia técnicas de procesamiento de 

señales basadas en emisión vibro-acústica. Los investigadores (J. D. Butterfield et al., 

2017) se enfocan en cuantificar el caudal de fuga en tuberías plásticas. Además, muestran 

que la interacción entre las variables asociadas al sistema y la señal vibro-acústica 

dificultan la clasificación del caudal de la fuga. 

El siguiente año, se reporta una investigación sobre la detección de fugas de fondo con 

pequeño diámetro. Experimentalmente (Joseph D. Butterfield et al., 2018) evalúan la 

sensibilidad a las fugas de agua bajo diferentes fenómenos vibro-acústicos. En el mismo 

periodo, se reporta un trabajo donde se aplica el proceso de diferenciación en redes de 

ductos urbanos para detectar fugas. (Y. Gao et al., 2018) plantean que utilizan la función 

correlación, resaltando el enfoque en la estimación de la posición de una fuga, mediante el 

uso de la correlación cruzada. En otro trabajo reportado, en ese mismo año, se utilizó el 

análisis de auto-correlación para detectar fugas de fondo. (Martini et al., 2018) resaltan en 

su trabajo la importancia de los umbrales; debido a la dependencia sobre condiciones de 

los límites locales de la red supervisada. Esto provoca que la configuración inicial sea 
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costosa y que requiera mucho tiempo. Además, que aumenta el riesgo de fugas no 

detectadas o falsas alarmas. 

En el 2019 se inicia una investigación sobre la detección y localización de fuga de fondo 

en tubería plástica de agua. (Trutié-Carrero et al., 2019) en su estudio se percataron que en 

la práctica las señales de fuga coexisten con el ruido estacionario y no estacionario. Por tal 

motivo, este artículo realiza un análisis sobre la importancia que presenta la relación señal-

a-ruido en la detección y localización. (Kassab et al., 2019) realizaron un estudio para 

detectar fallas de agua en un generador de vapor. En esta investigación los autores emplean 

una técnica de formación de haces para incrementar la relación señal-a-ruido. 

En el año 2020 se reporta un procedimiento para detectar fuga en sistemas urbanos. 

(Xue et al., 2020) plantean que se detectó fuga a una distancia de 300 m. Además, alegan 

que detectaron pérdida de agua menor al 20 % del fluido en la tubería. (Cody et al., 2020) 

muestran un procedimiento basado en predicción lineal para la detección de fugas en redes 

de distribución de agua. Dichos investigadores muestran un estudio de un procedimiento 

para detectar fugas de agua que se encuentren próximas al límite de pérdidas inevitable. 

(Bykerk & Valls Miro, 2022a) utilizaron la técnica del espectrograma para realizar la 

extracción de características en la señal adquirida. Los resultados reportados indican que 

obtuvieron un 97 % de precisión en la detección de fugas de agua, con baja tasa de falsas 

alarmas. En la detección binaria de fugas de fondo, (Bykerk & Valls Miro, 2022b) 

muestran una propuesta basada en redes neuronales convolucionales. En el presente 

manuscrito los autores plantean que utilizaron la transformada de Fourier de tiempo corto 

para entrenar su red neuronal, obteniendo un resultado en la detección superior al 94 %. 

Sobre la clasificación de señales vibro-acústicas, (Yu et al., 2023) publican un trabajo 

dirigido a la detección de fugas en sistemas de distribución de agua. En su trabajo plantean 

que para realizar la extracción de característica de las señales adquiridas utilizaron la 

técnica del espectrograma. 

A pesar de los avances reportados por la comunidad científica, el principal 

inconveniente en la mayoría de los trabajos es que no consideran la distorsión introducida 

en el espectro de frecuencia. Además, no se emplea una herramienta matemática que 

permita aislar componentes de frecuencias espurias y atenuar términos cruzados. Por otro 

lado, son métodos que solamente caracterizan los rasgos de una fuga de fondo, sin importar 

el deterioro de la pureza espectral. 
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Todos estos problemas conllevan a la necesidad de contar con una herramienta 

matemática que maximice, la pureza espectral y aísle componentes espurias. Es importante 

que dichas herramientas matemáticas permitan detectar fugas de agua en un ambiente 

cuasi-controlado; sin deteriorar la pureza espectral. Esto hace que emerja el siguiente 

enfoque metodológico: 

1.1 Pregunta de investigación 

¿Cómo detectar fugas de fondo de agua en un ambiente cuasi-controlado sin deteriorar 

la pureza espectral? 

1.2 Objetivo 

Diseñar una herramienta matemática basada en la transformada de 𝒯𝑒 y espectros 

cruzados de frecuencias que permita detectar fugas de fondo de agua en un ambiente cuasi-

controlado. 

1.2.1 Objetivos específicos 

• Identificar los métodos matemáticos utilizados en la literatura para la detección de 

fugas de agua. 

• Crear las bases teóricas correspondientes a la transformada de 𝒯𝑒. 

• Analizar los términos cruzados en el espectro diádico de frecuencia. 

• Diseñar y desarrollar experimentos que permitan evaluar la efectividad de los 

espectros de 𝒯𝑒 cruzados. 

• Evaluar el desempeño de la herramienta matemática diseñada fuera de línea. 
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1.3 Hipótesis 

Es posible, detectar fugas de fondo de agua bajo un ambiente cuasi-controlado. Si se 

diseña una herramienta matemática basada en la transformada de 𝒯𝑒 y espectros cruzados 

de frecuencia, manteniendo la pureza espectral. 
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2 Marco teórico 

Este capítulo brinda información sobre las bases teóricas empleadas para el desarrollo 

de las herramientas matemáticas que se muestran en la sección 3: “Desarrollo 

Teórico/Experimental”, las cuales permitirán obtener los resultados mostrados en la 

sección 4: “Resultados y Discusión”. Dichos resultados conforman las principales 

contribuciones de esta tesis y se enfocan principalmente a los espectros cruzados de 𝒯𝑒, las 

bases teóricas de la transformada de 𝒯𝑒 y el fasor de 𝒯𝑒. 

2.1 Convolución 

La convolución es una herramienta matemática que permite combinar dos señales. Una 

de sus principales aplicaciones se encuentra en la implementación de filtros digitales, como 

se muestra en los trabajos de (C. Cheng & Parhi, 2004; Love & Kruger, 1987). 

Sea 𝑓1(𝑡) y 𝑓2(𝑡) dos funciones que pertenecen a 𝐿1(ℝ), la convolución de 𝑓1(𝑡)  ⋆ 𝑓2(𝑡) 

pertenece a 𝐿1(ℝ) y (Mooers, 1973) la define mediante la ecuación (1). 

 

𝐶𝑓1,𝑓2
(𝜇) = {𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓2(𝑡)}(𝜇) = ∫ 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡 − 𝜇)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑓1(𝑡 − 𝜇)𝑓2(𝑡)𝑑𝑡,

∞

−∞

 (1) 

 

 

donde: ⋆ es el operador de convolución y 𝜇 es la variable de traslación que pertenece a ℝ. 

2.2 Correlación cruzada 

La correlación cruzada es una medida de la similitud entre dos señales muy utilizada 

para encontrar características relevantes entre ambas señales. Los trabajos reportados por 

(Contreras-Reyes & Idrovo-Aguirre, 2020; Dean & Dunsmuir, 2016; Plerou et al., 1999) 

muestran la importancia de dicha herramienta matemática. 

Si 𝑓1(𝑡) y 𝑓2(𝑡) son dos señales ergódicas que pertenecen a 𝐿1(ℝ), (Derrick & Thomas, 

2004; Haugh, 1976) definen la función correlación cruzada normalizando la ecuación (1), 
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como se muestra en la ecuación (2). 

 

𝑅𝑓1,𝑓2
(𝜇) =

{𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓2(𝑡)}(𝜇)

√{𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓1(𝑡)}(0){𝑓2(𝑡) ⋆ 𝑓2(𝑡)}(0)
, (2) 

 

 

donde:  {𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓1(𝑡)}(0) es la auto-correlación para la función 𝑓1(𝑡) y {𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓1(𝑡)}(0) 

es la auto-correlación para la función 𝑓2(𝑡). 
 

2.3 Densidad de Energía 

La densidad de energía ha sido utilizada en aplicaciones de detección de falla como se 

muestra en los trabajos de (Junsheng et al., 2005; Loutridis, 2006). La principal ventaja que 

brinda la densidad de energía es conocer, desde el espectro de frecuencia, como se 

modifican las características de la señal en un espectro energético. 

Si tenemos una caja de Heisenberg 𝜙𝜇(𝑡) que presenta una vecindad en (𝜇, 𝜔𝛾); 

entonces (Mallat, 2009) define la densidad energética de la señal 𝑓(𝑡) como se muestra en 

la ecuación (3). 

 

𝑃Φ𝑓(𝜇, 𝜔𝛾) = | ∫ 𝑓(𝑡)𝜙𝜇,𝛾
∗ (𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞

|

2

, (3) 

 
donde: 𝛾 es un parámetro multi-indicador. 

2.4 Transformada de Fourier y sus propiedades 

La transformada de Fourier presenta gran importancia en aplicaciones donde es 

necesario extraer los rasgos de señales con periodicidad localizada. Esta herramienta 

matemática tiene gran importancia en el área de la detección de fallas, donde se han 

reportado trabajos como los de (Ghosh et al., 2022; Jalayer et al., 2021; Majali et al., 2022). 

Sea 𝑓(𝑡) una función que pertenece a 𝐿1(ℝ) (Brigham & Morrow, 1967; Mallat, 2009) 

definen la transformada de Fourier para 𝑓(𝑡) como: 
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ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

. (4) 

 

Si 𝑓(𝑡) es una función que pertenece a 𝐿1(ℝ) y ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔) pertenece a 𝐿1(ℝ) entonces 

la ecuación (5) es la transformada inversa de Fourier según (L. Chen et al., 1987; Mallat, 

2009). 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔)

∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔. (5) 

 

Debido al amplio uso de la transformada de Fourier en el análisis de sistemas y señales 

se han desarrollado diversas propiedades. La Tabla 1. 1 muestra sus principales propiedades 

reportadas por (Mallat, 2009). 

 

Tabla 1. 1 Propiedades de la transformada de Fourier 

Propiedad Función Transformada de Fourier 

 𝑓(𝑡) ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔) 

Inversa ℱ[𝑓(𝜔)](𝑡) 2𝜋𝑓(−𝜔) 

Convolución 𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓2(𝑡) ℱ[𝑓1(𝑡)](𝜔)ℱ[𝑓2(𝑡)](𝜔) 

Multiplicación 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡) 1

2𝜋
ℱ[𝑓1(𝑡)](𝜔) ⋆ ℱ[𝑓2(𝑡)](𝜔) 

Traslación 𝑓(𝑡 − 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝜇ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔) 

Modulación 𝑒𝑖𝜉𝑡𝑓(𝑡) ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔 − 𝜉) 

Escalado 
𝑓 (

𝑡

𝑠
) 

|𝑠|ℱ[𝑓(𝑡)](𝑠𝜔) 

Complejo 

conjugado 

𝑓∗(𝑡) 𝑓∗(−𝜔) 

2.5 Fasor clásico 

Un fasor es una representación compleja de una función sinusoidal en el dominio del 

tiempo. Esta herramienta matemática se utiliza ampliamente en la detección de fallos para 

señales monocomponentes (Opoku & Dimitrovski, 2025; Tanha et al., 2025). Dicha 

herramienta se expresa como un número complejo que codifica la amplitud y la fase de la 

señal como: 

 

 

𝐹 = 𝐴𝑒𝑖𝜙(𝜔0) = 𝐴[cos 𝜙(𝜔0) + 𝑖 sin 𝜙(𝜔0)], (6) 
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donde: 𝐴 es la amplitud y 𝜙(𝜔0) es la para la frecuencia específica 𝜔0. 

2.6 Espectros cruzados en frecuencia 

El análisis de espectros cruzados permite conocer la relación existente entre las 

características de dos señales. Las aplicaciones donde se ha utilizado dicha herramienta 

matemática, se encuentra en los trabajos de (Dalai et al., 2015; Liang et al., 2022; Sinha, 

2008). 

Sea 𝑓1(𝑡) y 𝑓2(𝑡) dos señales provenientes de un proceso determinístico o estocástico con 

función de auto-correlación {𝑓1(𝑡) ⋆ 𝑓1(𝑡)}(0) y {𝑓2(𝑡) ⋆ 𝑓2(𝑡)}(0), respectivamente, y 

función de correlación cruzada 𝑅𝑓1,𝑓2
(𝜇). (Proix et al., 2022; White & Boashash, 1990) 

definen el espectro cruzado Γ𝑓1,𝑓2
(𝜔) como la transformada de Fourier de 𝑅𝑓1,𝑓2

(𝜇) (ver 

ecuación (2)), como: 

 

Γ𝑓1,𝑓2
(𝜔) = ∫ 𝑅𝑓1,𝑓2

(𝜇)𝑒−𝑖𝜔𝜇𝑑𝜇.

∞

−∞

 (7) 

 

El espectro cruzado puede ser descompuesto en parte real y parte imaginaria como: 

 

Γ𝑓1,𝑓2
(𝜔) =  Λ𝑓1,𝑓2

(𝜔) + 𝑖Ψ𝑓1,𝑓2(𝜔). (8) 

 

La parte real Λ𝑓1,𝑓2
(𝜔) y la parte imaginaria Ψ𝑓1,𝑓2(𝜔), son conocidas como co-espectro 

y espectro de cuadratura, respectivamente. 

2.7 Coherencia espectral 

La coherencia espectral es una herramienta matemática que permite analizar la relación 

frecuencial de dos señales. Investigadores tales como (Z. Chen et al., 2020; Perez-Sanjines 

et al., 2023; Schmidt et al., 2020), han utilizado dicha herramienta en sus aplicaciones para 

analizar la similitud de dos fuentes transmisoras de señal. La coherencia espectral expresa 

la amplitud del espectro cruzado de frecuencia en forma normalizada. Partiendo de la 

ecuación (7), se define la coherencia como: 
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𝜂𝑓1,𝑓2
(𝜔) =

|Γ𝑓1,𝑓2
(𝜔)|

√Γ𝑓1,𝑓1
(𝜔)Γ𝑓2,𝑓2

(𝜔)

, 
(9) 

 

 

donde: Γ𝑓1,𝑓1
(𝜔) es el auto-espectro para la señal 𝑓1 y Γ𝑓2,𝑓2

(𝜔) es el auto-espectro para la 

señal 𝑓2. 

2.8 Densidad espectral de energía 

La densidad espectral de energía permite conocer la distribución de energía de una 

función 𝑓(𝑡). Esta herramienta matemática muestra el auto-espectro de 𝑓(𝑡) y es conocida 

como el espectrograma, siendo utilizada por disímiles autores en el análisis de señales, 

como se evidencia en los trabajos mostrados por (Jena et al., 2023; Khan et al., 2022; H. 

Zhang et al., 2023). En la ecuación (10) se define la densidad espectral de energía para 

𝑓(𝑡), reportada por (Altes, 1984; Mallat, 2009). 

 

𝑃𝑠𝑓(𝜇, 𝜔) = | ∫ 𝑓(𝑡)𝑤(𝑡 − 𝜇)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

|

2

, (10) 

 

donde: 𝑤(𝑡 − 𝜇) es una función ventana. 

2.9 Teorema de Parseval y teorema de Plancherel 

(Mallat, 2009) plantea que, el teorema de Parseval y el teorema de Plancherel presentan 

resultados muy importantes en el campo de la teoría de señales. Esto se debe a que dichos 

teoremas permiten conocer la relación existente entre el dominio del tiempo y el dominio 

de Fourier. Por otro lado, tiene como caso particular el análisis de energía de una señal 

mostrando como se conserva dicha energía en ambos dominios. 

(Kelkar et al., 1983; Paruthiyil et al., 2021; Rudin, 1959) muestran la definición para el 

teorema de Parseval esclareciendo que, si 𝑓(𝑡) y ℎ(𝑡) son dos funciones que pertenecen 

𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) entonces se define el teorema de Parseval como: 

 

∫ 𝑓(𝑡)ℎ
∗
(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔)ℱ[ℎ(𝑡)]∗(𝜔)𝑑𝜔

∞

−∞

. (11) 

 
(Dhaouadi et al., 2021; Wolff, 2003; Y. Zhang & Li, 2022) muestran que un caso 
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particular al teorema de Parseval es el teorema de Plancherel. Este último está dirigido para 

el momento en que 𝑓(𝑡) = ℎ(𝑡), definiéndose el teorema de Plancherel como: 

 

∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫|ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔)|2𝑑𝜔

∞

−∞

, (12) 

 

donde: ℱ[ℎ(𝑡)]∗(𝜔) es el complejo conjugado de la transformada de Fourier de 

ℎ(𝑡). 

2.10 Teorema de Fubini 

El Teorema de Fubini es un resultado muy importante en el ámbito de la teoría de 

señales, específicamente para el análisis de transformadas integrales. Esto se debe a que 

dicho teorema proporciona condiciones bajo las cuales es posible intercambiar el orden de 

integración en una integral doble o múltiple. 

(Friedman, 1980; Mallat, 2009; Tonelli, 1909) plantean que si 

∫ (∫ |𝑓(𝑣1, 𝑣2)|𝑑𝑣1
∞

−∞
)𝑑𝑣2

∞

−∞
< +∞, entonces los cambios de orden de integración se 

muestran como: 

 

∫ ∫ 𝑓(𝑣1, 𝑣2)𝑑𝑣1𝑑𝑣2

∞

−∞

= ∫ ( ∫ 𝑓(𝑣1, 𝑣2)𝑑𝑣1

∞

−∞

) 𝑑𝑣2

∞

−∞

∞

−∞

= ∫ ( ∫ 𝑓(𝑣1, 𝑣2)𝑑𝑣2

∞

−∞

) 𝑑𝑣1,

∞

−∞

 (13) 

 

donde: 𝑓(𝑣1, 𝑣2) representa una función absolutamente integrable, 

permitiendo la intercambiabilidad del orden de integración. 

2.11 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

El teorema de la convergencia dominada es de gran importancia en análisis de señales. 

Esto se debe a que dicho teorema permite conocer el comportamiento de convergencia de 

una secuencia. 

(Macwhinney, 2008; Yoshikawa & Innes, 2013) muestran que para {𝑓𝑛} sea una 
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secuencia de funciones medibles sobre 𝐸 que converge puntualmente a la función 𝑓(𝑡) y 

se supone que existe una función G sobre 𝐸 tal que |𝑓𝑛| ≤ 𝐺, ∀ 𝑛 ∈ 𝑁, entonces: 

a) 𝑓(𝑡) es integrable sobre 𝐸, 

b) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
E

=  lim
𝑛→∞

∫ 𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑡
E

. 

2.12 Transformada de 𝒯𝑒  

La transformada de 𝒯𝑒 es una herramienta matemática que permite obtener un espectro 

diádico de frecuencia (Trutié-Carrero et al., 2021), sus principales ventajas son: aisla 

componentes de frecuencias espurias, atenua los términos cruzados y brinda multi-

sensibilidad. 

Si 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ) ∀ 𝑡 ∈  ℝ entonces (Trutié-Carrero, Seuret-Jiménez, Nieto-Jalil, Cantó, 

et al., 2023) definen la transformada de 𝒯𝑒 para 𝑓(𝑡) como: 

 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

,                   ∀ 𝜇, 𝜉 ∈  ℤ+, (14) 

 

donde: 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2
𝜉𝜔) contiene la información de 𝑓(𝑡) en el dominio 𝒯𝑒, 𝛽𝜇,𝜉(𝑡) es la 

ventana de 𝒯𝑒. Dicha ventana es la multiplicación de una función ventana {𝑤𝜇(𝑡)} y una 

función wavelet 𝜓𝜇,𝜉(𝑡) =
1

√2𝜉
𝜓 (

𝑡

2𝜉 − 𝜇) según (R. X. Gao & Yan, 2011; Griffel & 

Daubechies, 1995). 
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Figura 2. 1: Espectro diádico de frecuencia para la transformada de 𝒯𝑒. 

 

2.13 Conclusión parcial 

El estudio de las señales que tengan la característica en su periodo y sean adquiridas 

desde un proceso estocástico o determinístico, motiva a los investigadores a utilizar 

herramientas matemáticas que se encuentran dentro de las técnicas de tiempo-frecuencia. 

A pesar de los avances reportados, no se han desarrollado herramientas que permitan 

obtener información escalada en el dominio de la frecuencia, frenando que se tengan 

propiedades como la multi-sensibilidad, la atenuación de los términos cruzados y el 

aislamiento de componentes de frecuencia. Esto origina a que se utilicen herramientas 

como la transformada de 𝒯𝑒. 
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3 Desarrollo Teórico/Experimental 

Este capítulo tiene como objetivo mostrar las herramientas matemáticas propuestas a la 

comunidad científica, para el análisis de señales con un nuevo enfoque al dominio de la 

frecuencia: “espectro diádico de frecuencia”. Por otro lado, el capítulo inicia describiendo 

el diseño experimental que se utilizó para la extracción de rasgos existente en la fuga de 

agua. 

3.1 Diseño del experimento 

Para validar la principal contribución, se utilizó una instalación que consiste en un tubo 

de hierro fundido. Dicha tubería presenta una longitud de 90 cm con diámetro interior y 

diámetro exterior de 8.2 cm y 8.5 cm, respectivamente. La distancia entre los sensores es 

de 30 cm y la distancia desde cada sensor a la fuga es de 15 cm. En dicho proceso de 

validación dos escenarios fueron utilizados para analizar los resultados arrojados por las 

contribuciones propuestas: 

 

• El primer escenario tiene una fuga de agua que presenta 1.0 mm de diámetro. 

• El segundo escenario, tiene una fuga de agua que presenta 4.0 mm de diámetro. 

 

La Figura 3. 1 muestra el esquema de la instalación utilizada para detectar la fuga de 

fondo. Note en dicha figura como la posición de los sensores es descrita, resaltando la 

distancia entre los sensores y la distancia de cada sensor a la fuga de fondo. Los 

experimentos fueron realizados a temperatura ambiente (25 °C) y presión atmosférica de 

(1019 hPa). 
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Figura 3. 1: Esquema para la detección de fuga de fondo. 

3.2 Instrumentación y sistema de adquisición de datos 

La instrumentación utilizada para realizar la adquisición de los datos de fuga de agua se 

dirige a dos acelerómetros piezoeléctricos IEPE uniaxiales con una sensibilidad de 100 

𝑚𝑉/𝑔 y un rango dinámico de ± 50 𝑔. El sistema de adquisición de dato empleado fue de 

National Instrument NI 9234 y NIcDAQ − 9172. Finalmente, para el manejo de los datos 

se utilizó un programa diseñado en LabView 2018. 

Las señales vibro-acústicas se adquirieron cumpliendo con el teorema de Nyquist, 

utilizando una frecuencia de muestreo de 500 Hz. Esto se debe a que las componentes de 

frecuencias esperadas se encuentran por debajo de 250 Hz, según los estudios reportado 

por (W. Cheng & Shen, 2022). 

3.3 Espectros cruzados de 𝒯𝑒  

La principal contribución al conocimiento de esta tesis radica en los espectros cruzados 

de 𝒯𝑒. Contar con una herramienta matemática, no-paramétrica que permita realizar la 

extracción de rasgos de una señal, atenuando las componentes espurias, es de vital 

importancia. Esto permitirá detectar fugas de agua que presenten hasta 1.0 mm de diámetro. 

Los espectros cruzados de 𝒯𝑒  tienen como principal objetivo permitir el análisis de 

procesos que sean vulnerables frente al ruido estacionario y no estacionario. Esto se debe 

a que vinculan las principales ventajas presente en la transformada de 𝒯𝑒  (aislar 

componentes de frecuencia y atenuación de los términos cruzados) y la principal ventaja 
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de la densidad del espectro cruzado (atenuar señales que presenten característica 

relacionada). 

3.3.1 Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 

La densidad espectral cruzada emerge de las propiedades de la transformada de 𝒯𝑒 . Por 

tal motivo, la densidad espectral cruzada permite obtener un espectro cruzado diádico de 

frecuencia. Los resultados mostrados sobre esta subsección se encuentran publicados en 

(Trutié-Carrero, Seuret-Jiménez, Nieto-Jalil, Herrera-Díaz, et al., 2023). Si sustituimos en 

la ecuación (14) en la ecuación (1) se define la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 como: 

 

Definición  1 : 

Densidad espectral 

cruzada de 𝓣𝒆 

Sea 𝐶𝑓1,𝑓2
(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) denso en 𝐿2(ℝ) entonces se 

define la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 para 𝐶𝑓1,𝑓2
(𝑡) como: 

Υ𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝐶(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡,

∞

−∞

 (15) 

 

donde: Υ𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔) es la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒. 

De la ecuación (15) se deduce que la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒  es una herramienta 

matemática para analizar un par de señales proveniente de un proceso estocástico o 

determinístico. Dicha herramienta revela la distribución de las componentes de frecuencias 

a través del espectro diádico de frecuencia. 

3.3.2 Coherencia espectral de 𝒯𝑒 

La coherencia de 𝒯𝑒 es una herramienta estadística que es útil para estimar la 

transferencia de energía entre la entrada y la salida de un sistema lineal. Esta herramienta 

es obtenida mediante la normalización de la ecuación (15) por los auto-espectros de 𝒯𝑒 de 

la señal 𝑓1(𝑡) y 𝑓2(𝑡); definiéndose como: 
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Definición  2: 

Coherencia 

espectral de 𝓣𝒆 

Sea Υ𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔) la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 para 

𝐶𝑓1,𝑓2
(𝑡) y Υ𝑓𝑥,𝑓𝑥

(𝜇, 2𝜉𝜔) el auto-espectro de 𝑓𝑥  ∀ 𝑥 ∈ ℕ: [1,2], 

entonces se define la coherencia de 𝒯𝑒 como se muestra en la 

ecuación (16). 

  

Ω𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔) =

|Υ𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔)|

√|Υ𝑓1,𝑓1
(𝜇, 2𝜉𝜔)||Υ𝑓2,𝑓2

(𝜇, 2𝜉𝜔)|

, 
(16) 

 

 

donde: |Υ𝑓1,𝑓1
(𝜇, 2𝜉𝜔)| es el valor absoluto del 𝒯𝑒 auto-espectro para 𝑓1, |Υ𝑓2,𝑓2

(𝜇, 2𝜉𝜔)| es 

el valor absoluto del 𝒯𝑒 auto-espectro para 𝑓2, Ω𝑓1,𝑓2
(𝜇, 2𝜉𝜔) siendo 0 y 1 la mínima y 

máxima coherencia, respectivamente. 

3.3.3 Espectrograma de 𝒯𝑒 

El espectrograma diádico de alta resolución o espectrograma de 𝒯𝑒 permite conocer la 

distribución de la energía de una señal en el espectro diádico de frecuencia. (Seuret-

Jiménez et al., 2023) define el espectrograma de 𝒯𝑒 como: 

 

Definición  3: 

Espectrograma 

de 𝓣𝒆 

Sea 𝑓(𝑡) una función ergódica que pertenece a 𝐿1(ℝ) ∩

𝐿2(ℝ) densa en 𝐿2(ℝ) entonces la ecuación (17) define el 

espectrograma de 𝒯𝑒 para 𝑓(𝑡). 

Λ[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = | ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

|

2

, (17) 

 

donde: Λ[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) es la densidad de energía de 𝑓(𝑡). 

 

Una desventaja del espectrograma de 𝒯𝑒 no permite conocer la información sobre la fase 

de la señal. Por otro lado, observe que dicha herramienta es un caso particular del espectro 

cruzado de 𝒯𝑒; debido a que es el auto-espectro de 𝒯𝑒 para 𝑓(𝑡). Esto implica la necesidad 

de tener una herramienta como el fasor de 𝒯𝑒 para conocer la distribución de energía en la 

fase (ver subsección 3.4: Fasor de 𝒯𝑒). 
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3.3.4 Ventana de 𝒯𝑒 y transformada de 𝒯𝑒 en dos parámetros 

La transformada de 𝒯𝑒 permite calcular el espectro diádico de frecuencia, dando un nuevo 

enfoque al espectro de frecuencia como el que se muestra en la Figura 2. 1: Espectro diádico 

de frecuencia para la transformada de 𝒯𝑒. 

(Trutié-Carrero et al., 2021) plantean por primera vez la forma analítica de la 

transformada de 𝒯𝑒, como: 

 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 𝜉, 𝜗) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑤𝜇(𝑡)𝜓𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖2𝜋𝜗𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, (18) 

 

donde: 𝜗 representa la frecuencia lineal diádica, 𝑡 representa tiempo, 𝑤𝜇(𝑡) =

𝑤(𝑡 − 𝜇), ∀ 𝜇 ∈  ℝ y 𝜓𝜇,𝜉(𝑡) =
1

√2𝜉
𝜓 (

𝑡

2𝜉 − 𝜇) , ∀ 𝜉 ∈ ℤ. 

 

A pesar de los resultados obtenidos, contar con una transformada integral dependiente de 

3 parámetros, complejiza la obtención de su transformada integral inversa. Por otro lado, 

impide que exista claridad frente a teoremas de gran importancia como: el teorema de 

existencia y unicidad, además de conocer el espacio funcional en el cual está se define la 

transformada integral. 

Por los motivos mencionados anteriormente (Trutié-Carrero, Seuret-Jiménez, Nieto-Jalil, 

Cantó, et al., 2023) definen la ventana de 𝒯𝑒 como: 

 

Definición  4: 

Ventana de 𝓣𝒆: 

Una función acotada 𝛽𝜇,𝜉(𝑡), centrada en 𝑡 = 0, par y 

perteneciente a 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) es una ventana de 𝒯𝑒; si es el 

producto de una función acotada 𝑤𝜇(𝑡) con ‖𝑤𝜇‖ = 1 y una 

función wavelet diádica 𝜓𝜇,𝜉(𝑡), donde 𝜇 y 𝜉 son los 

parámetros de traslación y escala, respectivamente, la 

ecuación (19) muestra la ventana de 𝒯𝑒. 

 

𝛽𝜇,𝜉(𝑡) = 𝑤𝜇(𝑡)𝜓𝜇,𝜉(𝑡), (19) 

 

donde: 𝑤𝜇(𝑡) = 𝑤(𝑡 − 𝜇) ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ), 𝜓𝜇,𝜉(𝑡) =
1

√2𝜉
𝜓 (

𝑡

2𝜉 − 𝜇)  ∈ 𝐿1(ℝ) ∩
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𝐿2(ℝ). 

 

 

Deducción 1 (transformada de 𝓣𝒆 en dos parámetros) 

Si consideramos que el parámetro de traslación 𝜇 = 0 y en la escala 𝜉1, podemos 

reescribir la ecuación (18) como: 

 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝛽0,𝜉1
(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 =
1

√2𝜉1

∫ 𝑓(𝑡)𝛽 (
𝑡

2𝜉1
) 𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, (20) 

 

Posteriormente realizamos un cambio de variable en la ecuación (20) 
𝑡

2𝜉1
= 𝜏 obtenemos 

que 𝑑𝑡 = 2𝜉1𝑑𝜏. Por otro lado, al realizar la multiplicación de 𝑓(𝑡)𝛽 (
𝑡

2𝜉1
) obtenemos una 

función acotada. Esto implica que, mediante la Figura 3. 2 la ecuación (20) puede ser 

reescrita como: 

 

𝒯𝑒[ℎ(𝑡)](2𝜉1𝜔) =
1

√2𝜉1

∫ ℎ(𝜏)𝑒−𝑖𝜔2𝜉1𝜏2𝜉1𝑑𝜏

𝑏

𝑎

 (21) 

 

 

Figura 3. 2 Representación del resultado obtenido luego de multiplicar la ventana de 𝒯𝑒 y la 

función a analizar, obteniendo h(τ). 

 

Note en la ecuación (21) como se observa la presencia de la transformada de Fourier de 
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ℎ(𝜏), luego de reorganizar dicha ecuación se obtiene: 

 

𝒯𝑒[ℎ(𝑡)](2𝜉1𝜔) = √2𝜉1ℱ[ℎ(𝑡)](2𝜉1𝜔), (22) 

 

Este resultado indica como el dominio de frecuencia es escalado, considerando el 

parámetro de traslación y su propiedad de invariancia entonces se expresa el miembro 

izquierdo de la ecuación (22) como: 𝒯𝑒[ℎ(𝑡)](𝜇, 2𝜉1𝜔). Este resultado muestra la 

posibilidad de expresar la transformada de 𝒯𝑒 en dos parámetros. 

3.4 Fasor de 𝒯𝑒 

El fasor de 𝒯𝑒 es una herramienta matemática que permite determinar la energía de una 

señal para la componente de fase correspondiente. La Figura 3. 3 muestra el diagrama en 

bloque para el cálculo del fasor de 𝒯𝑒. 

 

 

Figura 3. 3: Diagrama en bloque para el cálculo del fasor de 𝒯𝑒. 

3.4.1 Determinación del fasor de 𝒯𝑒 

Para comenzar la determinación del fasor de 𝒯𝑒, el primer paso es iniciar analizando la 

información de fase, partiendo de la Figura 3. 3. Note que en la partición ∆𝜃𝑖 se obtiene un 

valor en la ordenada de 𝑓(𝜔0, 𝜃𝑖
⋄) ∀ 𝑖 ∈ 𝑍+ donde 𝜃𝑖

⋄ es un valor específico. Luego de 
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analizar la partición 𝑛-ésima, obtenemos la ecuación (23). 

 

𝛥𝜃𝑖 =  
𝛼 − 𝛽

𝑛
 → 0  ∀ 𝛼, 𝛽 ∈  ℝ, (23) 

 

donde: 𝛼 y 𝛽 son los límites inferior y superior, respectivamente, de los intervalos que 

contienen todas las particiones. 

 

Mediante el concepto de suma de Riemann, la información de la fase se expresa como: 

 

𝑆𝑖 = ∑ 𝑓(𝜔0, 𝜃𝑖
⋄)∆𝜃𝑖

𝑛−1

𝑖=0

  ∀ 𝑖 ∈  𝑍+, (24) 

 

donde: 𝑆𝑖 es el resultado con todos los intervalos, 𝑓(𝜔0, 𝜃𝑖
⋄) es la función compleja 

evaluada en 𝜃𝑖
⋄ para la frecuencia específica 𝜔0, 𝜃𝑖

⋄ es un punto dentro de ∆𝜃𝑖. 

 

Esto permite expresar el miembro derecho de la ecuación (24) como una integral en el 

sentido Riemann, mostrando la integral en el dominio fase: 

 

𝜙𝜂(𝜔0) = ∑ 𝑓(𝜔0, 𝜃𝑖
⋄)∆𝜃𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 = ∫ 𝑓(𝜔0, 𝜃)𝑑𝜃
𝛽

𝛼

, (25) 

 

donde: 𝜙𝜂(𝜔0) indica la información de fase para cada 𝜔0, 𝜂 es la 𝜂-ésima señal, 𝑓(𝜔0, 𝜃) 

es una función integrable en el sentido Riemann, ∫ 𝑓(𝜔0, 𝜃)𝑑𝜃
𝛽

𝛼
 es la integral en el dominio 

fase. 

 

Luego de conocer cómo se integra en el dominio fase se puede obtener la componente 

fasorial en el mismo dominio, posteriormente se calcula la energía de la señal en el dominio 

de 𝒯𝑒 para cada 𝛥𝜃𝑖. 

Finalmente, utilizando la información obtenida desde el dominio fase y la información 

de energía desde el dominio de 𝒯𝑒, mediante la Definición  5 se expresa el fasor de 𝒯𝑒 

como: 

 

𝛾(𝜇, 2𝜉𝜔0) = |𝒯𝑒[𝑓(𝑡)𝜂  ](𝜇, 2𝜉𝜔0)|
2

𝑒𝑗𝜙𝜂(𝜔0), (26) 
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donde: 𝛾(𝜇, 2𝜉𝜔0) es el fasor de 𝒯𝑒. 

 

Definición  5: 

Fasor de 𝓣𝒆 

Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ continua en casi todo su dominio con periodo 

𝑇 > 0: |𝑓| ≤ 𝑀 para algún 𝑀 ∈ ℝ y 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) denso 

en 𝐿2(ℝ) entonces la ecuación (26) define el fasor de 𝒯𝑒. 

 

3.4.2 Interpretación física del fasor de 𝒯𝑒 

La Figura 3. 4 muestra la interpretación geométrica del fasor de 𝒯𝑒 para una señal 

multicomponente que presenta 4 componentes fasoriales. En el ejemplo mostrado, cada 

vector representa una componente fasorial presente en la señal multicomponente. Cada 

círculo discontinuo representa un nivel de energía constante; localizado en una escala 

específica. Note como en este enfoque se observa el escalado diádico de la energía, 

mostrando un comportamiento de dilatación o contracción. 

Tener este enfoque fasorial permite conocer las oscilaciones que componen a la señal 

𝑓(𝑡), observada desde el dominio de 𝒯𝑒. Cada fase brinda información instantánea de su 

comportamiento en cada escala. Esto permite entender que el fasor de 𝒯𝑒 brinda un enfoque 

fasorial de energía distribuida. 

 

 

Figura 3. 4: Interpretación geométrica del fasor de 𝒯𝑒, para una señal multicomponente de 4 

componentes fasoriales. 
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3.5 Conclusión parcial 

Las herramientas matemáticas presentadas en este capítulo han demostrado su eficacia al 

ofrecer un enfoque renovado al espectro de frecuencia y fase, llamado por el autor de esta 

tesis: “espectro diádico de frecuencia y fase”. La capacidad de discriminar componentes 

de frecuencias espurias, comúnmente denominado ruido estacionario, representa un avance 

significativo en la mejora de la calidad de análisis. Además, estas herramientas posibilitan 

el aislamiento de la componente de frecuencia, facilitando así un análisis más detallado en 

diversas escalas. Este enfoque de multi-sensibilidad proporciona un marco robusto para la 

investigación y la comprensión de fenómenos complejos relacionados con el espectro de 

frecuencia. En conjunto, estas capacidades abren nuevas perspectivas para la aplicación de 

estas herramientas en diversos campos, potenciando el desarrollo de investigaciones más 

precisas y avanzadas. En la sección 4: “Resultados y Discusión” el autor muestra los 

resultados alcanzados con las herramientas presentadas en este capítulo. 
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4 Resultados y Discusión 

En la presente sección se presentan los resultados relevantes alcanzados mediante las 

herramientas presentadas en la sección 3: “Desarrollo Teórico/Experimental”. El autor de 

la investigación destaca cada uno de los artículos publicados, dando a conocer los 

resultados principales que evidencian el alcance logrado mediante las afirmaciones 

realizadas. 

4.1 Detección de fugas de agua de fondo mediante una transformada diádica 

de alta resolución 

Para llevar a cabo el proceso de validación de la ecuación (15) y la ecuación (16) se 

utilizaron dos tipos de fugas de agua de fondo. La primera fuga presenta un diámetro de 

1.0 mm brindando un caudal de 33.7 ml/s. Mientras que la segunda fuga tiene un diámetro 

de 4.0 mm con un caudal de 125.0 ml/s. 

Ambas fugas de fondo fueron adquiridas desde el esquema mostrado en la  

Figura 3. 1. La Figura 4. 1 y la Figura 4. 2 muestran los resultados obtenidos luego del 

proceso de adquisición de señal. 

 

 

Figura 4. 1: Señal adquirida desde el primer sensor con fugas de 1.0 mm y 4.0 mm de 

diámetro. 



26  

 

Figura 4. 2: Señal adquirida desde el segundo sensor con fugas de 1.0 mm y 4.0 mm de 

diámetro. 

Nótese en la Figura 4. 1 y la Figura 4. 2 como la fuga que corresponde a 1.0 mm de 

diámetro presenta una amplitud próxima al piso de ruido de la tubería. Dicha fuga de fondo 

presenta una relación señal-a-ruido de 2.82 dB y un caudal de 33.7 ml/s. Para el caso de la 

fuga de fondo que tiene un diámetro de 4.0 mm tiene una relación señal-a-ruido de 9.73 dB 

y un caudal de 125.0 ml/s. Estos resultados iniciales muestran la importancia de contar con 

herramientas matemáticas que maximicen la extracción de rasgos a señales próximas al 

piso de ruido. 

4.1.1 Selección de la función wavelet 

El proceso de selección de la función wavelet tiene gran importancia. Esto se debe a que 

existen varias funciones wavelet que presentan un comportamiento diádico. La densidad 

espectral cruzada de 𝒯𝑒 y la coherencia de 𝒯𝑒 presentan una dependencia con la función 

wavelet. Esto implica que antes de aplicar dichas herramientas matemáticas hay que 

seleccionar la función wavelet que se adapte al estudio que se va a llevar a cabo. 

Para realizar la selección de la función wavelet se estudiaron las funciones que presenten 

mayor momento de desvanecimiento. Esto se debe a que las funciones wavelets presentan 

un enfoque de filtro, indicando que a mayor momento de desvanecimiento mayor es el 

orden del filtro. 

El principal objetivo de este estudio es seleccionar una función wavelet que haga máxima 

la atenuación de componentes de frecuencia que se encuentren fuera de su banda de paso. 
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La Figura 4. 3 muestra la respuesta en frecuencia para las funciones Coiflet 5, Daubechies 

45 y Symlet 8. 

 

 

Figura 4. 3: Respuesta en frecuencia de funciones Wavelets. 

 

Note en la Figura 4. 3 como la función wavelet que presenta mejor respuesta para el 

requerimiento mencionado (hacer máxima la atenuación de las bandas laterales) 

corresponde a la función Wavelet Daubechies 45, brindando una atenuación de las bandas 

laterales de -160 dB. 

4.1.2 Densidad espectral cruzada 

El proceso de validación inició mediante el cálculo de la densidad espectral cruzada para 

la fuga de 1.0 mm de diámetro y la fuga de 4.0 mm de diámetro. Las Figura 4. 4 y Figura 

4. 5 muestran los resultados obtenidos. 
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Figura 4. 4 Densidad espectral cruzada para una fuga de 1.0 mm de diámetro. 

 

Figura 4. 5 Densidad espectral cruzada para una fuga de 4.0 mm de diámetro. 

 

Note en la Figura 4. 4 como aparecen dos componentes de frecuencias en 31.7 Hz y 17.0 

Hz. El hecho de tener dos componentes de frecuencias implica que una de las dos 

corresponde a la fuga de fondo mientras la otra corresponde a ruido estacionario. A pesar 

de las grandes bondades que brinda la densidad espectral cruzada no permite extraer la 

característica de la fuga, siendo vulnerable al ruido estacionario. Por otro lado, podemos 

observar en la Figura 4. 5 que cuando aumenta la relación señal-a-ruido incrementa la 

efectividad de la extracción de rasgos, mostrando un espectro de frecuencia libre de ruido 

estacionario. El siguiente paso es calcular la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 y la 

coherencia de 𝒯𝑒 mediante las ecuaciones (15) y (16). 
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4.1.3 Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 

Las Figura 4. 6, Figura 4. 7 y Figura 4. 8 muestran los resultados obtenidos por la 

ecuación (15) a la fuga de 1.0 mm de diámetro, mientras que las Figura 4. 9 y Figura 4. 10 

muestran los resultados obtenidos aplicada a la fuga de 4.0 mm de diámetro. 

 

 

Figura 4. 6: Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 para fuga de fondo de 1.0 mm de diámetro y 

caudal de 33.7 ml/s. 

 

Figura 4. 7: Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 en la escala 4, para fuga de fondo de 1.0 mm 

de diámetro y caudal de 33.7 ml/s. 
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Figura 4. 8: Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 en la escala 3, para fuga de fondo de 1.0 mm 

de diámetro y caudal de 33.7 ml/s. 

 

 

Figura 4. 9: Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒, para fuga de fondo de 4.0 mm de diámetro y 

caudal de 125.0 ml/s. 
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Figura 4. 10: Densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒, para fuga de fondo de 4.0 mm de diámetro 

y caudal de 125.0 ml/s. 

 

Observe como mediante la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 es posible (en comparación 

con la densidad espectral cruzada) aumentar la eficiencia frente a la discriminación del 

ruido estacionario. Note en la Figura 4. 4 como se aprecian dos componentes de frecuencia 

(17.0 Hz y 31.7 Hz). Por otro lado, observe en la Figura 4. 7 como solamente aparece una 

componente de frecuencia (17.25 Hz), mostrando un corrimiento de 0.25 Hz. Mientras que 

en el resultado obtenido en la Figura 4. 10 solamente se observa un corrimiento de 0.25 Hz 

en el proceso de extracción de rasgos para la fuga de 4.0 mm de diámetro. Esto indica que 

el cálculo de los espectros cruzados de 𝒯𝑒 muestran un error de 1.45 %, para este caso. 

Estos resultados permiten resaltar la ventaja que muestra la densidad espectral cruzada 

de 𝒯𝑒 en ambientes donde la relación señal-a-ruido es próxima a 0 dB. Además, permite 

discriminar el ruido estacionario. 

4.1.4 Coherencia espectral 

Para realizar el segundo paso en la validación se calcula la coherencia de la fuga de fondo 

generada con un diámetro de 1.0 mm. La Figura 4. 11 muestra el resultado obtenido. Por 

otro lado, la Figura 4. 12 muestra el resultado obtenido de la coherencia para la fuga de 

fondo de 4.0 mm de diámetro. 
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Figura 4. 11: Magnitud de la coherencia para fuga de fondo con 1.0 mm de diámetro y 

caudal de 33.7 ml/s. 

 

Figura 4. 12: Magnitud de la coherencia para fuga de fondo con 4.0 mm de diámetro y 

caudal de 125.0 ml/s. 

 

La principal ventaja que muestran los resultados mostrados en la Figura 4. 11 y Figura 4. 

12; es que permiten conocer de forma normalizada las componentes de frecuencias 

presentes en el espectro de frecuencias. Esto permite atenuar cualquier componente de 

frecuencia que se relacione con ruido. Vincular la ventaja que presenta la coherencia con 

el espectro cruzado de 𝒯𝑒 va a permitir atenuar la presencia del ruido estacionario y no 

estacionario. 

4.1.5 Coherencia de 𝒯𝑒 
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Las Figura 4. 13 y Figura 4. 14 muestran los resultados obtenidos luego de calcular la 

coherencia de 𝒯𝑒 para una fuga de fondo de 1.0 mm de diámetro y caudal de 33.7 𝑚𝑙/𝑠. 

Mientras que la Figura 4. 15 y la Figura 4. 16 muestran los resultados de la coherencia de 

𝒯𝑒 para la fuga de fondo de 4.0 mm de diámetro y caudal de 125.0 𝑚𝑙/𝑠. 

 

 

Figura 4. 13: Coherencia de 𝒯𝑒 para fuga de fondo de 1.0 mm y caudal de 33.7 ml/s. 

 

Figura 4. 14: Coherencia de 𝒯𝑒, en la escala 4 para fuga de fondo de 1.0 mm y caudal de 

33.7 ml/s. 
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Figura 4. 15: Coherencia de 𝒯𝑒 para fuga de fondo de 4.0 mm y caudal de 125.0 ml/s. 

 

Figura 4. 16: Coherencia de 𝒯𝑒, en la escala 2 para fuga de fondo de 4.0 mm y caudal de 

125.0 ml/s. 

 

Los resultados mostrados revelan la ventaja de la coherencia de 𝒯𝑒, resaltando la 

discriminación de componentes de frecuencias espurias. Note como tanto para el caso de 

la fuga de 1.0 mm como para el caso de la fuga de 4.0 mm se obtiene un espectro puro, 

permitiendo extraer la característica de frecuencia correspondiente al fenómeno de fuga de 

fondo. 

4.1.6 Conclusión Parcial 

En la subsección 4.1: “Detección de fugas de agua de fondo mediante una transformada 
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diádica de alta resolución” se muestran los resultados de dos contribuciones dirigidas a la 

detección de fugas de agua generadas en un diámetro de hasta 1.0 mm y 33.7 𝑚𝑙/𝑠. 

La densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 se constituye como una herramienta estadística de 

suma utilidad para analizar un par de señales adquiridas de un proceso, ya sea estocástico 

o determinístico. Esta herramienta revela la distribución de las componentes de frecuencia 

a lo largo del espectro diádico de frecuencia. Es importante señalar que la magnitud de la 

densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒 constituye una función de frecuencia diádica que, a su 

vez, puede experimentar variaciones en función del tiempo. Este enfoque dinámico brinda 

a la herramienta la capacidad de reflejar cambios diádicos a lo largo del tiempo relacionado 

con las componentes de frecuencias. 

La coherencia de 𝒯𝑒, como caso particular de la densidad espectral cruzada de 𝒯𝑒, es una 

herramienta estadística que puede ser utilizada para estimar la transferencia de potencia 

entre la entrada y la salida de un sistema. Además, se puede utilizar para estimar la 

causalidad entre la entrada y la salida. 

4.2 Extracción de características de una señal sísmica-acústica no estacionaria 

mediante un espectrograma diádico de alta resolución 

Los sismos representan una amenaza significativa para las infraestructuras urbanas y 

rurales, estando entre ellas los sistemas de distribución de agua. Esto se debe a que tras la 

ocurrencia de un sismo los ductos y estructuras asociadas a la distribución del agua sufren 

daños. Los daños provocados hacen que la salud estructural del sistema de distribución de 

agua se deteriore, conllevando a que se maximice la probabilidad de ocurrencia de fugas 

de agua. Por tal motivo, es importante contar con una herramienta matemática que permita 

analizar la distribución de energía en el espectro diádico de frecuencia. 

4.2.1 Señal sísmica adquirida 

Para realizar el proceso de validación de la ecuación (17) el autor utilizó una señal sísmica 

que fue proporcionada por el Instituto Nacional de Sismología radicado en México. Dicha 

señal corresponde al sismo que se generó el 19 de septiembre de 2017 entre el estado de 

Morelos y el estado de Puebla la Figura 4. 17 muestra la señal sísmica adquirida. 

Note en la Figura 4. 17 como se resaltan tres momentos temporales, describiendo tres 

escenarios experimentales para la validación del espectrograma de 𝒯𝑒 y las herramientas 
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matemáticas reportadas en la literatura. 

 

 
Figura 4. 17: Momentos temporales del sismo. 

 

Para realizar el análisis, mediante el espectrograma de 𝒯𝑒 (ver ecuación (17)), de los 

momentos temporales mostrados en la señal que se observa en la Figura 4. 17, el autor utilizó 

la función wavelet Daubechies 45; basándose en el resultado mostrado en la subsección 4.1: 

“Detección de fugas de agua de fondo mediante una transformada diádica de alta resolución” 

y la Figura 4. 3. 

4.2.2 Análisis tiempo-frecuencia de la señal sísmica 

El análisis tiempo-frecuencia es una técnica que engloba varias herramientas matemáticas 

para el estudio de señales que presentan comportamientos donde las componentes de 

frecuencias son variables en el tiempo. 

Las herramientas matemáticas mostradas en la literatura se basan en realizar la extracción 

de rasgos bajo la técnica del análisis tiempo-frecuencia. Los resultados mostrados desde la 

Figura 4. 18 hasta la Figura 4. 32 revelan los resultados obtenidos por las herramientas 

mostradas en la literatura para los momentos temporales de la señal mostrada en la Figura 4. 

17. 

La Figura 4. 18 (antes), Figura 4. 19 (durante) y Figura 4. 20 (después) muestran los 

resultados obtenidos luego de aplicar el espectrograma a los momentos temporales de la señal 

sísmica adquirida. 
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Figura 4. 18: Espectrograma antes del sismo. 

 
Figura 4. 19: Espectrograma durante el sismo. 

 
Figura 4. 20: Espectrograma después del sismo. 
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La segunda herramienta matemática utilizada para procesar los momentos temporales de la 

señal sísmica fue, la transformada de Hilbert-Huang. El resultado obtenido tras aplicar esta 

herramienta matemática se muestra la Figura 4. 21 (antes), Figura 4. 22 (durante) y Figura 4. 

23 (después). Note en los resultados mostrados en la Figura 4. 21 y la Figura 4. 23 como se 

observa claramente la ausencia de componentes de frecuencia antes y después del sismo. 

Observe en dichas figuras como existe una concentración de la energía en un instante 

temporal, fuera de ese momento la energía disminuye considerablemente. 

 

 
 

Figura 4. 21: Transformada Hilbert-Huang antes del sismo. 

 
Figura 4. 22: Transformada Hilbert-Huang durante el sismo. 
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Figura 4. 23: Transformada Hilbert-Huang después del sismo. 

 

En el siguiente proceso de validación se utilizó la transformada S, los resultados se 

muestran desde la Figura 4. 24 (antes), Figura 4. 25 (durante) y Figura 4. 26 (después). Note 

como se resalta una pequeña energía antes y después del sismo de forma dispersa, 

imposibilitando que se observe claramente una componente de frecuencia. 

 
Figura 4. 24: Transformada S antes del sismo. 
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Figura 4. 25: Transformada S durante el sismo. 

 
Figura 4. 26: Transformada S después del sismo. 

 

En el cuarto proceso de validación se aplicó la distribución Wigner–Ville. Obsérvese como 

de igual forma que en los métodos anteriores no se visualiza claramente la existencia de 

componentes de frecuencia antes y después del sismo. 
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Figura 4. 27: Distribución Wigner–Ville antes del sismo. 

 
Figura 4. 28: Distribución Wigner–Ville después del sismo. 
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Figura 4. 29: Distribución Wigner–Ville después del sismo. 

 

La última herramienta matemática, reportada en la literatura que se utilizó en el proceso de 

validación corresponde a la transformada de Chirplet. Desde la Figura 4. 30 hasta la Figura 

4. 32 se observan los resultados obtenidos, antes del sismo, durante el sismo y después del 

sismo. Note como antes y después del sismo se concentra la energía en las bajas frecuencias. 

A pesar de mostrar este dato interesante, indicando la aparente acumulación de energía o 

ruido de la Tierra; no es posible con esta herramienta matemática conocer, con claridad, cuál 

es su banda de frecuencia. 

 
Figura 4. 30: Transformada de Chirplet antes del sismo. 
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Figura 4. 31: Transformada de Chirplet durante el sismo. 

 
Figura 4. 32 Transformada de Chirplet después del sismo. 

 

Independientemente de los resultados alcanzados por las herramientas matemáticas 

reportadas en la literatura se desconoce una herramienta que permita descomponer la 

distribución de energía del espectro de frecuencia. Esto se debe a que el plano tiempo-

frecuencia está dirigido a conocer cuando cambió una componente de frecuencia dicha 

técnica no permite fragmentar el espectro de frecuencia. Por tal motivo, se hace muy difícil 

poder conocer “el origen y por qué existe una acumulación de energía en componentes de 

frecuencias próximas a cero”. Además, no se aprecia con claridad la componente de 

frecuencia que corresponde al sismo. 

4.2.3 Análisis escala-frecuencia de la señal sísmica 
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El análisis escala-frecuencia es la técnica donde se encuentran las contribuciones obtenidas 

de esta tesis. Dichas herramientas matemáticas van a permitir estudiar señales multi-

componentes con un enfoque espectral diádico. Los resultados mostrados se basan en los 

momentos temporales de la señal mostrados en la Figura 4. 17. Desde la Figura 4. 33 hasta 

la Figura 4. 36 se observan los resultados obtenidos. 

 
Figura 4. 33: Espectrograma de 𝒯𝑒 antes del sismo. 

 
Figura 4. 34: Espectrograma de 𝒯𝑒 durante el sismo. 
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Figura 4. 35: Espectrograma de 𝒯𝑒 durante el sismo, en la escala 2. 

 
Figura 4. 36: Espectrograma de 𝒯𝑒 durante después del sismo. 

 

Podemos notar de los resultados obtenidos por el espectrograma de 𝒯𝑒 en la Figura 4. 35 

una componente de frecuencia entorno a los 12.0 Hz. Es importante resaltar que, en los 

resultados obtenidos, por las herramientas matemáticas reportadas en la literatura no se logra 

observar con claridad la componente de frecuencia de 12.0 Hz. Esto se debe a que dichas 

herramientas matemáticas no permiten analizar componentes de frecuencias que tengan una 

naturaleza no-estacionaria. Por otro lado, en las Figura 4. 33 y Figura 4. 36 se logra observar 

una componente de frecuencia en la escala 6, la cual corresponde a una banda de frecuencia 

que se encuentra entre 0.75 Hz y 1.75 Hz la cual llamamos ruido de la tierra. 

 

4.2.4 Conclusión parcial 
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En la subsección 4.2: “Extracción de características de una señal sísmica-acústica no 

estacionaria mediante un espectrograma diádico de alta resolución”, se mostraron los 

resultados obtenidos tras utilizar el espectrograma de 𝒯𝑒 para distintos momentos temporales 

de una señal sísmica; antes, durante y después del sismo. El espectrograma de 𝒯𝑒 permite 

analizar el auto-espectro de una señal. Esto brinda la posibilidad de conocer la distribución 

de energía para dicha señal, dentro del espectro diádico de frecuencia, manteniendo las 

propiedades presentes de la transformada de 𝒯𝑒. 

4.3 La transformada de 𝒯𝑒: una transformada integral de alta resolución y sus 

propiedades principales 

La transformada de 𝒯𝑒 emerge como una herramienta matemática para ser empleada en el 

análisis de señales. En ella se destaca su capacidad para proporcionar una representación 

detallada y de alta resolución en el dominio de frecuencia. Desde este contexto, exploraremos 

las propiedades principales de la transformada de 𝒯𝑒 con el objetivo de mostrar cómo esta 

transformada integral ofrece una visión única de las características temporales y espectrales 

de las señales. Este enfoque no solo amplía las posibilidades de estudio en diversas 

disciplinas, sino que también abre nuevas perspectivas para la comprensión profunda de 

fenómenos dinámicos en el ámbito de las señales y sistemas. 

4.3.1 Principales propiedades para la transformada de 𝒯𝑒 

Teorema  1. 

Existencia de 

la 

transformada 

de 𝓣𝒆: 

Sea la ecuación (27) la transformada de 𝒯𝑒 para una señal 𝑓(𝑡), 

a continuación, se demostrara que existe la transformada de 𝒯𝑒 

en dos parámetros. 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 

∞

−∞

 (27) 

 

Si 𝑓(𝑡) y 𝛽𝜇,𝜉(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ), entonces 

∃ 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔). 

 

Demostración 

Para llevar a cabo la demostración debemos calcular la integral del módulo del integrando 
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de la ecuación (27), quedando: 

 

∫ |𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉
(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡| 𝑑𝑡 

∞

−∞

= ∫ |𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉
(𝑡)| |𝑒−𝑖𝜔𝑡|𝑑𝑡

∞

−∞

. 

 

Debido a que 𝑓(𝑡) y 𝛽𝜇,𝜉(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ), entonces 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡) ∈  𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) lo 

que significa |𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)| es absolutamente integrable. Por otro lado, |𝑒−𝑖𝜔𝑡| = 1 entonces 

la transformada de 𝒯𝑒 para 𝑓(𝑡) existe. 

 

∫|𝑓(𝑡)||𝛽𝜇,𝜉(𝑡)||𝑒−𝑖𝜔𝑡|𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫|𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)|𝑑𝑡 

∞

−∞

< ∞ (28) 

 

 

Este teorema es fundamental en el campo del análisis de señales y teoría de sistemas. 

Debido a que una función que está en 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ), su espectro de frecuencia se 

descompone diádicamente, obteniendo diferentes combinaciones de componentes de 

frecuencias, las cuales son esenciales para el análisis de las componentes de frecuencias de 

una señal. Por tal motivo, los autores plantean la definición Definición  6. 

 

Definición  6: 

Transformada de 

𝓣𝒆 en dos 

parámetros: 

Sea 𝑓(𝑡) ∈  𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) denso en 𝐿2(ℝ), entonces la 

transformada de 𝒯𝑒 en dos parámetros, para 𝑓(𝑡) es 

definida como se muestra en la ecuación (27). 

 

Teorema  2. 

Transformada 

de 𝓣𝒆 ∈ 𝑳𝟏(ℝ): 

Si 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ), entonces 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)] ∈ 𝐿1(ℝ). 

 

Demostración 

Para llevar a cabo la demostración es suficiente demostrar que 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)] converge 

puntualmente. Por tal motivo, se utilizará el teorema de la convergencia dominada de 

Lebesgue, mostrado en la sección 2. Primeramente, calculamos la transformada de 𝒯𝑒 de 𝑓(𝑡) 

entorno de la frecuencia angular 𝜒 como: 
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𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉{𝜔 + 𝜒}) − 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)[𝑒−𝑖(𝜔+𝜒)𝑡 − 𝑒−𝑖𝜔𝑡]𝑑𝑡

∞

−∞

 (29) 

 

Reorganizando el integrando obtenemos la siguiente ecuación: 

∫ 𝑓𝜒(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡[𝑒−𝑖𝜒𝑡 − 1]𝑑𝑡

∞

−∞

, (30) 

 

donde: 𝑓𝜒(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡[𝑒−𝑖𝜒𝑡 − 1]. 

 

Posteriormente calculamos lim
𝜒→0

𝑓𝜒(𝑡), como: 

lim
𝜒→0

𝑓
𝜒
(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝛽

𝜇,𝜉
(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 lim

𝜒→0
(𝑒−𝑖𝜒𝑡 − 1) = 0. (31) 

 

Luego de calcular el límite planteado en la ecuación (31) y debido a que |𝑓(𝑡)| es integrable 

mediante el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos que 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) ∈ 𝐿1(ℝ). 

 

La principal importancia de que la transformada de 𝒯𝑒 pertenezca a 𝐿1(ℝ) es que permite 

analizar funciones en términos de sus componentes espectrales, revelando cómo es la 

composición de la función en el dominio diádico de la frecuencia para luego poder recuperar 

dicha función. 

 

Teorema  3. 

Existencia de 

la 

transformada 

inversa de 𝓣𝒆: 

Si 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ), entonces la transformada inversa de 

𝒯𝑒 es: 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ ∫ 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔𝑑𝜇

∞

−∞

∞

−∞

. (32) 

 

 

Demostración 

Para comenzar con la demostración primero calculamos la transformada de Fourier de 

𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) con respecto a 𝜇, como: 

 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} = ∫ ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

𝑒−𝑖𝜒𝜇𝑑𝜇

∞

−∞

, (33) 
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donde: 𝜒 es la frecuencia angular asociada con 𝜇. 

 

Aplicando el teorema de Fubini, descrito en la sección 2, obtenemos: 

 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

∫ 𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜒𝜇

∞

−∞

𝑑𝜇𝑑𝑡. (34) 

 

Debido a que la ventana de 𝒯𝑒 es par, podemos calcular su transformada de Fourier se 

calcula de la siguiente forma: 

ℱ[𝛽𝑡,𝜉(𝜇)](𝑡, 𝜒) =
1

√2𝜉
∫ 𝛽 (𝜇 −

𝑡

2𝜉
) 𝑒−𝑖𝜒𝜇𝑑𝜇

∞

−∞

. 

 

Haciendo un cambio de variables 𝜇 −
𝑡

2𝜉 = 𝜏, obteniendo 𝜇 = 𝜏 +
𝑡

2𝜉 y 𝑑𝜇 = 𝑑𝜏: 

 

ℱ[𝛽𝑡,𝜉(𝜇)](𝑡, 𝜒) =
1

√2𝜉
𝑒

−
𝑖𝜒𝑡

2𝜉 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖𝜒𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏, 

 

ℱ[𝛽𝑡,𝜉(𝜇)](𝑡, 𝜒) =
1

√2𝜉
𝑒

−
𝑖𝜒𝑡

2𝜉 ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒). (35) 

 

Si sustituimos el resultado de la ecuación (35) en la ecuación (34) obtenemos la ecuación 

(36). Dichos pasos se muestran a continuación. 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} =
1

√2𝜉
∫ 𝑓(𝑡)𝑒

−
𝑖𝜒𝑡

2𝜉 ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, 

 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} =
1

√2𝜉
∫ 𝑓(𝑡)ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)𝑒

−𝑖[𝜔+
𝜒

2𝜉
]𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} =
1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒) ∫ 𝑓(𝑡)𝑒

−𝑖[𝜔+
𝜒

2𝜉
]𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, 

 

ℱ{𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)} =
1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
) (36) 
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Posteriormente, aplicamos el teorema de Parseval y el teorema de Fubini, que se muestra 

en la sección 2: “Marco teórico”, a la integral que se encuentra dentro de los corchetes 

cuadrados en la ecuación (37) para obtener la ecuación (38). 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ [ ∫ 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑑𝜇

∞

−∞

]

∞

−∞

𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔, (37) 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ [

1

2𝜋
∫

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)

∞

−∞

ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔

∞

−∞

+
𝜒

2𝜉
) [

1

√2𝜉
𝑒

−
𝑖𝜒𝑡

2𝜉 ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)]

∗

𝑑𝜒 ] 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔, 

(38) 

 

donde: ∗ es el operador complejo conjugado. 

 

Reescribiendo la ecuación (38) obtenemos: 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ [

1

2𝜋
∫ ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔

∞

−∞

∞

−∞

+
𝜒

2𝜉
)

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)]∗(𝜒)𝑒

𝑖𝜒𝑡

2𝜉  𝑑𝜒] 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔. 

(39) 

 

Como 
1

√2𝜉
∈ ℝ, esto significa que Β′(𝜒) =

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)]∗(𝜒) puede ser 

reescrito como |Β′(𝜒)|2. Reescribiendo la ecuación (39) y haciendo uso del teorema de 

Fubini, obtenemos: 

 

𝑓(𝑡) = (
1

2𝜋
)

2

∫ ∫ ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +
𝜒

2𝜉
)

∞

−∞

|Β′(𝜒)|2

∞

−∞

𝑒
𝑖[𝜔+

𝜒

2𝜉
]𝑡

𝑑𝜔𝑑𝜒. (40) 

 

Posteriormente se organiza la integral de la ecuación (40) como: 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ [

1

2𝜋
∫ ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)

∞

−∞

𝑒
𝑖[𝜔+

𝜒

2𝜉]𝑡
𝑑𝜔] |Β′(𝜒)|2𝑑𝜒

∞

−∞

. (41) 

 

Para resolver la ecuación (41), primero hacemos un cambio de variable a la integral que se 
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encuentra dentro de los corchetes cuadrados 𝜔′ = 𝜔 +
𝜒

2𝜉 y 𝑑𝜔′ = 𝑑𝜔 + 𝑑 (
𝜒

2𝜉) obteniendo 

que 𝑑𝜔′ = 𝑑𝜔. La ecuación muestra dicha integral con el cambio de variable, observe que 

estamos en presencia de la transformada inversa de Fourier de la función ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔′), 

obteniendo 𝑓(𝑡). 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ ℱ[𝑓(𝑡)](𝜔′)

∞

−∞

𝑒𝑖𝜔′𝑡𝑑𝜔′. (42) 

 

Si sustituimos el resultado obtenido de la ecuación (42) en la ecuación(41) obtenemos: 

 

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)

∞

−∞

|Β′(𝜒)|2𝑑𝜒. (43) 

 

Luego reescribimos la ecuación (43) para obtener: 

 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)
1

2𝜋
∫ |Β′(𝜒)|2

∞

−∞

𝑑𝜒. (44) 

 

Mediante la referencia de (Mallat, 2009) obtenemos: 

 

∫ |𝛽𝜇,𝜉(𝑡)|
2

𝑑𝜇 =
1

2𝜋
∫ |Β′(𝜒)|2

∞

−∞

𝑑𝜒

∞

−∞

= 1. (45) 

 

Entonces la identidad 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) se cumple, lo cual indica que la transformada inversa de 

𝒯𝑒 existe. 

 

Contar con una herramienta matemática que permita recuperar una función desde el 

dominio diádico de frecuencia es de gran valor para el análisis de sistemas. Esto se debe a 

que simplifica el análisis de funciones a través de la representación de frecuencia diádica, 

particularmente cuando se trata de funciones complejas o ruidosas. Además, permite la 

reducción de ruido aislando y eliminando componentes de frecuencia no deseados o espurios. 

 



52  

Teorema  4. 

Unicidad: 

Sea 𝑓: ℝ → ℝ y 𝑔: ℝ → ℝ dos funciones para las cuales existe su 

transformada de 𝒯𝑒. Entonces, 𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) =

𝒯𝑒[𝑔(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) si y solo si 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡), casi donde sea. 

 

Demostración. 

Necesaria 

Para realizar la demostración, el primer paso es calcular la magnitud de la diferencia de la 

transformada de 𝒯𝑒 para 𝑓(𝑡) y para 𝑔(𝑡). Finalmente, utilizamos el Teorema  3. Existencia 

de la transformada inversa de 𝓣𝒆: para utilizar la transformada inversa de 𝒯𝑒. 

 

|𝒯𝑒[𝑓(𝑡)] − 𝒯𝑒[𝑔(𝑡)]|(𝜇, 2𝜉𝜔)

= | ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

− ∫ 𝑔(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

|, 

 

| ∫ [𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)]𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

| ≤ ∫ |𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)||𝛽𝜇,𝜉(𝑡)||𝑒−𝑖𝜔𝑡|𝑑𝑡.

∞

−∞

 

 

Debido a que |𝑒−𝑖𝜔𝑡| = 1, entonces 

| ∫ [𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)]𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

| ≤ ∫ |𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)||𝛽𝜇,𝜉(𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞

= 0. 

 

Suficiencia 

Para demostrar el otro sentido de equivalencia se utiliza la propiedad de linealidad, 

demostrada por (Trutié-Carrero et al., 2021) para la transformada de 𝒯𝑒. 

 

𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡) =
1

2𝜋
∫ ∫ 𝒯𝑒[𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔𝑑𝜇

∞

−∞

∞

−∞

= 0, 

 

Debido a que 𝒯𝑒[𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
−

∫ 𝑔(𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
= 0. 
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El teorema de unicidad en la transformada de 𝒯𝑒 es una propiedad fundamental que 

establece que una función en el dominio del tiempo está completamente determinada por su 

transformada de 𝒯𝑒 en el dominio diádico de frecuencia. 

 

Teorema  5. 

Conservación de 

energía en el 

dominio de 𝓣𝒆 

Si 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(ℝ)⋂𝐿2(ℝ) denso 𝐿2(ℝ) en entonces, 

∫ |𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
=

1

2𝜋
∫ ∫ |𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)|

2
𝑑𝜔𝑑𝜇

∞

−∞

∞

−∞
 

 

Demostración. 

El primer paso es aplicar el teorema de Fubini al miembro derecho de la integral que se 

encuentra en la hipótesis del teorema. Posteriormente, se aplica el teorema de Plancherel, 

descrito en la subsección 2.8, con respecto a 𝜇. 

 

1

2𝜋
∫ ∫ |𝒯𝑒[𝑓(𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)|

2

∞

−∞

∞

−∞

𝑑𝜇𝑑𝜔

=
1

2𝜋
∫ [

1

2𝜋
∫ |

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2
∞

−∞

] 𝑑𝜒𝑑𝜔

∞

−∞

 

 

En el segundo paso se reorganiza el resultado obtenido para aplicar la ecuación (45). 

 

1

2𝜋
∫ [

1

2𝜋
∫ |

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2
∞

−∞

] 𝑑𝜒𝑑𝜔

∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ |ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2

[
1

2𝜋
∫ |

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)|

2

𝑑𝜒

∞

−∞

]

∞

−∞

𝑑𝜔 

 

Aplicando la ecuación (45) reescribimos la integral que se encuentra en el miembro 

derecho, obteniendo: 
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1

2𝜋
∫ |ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2

[
1

2𝜋
∫ |

1

√2𝜉
ℱ[𝛽(𝜏)](𝜒)|

2

𝑑𝜒

∞

−∞

]

∞

−∞

𝑑𝜔

=
1

2𝜋
∫ |ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2
∞

−∞

𝑑𝜔 

 

Finalmente, bajo el teorema de Plancherel podemos observar que existe una conservación 

de la energía. 

 

1

2𝜋
∫ |ℱ[𝑓(𝑡)] (𝜔 +

𝜒

2𝜉
)|

2
∞

−∞

𝑑𝜔 = ∫ |𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞

 

 

Sustituyendo el resultado obtenido en el miembro derecho de la ecuación mostrada en la 

hipótesis del teorema 5 obtenemos: 

 

∫ |𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ |𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞

 

 

Nótese como el miembro izquierdo de la ecuación es igual al miembro derecho. Desde un 

punto de vista de análisis energético podemos percatarnos que la energía de la función 𝑓(𝑡) 

no se modifica en el dominio de 𝒯𝑒. Esto da a conocer que el espectrograma de 𝒯𝑒 no modifica 

las componentes energéticas de una señal. 

 

4.3.2 Pares transformados para la transformada de 𝒯𝑒 

• Transformada de 𝓣𝒆 para una constante 𝒇(𝝎𝒄𝒕) donde 𝝎𝒄 = 𝟎: 

 

𝒯𝑒[𝑓(0)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ 𝑓(0)𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

, 
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𝒯𝑒[𝑓(0)](𝜇, 2𝜉𝜔) =
𝑓(0)

√2𝜉
∫ 𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

. 

 

Hacemos un cambio de variables 
𝑡

2𝜉 − 𝜇 = 𝜏 obteniendo 𝑡 = 2𝜉(𝜏 + 𝜇) y 𝑑𝑡 = 2𝜉𝑑𝜏, 

𝒯𝑒[𝑓(0)](𝜇, 2𝜉𝜔) = 2𝜉
𝑓(0)

√2𝜉
∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖2𝜉𝜔(𝜏+𝜇)𝑑𝜏

∞

−∞

, 

 

𝒯𝑒[𝑓(0)](𝜇, 2𝜉𝜔) = √2𝜉𝑓(0)𝑒−𝑖2𝜉𝜔𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖2𝜉𝜔𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

, 

 

𝒯𝑒[𝑓(0)](𝜇, 2𝜉𝜔) = √2𝜉𝑓(0)𝑒−𝑖2𝜉𝜔𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉𝜔), 

 

Note como del resultado obtenido se observa que a través de la transformada de 𝒯𝑒 la 

componente de fase 𝑒−𝑖2𝜉𝜔𝜇 también se modifica por el factor de escala. Esto indica la 

existencia de multi-sensibilidad en un análisis de fase en un sistema, indicando la posibilidad 

de aislamiento en las componentes de fase. 

La Figura 4. 37 muestra una representación del espectro de frecuencia obtenido para la 

transformada de 𝒯𝑒 de la función 𝑓(0). Nótese en esta figura que existe un espectro de 

frecuencias para cada valor de 𝜉, obteniendo una ventana de 𝒯𝑒 para cada escala (2𝜉  donde 

𝜉 ∈ [1 3]). Este resultado es llamado por el autor de la tesis como espectro diádico de 

frecuencia debido a que 𝜔 es dilatado por el factor 2𝜉 . 
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Figura 4. 37 Representación del espectro diádico de frecuencia para 𝑓(0), donde w es el 

ancho de la ventana de 𝒯e. 

• Transformada de 𝓣𝒆 para una exponencial compleja 

 

𝒯𝑒[𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡](𝜇, 2𝜉𝜔) =
1

√2𝜉
∫ 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, 

 

𝒯𝑒[𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡](𝜇, 2𝜉𝜔) =
1

√2𝜉
∫ 𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡. 

 

Haciendo un cambio de variable 
𝑡

2𝜉
− 𝜇 = 𝜏, obtenemos 𝑡 = 2𝜉(𝜏 + 𝜇) y 𝑑𝑡 = 2𝜉𝑑𝜏, 

 

𝒯𝑒[𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡](𝜇, 2𝜉𝜔) = 2𝜉
1

√2𝜉
∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉(𝜏+𝜇)

∞

−∞

𝑑𝜏, 

 

𝒯𝑒[𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡](𝜇, 2𝜉𝜔) = √2𝜉𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏, 

 

𝒯𝑒[𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡](𝜇, 2𝜉𝜔) = √2𝜉𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉[𝜔 − 𝜔𝑐]). 

 

La Figura 4. 38 muestra el espectro diádico de frecuencia obtenido después de calcular la 

transformada de 𝒯𝑒 para la función 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡. Tenga en cuenta que el espectro de frecuencia no 

distorsiona el componente de frecuencia, lo que muestra cómo se puede observar en 

diferentes escalas. Además, como la ventana tiene un ancho de banda espectral limitado, 

podemos observar cómo este ancho de banda es modificado por la escala, mostrando la 

existencia de diferentes anchos de banda que indican un comportamiento sensible para 

diferentes componentes de frecuencia, lo que se conoce como multi-sensibilidad. 
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Figura 4. 38: Representación del espectro diádico de frecuencia para 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡. 

 

• Transformada de 𝓣𝒆 para la función seno 

 

𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ sin(𝜔𝑐𝑡) 𝛽𝜇,𝜉(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡, 

 

𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
1

√2𝜉2𝑖
[ ∫ 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

− ∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (
𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

], 

 

𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
1

√2𝜉2𝑖
[ ∫ 𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

− ∫ 𝛽 (
𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

], 

 

Hacemos un cambio de variables 
𝑡

2𝜉 − 𝜇 = 𝜏, obteniendo que 𝑡 = 2𝜉(𝜏 + 𝜇) y 𝑑𝑡 = 2𝜉𝑑𝜏, 
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𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
2𝜉

√2𝜉2𝑖
[ ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉(𝜏+𝜇)

∞

−∞

𝑑𝜏

− ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉(𝜏+𝜇)

∞

−∞

𝑑𝜏], 

 

𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
2𝜉

√2𝜉2𝑖
[𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏

− 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏], 

 

𝒯𝑒[sin(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

= 𝑖√2𝜉−2 [𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉[𝜔 − 𝜔𝑐])

− 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉[𝜔 + 𝜔𝑐])]. 

 

La Figura 4. 39 muestra la representación del espectro diádico de frecuencia para la función 

sin(𝜔𝑐𝑡). Note como el resultado obtenido es similar al que brinda la transformada de Fourier 

para una función seno, reportada por (Constantin, 2016; Cooley et al., 1969; Gaskill, 1978). 

La principal diferencia es que en esta nueva representación podemos adquirir información en 

distintas escalas, lo que permite poder apreciar con mayor detalle las componentes de 

frecuencias. 
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Figura 4. 39: Representación del espectro diádico de frecuencia para la función sin(ω𝑐𝑡). 

 

• Transformada de 𝓣𝒆 para la función coseno 

 

Observemos como en este ejemplo se obtiene un resultado muy similar al obtenido para la 

transformada de 𝒯𝑒 de la función seno. 

 

𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔) = ∫ cos(𝜔𝑐𝑡)𝛽𝜇,𝜉(𝑡) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

 

 

𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
1

√2𝜉2
[ ∫ 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

+ ∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (
𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

] 
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𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
√2𝜉

2𝜉2
[ ∫ 𝑒𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (

𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

+ ∫ 𝑒−𝑖𝜔𝑐𝑡𝛽 (
𝑡

2𝜉
− 𝜇) 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

] 

 

Hacemos un cambio de variables 
𝑡

2𝜉 − 𝜇 = 𝜏, obteniendo 𝑡 = 2𝜉(𝜏 + 𝜇) y 𝑑𝑡 = 2𝜉𝑑𝜏. 

𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

=
√2𝜉

2
[ ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉(𝜏+𝜇)𝑑𝜏

∞

−∞

+ ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉(𝜏+𝜇)𝑑𝜏

∞

−∞

] 

 

𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

= √2𝜉−2 [𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

+ 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜇 ∫ 𝛽(𝜏)𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜏𝑑𝜏

∞

−∞

] 

 

𝒯𝑒[cos(𝜔𝑐𝑡)](𝜇, 2𝜉𝜔)

= √2𝜉−2 [𝑒−𝑖(𝜔−𝜔𝑐)2𝜉𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉[𝜔 − 𝜔𝑐])

+ 𝑒−𝑖(𝜔+𝜔𝑐)2𝜉𝜇ℱ[𝛽(𝜏)](2𝜉[𝜔 + 𝜔𝑐])] 

 

La Figura 4. 40 muestra la representación del espectro diádico de frecuencia para la función 

coseno. 
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Figura 4. 40: Representación del espectro diádico de frecuencia para la función cos(ω𝑐𝑡). 

 

4.3.3 Conclusión parcial 

La subsección 4.3 mostró los principales fundamentos teóricos con el objetivo de crear un 

ambiente de 𝒯𝑒. 

Tener una nueva definición de la transformada de 𝒯𝑒 en dos parámetros maximiza la 

precisión del análisis matemático. Además, proporciona un nuevo enfoque para analizar 

funciones dentro de la técnica escala frecuencia. 

El teorema de unicidad enfatiza la importancia significativa de dejar claro que la 

recuperación de una función de su espectro de frecuencia diádica sólo es posible a través de 

la transformada de 𝒯𝑒. Observamos que tener un espectro multisensible (espectro de 

frecuencia diádico) permite aislar las componentes de frecuencia, permitiendo su 

identificación. Esto fortalece las aplicaciones destinadas al diagnóstico de fallas, que es 

crucial en campos como la ingeniería mecánica y el análisis sísmico.  

La transformada de 𝒯𝑒 en 𝐿1(ℝ) ∩ 𝐿2(ℝ) nos permite validar los teoremas de recuperación 

y todos los teoremas que se basan en el teorema de inversión de la transformada de 𝒯𝑒. En 

aplicaciones donde es deseable modificar las características espectrales de funciones, es de 

gran importancia devolver posteriormente la función al dominio temporal o espacial. 

 

4.4 Análisis fasorial de señales multicomponentes 

4.4.1 Fasor clásico 
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Para validar el fasor de 𝒯𝑒 frente al fasor clásico, el autor generó una señal sintética que 

presenta una componente de frecuencia de 60 Hz y fase 45º; la Figura 4. 41 muestra la señal 

generada.  

Tras generar la señal a procesar, el autor aplicó el fasor clásico (ver la Figura 4. 42) para 

comparar el resultado obtenido con el fasor de 𝒯𝑒 (ver la Figura 4. 43). Obsérvese cómo, en 

el caso de una señal con un solo componente fasorial, ambos fasores proporcionan la misma 

fase. Este ejemplo básico demuestra que el fasor de 𝒯𝑒 no modifica el componente fasorial 

de una señal. 

 

 
 

Figura 4. 41: Señal sintética monocomponente con frecuencia 60 Hz y fase 45º. 

 
 

Figura 4. 42: Fasor clásico en el plano complejo (magnitud 5,00, fase 45°), utilizado como 

referencia para la comparación con el fasor de 𝒯𝑒. 
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Figura 4. 43: Fasor de 𝒯𝑒 en el nivel 1, que codifica tanto la información de energía como 

la de fase de una señal multicomponente. 

 

4.4.2 Distribución de fase 

El análisis fasorial para señales multicomponentes se realiza mediante la distribución de 

fase. El principal inconveniente que presenta este enfoque es que para ser aplicado hay que 

conocer a priori cual o cuales son las componentes de frecuencia que se van a analizar. Esto 

significa que el análisis de la fase mediante la distribución de fase es para procesos que sean 

determinísticos. 

La Figura 4. 44 muestra el resultado obtenido luego de calcular la distribución de fase para 

la señal multicomponente. Es importante resaltar que las componentes de fase corresponden 

a 45º, 90º y 180º. 
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Figura 4. 44: Distribución de fase de una señal multicomponente. 

 

A pesar del resultado obtenido es muy difícil aplicar este método en un sistema donde no 

se tiene conocimiento de las componentes de frecuencia. Por tal motivo es conveniente 

utilizar el Fasor de 𝒯𝑒, permitiendo hacer un análisis de la fase sin tener conocimiento a priori 

de las componentes de frecuencia de la señal. 

4.4.3 Fasor de 𝒯𝑒 

En el primer escenario de validación el autor utilizó una señal sintética con fases 

predeterminadas y mediante Matlab se introdujo un corrimiento de fase 90°. La Figura 4. 45 

muestra el diagrama de la aplicación principal donde se utiliza el fasor de 𝒯𝑒. 

 

 

Figura 4. 45: Diagrama del sistemas para emplear el fasor de 𝒯𝑒. 

 

La Figura 4. 46 muestra el resultado obtenido luego de aplicar el fasor de 𝒯𝑒 a la señal 

sintética antes de provocarle un corrimiento a la fase. Por otro lado, la Figura 4. 47 muestra 

el resultado obtenido luego de aplicar un corrimiento de 90º a la señal generada 

sintéticamente. 

 

Note en dicha figura como este nuevo enfoque de análisis fasorial, permite conocer las 

componentes fasoriales de una señal que presente distintas características fasoriales. Para este 

caso podemos observar que tanto las componentes de frecuencia como las componentes 

fasoriales son 3; las cuales se encuentran en el Nivel 1: 90º, Nivel 2: 45º y Nivel 3: -180º. 

Observe que en el Nivel 4: existe una componente de frecuencia pero el vector resultante 

presenta una magnitud muy atenuada indicando la presencia de ruido. 
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Figura 4. 46: Fase en el dominio de 𝒯𝑒 en la entrada del sistema. 

 

Figura 4. 47: Fase en el dominio de 𝒯𝑒 a la salida del sistema. 

4.4.4 Fasor de 𝒯𝑒 cruzado 

El principal objetivo del fasor de 𝒯𝑒 cruzado es poder analizar señales con una característica 

relacionada, permitiendo atenuar señales que sean no-relacionadas. Para validar dicha 

herramienta se utilizaron dos escenarios con un enfoque sintético. 

En el primer escenario se emplearon dos señales multicomponentes pero con frecuencias 

diferentes. Mientras que en el segundo escenario se utilizaron dos señales multicomponente 

pero con la misma componente de frecuencia. La Figura 4. 48, Figura 4. 49 y Figura 4. 50 

muestran los resultados obtenidos para el segundo escenario. Por otro lado, la Figura 4. 51, 

la Figura 4. 52 y la Figura 4. 53 muestran los resultados obtenidos para el segundo escenario. 
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Figura 4. 48: Señal multicomponente 1 presenta componentes de frecuencia f1 = 100 Hz y 

f2 = 200 Hz. 

 

Figura 4. 49: Señal multicomponente 2 presenta componentes de frecuencia f1 = 100 Hz y 

f2 = 400 Hz. 
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Figura 4. 50: Resultado del análisis fasorial cruzado en dominio de 𝒯𝑒. 

 

Note en el resultado obtenido en la Figura 4. 50 como se muestra que los fasores que no 

presentan una característica relacionada se atenúan, quedando solamente el fasor relacionado. 

En el segundo escenario podemos observar como el análisis fasorial cruzado mantiene la 

relación entre los fasores permitiendo analizar una señal multicomponente. 

Para el resultado obtenido en el segundo escenario sintético podemos observar en la Figura 

4. 51 y la Figura 4. 52 las componentes de fase para las señales utilizadas. Note en la Figura 

4. 53 el resultado obtenido donde se observa que debido a la presencia de rlación entre las 

señales de análisis el resultado muestra que no se eliminan las componentes de frecuencia 

obteniéndose el resultado de corrimiento de frecuencia. 

 

 

Figura 4. 51: Señal multicomponente 1 presenta componentes de frecuencia 𝑓1 = 100 Hz y 

𝑓2 = 200 Hz. 
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Figura 4. 52: Señal multicomponente 2 presenta componentes de frecuencia 𝑓1 = 100 Hz y 

𝑓2 = 200 Hz. 

 

 

Figura 4. 53: Resultado del análisis fasorial cruzado en dominio de 𝒯𝑒 

4.4.5 Fasor de 𝒯e cruzado para la fuga de agua de 4.0 mm de diámetro 

Para validar, con señales reales, el análisis fasorial en el dominio de 𝒯e se utilizaron señales 

adquiridas desde el esquema mostrado en la Figura 3. 1. Dichas señales se muestran en la 

Figura 4. 1 y la Figura 4. 2 correspondientes a la fuga de 4.0 mm de diámetro. La Figura 4. 

54, la Figura 4. 55 y la Figura 4. 56 muestran los resultados obtenidos. 
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Figura 4. 54: Resultado obtenido para la señal adquirida en el sensor 1. 

 

 

Figura 4. 55: Resultado obtenido para la señal adquirida en el sensor 2. 
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Figura 4. 56: Resultado obtenido para el análisis fasorial cruzado en el dominio de 𝒯𝑒. 

 

Los resultados obtenidos muestran que es detectable la presencia de fuga mediante el fasor 

de 𝒯𝑒; esto se valida mediante la comparación con los resultados mostrados en la Figura 4. 9 

y la Figura 4. 10. Note que el vector que mayor magnitud presenta se localiza en el nivel 2 

de descomposición, tanto para los resultados mostrados en la Figura 4. 9 y la Figura 4. 10 

como para los resultados mostrados en las figuras de esta subsección. Por otro lado, en la 

Figura 3. 1 se muestra que los sensores están x-distantes de la fuga generada. Nótese en la 

Figura 4. 54 y la Figura 4. 55 como la señal llega al Sensor 1 y al Sensor 2 con una fase de 

132º y 128º, respectivamente. Esto muestra la relevancia del análisis fasorial en el dominio 

𝒯𝑒 debido a que la diferencia de fase es de 4º, como se muestra en la Figura 4. 56. Otra 

importancia que se muestra en la Figura 4. 56 es que se mantiene la principal ventaja que es 

atenuar componentes de la señal que no presente coherencia. 

4.4.6 Conclusión parcial 

El fasor de 𝒯𝑒 permiten analizar señales multicomponentes, brindando características al 

procesamiento de señales como: analizar fasorialmente señales multicomponentes y detectar 

la presencia de una señal sin necesidad de estudiar el espectro de frecuencia de dicha señal. 

Por otro lado, el fasor de de 𝒯𝑒 permite estudiar señales que presenten una composición 

multicomponente. 
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Estos nuevos enfoques aportan al estado del arte nuevas herramientas matemáticas que 

aumentan la robustez en diversas áreas de la ingeniería como el campo de la ingeniería 

hidráulica o en campos donde la presencia de señales no coherentes sea un problema. 
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5 Resumen, Conclusiones y Recomendaciones 

En esta tesis de doctorado se estudiaron los métodos desarrollados por la comunidad 

científica frente a la detección de fugas de agua. Esto permitió el desarrollo de los espectros 

cruzados de 𝒯𝑒 para extraer características de frecuencias y fase correspondientes a fugas de 

agua. Debido al avance alcanzado en la presente tesis se desarrollaron las bases teóricas 

correspondientes a la transformada de 𝒯𝑒. 

Para realizar la validación de los espectros cruzados de 𝒯𝑒 se diseñó una configuración 

experimental; generando dos escenarios principales. El primer escenario presentó una fuga 

de agua con diámetro de 1.0 mm. Mientras que el segundo escenario presentó una fuga de 

agua con un diámetro de 4.0 mm. Detectar fugas de agua que presenten un diámetro pequeño 

brinda gran fortaleza en los sistemas de distribución de agua. Esto se debe a que este tipo de 

fugas de agua son precursoras de fugas de agua catastróficas. Contar con herramientas que 

le permita al acueducto poder implementar un plan de acción preventivo ante una catástrofe 

permite que se eviten problemas como: la proliferación de enfermedades infecciosas, la 

destrucción de estructuras civiles, etc. Mediante esta configuración experimental se logró 

validar los espectros cruzados de 𝒯𝑒 fuera de línea, mostrando resultados superiores a los 

reportados en la comunidad científica. 

La función wavelet utilizada para la validación fue la wavelet Daubechies debido a que brinda 

una atenuación de las bandas laterales de -160 dB. Con respecto al cálculo de las componentes 

de frecuencia la transformada de 𝒯𝑒 arrojó un corrimiento en frecuencia de 0.25 Hz; el cual 

corresponde a un error porcentual de 1.45 % en el cálculo de las componentes de frecuencia. 

El desarrollo de este nuevo enfoque matemático “dominio de 𝒯𝑒”, cubrió un vacío en el 

análisis de señales estocásticas. Las principales ventajas presentes en las herramientas 

matemáticas desarrolladas son: la atenuación de los términos cruzados, la multi-sensibilidad 

espectral y el aislamiento de componentes de frecuencias; dando paso a que se puedan 

obtener soluciones versátiles para diferentes escenarios con condiciones no controladas. Por 

otro lado, este nuevo enfoque al análisis de señales permite atenuar los efectos de ruido 

estacionario y no estacionario. 

 

En función al segundo objetivo específico (Crear las bases teóricas correspondientes 

a la transformada de 𝓣𝒆): Se obtuvieron seis definiciones y cinco teoremas sobre la 
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transformada de 𝒯𝑒. La primera definición se dirige hacia la densidad espectral cruzada de 

𝒯𝑒. La segunda definición se dirige hacia la coherencia de 𝒯𝑒, siendo esta un caso particular 

de la primera definición. La tercera definición está enfocada al espectrograma de 𝒯𝑒. La 

cuarta definición se dirige hacia la ventana de 𝒯𝑒 la cual se conforma de una función wavelet 

y una función ventana convencional. La quinta definición se dirige hacia el fasor de 𝒯𝑒. 

Mientras que la sexta definición está dirigida hacia la expresión analítica de la transformada 

de 𝒯𝑒 en dos parámetros. Por otro lado, el primer teorema demuestra la existencia de la 

transformada de 𝒯𝑒. Este teorema es fundamental en el campo del análisis de señales y la 

teoría de sistemas. Debido a que este plantea que una función que sea de módulo integrable 

su espectro de frecuencia se puede descomponer diádicamente, permitiendo aislar las 

diferentes combinaciones de frecuencias sinusoidales. El segundo teorema, se dirige a que la 

transformada de 𝒯𝑒 existe en 𝐿1(ℝ). La principal importancia de este teorema es que permite 

estudiar el contenido espectral de señales revelando cómo es la composición de la función 

en el dominio diádico de frecuencia para luego poder recuperar dicha función. El tercer 

teorema muestra la existencia de la transformada de 𝒯𝑒 inversa. Tener una herramienta que 

nos permita recuperar una función del dominio de frecuencia diádica es muy valioso en el 

análisis de sistemas. Esto se debe a que simplifica el análisis de funciones mediante la 

representación de frecuencias diádicas, particularmente cuando se trata de funciones en 

presencia de ruido. Además, permite la atenuación de ruido aislando y eliminando 

componentes de frecuencia no deseados o espurios. El cuarto teorema es sobre unicidad. El 

teorema de unicidad en la transformada de 𝒯𝑒 es una propiedad fundamental que establece 

que una función en el dominio del tiempo tiene una correspondencia biunívoca con su 

transformada. Desde el punto de vista de las matemáticas aplicadas, tal teorema garantiza 

que, dado el espectro diádico de frecuencia para una función, es posible recuperar la función 

original en el dominio del tiempo de una manera única. Esto es crucial en aplicaciones donde 

es necesario reconstruir funciones a partir de su espectro, como en comunicación, 

procesamiento de señales y recuperación de datos. Finalmente, el quinto teorema se dirige 

hacia la conservación de energía de una señal al transformar esta al dominio de 𝒯𝑒. Este 

teorema es de gran importancia en aplicaciones donde se necesite conocer el comportamiento 

energético de una señal sin distorsionar su energía temporal. 

 

En función al tercer objetivo específico (Analizar los términos cruzados en el espectro 

diádico de frecuencia): Se obtuvieron tres nuevas herramientas matemáticas (densidad 
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espectral cruzada de 𝒯𝑒, la coherencia de 𝒯𝑒 y el espectrograma de 𝒯𝑒) para realizar la 

extracción de características y representar en el espectro diádico de frecuencia las 

componentes espectrales de señales provenientes de dos puntos de adquisición. La densidad 

espectral cruzada de 𝒯𝑒 y la coherencia de 𝒯𝑒 se basan en el vínculo de la correlación cruzada 

entre las señales a analizar y el cálculo de la transformada de 𝒯𝑒, mientras que el 

espectrograma de 𝒯𝑒 se basa en la función de autocorrelación y su vínculo con la 

transformada de 𝒯𝑒. Dichos resultados permiten fortalecer el desempeño de la extracción de 

características en el estudio de sistemas que se encuentren bajo un ambiente no controlado, 

para señales corruptas por ruido estacionario y no estacionario. 

Además, se desarrollaron tres algoritmos para realizar el computo de la densidad espectral 

cruzada de 𝒯𝑒, la coherencia de 𝒯𝑒, el espectrograma de 𝒯𝑒 y el fasor de 𝒯𝑒. Los resultados 

mostraron robustez dejando evidencia clara de su superioridad frente a los métodos 

reportados en la literatura. 

Debido a que este es un trabajo preliminar, presenta como principal limitación el número 

de aplicaciones donde se ha utilizado en dominio de 𝒯𝑒. Finalmente, para estudios futuros se 

propone considerar la implementación de versiones computacionales más eficientes de las 

herramientas matemáticas propuestas, en función de la integración con aplicaciones 

prácticas. 

• Se recomienda que se continúe con el estudio de funciones ventanas de 𝒯𝑒.  

• Que se extienda el estudio de las herramientas matemáticas hacia la implementación en 

sistemas embebidos para incrementar la autonomía en la detección de eventos. 

• Estudiar desde un enfoque de instrumentación electrónico que estrategia a seguir para 

hacer máxima la eficiencia de la adquisición de señales. 

• Enfocar el estudio hacia la clasificación para obtener una relación entre la energía y el 

tamaño de la fuga. 
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Carta 3: Dr. José Manuel Nieto Jalíl 
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8 ANEXO 2: Código de la transformada de 𝒯𝑒 

 
function 

[PP,ff]=Te_transform(S,ancho_w,Fs,nivel) 
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    S = upsample(S,2); 
     

    w=hamming(ancho_w); 
  

    RR = filter(w,1,S); 
  

    ca=RR; 
  

    for i = 1:nivel 

        [ca,cd]=arbol(ca); 

        assignin('base',['FcA' num2str(i)],ca); 

        assignin('base',['FcD' num2str(i)],cd); 

    end 
  

    for x=1:nivel 

        [~,P,f]=fourier(evalin('base', ['FcD' 

num2str(x)]),Fs/(2^x)); 

                for col = 1:length(P) 
                     

                    PP(x,col) = P(col); 

                    ff(x,col) = f(col); 

                end 

    end 

end 
 

function [ca,cd]=arbol(S) 

    [LoD,HiD,~,~] = wfilters('db45'); 
  
  

     S = downsample(S,2);      

    cd=filter(HiD,1,S); 

    ca=filter(LoD,1,S); 
     

end 

 
function [Y,P1,f]=fourier(signal,Fs) 
  

L = length(signal); 
  

Y = fft(signal); 

P2 = abs(Y); 

P1 = P2(1:L/2+1); 
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P1(2:end-1) = 2*P1(2:end-1); 

f = 2*Fs*(0:(L/2))/L; 
  

end 

 

9 ANEXO 3: Código de la Densidad Espectral 

Cruzada de 𝒯𝑒 

function [P,f]=CSD_Te(x_CFn,y_CFn,w,Fs,nivel) 
  

    [c,~] = xcorr(x_CFn,y_CFn); % correlacion 

cruzada  
  

    [P,f]=Te_transform(c,w,Fs,nivel); 

end 

 

10 ANEXO 4: Código de la Coherencia de 𝒯𝑒 

function 

[coe,f]=Te_Coherence(x_CFn,y_CFn,w,Fs,nivel) 
  

    [c,~] = xcorr(x_CFn,y_CFn); % correlacion 

cruzada  
  

    [c_x,~] = xcorr(x_CFn,x_CFn); % auto-

correlacion_x 
  

    [c_y,~] = xcorr(y_CFn,y_CFn); % auto-

correlacion_y 
  
     

    [P,f]=Te_transform(c,w,Fs,nivel); % espectro 

cruzado mediante transformada Te 
     

    [P_x,~]=Te_transform(c_x,w,Fs,nivel); % auto 

espectro para c_x 
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    [P_y,~]=Te_transform(c_y,w,Fs,nivel); % auto 

espectro para c_y 
  
  

    mult = (P_x.*P_y); 
  

    coe = P/sqrt(norm(mult)); 
  

end 
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