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Resumen

El presente trabajo es un estudio tedrico-experimental de plasmas a baja temperatura. Ex-
perimentalmente, se realizaron observaciones del plasma luminoso entre electrodos de placas
paralelas y electrodos esféricos, y el efecto que tiene un campo magnético externo. El modelo
tedrico considera al plasma frio como un medio continuo. Primero se resuelve el problema en
una dimensién a través de soluciones asintéticas y una solucion numérica basada en diferen-
cias finitas. Ambas soluciones concuerdan cualitativamente. Después el modelo se resuelve
numéricamente en dos dimensiones en coordenadas cartesianas y polares. También se modela
el efecto sobre el plasma de un campo magnético aplicado. Los resultados numéricos muestran
que la distribucion del plasma es afectada por el campo magnético externo, al igual que las
observaciones experimentales.
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Capitulo 1

Introduccion

En nuestro dia a dia estamos habituados a convivir con tres estados de la materia: sélido,
liquido y gaseoso. Sin embargo, no son los unicos, pues existe un cuarto estado que esta mas
presente de lo podemos notar; estamos hablando del estado plasma. En la década de 1920
los fisicos estadounidenses I. Langmuir y L.Tonks utilizaron el término para referirse al gas
ionizado y desde entonces se ha mantenido [1]. El plasma es un gas monoatémico que ha
pasado por un proceso de ionizacion, de modo que estd compuesto por iones, electrones y
particulas neutras que en conjunto forman un medio eléctricamente cuasineutral, es decir, es
considerado estado plasma cuando la densidad de particulas negativas como positivas son las
mismas [2]. Al estar compuesto por particulas cargadas es un medio conductor de electricidad
que responde ante campos electromagnéticos. Podemos encontrar plasma desde el ntcleo
de las estrellas, en los focos ahorradores que tenemos en casa, en los reactores de fusién
nuclear que se estan implementando, como el ITER [3], asi como en la industria espacial o
automotriz para el tratamiento de superficies para mejorar sus propiedades y evitar el uso
de disolventes [4]. Los plasmas se pueden clasificar segin el promedio de la temperatura de
las particulas que lo conforman. Los plasmas calientes o isotérmicos son aquellos en los
que la temperatura de los electrones y las especies pesadas (dtomos e iones) es practicamente
la misma, alcanzando temperaturas del orden de 107 K a presiones altas. Los encontramos
en reactores de fusion nuclear, la corona solar, viento solar, nebulosas y en el nicleo de las
estrellas. Por otra parte, en los plasmas frios o no isotérmicos la temperatura de las particulas

Figura 1.1: Aurora boreal desde el espacio en contraste con el amanecer en la Tierra. Crédito
de la fotograffa: https://images.nasa.gov/details/iss043e059141, NASA, [5].
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neutras es de 300 K, es decir, temperatura ambiente y la de los electrones de 10° K a presiones
bajas. Ejemplo de ello es el plasma que se encuentra en la ionosfera de la Tierra (Figura 1.1),
televisiones de plasma, y focos ahorradores. También podemos diferenciar entre los plasmas
débil y fuermente ionizados. En general el grado de ionizacién (relacién entre la densidad de
las especies cargadas respecto de las neutrales del gas) de un plasma tipico estd en el rango de
107" —10=* . Los plasmas fuertemente ionizados contienen adtomos y moléculas excitadas, y el
grado de ionizacién es cercano a 1 [2]. En los plasmas débilmente ionizados sélo se considera
la interaccién de particulas neutras, iones positivos y electrones. El desarollo de la presente
tesis esta enfocada en los plasmas frios débilmente ionizados.

La manera en que se genera un plasma frio en el laboratorio es por descarga luminiscente de
corriente directa (ver Figura 1.2). Se conectan dos electrodos a una fuente de corriente directa
(CD), donde el electrodo que adquiere un voltaje negativo se llama catodo y el que se aterriza
a tierra o tiene un voltaje positivo es el anodo. Los electrodos son colocados dentro de una
camara de vacio en la cual hay un gas neutro. La cdmara esta conectada a una bomba de vacio
para poder bajar la presion. Una vez que se enciende la bomba se hace pasar corriente eléctrica
a través del gas hasta alcanzar el voltaje de rompimiento, el cual es mas facil de alcanzar a
bajas presiones (Curva de Paschen [6], [7]), para que el gas se vuelva un medio conductor
y se establezca un campo eléctrico debido a la diferencia de potencial y posteriormente los
electrones comienzan a salir del catodo acelerados hacia el anodo. Cuando los electrones

Cémara de «—— Alacamara
y de vacio
vacio + -
<
[ |
— | | Fuente
_ DC

Figura 1.2: Descarga luminiscente de corriente directa.

comienzan a transitar en el gas colisionan con los dtomos que encuentran a su paso y son
capaces de ionizarlos, es decir, arrancar por lo menos un electrén de ellos, convirtiéndolos en
iones positivos. El proceso ocurre en cascada como en la Figura 1.3. Ahora en la cAmara habra
particulas de carga positiva y negativa, que naturalmente se van a atraer, y al proceso en que
un electron neutraliza a un ion positivo se conoce como recombinacion. La recombinacion da
lugar a luminscencia que vemos en los plasmas, pues los iones al atrapar al electrén tienen

anode
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Figura 1.3: Proceso de ionizacion entre dos electrodos. Créditos de la imagen:
https://doi.org/10.1002/cite.202000075, [8].
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Figura 1.4: Estructura de la descarga luminiscente. Crédito de la imagen: Wikipedia, [10].

que liberar la energia que este les cedié en la colision y lo hacen en forma de un fotén con una
frecuencia caracteristica.

En las descargas luminiscentes CD se presentan regiones con y sin luz (Figura 1.4) donde tal
estructura se debe a las diferencias en la movilidad y densidad de los electrones e iones. En
cada region su intensidad y extension depende del gas, voltaje y presiéon. De las principales
caracteristicas de cada regién podemos decir que, el rango de densidades de corriente en que
ocurren las descargas es 107 — 1072 A cm™2 [9]; en el Cathode Dark Space se da la mayor
caida de voltaje; la densidad de electrones que crece exponencialmente desde el catodo da
lugar a la luminiscencia negativa, donde hay una alta ionizacién y excitacién, después el
campo eléctrico decrece generando la zona conocida como Faraday Dark Space, que es la zona
de transicién hacia la columna positiva, donde los electrones pierden casi toda su energia para
después volver a acelerarse por el débil campo eléctrico de la zona hacia el anodo. La descarga
luminscente se mantiene por los electrones emitidos desde el catodo debido al bombardeo de
iones positivos en esta superficie, lo que se conoce como emisién de electrones secundarios [9],
que son acumulados en Aston Dark Space, zona con un campo eléctrico fuerte. Dependiendo
del gas utilizado sera el color de la descarga luminscente que tendremos, y tipicamente solo se
necesitan unos cientos de voltios entre los electrodos para mantener la descarga.

El objetivo de ésta tesis es un estudio tedrico-experimental del plasma frio en diversas ge-
ometrias el cual se hace interactuar con campos magnéticos para observar su dindmica. El
estudio de los plasmas en diversas geometrias sirve para saber qué disenos aprovechan mejor
las propiedades del plasma en las aplicaciones que se quiera implementar, por ejemplo, en la
industria, los sistemas de corte de plasma son utilizados para realizar cortes precisos en los
metales. Si la boquilla del torno no estrecha lo suficiente el arco de plasma, entonces no se
tendra un corte de alta precisién. Los plasmas son aplicables a diversas areas, por lo que su
estudio brinda alternativas y mejoras que benefician a la poblacion.
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Capitulo 2

Modelo experimental

2.1 Descarga en electrodos de placas paralelas

El modelo experimental consiste de una cdmara de vacio (ver Figura 2.1a), la cual es un frasco
de vidrio (21.5 x 10.95 x 8.45 c¢m), donde se colocaron dos electrodos de placas paralelas,
que son discos de acero inoxidable de 3.5 cm de didmetro, separados 3.5 cm por cilindros de
ceramica. Ambos electrodos estan conectados a una fuente de voltaje de corriente directa
(Kilovolt Power Supply-SF-9586) en serie y a multimetros para medir voltaje y corriente, el
circuito eléctrico se muestra en la Figura 2.1b. El voltmetro en paralelo y el ampermetro
en serie. La parte inferior de la cdmara estda conectada por una vélvula de paso de bombeo
de acero a una manguera para llegar a la bomba de vacio (Pascal 2005, SD Version). El
soporte de la camara de vacio es, de hecho, una camara de acero inoxidable tubular. El frasco

Multimetros
'|Y Fuente DC

Bomba de vacio | |

(a) (b)

Figura 2.1: Fotografia del modelo experimental de placas de placas paralelas. Esta constituido
por electrodos de placas paralelas dentro de una camara de vacio, multimetros y una fuente
de voltaje DC. (b) Conexion eléctrica del sistema.
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fue perforado en la parte superior para poder conectar los electrodos a la fuente de voltaje
teniendo cuidado del sellado y aislamiento en los agujeros y cables. Se considera que el gas
utilizado es aire, no obstante dado que estd constituido 78% por Nitrégeno es de esperarse que
la descarga luminiscente tenga los colores de una descarga tipica de Nitrogeno. No se cuenta
con un sensor de presion para conocer cudl es la presion final y tampoco con alguna vélvula
para la administracion del gas; esta caracteristica la comparten los experimentos posteriores.
Sin embargo la bomba de vacio puede llegar a una presién final de 5 x10™* mbar y a 1x1072
mbar con vélvula de lastre. La presién atmosférica en Morelos es mayor a 850 mbar [11]. A
continuacion se describe el procedimiento de arranque del dispositivo.

1. Conectar los electrodos a la fuente de voltaje y multimetros.
2. Encender la bomba de vacio para extraer el aire de la cAmara y bajar la presion.

3. Apagar la bomba para que las posibles aberturas en el sellado permitan la entrada de
aire.

4. Encender la fuente de voltaje y aplicar potencial hasta la aparicion de la descarga lu-
miniscente. Los intervalos de voltaje medidos estan entre 250-350 V, mientras que la
corriente entre 1-3.5 mA.

En seguida se presentan el analisis de la descarga luminiscente para tres distintas diferencias
de potencial AV y corrientes I del modelo experimental. El cdtodo es el electrodo superior y el
anodo el inferior. Es decir, los electrones viajan del electrodo superior al inferior, encontrando
a su paso el efecto del campo eléctrico generado por la diferencia de potencial aplicado. En este
modelo experimental se observé que el plasma aparecié a partir de AV=273.44 V, I= 0.839
mA. La Figura 2.2a fue la primera fotografia que se tomé6 donde se pueden distinguir algunas
de las partes principales de la estructura de la descarga. En la Figura 2.2b las regiones parecen
estar mejor definidas que en las otras configuraciones. Se observa el Anode Glow pero este
podria ser también un reflejo del Negative Glow que llega hasta tal zona. En la Figura 2.2c se
presenta la descarga para el maximo potencial que proporcioné la fuente de voltaje utilizada.
Observamos que es mas brillante el Negative Glow que en las dos anteriores configuraciones,
en consecuencia se refleja en el Farday Dark Space. En las tres figuras el color de la descarga
es bastante similar al que se produce con Nitréogeno, de tonos morado y purpura. Podemos
distinguir las cinco regiones principales: Anode Dark Space, Cathode Glow, Cathode Dark
Space, Negative Glow, Farday Dark Space. No se observa la formacion de la columna positiva,
lo cual no es preocupante, ya que no es parte fundamental de la descarga, ademas de que
para que pueda aparecer se necesita que el espacio interelectrédico sea mayor, sin embargo es
importante considerar que el modelo tiene la condicién de que esta distancia debe ser menor
que el diametro de los electrodos, por lo cual para que sea posible verla se requiere incrementar
ambos pardametros. Se esperaria que el Cathode Dark Space sea una regién sin luz, pero no es
completamente asi porque las regiones de Cathode Glow y Negative Glow no estan espaciadas
lo suficiente como para lograr este efecto.

En general la estructura de las descargas para los tres arreglos de voltaje y corriente es la
misma. Los valores de voltaje aplicados son los que nuestra fuente CD permitio, asi que estos
parametros solo fueron usados de forma demostrativa; el voltaje es un pardmetro que se puede
explorar mas para cuantificar que valores nos permiten una mejor visualizacién. Otro aspecto
importante en el area experimental fue aislar todos los materiales conductores dentro de la
camara de vacio, ya que de no hacerlo estos funcionan como otro electrodo, y se genera otro
plasma local en esa zona, de modo que ahora al plasma generado entre los electrodos no se le
esta administrando la misma corriente, es decir, hay una fuga de corriente. Por otra parte, al
momento en que se realizé este montaje experimental no se tomo en cuenta la interaccion del
plasma con un campo magnético.

6



2.1. DESCARGA EN ELECTRODOS DE PLACAS PARALELAS

Aston Dark Space,
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Aston Dark —
space

space

Negative Glow{
Faraday Dark
space

Anode dark —>
space
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Figura 2.2: Descargas lumiscentes entre electrodos de placas paralelas.
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2.2 Descarga en electrodos esféricos concéntricos

Para el disenio experimental se utilizaron electrodos esféricos de acero inoxidable que juntos
forman una esfera hueca de radio interno de 1.2 c¢m, y dentro se colocoé un electrodo esférico
el cual es una sonda de contacto con punta de bola de diametro 0.3 cm hecha de carburo,
ver Figura 2.3a. El dispositivo experimental fue manufacturado por el Dr. David Roberto
Dominguez Lozoya del IER-UNAM. El dispositivo tiene un soporte recubierto de ceramica, el
cudl estd acoplado a un cable para que pueda ser energizado por la fuente CD; dependiendo
de la conexion se establece la polaridad de los electrodos. No se usan los dos hemisferios de
los electrodos externos, puesto que el sistema se cerraria y no podriamos hacer observaciones,
por lo tanto solo usamos un hemisferio.

Electrodo
| interno

= TN

) i
sl Z
A 3 v e
/ = -
IR -—

Electrodo externo

‘ : Bomba de
/ / vacio

{ Ay - &
(a) Electrodos esféricos (b) Sistema de descarga para electrodos
concéntricos. esféricos.

Figura 2.3: Modelo experimental de electrodos esféricos.

El sistema de electrodos esféricos descrito anteriormente se dispuso dentro de un frasco de
vidrio (h=15.5 cm, D=14.2 cm) que cumple la funcién de cAmara de vacio. Fue perforado para
la salida de los cables de los electrodos hacia la fuente de voltaje y multimetros. Nuevamente se
utilizé la camara de vacio tubular como soporte, y dentro de esta se sellé y conecté a la bomba
de vacio con una valvula de paso de bombeo de acero acoplada a una manguera de PVC. El
arranque del experimento fue exactamente el mismo que el descrito en la seccién anterior 2.1,
al igual que la conexién eléctrica del modelo de placas paralelas (ver Figura 2.1). En la Figura
2.3 se muestra el montaje del experimento de descarga luminiscente entre electrodos esféricos;
este experimento solo nos permite la visualizacién de un plasma entre electrodos esféricos.

A continuacién se presentan las descargas luminiscentes obtenidas. La Figura 2.4 es la fo-
tografia de la descarga lograda entre electrodos esféricos concéntricos. Recordar que en esta
configuracion el electrodo interno es el catodo, de donde salen los electrones, y el electrodo
externo el dnodo. Se observa en el plasma que tiene los mismo colores que en la descarga
en placas paralelas, incluso algunas regiones bien definidas, como el Cathode Glow, Cathode
Dark Space, Negative Glow y Faraday Dark Space como toda la seccién oscura que aparece;
nuevamente no hay formacién de la columna positiva.

Este modelo experimental se hizo interactuar con electroimanes construidos en el laboratorio
y no mostré perturbacién alguna, sin embargo, al acercar un iman de ferrita se formé un jett
de plasma. Durante este trabajo no fue posible obtener electroimanes eléctricos para colo-
carlos dentro de la camara de vacio y observar su efecto, sin embargo, no se descarta esta
implementacion y la mejora del sistema experimental para estudiar su comportamiento ante
la presencia de uno o varios campos magnéticos.




2.2. DESCARCA EN ELECTRODOS ESFERICOS CONCENTRICOS

CATHODE DARK SPACE

CATHODE GLOW

FARADAY
DARK
SPACE

Figura 2.4: Descarga en electrodos esféricos cuando el catodo es el electrodo interno y el &nodo

el electrodo externo; la imagen de la derecha es un zoom para observar las zonas. AV= 320
V.
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2.3 Construccion de electroimanes

Un electroiman es un dispositivo que genera su propio campo magnético mediante el flujo de
corriente eléctrica a través de un gran nimero de espiras de alambre que le rodean. Por lo
general las espiras se enrollan alrededor de un niicleo magnético para intensificar el valor del
campo o de un material ferromagnético, como el hierro. Su funcionamiento esta basado en la
Ley de Ampere [12].
/é-dfzzl—” j-ds,
c ¢ Js

donde B es el campo magnético, j la densidad de corriente, y S una superficie arbitraria.
Los electroimanes construidos estan basados en el modelo mas basico de estos, que consiste
de espiras de alambre enrolladas a un cilindro, como un tubo o tornillo, es decir, solenoides.
Luego, la Ley de Ampere se simplifica a

I
B= N%, (2.3.1)

donde N es el nimero de espiras, L la longitud del solenoide y i la permeabilidad magnética.
Se elaboraron 3 solenoides utilizando alambre magneto de calibre 16 y 44 alrededor de un
tornillo de acero con ntimero de espiras N=150, N=300 para el calibre 44, y N=100 del calibre
16. Fueron conectados en serie a una fuente de voltaje DC junto con dos resistencias de 10 €2.
Se registraron los valores del campo magnético B para distintos valores de corriente I para
observar la relacién entre estos. Las mediciones del campo fueron tomadas con un Gaussmetro
portatil F.W. Bell modelo 4048 con sonda siguiendo los pasos que ofrece el manual:

1. Conectar la sonda al instrumento.

2. Encender el instrumento y tocar “Enter”.

3. Introducir la sonda en la camara de campo magnético cero para calibrarla.

4. Seleccionar la funcion DC o AC.

5. Elegir la unidad de medicién: Gauss o Tesla. Seleccionar el rango.

6. Acercar la sonda a los electroimanes para medir el campo en la direccién preferencial.

En la Figura 2.5 podemos apreciar montaje del experimento, un electroiman y la medicién
del campo magnético. Buscando la relacion que hay entre el campo magnético generado

- . '; N
Fuente DC

Figura 2.5: Montaje de la medicién de campo magnético para el electroiman de 100 espiras
calibre 16.

por un electroiman y la corriente aplicada hemos medido ambos parametros para los tres
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2.3. CONSTRUCCION DE ELECTROIMANES

B-I calibre 44, N=300

0.25

B (mT)

0.2

0.15

0.1 |

005 Il Il Il Il Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

I (A)

Figura 2.6: Relacién del campo magnético generado contra la corriente para 300 espiras del
calibre 44. La linea negra representa el ajuste lineal a las mediciones en rojo, siendo el ajuste
la funcién f(z) = 0.766x + 0.99.

B-I calibre 44, N=150

B (mT)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
I (A)

Figura 2.7: Relacién del campo magnético generado contra la corriente para 150 espiras del
calibre 44. La linea negra representa el ajuste lineal a las mediciones en verde, siendo el ajuste
la funcién f(z) = 0.23x — 0.006.

electroimanes construidos y se hizo el ajuste de una funcion con el software Gnuplot. FEn las
tres graficas el ajuste de la funcién nos hace ver que hay una relacién lineal entre el valor del
campo magnético generado y el valor de la corriente aplicada, justo como en la Ley de Ampere
para solenoides, ecuacién (2.3.1). El calibre 44 es un alambre més delgado en comparacién con
el 16 y, de hecho, se esperaria que los alambres mas gruesos puedan crear campos magnéticos
mas intensos con menos espiras de las que se usaria con uno mas delgado. Sin embargo, al
comparar la Figura 2.6 con la Figura 2.8, se nota que el valor maximo obtenido con 100 espiras
fue de 0.1 mT a 0.35 A, mientras que con 300 espiras fue 0.4 mT en la misma corriente; el
valor del campo magnético obtenido fue cuatro veces menor con el alambre de calibre 16, pero
se tiene que considerar los posibles errores en la medicion asi como que el modelo construido
puede mejorarse al hacer las espiras mas compactas entre si. Los valores de las magnitudes de
los campos magnéticos generados son del orden de 1072 T, los cuales no son lo suficientemente
grandes como para afectar al plasma, pues estos fueron acercados al plasma esférico y no
se observé ninguna perturbacion, ademas de que la intensidad de un iméan disminuye con la
distancia. De modo que si la intensidad medida al contacto del electroiman es baja, a la

11



CAPITULO 2. MODELO EXPERIMENTAL

B-1 calibre 16, N=100
01 T T T T T T T ‘

0.08 ,

0.06 ,

B (mT)

0.04 | ,

0.02 ,

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
1 (A)

Figura 2.8: Relacién del campo magnético generado contra la corriente para 100 espiras del
calibre 16. La linea negra representa el ajuste lineal a las mediciones en rojo, siendo el ajuste
la funcién f(z) = 0.27x + 0.0003.

distancia de alredor de 3 cm se registré el valor 0 mT. Por lo cual, si la distancia entre el
electrodo esférico interno y la pared del vidrio es de 5 cm apréoximadamente, la intensidad del
campo magnético de los electroimanes construidos es practicamente nula, por lo cual no se
percibié perturbacion alguna en el plasma. De modo que, para poder observar su interaccién
se tienen las siguientes propuestas: construir electroimanes de mayor intensidad del campo
magnético y colocarlos dentro de la camara de vacio para que la distancia entre estos y el
plasma sea menor y el efecto sea mayor; conseguir electroimanes hechos en la industria y que
posean una intensidad mayor a militeslas (mT); o utilizar imanes de ferrita, que en nuestro
caso fue la opcién mas accesible, y la elegida.

12



Capitulo 3

Modelo matematico

El modelo matematico que describe el plasma frio con el que se trabaja a lo largo del desarrollo
de esta tesis esta basado en el articulo de Graves [13] y Kumar [14], el cual es un modelo global
para la estructura de la descarga junto con los electrodos, que describe la estructura fisica de la
descarga: la densidad de electrones e iones y el campo eléctrico. En este modelo consideramos
al plasma como un medio continuo, es decir, el estudio es macroscépico y se considera isétropo,
por lo cual se hacen las siguientes consideraciones:

La presién en que se trabaja es de 0.5-5.0 Torr.

El camino libre medio de las particulas es menor que la longitud caracteristica del sistema
I, << L.

El gas es débilmente ionizado y solo se considera la interaccion de particulas neutrales,
iones positivos y electrones. No se considera la creacion de iones negativos.

El potencial de rompimiento para ionizar el aire es el voltaje aplicado.
La presién debe ser lo suficientemente baja para facilitar la descarga luminiscente.
No se considera efectos del campo magnético para el caso de una dimension.

La separacion interelectrédica debe ser menor que el didmetro o seccion transversal de
los electrodos empleados.

Los atomos neutros solo son ionizados una vez.
La temperatura de los electrones es constante.
El plasma se estima que es cuasineutral.

La ionizacién se da solamente a través de la colision de los electrones con los dtomos
neutros del gas, no por exitacion vibracional u otros.

La emisién secundaria de electrones solo tiene lugar en el catodo por iones positivos.

La movilidad y difusividad de los electroes e iones es constante.

La ventaja de utilizar el modelo continuo es que se obtiene un sistema de ecuaciones autocon-
sistente de las densidades de iones y electrones. La principal desventaja es que el rango de
presion en que se trabaja es limitado. A continuaciéon se muestran al conjunto de ecuaciones
que constituyen el modelo general de plasmas frios

ot + V- Je = KigNnee Bfe =Ty, (301)
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

3%1‘ £

{% + V- j; = KiONneef’“BiiTe =Ty, (302)
V2o = S(ne — ny), (3.0.3)

€
E=-Vop. (3.0.4)

El sistema de ecuaciones (3.0.1)-(3.0.4) esté conformado por ecuaciones de transporte de elec-
trones (3.0.1) e iones (3.0.2), asi como una ecuacién tipo Poisson para el potencial eléctrico
(3.0.3), y la definicién del campo eléctrico (3.0.4), donde n. y n; son las densidades de elec-
trones e iones, J. y J; es el flujo de electrones e iones, ¢ el potencial eléctrico, E el campo
eléctrico, e la carga del electrén, y € es la permitividad eléctrica del medio. El término r; hace
referencia a la taza de ionizacion, es decir, la fuente de las particulas cargadas. Dentro de este,
Ko se conoce como factor preexpoencial del coeficiente de tasa de ionizacién, F; es la energia
de activacién, N concentracion de particulas neutras, T, la temperatura de los electrones y kp
la constante de Boltzman. Los flujos de electrones e iones estan definidos por

J, = —peno(E + V., x B) — D.Vn,, (3.0.5)
J; = wni(E + V; x B) — D;Vn,, (3.0.6)

donde V, y V;: son las velocidades de los electrones e iones, Bel campo magnético aplicado, y;
y pe son las movilidades, y D,., D; las difusividades. Procedemos a acoplar las ecuaciones de
flujo (3.0.5), (3.0.6) y (3.0.4) en las ecuaciones de conservacién (3.0.1) y (3.0.2). Puesto que
el desarrollo es largo, solo se hard para el flujo de iones. Si sustituimos el flujo de iones (3.0.6)
en (3.0.2).

8712‘

ot
Desarrollando la divergencia del producto de un campo escalar y un vector del primer término
tenemos
3711

se sustituye el campo eléctrico (3.0.4) por el potencial eléctrico, teniendo asi
on; - =

Se recomienda la adimensionalizacién de las ecuaciones del modelo. Para ello se eligen mag-
nitudes de referencia del sistema que dividen cada variable de las ecuaciones para obtener
variables adimensionales

e 7 t — E
n: = n_v n;k = n_v ‘P* = ﬁa = ™ E* = =) V' = VL07 (309)
o no %o T Eqy
V¥=—  B*=—
7 ‘/07 BQ?

donde el simbolo * representa los pardmetros adimensionales. Utilizamos ny como la cantidad
de gas inicial que se utiliza en la descarga, (g es el potencial aplicado al catodo, Ly es la

longitud caracteristica del sistema, tomada como el espacio interelectrédico, Ey = V;y/ Ly,
7, Vo, Bg son cantidades caracteristicas.
on; - -
pE 871 — PN¢-Vn; = V?n; + Pn;V?¢ + BDgn. — C;V - [n;(V; x B)], (3.0.10)
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8ni

g + BE -Vn; = V2n; + Pn,I'(ne —n;) + BDgne — C;V - [m(V’Z X é)], (3.0.11)

BE

lo siguiente es desarrollar el producto vectorial del término multiplicado por C;. Usando las
propiedades vectoriales del Apéndice A obtenemos

on; - - - o - -

L PEVn; = Vini Pl (ne—ni)+3Dun—C: ni ( BV x V.= ViV x B) +(Vix B)-Vn .
(3.0.12)

hemos obtenido la ecuacion de transporte adimensional de n; en su forma vectorial. De manera

analoga se puede obtener la ecuacién de transporte correspondiente para n,

BE

one - ~ . = - =
¢ ; _P.E-Vn, = V1.~ Pan.D(ne—ni)+ Done+C. [n <B-V><V6—V5-V><B)+(V;><B)-Vne}.
(3.0.13)
Las ecuaciones (3.0.3)-(3.0.4) en su forma adimensional son

V2p =T(n, —ny), (3.0.14)
E=-Vep. (3.0.15)

Los parametros caracteristicos fueron reenombrados por parametros adimensionales

HetPo 1iPo Lj #1:VoBoLg p1eVoBo Lo

Pe - ) ‘Pl - ) = Y [ = —7 Ce = —7

De Dz 5 DetO Dz De
—E;
]’{fioj\[[zge"“BiTe enng De

Dy=—F7"— TI= , = —, 3.0.16
De Po€ 6 Dz ( )

donde P,, P; se conocen como numeros Péclet para electrones e iones, este parametro cuantifica
el arrastre que el campo eléctrico tiene sobre los electrones y los iones, expresando la importan-
cia relativa del arrastre sobre la difusién. El nimero de tasa de ionizacién Damkohler [13], D,
es una medida relativa de la creacion de particulas con respecto al transporte de particulas, & es
el tiempo caracteristico de los electrones, y ¢ el tiempo caracteristico de los iones, I' cuantifica
la intensidad del campo eléctrico adimensional ; C; y C. son los parametros adimensionales
que involucran el efecto del campo magnético en la dinamica del plasma.
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

3.1 Solucion unidimensional

En esta seccion se presenta el desarrollo del modelo de plasmas frios en una dimensién en
coordenadas cartesianas. Considerando el conjunto de ecuaciones (3.0.12)-(3.0.15), que estan
en su forma vectorial y adimensionalizadas, y haciendo el campo magnético cero C; = C, = 0,
desarrollamos las ecuaciones para el caso unidimensional.

58(;16 _ pegx% = 8;;2@ — Pn.I(ne — ng) + Dane, (3.1.1)
gﬂ%ﬁi + PZEJC% = % + PmnL(ne — ni) + BDyne, (3.1.2)
% =TD'(n. —n,), (3.1.3)

B, = _g_i. (3.1.4)

Para resolverlas es necesario establecer condiciones iniciales y de frontera para n. y n;, y
condiciones de frontera para E , Q.
Condiciones de frontera

Usamos la configuracion de electrodos de placas paralelas de igual area, de tal manera que uno
este conectado a una fuente de corriente directa CD y el otro conectado a tierra (ver Figura
3.1). Para que la apréximacién de una dimensién sea vélida, la distancia interelectrédica
debe ser menor comparada con el didmetro de los electrodos. La distancia interelectrodica
tanto las condiciones de frontera tienen que ser adimensionalizadas, de modo que presentamos
el conjunto de condiciones de frontera en su forma adimensional. Tomaremos como norma

A Plasma ¢
x=0 x=L
||
— | 'DC

Figura 3.1: Esquema de la descarga unidimesional. Se trata de una cdmara de vacio conectada
a una fuente de corriente directa con voltaje V4. Las letras A y C hacen referencia al anodo y
catodo respectivamente.

general que el catodo es el electrodo con un potencial negativo o distinto de cero en x = 1,
mientras que el dnodo es el electrodo aterrizado en x = 0. Las condiciones de frontera del
potencial eléctrico ¢ se establecen de acuerdo al potencial aplicado. El catodo por ser el
electrodo alimentado satisface la condicion tipo Dirichlet

o(l) = -1, (3.1.5)
mientras que en el anodo que es el electrodo aterrizado
©(0) =0. (3.1.6)

En el anodo los electrones se difunden para recircular y por ello no hay densidad de electrones
cerca del anodo, es decir, hay una recombinacién réapida.

n.(0) = 0. (3.1.7)
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3.1. SOLUCION UNIDIMENSIONAL

Puede haber acumulacion de iones cerca del catodo debido a que son atraidos por este, for-
mando asi una acumulacion de iones, entonces la densidad de iones es distinta de cero, por lo
cual se genera un campo eléctrico puntual cerca de la frontera que sigue atrayendo los iones
hacia el catodo y no permite la difusion de los iones en el plasma. Se quedan ahi hasta que
algin electron que salga del catodo los neutralice. Por lo tanto el proceso difusivo de los iones
es mucho menor que el efecto de arraste que les ocasiona el campo eléctrico, lo cual se expresa
como

En el d4nodo algunos iones pueden ser atraidos por los electrones que se difunden en esta
region, pero los iones son repelidos por la placa, de tal manera que tampoco se absorben ni
emergen. Ademads, al haber una acumulacién de carga positiva, nuevamente se origina un
campo eléctrico que dificulta la difusién de iones hacia el plasma, teniendo la misma condicién
de frontera tipo Neumann

En el catodo, para la densidad de electrones n. se establece que el flujo de electrones es
proporcional al flujo de iones por una constante v, llamada constante de emisién secundaria
que depende del material de los electrodos, y a la vez inversamente proporcionales a (3, el
cociente entre las difusividades de las particulas.

X
p

es una condicién de frontera tipo Robin. Estas condiciones pueden ser modificaciones al
momento de resolver las ecuaciones, de ser asi se especifica en los resultados.

(=Vne+ Pn.Vy)-n=—=(=Vn; — Pn;Vy) - n, (3.1.10)
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

3.1.1 Solucién analitica

Para la solucién analitica de las ecuaciones (3.1.1)-(3.1.4) utilizaremos el método de soluciones
asintoticas. Este método es utilizado para resolver sistemas de ecuaciones no-lineales y de-
sacoplarlas. Iniciamos con una solucién propuesta en expansiones asintéticas para cada una
de las variables que deseamos conocer: n., n;, E,, ¢.

ne =n + nMD! £ nPD2 L D3 3.1.11

(3.1.11)

n; = nio) +n UD; + ngz)Dg + nig)Dg e (3.1.12)
( )

)

E,=E9 +EVD! + E9D2 + E® DS 3.1.13
=00 +oMDl 4+ ,@D24 D3 (3.1.14

utilizamos el parametro Damkohler D, porque esté relacionado a la generacion del plasma, es
decir, es el parametro caracteristico del sistema, de modo que representa las potencias de la
serie con su superindice, mientras que los términos que le acompanan son funciones descono-
cidas. De este modo, el parametro Damkohler es el parametro asintotico y para que las series
propuestas converjan suponemos que es pequeno (D, < 1). Si se desea conocer més sobre el
método se recomienda consultar el Apéndice B. El siguiente paso es sustituir las expansiones
(3.1.11)-(3.1.14) en las ecuaciones (3.1.1)-(3.1.4) considerando el estado estacionario, es decir,
sin el término temporal. De esta manera el sistema de ecuaciones se desacopla y resolve-
mos para cada orden con sus correspondientes condiciones de frontera y asi encontramos las
funciones desconocidas que juntas forman parte de la soluciéon general. Primero haremos la
sustitucién en la ecuacion (3.1.1) del transporte de electrones y obtendremos un sistema de
ecuaciones diferenciales desacopladas de primer y segundo orden que son resueltas con Math-
ematica 12. Posteriormente repetiremos el proceso en el resto de las ecuaciones del modelo.
Ademas, para el término relacionado a la ionizacién se propone la expansion

Dyne = Do(1+ DinlV + D?n(?), (3.1.15)

para que las ecuaciones tengan solucién distinta de cero. De modo que al sustituir en la
ecuaciéon de n, tenemos

P [EY 1+ EOD! + 5O D2 2 [n® 4 0D} 4 n® D]

ox
2
= % [n® + D!+ n@ D2 = P, [0 + n DY + n®@ D2 T [(n® + n D! + n D2)
X
~ 0 +n" D! + 0P D?)] + D, [1 +n DL + nPD?] (3.1.16)

agrupamos los términos por érdenes del Damkohler para obtener ecuaciones diferenciales de-
sacopladas.

Orden cero D°

onl»  92p0

~RED = = =5 — Fn{T(n? —n?), (3.1.17)
que tiene como solucién Y = n§°> = Eg(co) = 0 = 0 puesto que si no hay término de

ionizacion, no hay plasma. Por lo tanto, las ecuacion para orden cero del Damkohler se de-
sprecian. Por otra parte, también deben ser sustituidas las expansiones asintéticas en las
condiciones en las frontera, de tal manera que agruparemos las ecuaciones y las condiciones
de frontera por los érdenes del Damkohler.
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3.1. SOLUCION UNIDIMENSIONAL

Primer orden D}

2 ,(31)
0= %DQ—FDW (3.1.18)

es la ecuacién de densidad de electrones. La ecuacién para la densidad de iones (3.1.2)

d? (1)
0= %Da + D,B. (3.1.19)
La ecuacion del potencial eléctrico
d2oM
d‘PQ D, = D,T[n® — nV], (3.1.20)
x
y el campo eléctrico
dooM
EWD, = —Z;Da. (3.1.21)
x

Y las respectivas condiciones de frontera para D, de primer orden son
Catodo

on 0 on'Y

= 3.1.22
ox 6 or lz=1’ ( )
dn'V
i = 1.2
dr lz=1 0 (3.1.23)
eD(1) = -1/D,. (3.1.24)
Anodo

n{V(0) = 0, (3.1.25)

e (0) = 0. (3.1.26)

Al tratarse de una soluciéon analitica notamos que para resolver la ecuacion de transporte de
iones tenemos dos condiciones de frontera tipo Neumann, lo cual hace que el sistema no sea
posible de resolver. Para evadir este problema cambiaremos la condicién en el dnodo a una
condicién tipo Dirichlet.

n{"(0) = 14/ Da, (3.1.27)

donde n,=0.6. Este valor fue obtenido de la solucién numérica del modelo de plasmas frios
al aplicar las condiciones de frontera tipo Neumann en el articulo [15]. En las soluciones
numéricas si se pueden usar las dos condiciones tipo Neumann para la densidad de iones.

Segundo orden D?

dZ2 = _peEg(Cl) zx + Panél)(nS) _ ngl)) _ nél)’ (3.1.28)
d2n dn'V
dn; = pEW Zz _ an(l)r(ngl) _ n§1)> — BnlV, (3.1.29)
X T
d290(2) )
T =TI - n?], (3.1.30)
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

dgp(l) )
——D-. 3.1.31
D (3.131)

De manera analoga escribimos las ecuaciones de frontera para el segundo orden.
Catodo

B D2 -

on 0 on'?
_ppWpw e T (p,MWp® T 3.1.32
e e oz 6( o Oz ) w=1 ( )
on'?
i =0 3.1.33
0r lz=1 ’ ( )
e (1) = 0. (3.1.34)
Anodo
nt?(0) =0, (3.1.35)
n®(0) =0, (3.1.36)
e?(0) =0 (3.1.37)
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3.1. SOLUCION UNIDIMENSIONAL

3.1.2 Solucion numérica

La solucién numérica utilizada consiste en discretizar las ecuaciones (3.1.1)-(3.1.4) y las condi-
ciones de frontera (3.1.5)-(3.1.10) usando el método de diferencias finitas y la metodologia
Gauss-Seidel para resolverlas. Si se desea conocer mas sobre estas metodologias consultar el
Apéndice C y [16]. Las derivadas espaciales de primer orden fueron discretizadas con diferen-
cia hacia adelante, las derivadas de segundo orden y temporales como lo indica el Apéndice

C.

Por simplicidad en la escritura renombraremos las variables:
Ne=u, n; =v, E,=F.

Comenzamos discretizando la ecuacién (3.1.1). El indice i hace referencia a la variacién en el
eje x, y el indice n a la variacién temporal.

§(un+1(i) - u”(i)) B PeE”(i)<un(i +1) — u"(i)> _

ot ox
[ 503 | + P @r (v(0) = w(i)) + Do (i), (3.1.38)
Despejamos el término temporal del futuro (n + 1)
ot 4 1) —un(i
W) =) + g [PeEn(i) (“ i+ 513 “ (’)>+ (3.1.39)

V= 22D D) + Pt ()0 (o) — ().

esta es la expresion que utilizaremos. A continuacion expresamos de manera similar la forma
discreta de las ecuaciones restantes. Forma discreta de (3.1.2)

, L ot UM+ 1) — v (4)
n+1 _n 7l _ pfm
U0 =00 + [ PEnG)( = )+ (3.1.40)
V(i 4 1) = 20™(i) + 0" (i — 1) 0 n " n
[ 522 } + fD,u"(i) + P (Z)F(u (i) —v (z))}
Forma discreta de (3.1.4)
nen [P +1) —¢"(0)
E"(i) = [ - ] (3.1.41)
Para que la ecuacién (3.1.3) pueda ser resuelta necesitamos modificarla. La reescribimos como
dp  p
X Y T(n —n
or  0z2 (ne = ns),

donde 7 es un tiempo ficticio, tal que cuando el sistema regresa al estado estacionario volve-
mos a tener nuestra ecuacion original. Necesitamos hacer este paso porque la ecuacion para
el potencial es la primera que es resuelta y es la forma de hacerla converger [17]. Asi, la
discretizacion queda como

gty = (FUHDZ2EOEEUZD plny o) )or +076). (3142
Ahora que contamos con las ecuaciones discretizadas usamos el método Gauss-Seidel para
resolverlas, que consiste en una iteracién en donde a través de la asignacién de valores iniciales
a las incégnitas se resuelve una primera ecuacién para asi determinar un nuevo valor de la
variable que sera utilizado para resolver las ecuaciones sucesivas. En la ecuacién (3.1.42)
observamos que se conocen lo valores de v y v una vez que conocemos el potencial, es decir,
hablamos de una discretizacién explicita e implicita, respectivamente [17]. Se puede observar
mejor este método en el algorimo (1). El programa fue escrito en el lenguaje de programacién
Fortran 90.
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

Algoritmo 1 Algoritmo para la solucién numérica 1D.
Definicién de variables.

Definir el paso temporal dt.
Asignacion de memoria a las variables.
Definir malla dzx.

Dar condiciones inciales.

Dar condiciones de frontera.

Definir e inciar ciclo temporal ¢.
Definir e iniciar ciclo temporal de 7.
Resolver la ecuacién tipo Poisson "1,
. Cierre del ciclo temporal para 7.

PN DOt W

— O
=D

11. Definir e inciar ciclo espacial para las ecuaciones (3.1.41), (3.1.2), (3.1.2) en este orden.
12. Resolver las ecuaciones en su forma u"*t, v+t Entl

13. Cierre del ciclo espacial.

14. Asignacién de los valores obtenidos para volver a inciar el ciclo u® = u"*!, v™ = "1
15. Cierre del ciclo temporal ¢.

Finalmente se exportaron los datos obtenidos y se grafican utilizando con el programa Gnuplot.
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3.2 Solucion numérica bidimensional

3.2.1 Sistema cartesiano

La solucién de las ecuaciones del modelo de plasmas frios sera inicamente numérica en su de-
sarrollo bidimensional a través del método de diferencias finitas y la metodologia Gauss-Seidel.
Iniciaremos resolviendo el caso donde el campo magnético es cero. Para ello desarrollamos las
ecuaciones (3.0.12), (3.0.13), (3.0.14), (3.0.15) en la geometria cartesiana, considerando

—

E = (E,, E,),

obteniendo asi el conjunto de ecuaciones que vamos a utilizar para la programaciéon

on. on. on. *n. *n.
- PE,— — PF = — PnJ —n; D 2.1
£8t T Ox oy Ox? + 0y? enel (e = ni) + Dane, (3.2.1)
PE,—+ PE,— = Pn,I —n; D 2.2
B, + Fibeg -+ B vay ~ a2 T o T (ne —ni) + BDane, (3.2.2)
P D

922 © 82 P(ne —ni), (3.2.3)

dp

Fe =5y

Oy
E,=——. 2.4

La discretizacion en dos dimensiones se hace siguiendo la estructura del Apéndice C, donde la
variacion de 7 es en la direccion x, y j en la direccion y.
Para discretizar la ecuacién (3.2.1) se hace considerando a n, =uy n; = v

¢ [u"“(i,j)(st_ u”(z}j)] _PEL)) {u"(z’ + 1,?];— u(i,g)]
P.Ei,j) [U”(i,j + g)y— U”(i,j)} _ut(i+ 1) — QUZSQJ) +u"(i—1,5) n

u"(z,j + 1) — 2u”(i,j) + u”(z,j — 1)
oy?

— Pa(i, )T (0, ) — 0" (i, )] + Do (i, ). (3.2.5)

Despejando u™ (i, j) podemos escribirlo como

(i +1,7) —u(i,j)
ox

" (i, ) = u" (i, §) + % [PeEg(i,j) [un } + (3.2.6)

o (e, g+ 1) —un(d, ) u(i+1,7) —2u™(i,j) +u"(i —1,7)
P.E,
y(0:7) 5y * 502 *
Wi, j 4+ 1) = 2un (i, §) + (i, j — 1)

5 = P (i, j)T[u" (i, ) = (0, )] + Dot (i) (3.2.7)

Esta es la versién discretizada de la ecuacién (3.2.1) y es la que se utiliza para la solucién
numérica. Si seguimos la misma metodologia para la ecuacién (3.2.2) y (3.2.4) obtenemos
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

5 L) (i
" (i, §) = 0" (i, §) + f_;[_ H(E;}(z’,j) [ (i + 1,?36 ( ,j)] ) 2
E"(i, j) v"(i,j + ?y— vn(z,j)] ) LU+ L) - 22,7;5;7]) bl L)
v (5, § + 1) — 207(4, §) + v™(i, 5 — 1)

e + P )T 0, 5) = 0" )] + BDat G 5)],

) - - (L0 A=),

Eri,j) = — (wn(i’j ha ?y_ wn(i’j)> . (3.2.9)

Para el caso de la ecuacién (3.2.3) se modifica igual que para el caso unidimensional.

Py Py
o Py
G oy @=0

que se puede expresar como
dp D¢ N 0%
or  0x2  Oy?
Ya que si se considera el caso estacionario volvemos a la ecuacién (3.2.3). Discretizamos la
expresion y despejamos el tiempo n + 1 en el potencial

(3.2.10)

ntlys - nyeo s (i +1,7) —2¢"(i,5) + " (1 — 1,7
F1i.5) = ¢ (i) + 7 e
oy?

— Q”(z’,j)], (3.2.11)

donde

El algorimo fue escrito en lenguaje de programacién Fortran 90.
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3.2. SOLUCION NUMERICA BIDIMENSIONAL

Algoritmo 2 Algoritmo para la solucién numérica bidimensional cartesiana.

Definicién de variables.

Definir el paso temporal dt.

Asignacion de memoria a las variables.

Definir malla dx, dy.

Dar condiciones inciales.

Dar condiciones de frontera.

Definir e inciar ciclo temporal ¢.

Definir e iniciar ciclo temporal de 7.

Resolver la ecuacion tipo Poisson "t (3.2.11).

. Cierre del ciclo temporal para 7.

. Definir e inciar ciclo espacial para las ecuaciones (3.2.9), (3.2.7), (3.2.1) en este orden.
. Resolver las ecuaciones en su forma v+, v"tt, Entl,

. Cierre del ciclo espacial.

. Asignacién de los valores obtenidos para volver a iniciar el ciclo u™ = u"*!, v = " |
. Cierre del ciclo temporal t.

PN DO W

= = O
Tk W N~ O
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CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO

3.2.2 Sistema cartesiano con campo magnético

Al considerar el efecto del campo magnético utilizamos las ecuaciones vectoriales del modelo
de plasmas frios del Capitulo 3, es decir, (3.0.12)-(3.0.13) junto con (3.0.14), (3.0.15). Para

E

X= x=1

Figura 3.2: Esquema bidimensional del sistema de descarga entre placas paralelas con campo
magnético en la direccién z. La placa roja es considerada el catodo, mientras que la placa
azul el dnodo.

desglosar las componentes y productos vectoriales de las ecuaciones consideremos el esquema
de la Figura 3.2 y lo siguiente
E = (B, E,0), B=(0,0,B.), Vi=(V,V,,0),

donde B, es un valor constante en la direccion z. Comenzamos haciendo el desarrollo para la
ecuacién del transporte de iones (3.0.12)

on,; on,; on; O*n; 0°n;
BE 5 + P E,— B +PEy8 52 - 057 “ + Pinl(ne — ny) + BDgne—
ov, IV, 0B, 0B, on; on
C”B<8m 8y> C'”Z’(“’“’a_y_%%) C<VB I ay>
Agrupando términos obtenemos
on; on; 8 on; on; 0 on

‘ + PE B, + PE,— 2.12
BEy + PES & o[ ComBuV, = G|+ vy oy ConiB-. ay] (3:2.12)

= Pmil“(ne — nl) + 6Dane.

Observamos que en la ecuacién anterior hay términos de las velocidades de los iones tanto
en x como en y. Estos valores son desconocidos asi que para librarnos de ellos procedemos a
realizar la siguiente estrategia matematica. Consideremos la ecuacién (3.0.6), donde el articulo
de Kumar [14] hace la consideraciéon de que el flujo de iones (y electrones) es equivalente al
producto de la densidad de iones por su velocidad.

Ji = nV; = mni(E + V; x B) — D;Vn,,

esta expresién puede sustituirse en la ecuacién (3.2.12), sin embargo, recordemos que estamos
trabajando con ecuaciones adimensionalizadas, y la ecuacion del flujo de iones no lo esta. Para
la adimensionalizacién utilizamos los mismos parametros caracteristicos que utilizamos para
adimensionalizar la ecuacién de transporte con campo magnético (3.0.9).

- N - . D,
0

0
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3.2. SOLUCION NUMERICA BIDIMENSIONAL

quitando los asteriscos

- JoLo

hacemos la consideracién Jy = D;ng/ Ly para obtener la ecuacién adimensionalizada del flujo
de iones

J; = nV; = ny(BE + C;V, x B) — Vn,. (3.2.13)
Lo que nos interesan son las componentes = e y de esta ecuacién, asi que
(971,-
niVe = ni(BE; + GV, Bz) — =7, (3.2.14)
x
8ni
si sumamos y restamos entre si las expresiones anteriores, obtenemos dos nuevas
1 on; on;
Vy = —[ Pi(E, — C;B,E,) — — CiBz_z]> 3.2.16
1 on; on;
Ve = T BB, — CGiB.E,) — 52 - ;B. 2,
" e A i W dy

después de sustituir en la ecuacién (3.2.12) obtenemos

PE,— — — = \n.P(E,— CiB.E,) + —C;B, — —
bogr T hiEeg, aﬂ*ax{u(qu)z[m (B = CBE,) + 5 0GB (‘9y}}
pESt 2 Y TiPE ) p(E,+CiB,E,) — = — OB, = | \ =

+Pn;I'(ne — n;) + BDgne. (3.2.17)

Esta es la ecuacién de transporte del flujo de iones en el sistema cartesiano adimensionalizada.
Es importante notar que si B, = 0, la ecuacién se reduce a la (3.2.2). De manera similar se
puede obtener la ecuacion de transporte del flujo de electrones adimensional; las ecuaciones
del campo y potencial eléctrico no tienen cambios

on, on. 0*n. O C.B. on. One
_pp, e Il TP T p(C.B.E,+E B
Sor Pl T o +ax{1+(ceBZ)2[”e (CeB: By + By) + CeBa -+ 8y]}
on. 0*n. O C.B, on, on.
_pp, e N 9] TP [ p(CB.E,—E,)—2¢+c.B |\
Yoy o 0y? + 8y{ 1+ (C.B,)? [ne (CeB:Ey — Ea) o CeB: dy ]}
—P.neI(ne —n;) + Dane, (3.2.18)
P D
G+ G = Tl =), (3.2.19)
Iy
Ex - _%7
dp
E,=——. 2.2

Estas ecuaciones son las que se utilizaron para hacer la simulacion bidimensional con campo
magnético en la geometria cartesiana. Las ecuaciones fueron dicretizadas y resueltas a través
del algoritmo Gauss-Seidel escrito en el lenguaje de programacion Fortran 90. Para mostrar
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la discretizacion consideremos que la variacion de 7 es en la direcciéon x | y j en la direccién y,
ademas n, = u,n; = v. De modo que la forma discreta de la ecuacion del transporte del flujo
de iones (3.2.17) es

Un—'_l(iaj)_vn(iaj) .. Un<l—|-17j)—’0n(l,])
PE"
g (LA g (U = D)
_ 0"+ 1) = 20"(i,5) +o"(i — 1, ) n Fr(i+1,5) — F"(i, j)
o2 ox
g v"(i, 7+ 1) —v"™(4, ) B (i, 5+ 1) —20"(i,5) + 0" (i, 5 — 1)
I ?y_ FUD) — pori 0 (w6.3) — v"(0.)) + ADa(ing),  (3221)
donde
F(i,j) = W[U (%J)R(Ey (4, 7) CZBzEx(Zaj)> 9 + C;B, axL
B, .o .o .. on; on;
H(i,j) = —————[v" P E" — C;B,E" — B, —|.
(.9) = T gy 0" 0P (B2 ) = GBLE () = G+ G5 1

Del mismo modo, la forma discreta de la ecuacién (3.2.18) es
(i, 7) — un(i, § o furi+1,5) —un(i,j
o () ) (R =D
u"(i+1,j) —2u"(i,j) +u"(i — 1,5) M (i+1,5) — M"(i,j)
— +
dx? dx
(i) —u(iyg) w4+ 1) = 2un(i, §) +un(i, g — 1
_P.ENG,j) (4,5 +1) (4,5) u"(i,j+1) (2ﬁ (4,5 —1)
0y 0y
S™(i,j +1) —S"(,j ne ne ne ne
SIEIEDZIOD) (i )r (ag) —0"(60)) + Daing) (3222

donde

CeBz n/. - nye - nye - 3716 87’Le

- e P (BjG.)+ CBLELG.9)) + 5+ CB.GE)
.. OeBz nye - n/. - nye - ane 8ne

S(Z7J> = m[u (ZJJ)P€<CeBZEy(Z7]) _Ex@n])) - o +CeBza_y]-

M (i, )

Para el campo y potencial eléctrico

o) - - (LU LD =),

ox

ENi,j) = — (*Dn(i’j i ?y_ Son(i’ﬁ) : (3.2.23)

ntl g (i i "+ 1,5) — 20" (i, 5) + " (i — 1,5
w“mﬁzw@ﬁ+&ﬁ< J) = 2¢"(i,5) + ¢"(i — 1,5)

0x?
L +1) - 290;512,]) +(i,5—1) Tl (i, §) — v”(@',j)]]. (3.2.24)

El algoritmo que soluciona este sistema de ecuaciones es similiar al que resuelve las ecuaciones
sin campo magnético, algoritmo (2), ya que sélo es un valor constante anadido dentro de las
ecuaclones.
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3.3 Sistema en coordenadas polares

3.3.1 Solucién sin campo magnético

Para el desarrollo del sistema de ecuaciones del modelo de plasmas frios en coordenadas polares
utilizamos los productos vectoriales del Apéndice A y la Figura 3.3. Para este desarrollo
consideramos la ausencia del campo magnético, es decir, las ecuaciones (3.0.12), (3.0.13),
(3.0.14), (3.0.15) con B, = 0.

I ' Fuente

" — DC

Figura 3.3: Esquema experimental de la descarga de corriente directa en cilindros concéntricos.

Las componentes del campo eléctrico son radial y azimutal

—

E = (E,, Ey).

Considerando el operador gradiente y laplaciano en coordenadas cilindricas desarrollamos la
ecuacion de transporte de electrones
#Pn. 10n. 1 0°n.

=%zt T — Fenel (e —ni) + Dane, (33.1)

on,
ot

% + %ane
or r 00

5 _PE[ET

y para el transporte de iones, potencial y campo eléctrico
ani E9 8%1

Pn;  10n; 1 90*n;
+-F)7L[Er_+ _ 0n n n

or r 00+  Or2 r or  r?2 002

ot

£6 + PniT(ne — ng) + BDgne, (3.3.2)

Po 10p 10%
Tt TRl A TS 3.
52 + - + =90 (ne — ny), (3.3.3)

__0Ov
E, = 5 (3.3.4)
10y
Eo r oo

Estas ecuaciones son discretizadas considerando que i es la variacion en el angulo 6 y j es la
variacion en r. Posteriormente se resuelven con la metodologia Gauss-Seidel construyendo un
programa anélogo al bidimensional en el lenguaje de programacién Fortran, algoritmo (2). Las
condiciones de frontera que usamos para esta geometria, independientemente si es sin campo
magnético o no, son periédicas
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Ug,j = Uimaz—1,5, V0,j = Vimaz—1,5,
Uimaz,j = Ul,j, V1,5 = Vimaz,j)
Vimaxz+1,7 = V2,5,

PO,j = Pl,j; Pimaa:Jrl,j = Pima:l:,j;

frontera superior
Us jmax = 07 Ui jmaz+1 = 07 Pi,jmam+1 = _]-7

frontera inferior
vi0=0, up=0, P=0,

presentadas en su forma discreta, que es como se escriben en el programa. Se pueden consultar
con detalle en [17, pg. 30-32].

3.3.2 Solucién con campo magnético

En este apartado desarrollamos el modelo de plasmas frios en coordenas polares interactuando
con campo magnético. Para su desarrollo consideraremos las ecuaciones (3.0.12)-(3.0.13), las
cuales hay que escribirlas en términos de sus componentes y productos vectoriales correspon-
dientes, usando el apéndice A. Iniciamos desarrollando la ecuacién del transporte de iones
contemplando

— — —

E = (E,, Ep,0), Vi =(V.,V,0), B=(0,0,B,),

donde B, es un valor constante.

pE 2 2oy SO 29 b Tn, —ny) + BD
B BB+ 5] =52 t oo, Tizgee + Dl —ni) + fDane
B, 10(rVy) 0V, V. 0B, 0B, on; V,.B, 0On;
_C"”iT[ or _a_g] G '[7 a0 _Vear]_c"[veBZE_ r ae}’
reagrupando
pp 2t YT 2 “lonv.B Zi2iVe Y\~ B
pe o e T T ar T ar [Cm,lVg Z} + r r 00 [Clnlvr Z]
BP.E, ; 1 0%n;
oo 1O b, — ng) + BDune. (3.3.5)

r 00 12 062

Usamos la técnica de las secciones previas para obtener una expresion que no dependa de las
velocidades de los iones y obtenemos

Cifz { 1+ ((ZBZ)2 [”’H(E" BB %?97: " C“BZ%] }
A (o) 2
Pife %T;i - %%2;1' — PngT(ne — ny) + BDane. (3.3.6)

Esta es la expresion que utilizaremos para programar y conocer el comportamiento de los iones
en esta geometria. Hacemos un proceso similar para la ecuacién de transporte de electrones,
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dando asi

(e _pp, O One 10n. 3{—0“’3 = [ nep (B omm) - 20 ceBz%]}

ot or o2 rar 0r |1+ (C.B.)? r 00 ar
_OerBz { 1+ (éeBz)2 [ ek (E9 " OeBZE7"> - %% - CeBZ%] }
LB () e )
—PGTEG %T;e — 712?:;6 = —P.n.J(ne —n;) + Done. (3.3.7)

Las ecuaciones del potencial y campo eléctrico no sufren cambios al agregar el campo magnético

o 10p 10%

o Tror aEggr e ™) (338)
d¢
E =_"* 3.
. B (3.3.9)
10¢
Eo=—="%0

Omitimos el proceso de discretizacion y la escritura del programa, que en esencia es el mismo
que en la geometria cartesiana. Ademas, se observa que en extensién estas ecuaciones poseen
12 términos mas que la version sin campo magnético, pero su efecto esta acoplado al valor del
campo magnético, el cual solo puede variar entre [0,1] debido a la adimensionalizacion.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Electrodos paralelos

4.1.1 Solucion analitica unidimensional

En esta Seccién se presentan los resultados obtenidos de la Subseccién 3.1.1 al resolver las
ecuaciones y sus respectivas ecuaciones de frontera. Para hacer una comparacién correcta
entre la soluciéon analitica y numérica hemos modificado las condiciones de frontera de las
densidades de particulas

ne(0) =0, ne(1)=0, ny(0) =0, ny(1) =0, (4.1.1)

donde 0 es el danodo y 1 el catodo. Las ecuaciones fueron resueltas en el régimen lineal, es
decir, los parametros adimensionales D,, 5, I, P., P;, v, toman valores menores a uno, lo
que hace que los términos no lineales de las ecuaciones se vuelvan despreciables.

D,=33x10"% =001, T=102% P.=102% P =1, y=10"% (4.1.2)

Estos valores fueron tomados del articulo [15], donde indica que al estar en el intervalo de 0 a 1
consideramos estar en un régimen lineal. En las Figuras 4.1a - 4.1b tenemos las distribuciones
de las densidades de electrones e iones en una dimensién. En general se observa que tienen una
distribucion tipo campana, es decir, el maximo de densidad es en el centro y cae naturalmente
a cero en las fronteras por las condiciones impuestas. La diferencia que observamos es que hay
dos érdenes de magnitud de diferencia entre ambas distribuciones; los iones se han difundido
mas rapido que los electrones porque la densidad de iones en el espacio es menor que la de los
electrones. Por otro lado, es importante tener en consideracion que esta solucion fue hecha
en el estado estacionario. De la Figura 4.1c tomando en cuenta la ecuacién (3.1.4), sabemos
que la diferencia de potencial es la que genera un campo eléctrico, sin embargo, el potencial
eléctrico también se ve afectado por las densidades de iones y electrones, como se ve en la
ecuacion (3.1.3) y en consecuencia también el campo eléctrico. El potencial eléctrico respeta
las condiciones de frontera y decae linealmente hasta el &nodo, consecuencia del régimen lineal.
Aparentemente el campo eléctrico es constante en el espacio, pero con una escala mas fina
(ver Figura 4.1d) observamos que en las fronteras tiene un valor distinto; es mds intenso en el
anodo que en el catodo. Que no tenga un valor constante en la distribucion interelectrodica nos
habla de que hay una ligera concentracion de carga en las paredes, ya sea postiva o negativa,
y se generan campos eléctricos locales.

Puesto que las ecuaciones a resolver se convirtieron en un conjunto de ecuaciones diferenciales
desacopladas no lineales fueron resueltas en Mathematica 12 con el comando DSolve que
soluciona ecuaciones diferencias ordinarias y parciales, de la forma
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4.5x10° T 4.5x107 T
Ne n;
4x107 |- B 4x107 |- B
3.5x10° - B 3.5x107 B
® 3x107 |- B ] 3x107 - B
5 5
% 2.5x105 | E % 2.5x107 | B
£ 5 L B 1 -7 L 4
£ 2x10 £ 2x10
(51 [+
&£ 1.5x10° 4 £ 1.5x107 B
1x10> 4 1x107 B
5x10C |- q 5x10°8 - 8
0 | | | | 0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a)

15 1.0000001
Exy —
¢ ——

1.0000001

1.0000000
0.5 - b

1.0000000

Ey adimensional

0.9999999

Eyx y ¢ adimensionales

05 b 0.9999999

1 I I I I 0. I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Graficas de la solucion analitica a las ecuaciones de plasmas frios en una dimension.
a) Distribucién de la densidad de electrones. b) Distribucién de la densidad de iones. c)
Distribucién del potencial y campo eléctrico. d) Campo eléctrico con una escala més fina.

DSolve [{ equation, f[a] == b}, f[z], =],

donde se expresa que f[z] es funcién de x. Considerando lo anterior, se exportaron los datos
para realizar las graficas de las soluciones en Gnuplot. Las soluciones obtenidas pueden con-
sultarse en el Apéndice B.1.

34



4.1. ELECTRODOS PARALELOS

4.1.2 Solucion numérica unidimensional

Se pretende hacer una comparacién entre la solucion numérica y la analitica, por ello se han
usado los mismo valores de los parametros adimensionales, agregando el valor & = 1, pues
en este caso si consideramos el término temporal; el parametro £ es el tiempo caracteristico
de difusion de los electrones, si & < 1 los electrones se difunden rapido, lo que hace que
la distribucién llegue mas rapido al estado estacionario, donde la mayoria de las particulas
estarian ionizadas, mientras que si £ > 1 la difusién es lenta y tarda més en llegar al estado
estacionario. El valor propuesto en [13] es del orden de 10? el cual hace que la simulacién tarde
mas en llegar al estado estacionario, que en este caso nos interesa, teniendo que aumentar el
tiempo de compilacién y los recursos de la computadora, por lo cual, hemos decidido utilizar
un valor mas pequeno (£ = 1) que nos permita encontrarnos también en el estado estacionario.
Hemos utilizado las mismas condiciones de frontera que en la solucién analitica (4.1.1). En las

7x10° \ 7x10°5
Ne .

nj

6x10°5 | P ] x105 1 T |
5x10° | E 5x10° |- g
4x10°5 g 4x105 B

3x10° | B 3x10° | B

ne adimensional
n; adimensional

105 S 05 S

1x105 | oA 1x105 | oA

0 " L L L L " 0 " L L L L

15 1.001 T

1 1.0005

0.5 - b

09995 - T B

E, adimensional

Ey y ¢ adimensional

st — B 0.999 | .

1 I I I L Tttee,, 0.9985 I I I I
0

Figura 4.2: Graficas de la solucion numérica a las ecuaciones de plasmas frios en una dimension.
a) Distribucién de la densidad de electrones. b) Distribucién de la densidad de iones. c)
Distribucién del potencial y campo eléctrico. d) Campo eléctrico en una escala més fina.

Figuras 4.2a - 4.2b observamos que la distribucién de los electrones y la de los iones es igual
y que ambas son cero en las fronteras, presentando su valor méaximo en el centro del espacio,
de modo que se forma una distribucion normal. Podemos decir que el proceso de difusion es
mayor que el efecto de arrastre del campo eléctrico en el centro de la distribucién. Si queremos
observar el efecto de la salida de los electrones del catodo es necesario la implementacion de
la condicién de frontera tipo Robin. Aunque la simulaciéon puede obtenerse en el estado
transitorio, en este caso las graficas se obtuvieron en el estado estacionario para comparar con
la solucion analitica. Es por ello que el orden de magnitud de la densidad de particulas es
similar 107° a la solucién anterior. En la Figura 4.2c se muestra la distribucién del potencial
y campo eléctrico generados. El valor del potencial eléctrico decae linealmente hasta el dnodo,
mientras que aparentemente el campo eléctrico es uniforme, sin embargo, al cambiar la escala
en la Figura 4.2d observamos que su valor es diferente en las paredes, lo cual indica una
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concentracion de carga y campos eléctricos locales.
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4.1.3 Comparacién solucién analitica y numérica unidimensional

A continuacién se presenta la comparacion entre las soluciones analitica y numérica del mod-
elo de plasmas frios unidimensional que se encuentran en 4.1.1 y 4.1.2, respectivamente. En
general, con las condiciones de frontera especificadas en 4.1.1, tenemos distribuciones bastante
similares entre si. En la Figura 4.3a y 4.3c observamos que la distribucién de la densidad
de electrones por ambas soluciones es la misma cualitativamente, incluso se encuentran en
el mismo orden (107°), tratdndose de una distribucién normal que indica que la mayor con-
centracién de electrones se encuentra en el centro de la geometria. En cuanto a los iones
también presentan una distribucion normal, sin embargo, cualitativamente se observa que el
valor maximo en la solucién analitica 4.3a esta ligeramente desplazado hacia la derecha, mien-
tras que en la solucion numérica 4.3d el valor maximo si esta centrado. La soluciéon analitica
es dos ordenes de magnitud menor que la soluciéon numérica, lo cual puede deberse a que en
la solucion numérica se eligié un tiempo ¢ arbitrario para elegir el estado estacionario, que
aunque fue verificado, pudo haberse elegido mas grande, pero con un tiempo de compilacién
mayor. En cuanto al potencial eléctrico su comportamiento de decaimiento lineal es el mismo

4.5x10° T 4.5x1077 T
ne n\
4x10° |- B 4x107 B

3.5x10° B 3.5x107 B
3x107 - B 3x107 B
2.5x10° B 2.5x107 B

2x107 - B 2x107 B

ne adimensional
n; adimensional

1.5x10° |- 4 1.5x107 |- 4
1x10 |- B 1x107 B

5x10 - 4 5x108 - 4

0 I I I I 0 I I I I

7x10° \ 7x10°

nj

6x10° 1 6x10
5x10° | E 5x10° |- g
4x10°5 g 4x10°5 g

3x10°

3x10°

ne adimensional
n; adimensional

2x10° 1 2x10°

1x105 | oA 1x105 | A

Figura 4.3: Comparacién de las distribuciones de particulas obtenidas por solucién analitica
y numérica. a) y b) son las distribuciones de la densidad de electrones e iones por la solucién
analitica; ¢) y d) son las distribuciones de la densidad de electrones e iones por la solucién
numérica.

en ambas soluciones, y el campo eléctrico también. De modo que podemos decir que las
soluciones concuerdan cualitativamente.
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4.1.4 Solucion numérica bidimensional

En esta Seccién se presentan los resultados obtenidos de la simulacién numérica de plasmas

frios sin campo magnético en la geometria cartesiana de la Seccién 3.2. Considerando el

esquema de la Figura 1.2, las graficas obtenidas se presentan en la Figura 4.4 al tiempo
= 0.04 en el estado transitorio. Los parametros utilizados son

=06 =10, T=01, P,=0.01, P,=1.0, D, =3.3x 1074,

que corresponden al caso lineal. Estos valores elegidos fueron tomados como referencia del
articulo [15], donde el tinico valor que cambiamos fue §, pues si se mantenia el valor fijo el
programa no convergia, y si se elegian valores méds grandes (del orden de 10?) el programa
convergia demasiado répido, llevando al estado estacionario donde las particulas se han dis-
tribuido por todo el espacio. Es por ello que el valor elegido nos permite visualizar el mapa de
distribuciones en el estado transitorio. Los pardmetros usados nos situan en el régimen lineal.
Las condiciones de frontera utilizadas son

Pared izquierda

ne=0, n;, =0, ©=0.

Pared derecha
ne=20, n, =0, o =-—1.

Pared superior
de

=0, n;, =0, 0.
n n a0
Pared inferior p
ne =0, ny=0 = —0.
dy

Podemos observar que el comportamiento de la densidad de electrones e iones es tipo cam-
pana pero en dos dimensiones, donde la mayor concentracién se encuentra en el centro de
la geometria. Notamos que la linea de contorno que delimita la concentracion més alta de
los iones (4.4c) tiene un radio mayor que en el caso de los electrones, aunque en el mapa de
distribucién de los electrones el méximo valor de la densidad (0.4) es el doble que el de los
iones (0.2), pero con un rango de distribucién menor. Por otro lado podemos decir que el
potencial eléctrico decae linealmente, es decir, lo que tenemos no es mas una linea, sino un
mapa que también muestra decaimiento lineal, respetando que la pared izquierda es el &nodo
y la derecha el catodo. La magnitud del campo eléctrico es cualitativamente uniforme, que
se dirige del anodo al catodo, un gradiente negativo, como lo indica la ecuacién que lo define
(3.0.15). De modo que si el potencial eléctrico es uniforme también lo serd la distribucién del
campo eléctrico, por el efecto acoplado entre estos.

Por otra parte, en el caso no lineal, cuando variamos los parametros a P, = 6.01, I' = 15.1, § =
1.5, y € = 0.6 obtenemos las graficas 4.5. La modificacion de S y £ fue para disminuir el tiempo
de difusién de las particulas y estar en el estado transitorio, ademas que esta configuraciéon
permite que se observe maés el efecto de P.. Antes de hablar del efecto acoplado que se observa
entre el campo y potencial eléctrico, recordemos que las variables P, y I' cuantifican qué
tanto son afectados los electrones por el efecto de arrastre del campo eléctrico y qué tanto
es el efecto acoplado de la diferencia de densidades en el potencial eléctrico, que se puede
ver en la ecuacién (3.0.14), respectivamente. Al variar el valor del Péclet a uno no lineal
observamos que el efecto de arrastre del campo eléctrico sobre los electrones es mayor que
antes, atrayéndolos hacia la placa positiva, es decir, al 4&nodo, tal y como es la naturaleza de
los electrones de dirigirse hacia zonas de carga positiva. La densidad de iones no esta siendo
afectada porque no se varié P;. En este caso podemos observar que el potencial eléctrico ya no
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Figura 4.4: Graficas obtenidas de la solucién numérica de plasmas frios en el régimen lineal.
a) y b) son el mapa de distribuciones de la densidad de electrones e iones, respectivamente.
c¢) Campo eléctrico. d) Mapa de distribucién del potencial eléctrico.

decae linealmente; las lineas equipotenciales se han deformado, las zonas con potencial eléctrico
cercano a cero aumentaron su distribucion espacialmente, de modo que las zonas cercanas al
potencial eléctrico negativo se redujeron, lo cual se puede comprender mejor al observar el
campo eléctrico (Figura 4.5¢); en la zona cercana al dnodo la magnitud de los vectores es
menor que en el catodo, lo cual nos indica que en esa zona la magnitud del campo eléctrico
es menor, ya que en la grafica del potencial eléctrico en esa misma zona tiene un potencial
cercano a cero, asi pues vemos el efecto acoplado entre estas dos variables. Los parametros
adimensionales usados nos posicionan en un régimen no-lineal, pues en las ecuaciones (3.2.1)y
(3.2.2) los valores de P., P;, y I' se encuentran acompanando los terminos no lineales, de modo
que al incrementar su valor aumenta la no linealidad de las ecuaciones.
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Figura 4.5: Graficas obtenidas numéricamente de la solucion del modelo de plasmas frios en
el régimen no-lineal, donde se usaron los valores P, = 6.01T = 15.1 § = 1.5, y £ = 0.6. a)
y b) son el mapa de distribuciones de la densidad de electrones e iones, respectivamente. c)
Campo eléctrico. d) Mapa de distribucién del potencial eléctrico.
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4.1.5 Solucién con campo magnético

El desarrollo de la simulacion con campo magnético se hizo considerando el esquema de la
Figura 3.2, donde B es constante y estd en la direccion z (saliendo del plano z — y), la cual
consideramos positiva. La interaccion del campo magnético con cargas eléctricas que estan en
movimiento da lugar a la conocida Fuerza de Lorentz [12], la cual estd adaptada al modelo
de plasmas frios en las ecuaciones (3.0.5) y (3.0.6). Las condiciones de frontera fueron las
mismas que en la solucién sin campo magnético en la Subseccién 4.1.4. Los resultados de la
simulacion se encuentran en la Figura 4.6 al tiempo ¢ = 0.6 en el estado transitorio, donde los
parametros utilizados son

B.=10, =12, I'=08, P,=55, P,=6.5 D,=33x10"" C;,=1.0, C,=1.0,
(4.1.3)
estos valores son los que le permitieron al programa converger y observar el efecto del campo
magnético; no estan basados en parametros reales ni obtenidos de las fuentes referenciadas.
Los valores de P. y P; nos posicionan en el régimen no-lineal, pues acompanan los términos no
lineales de las ecuaciones (3.2.17) y (3.2.18). Ademés B,, C; y C, tienen el valor maximo que
pueden tener, que es 1, pues si observamos en estas ecuaciones juntos forman un cociente que
en el numerador es su producto y en el denominador es 1 mas su producto al cuadrado, y el
valor maximo que puede tener este cociente es 0.5, que es cuando cada parametro vale 1, por
esta razén que se han elegido estos valores, dado que este cociente cuantifica la intensidad de los
términos asociados al campo magnético. Observamos que las zonas con mayor concentracién
de la densidad de electrones como de iones (Figuras 4.6a y 4.6b) fueron desplazadas hacia la
pared inferior por el efecto de la fuerza de Lorentz, es decir, si se muestra perturbacion en las
distribuciones ante la presencia del campo magnético y, de hecho, si hacemos el analisis de la
direccién de la fuerza de Lorentz dada por la regla de la mano derecha podemos corroborar
tal direccion. También podemos notar que la densidad de electrones se ha desplazado hacia
el anodo y los iones hacia el catodo, esto es porque los valores usados para P, y P; no fueron
lineales, de modo que el efecto de arrastre del campo eléctrico se intensificé al incrementar estos
parametros. La distribucién del potencial eléctrico muestra un decaimiento lineal, aunque las
lineas de contorno no son totalmente rectas, sino que presentan una ligera deformacién, y esto
es porque la distribucion de las particulas afecta al potencial. En cuanto al campo eléctrico
posee una distribucién uniforme, y cualitativamente su magnitud se mantiene constante en
todo el espacio, como en el régimen lineal sin campo magnético.
Al polarizar solo el campo magnético, B, = —1, se observa en la Figura 4.7 que se invierten
las direcciones de las distribuciones de las particulas, ahora tanto iones como los electrones
fueron desplazados hacia la pared superior, tal y como lo indica la regla de la mano derecha;
de modo que podemos decir que la simulacién respeta las leyes de la fisica y arroja resultados
que podemos predecir facilmente. Debido a que no se cambiaron los valores de P, ni P; el
efecto de arrastre del campo eléctrico es mayor que la difusion en las particulas. Observamos
que las gréaficas del campo y potencial eléctrico aparentemente no cambiaron ante la inversion
del campo magnético respecto a la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Graficas obtenidas con campo magnético constante B, = 1. a) Mapa de dis-
tribucién de la densidad de electrones. b) Mapa de distribucién de la densidad de iones. c)
Campo eléctrico. d) Mapa de contornos del potencial eléctrico.

(©) ()

Figura 4.7: Polarizacién del campo magnético B,= -1. a) Mapa de distribucién de la densidad
de electrones, b) Mapa de distribucién de la densidad de iones. ¢) Campo eléctrico. d) es el
mapa de contornos del potencial eléctrico.
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4.2 Solucién numérica en coordenadas polares

A continuacién se presentan los resultados de la Seccién 3.3.1. Tomemos como referencia el
diagrama de la Figura 3.3, el cual muestra la configuraciéon de los electrodos como cilindros
concéntricos, de modo que el anodo es el electrodo interno y el catodo el externo. Los resultados
fueron obtenidos en el estado transitorio al tiempo t=0.04. Las condiciones de fronteras estan
dadas en la Seccion 3.3. Los valores de los parametros adimensionales usados son

B=15 (=06, ['=0.1, P.,=001, P,=1.0, D, =33 x107%, (4.2.1)

en el régimen lineal tomados como referencia del articulo [15] exceptuando el valor de 3, pues se
cambié para que el programa pudiera converger, que simplemente es aumentar la difusién de los
iones en el tiempo. Consideramos estar en el régimen lineal porque los valores de P., P; y ' son
menores a uno, por lo tanto hacen que el efecto de los términos no lineales en las ecuaciones
(3.3.1) v (3.3.2) sea infimo. En las Figuras 4.8a y 4.8b se observa como se distribuyen las
densidades de electrones e iones en una geometria de cilindros concéntricos, donde su maximo
se encuentra en el centro, es decir, nuevamente encontramos una distribucién tipo campana
adaptada a esta geometria. Notamos que la magnitud y la distribucién de la densidad de iones
es mayor que la de los electrones, y esto se debe a que aumentamos el tiempo de difusion de
los iones 3, y que el valor de P; es mas grande que P,, lo que quiere decir que el arrastre
del campo eléctrico sobre los iones es mayor. Por otro lado, debido a la configuracion que
hemos elegido del potencial aplicado en los electrodos, el campo eléctrico va desde el electrodo
interno al externo, ademéas de que es puramente radial y la magnitud de las lineas de campo
son mas grandes cercanas al anodo y van disminuyendo su magnitud conforme se acercan al
catodo. Se eligio esta configuracién de electrodos para hacer posteriores comparaciones en
el caso magnético con el articulo de Shen Gao [18]. En cuanto al potencial eléctrico (Figura
4.8d) observamos una distribucién uniforme, donde las zonas con un potencial cercano a 0
y un potencial cercano a -1 espacialmente tienen ancho de 0.2 de radio apréximadamente, y
la zona intermedia posee valores negativos porque la magnitud de la densidad de iones es el
doble que la de los electrones, lo cual arroja un potencial negativo en la ecuacién (3.3.3).
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Figura 4.8: Graficas de solucion del modelo de plasmas frios en coordenadas polares sin campo
magnético. a) y b) son los mapas de distribucién de las densidades de los electrones e iones,
respectivamente. ¢) Campo eléctrico. d) Mapa de distribucién del potencial eléctrico.
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4.2.1 Solucién numérica en coordenadas polares con campo magnético

Interesados en la interaccion con campos magnéticos agregamos un campo magnético constante
en la direccion z positiva, que es saliendo del diagrama 4.9. Las condiciones de frontera para

Catodo

Figura 4.9: Esquema de cilindros concéntricos con campo magnético en la direccion z.

los electrones, iones y el potencial son las mismas que en la seccién 3.3. Los valores de los
parametros usados son

g=15, £€=0.6, I'=500, P,=1.0, P,=10.0, D, =10.0, B, =100, C., =0.9, C; =0.9,

(4.2.2)
los cuales no fueron obtenidos de alguna fuente citada en esta tesis, pues con los valores que
hemos venido trabajando el programa no convergié. Los valores de P,., P;, y I' nos indican
que estamos en un régimen no-lineal porque aumentan el efecto de los términos no lineales
de las ecuaciones. Las Figuras 4.10a y 4.10b muestran una distribucién anular de las den-
sidades de los electrones e iones; se forman anillos con valores uniformes para varios radios,
sin embargo podemos notar que para ambos casos el anillo con mayor concentracion de den-
sidad de particulas, ante el valor de un campo magnético aplicado, se encuentra mas cerca
del cétodo, tal y como en el articulo [18], el cual en su Figura 4 muestra una comparacién
de la distribucion de particulas ante la ausencia y la presencia de un campo magnético. In-
dica que conforme se incrementa la intensidad del campo magnético aumenta la densidad de
particulas, pero si la intensidad del campo es pequena al electrén no le es posible completar el
movimiento de ciclotrén que entra en accién por la fuerza de Lorentz. En cuanto al potencial
eléctrico observamos que no estd siendo afectado por la distribuciéon anular de las particulas,
y el campo eléctrico tiene el mismo comportamiento que en el caso sin campo magnético,
donde su magnitud decrece del anodo al catodo. Pareciera que solo es radial, pero en los
datos exportados observamos que también tiene componente angular del orden 1072, El valor
del campo magnético usado pareceria grande en comparacion con los deméas valores de los
parametros que acompanan en la ecuacién, pero en realidad es importante la combinacion de
los valores C,,C; y B, y el cociente que forman en las ecuaciones (3.3.6) y (3.3.7), ya que
cuantifica el efecto de los términos del campo magnético, que en este caso el valor del cociente
es 0.01, es decir, un efecto del campo magnético muy débil, pero aun asi su presencia perturba
la distribucién de las particulas. Continuando con nuestro analisis, se ha encontrado un valor
del campo magnético para el cual hay una inversion del campo eléctrico. Los valores son

5 =100, £=0.6, I' =100, P.=1.0, P,=10.0, D, =10.0, B, =1.0, C. =0.9, C; =0.9,

(4.2.3)
los cuales nos indican estar en un régimen lineal. La combinacién de los valores de B,, C.
y C; en el cociente que cuantifica el efecto del campo magnético en las ecuaciones (3.3.6) y
(3.3.7) es 0.5, el cual es el mdximo valor que puede tener este cociente. En la Figura 4.11c,
antes de r=0.5 encontramos que las lineas de campo eléctrico se han invertido. Por otro
lado, en la Figura 4.11d observamos que el valor del potencial eléctrico ha aumentado en el

45



CAPITULO 4. RESULTADOS

Ne

1 1.4 14
0.8 L2 1.2
0.6
0.4 1 1
0.2 08 0.8

> 0
-0.2 0.6 0.6
-0.4 0.4 0.4
06 0.2 0.2
-0.8 ‘ '
1 0 0
X X
(a) (b)
1 0 ; T 0
\ (W 1t ’ ” -0.1
NN LS
NORN lrs 0.2
L AR NN ‘\}{/ // P i .
0.5 -
= \\\\\ \\\\ ///?‘// - 03
\:\\\\\\\ ol 0.4
“-«:H\: et '
> 0 ——— T -0.5
e =
R =TT -0.6
T SN -
Ty NN 0.7
— < /// \\ NN
Rl I ///H\ NN -0.8
SRR AN '
/ //// R \\ O -0.9
-1 L ! 1\ Lo L -1
1 05 M 05 ! -1-0.8-06-04-02 0 02040608 1
E—— X
(c) (d)

Figura 4.10: Graficas de solucion del modelo de plasmas frios en coordenadas polares con
campo magnético. a) y b) son los mapas de distribucién de las densidades de electrones e
iones, respectivamente. ¢) Campo eléctrico. d) Mapa de distribucién del potencial eléctrico.

centro de la geometria por encima del valor 0 que tiene el d&nodo a 0.6, de modo que esta
nueva configuraciéon de diferencia de potencial provoca la inversién del campo eléctrico, pues
ahora el anodo (r = 0.4) se ha vuelto negativo con respecto al centro del espacio anular
(r = 0.6), asi que el campo eléctrico va de esta zona positiva cerca del centro del espacio
anular hasta el dnodo. Sin embargo, para conocer porqué se ha dispuesto asi el potencial
debemos observar las distribuciones de las particulas de esta misma Figura. Tenemos casi
la misma concentracién de iones como de electrones en la misma zona central, aunque si se
observa a detalle, es ligeramente mayor la densidad de electrones, por lo cual, en la ecuacién de
Poisson que relaciona el potencial con la diferencia entre las densidades de particulas (3.3.8),
la diferencia es positiva, de modo que hay un aumento de potencial en esta zona.
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Figura 4.11: Inversion del campo eléctrico en la geometria polar ante la presencia de campo
magnético. a) y b) son los mapas de distribucién de las densidades de electrones e iones,
respectivamente. ¢) Campo eléctrico y su inversién. d) Mapa de distribucién del potencial
eléctrico.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se presenta un estudio tedrico-experimental de los plasmas a baja temperatura,
compuestos por electrones, iones y particulas neutras. Estos plasmas son generados en el lab-
oratorio al aplicar una diferencia de potencial en electrodos dentro de una camara de vacio en
la que se suministra un gas, lo cual genera descargas luminiscentes. Estas mismas se realizaron
entre electrodos paralelos y esféricos concéntricos, los cuales permitieron observar las distintas
capas que el plasma posee, y se notd que al incrementar el voltaje suministrado la intensidad
luminosa también lo hace. El modelo tedrico que se utilizé considera a los plasmas frios como
un medio continuo.

Primero se resolvié el modelo en una dimensién en la geometria cartesiana. Se soluciond
analitica y numéricamente usando el método de expansiones asintdticas y diferencias fini-
tas, respectivamente. Ambas soluciones fueron comparadas cualitativamente bajo las mismas
condiciones y parametros. Posteriormente, el modelo se generalizé a dos dimensiones en co-
ordenadas cartesianas y polares, y se resolviéo numéricamente usando el método de diferencias
finitas. Ademas, se agregd el efecto de un campo magnético constante perpendicular al plano.
Los resultados tedricos y numéricos muestran que se comparte una distribucion gaussiana o
normal entre las densidades de los electrones e iones, donde la mayor concentracion de estas
densidades estd en el centro de la geometria. Podemos observarlo tanto en la geometria carte-
siana como polar. Al variar los parametros adimensionales se pudo verificar el significado fisico
de cada variable en las ecuaciones de transporte: el arrastre del campo eléctrico al modificar
los valores de P, y P;, apreciar méas el efecto acoplado entre las densidades de las particulas
y el potencial eléctrico a través de la variacién de I', y la modificacion de qué tan réapido
nuestras distribuciones podian llegar al estado estacionario por medio de £ y . Al incluir el
término del campo magnético, se modifico la distribucion de las densidades de particulas por
accion de la fuerza de Lorentz. Adicionalmente, en la geometria polar, el efecto del campo
magnético invirtié la distribucién del campo eléctrico, lo que se debe a concentraciones de
carga puntuales que generaron un aumento de potencial eléctrico.

El tnico modelo experimental que se hizo interaccionar con un iman fue el modelo esférico,
pero este no tuvo la suficiente intensidad para perturbar la distribucién. El siguiente paso
en los experimentos seria implementar técnicas de medicion en el plasma para asi analizarlo
desde adentro y contrastar con la teoria, asi como agregar un suministrador de gas y obtener
descargas en diferentes gases monoatémicos, y establecer parametros como: el voltaje en que
aparece la descarga, la presiéon y la cantidad de gas inicial. En ninguno de los experimentos
se midi6 la presién alcanzada ni mediciones internas del plasma, y solo era utilizado el resto
del aire que quedaba después de encender la bomba de vacio y el que entraba por las posibles
aberturas. Todos estos aspectos pueden ser considerados para mejoras a futuro para un estudio
cuantitativo. En cuanto a una mejora en la teoria se puede trabajar en no solo incluir un campo
magnético constante, sino la distribucién de un campo magnético real, lo cual se apreciaria
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mejor en un modelo tridimensional, ademas de construir un modelo matematico que incluya
los términos relacionados a la administracion de gas, la emisién de electrones secundarios y
simulaciones que nos permitan aplicar las condiciones de frontera e iniciales que se tienen en
un experimento real.

Sin duda el area de los plasmas es extensa, y experimentar con ellos no es una tarea facil, pero
este trabajo ha sido el primer acercamiento a comprenderlos y trabajar con ellos, para dar
pie a trabajos més completos. Hemos cumplido con el objetivo de estudiar tedricamente la
dindmica de los plasmas en la geometria de electrodos paralelos y cilindros concéntricos, ambos
interactuando con un campo magnético constante. Observamos que en la distribucién de placas
paralelas es facil intuir hacia donde seran desplazadas las concentraciones de particulas ante la
presencia del campo magnético, por el contrario, en el caso de cilindros concéntricos, lo que se
obtiene son concentraciones en forma de anillos e inversiones del campo eléctrico; todo esto es
util para las personas que desean desarrollar descargas luminiscentes en electrodos de placas
paralelas o de cilindros concéntricos a la hora de interaccionar con campos magnéticos, pues
tomando en cuenta lo anterior, se pueden aprovechar las distribuciones segiin sea la necesidad
o el propédsito. En el caso experimental, donde solo la configuracion de electrodos esféricos
concéntricos se hizo interactuar con un iman de ferrita, observamos la formacion de un jett
de plasma, que basicamente es un chorro de plasma, es decir, las densidades de las particulas
eran atraidas por el iman; lo cual ya es aprovechado en la industria, para el grabado y corte
de superficies o incluso en la medicina en sus ramas de oftalmologia y dermatologia. Con esto
hemos de darnos cuenta de que dependiendo de la geometria en que se genere un plasma puede
tener diversas aplicaciones y ventajas.
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Apéndice A
Propiedades vectoriales

El siguiente conjunto de propiedades vectoriales presentadas en este apéndice fueron utilizadas
para el desarrrollo de las soluciones numéricas y analiticas de las ecuaciones del modelo de
plasmas frios presentadas en el Capitulo 3.

En las siguientes relaciones, ¢ es un escalar y /_f, B y C' vectores.

V- (pA) = ¢V - A+ A-Vo,
V- (AxB)=B-VxA—A-VxB,

V-V¢ =V,
(@+b)xE=axé+bxF
a(@x b)) =ad@ xb=ax ab,

relaciones vectoriales obtenidas de [19].

Coordenadas cilindricas

Para el desarrollo de las ecuaciones en geometria cilindrica es necesario conocer la forma de
los operadores vectoriales. Considere

V4 A

A Z
|
r

D,

X

Figura A.1: Coordenadas cilindricas y los vectores unitarios 7,6, 2 .

xr=rcosf, y=rsinf, z=z,

o1



APENDICE A. PROPIEDADES VECTORIALES

donde 7y 6 dependen de la posicién. Un vector en coordenadas cilindricas tiene la forma
A=7A, + 045+ 2A,.

Operador gradiente

.0 10 0
V—TE—F@;%—FZ%.

La divergencia de un vector en coordenadas cilindricas es

0A, 1 104, 0A.
+ oA+ =

VA= or r " ;WjL 0z

El producto interno entre dos vectores A y B es
A-B=AB,+ AyBy + A.B..
El operador laplaciano

0? 10 1 0?2 0?
2 _ . _ - - -
Vi=V-V 8r2+r8r+r2892+822'

El rotacional de un vector en coordenadas cilindricas

1A, 8A9> é(ﬁAr_aAz>+21<8(rAg) 8AT>‘

r 00 0z 9z  or or 00

V></fzf<

r

El producto vectorial entre dos vectores
Ax B = (AgB, — ByA,)# + (A, B, — A, B,)8 + (A, By — AgB, )2,

relaciones obtenidas de [12].
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Apéndice B
Método de soluciones asintoticas

En el caso particular de esta tesis nos interesa la solucién de las ecuaciones diferenciales no
lineales de la Seccién 3.1.1, las cuales estan en el marco de la mecéanica de fluidos.

En esta area existen tres maneras de obtener aproximaciones a soluciones a ecuaciones del
tipo transporte no lineales, como las de Navier-Stokes; métodos numéricos como diferencias
finitas o volumen finito, y soluciones analiticas, balance macroscopico y soluciones asintéticas.
El ejemplo de la solucién asintotica para bajas frecuencias de un flujo unidimensional en un
tubo circular con un gradiente de presién peridédico del libro [20] explica en qué consite el
método de manera detalla, aqui solo se dara una breve descripcién.

Las soluciones asintoticas de las ecuaciones diferenciales se resuelven para valores carac-
teristicos del problema, los cuales puede ser muy grandes, como la velocidad de la luz, o
muy pequenos como la constante de planck; se les conoce como pardmetros asintéticos. Sin
embargo, para que estos puedan ser comparados por su magnitud relativa, es necesario que el
problema este adimnensionalizado y asi determinar el parametro asintotico.

La ecuacién del ejemplo es

d’H 1dH
2 2 HR, = 1,
dx? + T dx !

donde R, es el parametro asintético o frecuencia. Se propone una solucién en expansion
asintotica en potencias de R,
Si R, <1

H = Hy(x) + R,H,(z) + R Hy(x) + O(R?),

se conoce como una expansion regular o asintética de H(x) porque tiene la misma forma en
el dominio [0,1]. El término O ( R® ) hace referencia a los terminos de la expansién con
potencias mayores a R3, se conoce como el error de la aproximacién. De hecho, en este tipo
de aproximacion agregar mas terminos no involucra una mejor aproximacion de la solucion;
solo es éptima para un ndmero finito de términos. Las expresiones Hy(x), Hi(x), Ha(x) son
funciones que conoceremos después.

La solucion propuesta se sutituye en la ecuacion diferencial y en las condiciones de frontera,
de modo que se obtiene una ecuacion diferencial mas grande que se separa en términos de las

potencias de R[}:
1d dH, 1d dH, |
1d dH.
R {5— (x—z) — z‘Hl} +O(R}) =0,

y en donde cada término debe satisfacer la igual a cero. Posteriormente se desacopla el
sistema y se resuelven las ecuaciones para encontrar Hy(x), Hy(x), Hy(x) con sus respectivas
condiciones y obtener la solucién general del problema.
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Apéndice C
Método de diferencias finitas

El método de diferencias finitas consiste en discretizar ecuaciones diferenciales aproximandolas
a un conjunto de ecuaciones algebraicas, que al resolverlas se obtienen un conjunto de puntos
que forman la solucion, por eso decimos que pasamos de un problema continuo a uno discreto.
A continuacién presentaremos un breve resumen de la discretizacion en una dimensién de
ecuaciones diferenciales, tomando como referencia el libro [17], en el cual se puede encontrar
informacion mas detallada. El método se generaliza a mas dimensiones.

Si en una dimension tenemos un dominio € = [0, L] donde el problema esta definido, vamos
a construir una malla de extension %,,,,, que es el nimero de veces en que vamos a dividir el
espacio y del mismo tamano 0x = L/i,,,. Entonces la malla se construye con x; = idx con
i = 0...%maz, donde 0 € iy, son las fronteras. Se aproxima el operador continuo du/dx a un
operador discreto de tres formas:

Derivada hacia adelante

] - st

Derivada central

[@} ¢ _ U(%’H) - U(xi—l)
dzli 52 ’

Derivada hacia atras
duyr u(w;) — u(wi_q)

[%L - St

Y las derivadas de segundo orden

[d2_u] Cu(@i) — 2u(x;) 4 u(iq)
dez2li ox?

Las derivadas temporales se discretizan con el método de Euler

du w1 — ()
[E} ot
Los indices arriba indican una discretizacién temporal, los indices abajo una discretizacion

espacial. La variaciéon en dos dimensiones considerando ¢ la variacién en x y j la variaciéon en
y es de la forma

du _uw"(i+1,j)—u"(i,j) du _u"(ij+1)—u"(i,j)

dr ox T ody oy ’
dPu w(i+1,5) — 204, §) +u(i — 1, 5)
dx? dx? ’
dPu (i, j+1) = 20", j) +un(i,j — 1)
dy? oy? ‘
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Para el tiempo

du _ u™Nig) —ut(i,g)  dPu u(E ) — 2un (i) + ut ()

dt St Tode2 512 ’

que es la manera en que fueron discretizadas las ecuaciones a partir de la Seccién 3.2.
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Apéndice D

Desarrollo de las condiciones de
frontera de la solucion analitica

En este Apéndice se muestra el desarrollo para obtener las condiciones de frontera presentadas
en solucién analitica unidimensional, Seccion 3.1.1.

Comenzamos con sustituir las expansiones asintéticas en la condicion de frontera para la
densidad de electrones n,. en el catodo, ecuacién (3.1.10).

P, (ng”Da +n®D? 4 ng?’)Dg) (E;UDG FEOD? 4 E;?’)Dg)

0
D D42 DY) = <L [R (WD D2 400 D3) (B, + B D
X
: 0
+E§;3)D2> ~ <n§1)Da +n D2 + ngg)DZ’ﬂ ,
T

procedemos a agrupar los términos por potencias del Damkohler para obtener las condiciones
de frontera correspondientes a cada orden.

D, D; (D.0.1)
1) 1) (2) (2)
_One” _ O _pampm _9ne _1<P,n(1>E<1> _ o > .
ox B Ox la=1’ e e Ox A Ox /la=1

Repetimos el mismo proceso para el resto de condiciones. Para n, (3.1.7) en el &nodo z =0

n.(0) =0,
DanM(0) + DZnf?(0) + DinY (0) = 0,
da las condiciones
D, D? (D.0.2)
nt) =0, nt? =0

La condicién de frontera (3.1.8) de n; resulta ser la misma para todas las potencias en el
catodo

Vnilz=1 =0,
D, D? (D.0.3)
onH on'?
D — 07 D =0
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APENDIQE D. DESARROLLO DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA DE LA
SOLUCION ANALITICA

Las condiciones de frontera del potencial eléctrico en el catodo son

D, D? (D.0.4)
oM =—1/D. ©? = 0.
Y en el anodo las condiciones de frontera del potencial eléctrico en todos los érdenes de
Damkohler dan cero. Para la solucién analitica notamos que para las ecuaciones de n; tenemos

dos condiciones de frontera tipo Neumann, lo cual hace que el sistema no sea posible resolver.
Por lo cual cambiamos la condicion en el anodo a una condicién tipo Dirichlet

n;(0) = ng,

n§1) = na/Da, n@) =0.
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