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Resumen

La optimizacién combinatoria (o discreta) es uno de los campos més activos en el drea de las
matematicas discretas. Los problemas de optimizacién combinatoria se presentan en diversas
areas, tales como programacion lineal, programacién lineal entera, teoria de grafos, inteligencia
artificial y teoria de nimeros. Todos estos problemas, cuando se formulan mateméticamente
como la minimizacion o maximizaciéon de una determinada funcion definida en un dominio,
tienen en comun un caracter discreto. Algunos de los problemas de optimizacién combinatoria
mas conocidos son el problema de suma de subconjuntos, el problema del agente viajero, el
problema de bin packing y el problema de calendarizacion.

Los modelos de calendarizacién en una sola maquina constituyen el nicleo de la investigacion
del problema de calendarizacién debido a que pueden ser utilizados para resolver modelos
mas complejos. Por esta razon, la investigacion del problema de calendarizacion en una sola
maquina ha atraido un nivel de atencién significativo en la literatura y, como consecuencia
de ello, la publicacién de varios articulos enfocados no solo en el método de solucién sino
también en las caracteristicas particulares del problema. El término calendarizacion se refiere
a la asignacion de trabajos sobre un conjunto de recursos dado a lo largo del tiempo cumpliendo
con un criterio de optimalidad dado.

En este proyecto de investigacion se estudia un problema de calendarizaciéon en una sola
maquina con un nimero constante de tiempos de liberacién y dos tiempos de entrega permiti-
dos. Este es un caso particular del problema general de calendarizacién NP-duro en el sentido
estricto en una sola maquina con un nimero arbitrario de tiempos de liberaciéon y un ntimero
arbitrario de tiempos de entrega cuyo objetivo es minimizar el maximo tiempo de completés
total; por lo tanto, nuestro problema particular sigue siendo NP-duro. El estudio de este pro-
blema es de utilidad para la solucién del problema general; no obstante, el caso restringido del
problema de calendarizacién es de utilidad por su cuenta debido a que se adapta a algunas
aplicaciones de la vida real.

Se llevo a cabo el estudio de las propiedades estructurales del problema de calendarizaciéon
en una sola maquina con un nimero constante de tiempos de liberacion y dos tiempos de
entrega permitidos con la finalidad de establecer condiciones de optimalidad bajo las cuales
el problema se puede resolver de manera 6ptima en tiempo O(nlogn).

Ya que la existencia de un algoritmo exacto que solucione el problema general de calendari-
zacion es poco probable, el desarrollo de algoritmos heuristicos y de aproximacién es de gran
importancia. Asimismo, consideramos la explosién combinatoria causada por el aumento del
niumero de posibles combinaciones de entrada. Esta explosion en complejidad hace que algu-
nos problemas matematicos sean intratables por fuerza bruta. Se sabe que la fuerza bruta
garantiza la obtencién de la solucién 6ptima pero en la practica ésto no va a funcionar porque
el nimero de soluciones factibles que se deben considerar para resolver un problema NP-duro
crece exponencialmente con el tamano de la entrada. Por lo tanto, el proceso de optimizacién
requiere del uso de herramientas matematicas avanzadas implementadas en algoritmos.



Abstract

Combinatorial (or discrete) optimization is one of the most active fields in the area of discrete
mathematics. Combinatorial optimization problems occur in many diverse areas such as linear
and integer programming, graph theory, artificial intelligence, and number theory. All these
problems, when formulated mathematically as the minimization or maximization of a certain
function defined on some domain, have a commonality of discreteness. Some of the most known
combinatorial optimization problems are the subset sum problem, the travelling salesman
problem, the bin packing problem, and the scheduling problem.

Single machine scheduling models constitute the core of scheduling problem research because
they can be utilized to solve more complex scheduling models. For this reason, single machine
scheduling research has attracted significant attention in the literature and, as a result, the
publication of several papers focused not only on the solution method but also on the charac-
teristics of the problem. The scheduling term refers to the assignment of jobs on a given set
of resources over time fulfilling the optimality criteria.

This project studies a single-machine scheduling problem with a constant number of job
release and two allowable delivery times. This is a particular case of the strongly NP-hard
single machine scheduling problem with an arbitrary number of job release and delivery times
whose aim is to minimize the maximum job completion time, therefore our particular problem
still remains NP-hard. The study of this problem is useful for the solution of a more general
setting, however, the restricted setting of the scheduling problem is useful on its own because
it fits some real-life applications.

The study of the structural properties of the single-machine scheduling problem with a cons-
tant number of job release and two allowable delivery times was carried out in order to stablish
optimality conditions under which the problem can be solved optimally in time O(nlogn).

Since the existence of an exact solution algorithm for the general scheduling problem is highly
unlikely, the development of heuristic and approximation algorithms is of great importance.
We also consider the combinatorial explosion caused by the increasing the number of possi-
ble combinations of inputs. This explosion in complexity make some mathematical problems
intractable to brute force solutions. It is known that brute force guarantees obtaining the
optimal solution but in practice this will not work because the number of feasible solutions
that must be considered to solve an NP-hard problem grows exponentially with the size of
the input. Thus the optimization process requires the use of advanced mathematical tools
implemented in algorithms.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Optimizacién combinatoria

Los problemas de optimizacién combinatoria estan presentes en numerosos ambitos de la
vida cotidiana, desde la secuenciacién de actividades en procesos de fabricacién, redes de
telecomunicaciones hasta en la secuenciaciéon del ADN. El crecimiento y desarrollo acelerado
del area de las metaheuristicas se debe a que una gran cantidad de problemas del mundo actual
pueden formularse como problemas abstractos de optimizacién combinatoria. Estos problemas
han sido de gran importancia desde los anos cuarenta debido al crecimiento industrial y, con
esto, la necesidad de establecer métodos eficientes que generen soluciones éptimas para los
problemas de manejo de recursos y de logistica.

Histéricamente, la optimizacion combinatoria inicia con la programacion lineal, la cual a su
vez cuenta con una extensa lista de aplicaciones de gran importancia, incluyendo la planifi-
cacion y distribucion de produccién, asignacion de personal, finanzas, asignacion de recursos
econdémicos, simulacion de circuitos y sistemas de control.

Un problema de optimizacién combinatoria cuenta con un conjunto finito de soluciones fac-
tibles, el cual esta definido por un conjunto de restricciones. Una solucién factible es aquella
solucion que satisface todas las restricciones de un problema. Normalmente hay una funcién
objetivo cuyo dominio es el conjunto de soluciones factibles. Nuestro propésito es determinar
cudl de las soluciones factibles maximiza (o minimiza, segun sea el caso) la funcién objeti-
vo, esta solucion es conocida como la soluciéon éptima. Existen dos clases de problemas de
optimizacién combinatoria, los de clase P y los de clase NP-duro. Los problemas de clase P
son aquellos para los cuales existe un algoritmo que encuentra la soluciéon 6ptima en tiem-
po polinomial. Por otro lado, los problemas de clase NP-duro se definen de la siguiente manera:

Un problema p es NP-duro si

= Cualquier problema en NP puede reducirse a p en tiempo polinomial. Esto significa que
los problemas en NP pueden transformarse en instancias de p, pero no necesariamente
al revés.

= El nimero de soluciones factibles de p es exponencial y no existe un algoritmo polinomial
que lo resuelva.

Si existiera un algoritmo polinomial que resuelva a p, entonces para todos los problemas NP-
duro existe un algoritmo polinomial que los resuelve.
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Es importante destacar que los problemas NP-duro no necesariamente forman parte de la clase
NP. Asi que un problema NP-duro no necesariamente tiene una solucién factible verificable
en tiempo polinomial. Los problemas NP-duro son de gran importancia en la teoria de la
computacién y la ciencia de la computacion, ya que proporcionan una idea de la dificultad de
los problemas dentro de la clase NP y su relacion con la clase de problemas P.

La explosiéon combinatoria del ntimero de soluciones de un problema de optimizacién com-
binatoria de clase NP-duro hace impracticable su enumeracion, es decir, generar todas las
soluciones y elegir la mejor. Es por esta razén que el proceso de optimizacion requiere del uso
de herramientas matematicas avanzadas implementadas en algoritmos.

1.2. Problemas de calendarizacion

Los problemas de calendarizacién son importantes problemas de optimizaciéon combinatoria y
pertenecen a la clase NP-duro (Garey and Johnson [1]). Un problema de calendarizacién se
compone de cuatro partes principales:

Los trabajos que se deben realizar. Cada trabajo puede tener diferentes parametros como
tiempo de procesamiento, tiempo de liberacién, tiempo de entrega, fecha limite, etc.

Los recursos disponibles para su implementacién, los cuales llamamos mdquinas.

El conjunto de restricciones que definen el conjunto de soluciones factibles.

Los criterios de optimalidad, los cuales identifican la soluciéon 6ptima.

El objetivo de este problema es elegir el orden de procesamiento de los trabajos sobre las
maquinas disponibles tal que se cumple el criterio de optimalidad dado. Los trabajos pueden
tener distintos parametros, el nimero de maquinas disponibles y los criterios de optimali-
dad pueden ser diferentes para cada problema; por lo tanto, existe una enorme cantidad de
problemas de calendarizacién.

El problema de calendarizacion de esta investigacién estd definido de la siguiente manera.
Dado un conjunto J = {ji, j2, ..., jn } de n trabajos con tiempos de liberacién, tiempos de
procesamiento y tiempos de entrega, los trabajos de J deben ser calendarizados en una
sola maquina. Ademas, se cumplen las siguientes restricciones:

» El trabajo j no se puede calendarizar antes de su tiempo de liberacion r;
» El trabajo j necesita un tiempo de procesamiento continuo p; en la méquina

» Una vez completado el trabajo j en la maquina, necesita un tiempo de entrega adicional
¢; para su completés total (la entrega del trabajo j es independiente de la maquina y
no requiere mas recursos, ya que lo realiza un agente independiente)

= La maquina solamente procesa un trabajo a la vez



Un calendario factible o asigna cada trabajo j a la maquina en el intervalo de tiempo
[t;(0),t;(0) + p;) en el intervalo [0, 00), de tal forma que ¢;(0) > r; y este intervalo no tiene
interseccién con el intervalo de ningin otro trabajo (por esa razén consideramos intervalos de
tiempo medio abiertos), donde ¢;(0) es el tiempo de inicio del trabajo j en el calendario o
y ¢j(0) =tj(0) + p; es el tiempo de completés del trabajo j. El tiempo de completés
total del trabajo j en el calendario o estd dado por Cj(0) = ¢;(0) + g;.

Para un calendario factible o, el makespan C.,.,(0) = maz {C;(0)} es el maximo tiempo de
completés total de todos los trabajos en el conjunto J, es decir, la longitud total del calendario
2]. El objetivo es encontrar un calendario éptimo o,,, el cual estd dado por un calendario
factible con el minimo tiempo de completés total Caz(Topt) = Ming {Crax(0)}-

Una solucién que no es factible para este problema seria una permutacién en la cual se asignan
trabajos en el calendario que aun no han sido liberados.

De acuerdo con la notacién introducida por Graham [3], el problema bajo investigacién es
abreviado como

]-|Ti € {T17 "‘7rk} » 4i € {qlan} |Cmax

El primer campo indica el nimero de maquinas disponibles. El segundo campo especifica los
parametros de los trabajos, en este caso consideramos un numero constante de tiempos de
liberacién 71, ...,7% (r! < ... < r¥) y solo dos posibles tiempos de entrega ¢' v ¢* (¢* < ¢?). Y,
por ultimo, el tercer campo indica el criterio de optimalidad.

Cada asignacion especifica de valores a los pardmetros se denomina tnstancia del problema;
por tanto, se define a través del conjunto de parametros. A continuacion se da un ejemplo de
una instancia del problema

1‘7'1' € {711771277”37704}7% € {q17q2} |Cma$

=0 |p=2|q=3
ro=0 |pp=3|q@="T
rs=0 |p3=1]¢g=3
ry=6 |py=3|qu="7
rs =8 | ps=05|q =7
T6:11 p6:1 q6:3
rr=11|pr=2]¢=3

1.3. Posibles aplicaciones

El problema 1|r; € {r!,....,r*} ¢ € {¢",¢*}|Cras puede tener diferentes aplicaciones en la
vida cotidiana. Consideremos el siguiente ejemplo. Tres proveedores diferentes entregan piezas
a una pequena fabrica, la cual cuenta con una sola maquina de ensamblaje. Las piezas del
proveedor 1, proveedor 2 y proveedor 3 son entregadas al tiempo rt, 7% y r3, respectivamente.



Hay tres clientes a los que se les debe entregar las piezas ensambladas y terminadas. El tiempo
de entrega de los clientes 1 v 3 es ¢!, mientras que el tiempo de entrega del cliente 2 es ¢2.
El objetivo es minimizar el tiempo en el que todas las piezas terminadas son entregadas a los
tres clientes o, equivalentemente, encontrar un calendario factible ¢ que minimice el tiempo
maximo de completés total. Este problema no se restringe a tres proveedores y a tres clientes,
es posible tener i; proveedores con r',...,r* tiempos de liberacién diferentes y también i,
clientes con dos tiempos diferentes de entrega.

//
// cliente 1

I-
= r? — ___1 ///- ,’ \\‘\\ cliente 2

proveedor 3
proveedor 1 cliente 3

Figura 1.1: Posible aplicacion

Ahora abordaremos un problema de calendarizacién de la vida real descrito en [14], el cual divi-
diremos con la finalidad de establecer una posible aplicacién del problema 1|r; € {7‘1, ok } ,q; €
{¢".¢*} |Craa-

Una empresa escocesa debe producir todos los dias horarios para recolectar y transportar un
gran nimero de pollos vivos. El problema no solo es complejo sino que también cuenta con
numerosas restricciones. La empresa recolecta hasta 1.3 millones de aves vivas por semana en
granjas instaladas por toda Escocia y las procesa en dos fdbricas. El objetivo es programar
la recoleccion y la entrega de aves utilizando un recurso fijo de brigadas y camiones para
mantener las fabricas suministradas con aves a un ritmo constante. Cada dia, un conjunto de
ordenes debe ser procesado en cada una de las dos fabricas. Cada fabrica opera su propia flota
de camiones, los cuales estan disponibles en dos tamanos diferentes y poseen una capacidad
de 22 o 24 médulos para aves. Ciertos tipos de aves necesitan un camion méas grande para su
transporte, mientras que otros pueden caber en cualquier tamano. Aunque un camién puede
entregar su carga a cualquiera de las fabricas, éste debe entregar su ultima carga por la noche
a la fabrica donde esta su base.

Una orden consiste en m modulos para aves de tipo t y peso w que deben ser recolectados
de una granja f y entregados a una fabrica F. El trabajo definido por las érdenes debe
ser asignado a los equipos de las brigadas de recoleccién. Después los camiones deben ser
programados para recibir la carga de cada granja y entregarlas a la fabrica. Las fabricas
deben ser abastecidas continuamente durante el dia; no obstante, hay regulaciones estrictas
que rigen el periodo de tiempo en el cual las aves pueden permanecer fuera de la fabrica antes
de ser procesadas. Por lo tanto, las aves deben llegar dentro del lapso de tiempo establecido
en que la fabrica puede procesarlas.

En la figura 1.2 se ilustra un ejemplo de este proceso para una fabrica. La brigada deja su
base en la fabrica al comienzo de su turno, viaja entre un conjunto de granjas, recolecta un
nimero variable de aves de cada granja y regresa a su base una vez que termind su turno.
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Figura 1.2: [lustracién del programa de trabajo de dos brigadas de recoleccién para una fabrica.
Imagen extraida de [14]

e

Una brigada tiene su base en una de las fabricas y trabaja ya sea medio tiempo o tiempo
completo. La brigada rota entre tres turnos, clasificados como temprano, flotante o tarde,
dependiendo de la hora del dia cuando el turno comienza. Existen condiciones contractuales
que especifican el minimo y el maximo nimero de médulos que una brigada puede recolectar
en un dia y en una semana, ademaés de la duraciéon maxima de los turnos que pueden trabajar.
Algunas granjas tienen sus propias brigadas de recolecciéon y sus propias restricciones en
el orden en el cual las brigadas pueden visitar ciertas granjas debido a la prevencion de
propagaciéon de enfermedades existentes en algunas de ellas.

Los conductores también deben ser asignados a cada viaje, un conductor de camién puede
trabajar un turno de 13 horas maximo de las cuales solo pueden conducir un total de 9 horas. Si
es necesario, se les puede pagar para realizar trabajo extra aunque, por supuesto, es preferible
evitar esta situacion.

Es posible generar horarios practicos y de calidad para los conductores que satisfacen las
restricciones operativas de modo que se minimiza el tiempo en el que todas las érdenes son
procesadas.

Suponiendo que a un conductor se le asigna un conjunto de granjas (como a las brigadas) se
tiene lo siguiente:

= Los tiempos de liberacion r; representan el momento en que el conductor puede recoger
la carga de una granja ¢ pues la brigada terminé su trabajo de recoleccion. Dos o mas
granjas pueden tener el mismo tiempo de liberacién debido a que algunas granjas tienen
sus propias brigadas.

= Sean los tiempos de procesamiento p; el tiempo de viaje desde la granja ¢ hasta la fabrica.
Ademas p; cumple con el periodo de tiempo en el cual las aves pueden permanecer fuera
de la fabrica.

» Los tiempos de entrega ¢' y ¢* representan el tiempo que tarda cada fibrica en procesar
las aves.



1.4. Algoritmos heuristicos

Anteriormente se menciond que los problemas de clase P son aquellos para los cuales existe un
algoritmo que los resuelve en tiempo polinomial y, ademas, que es poco probable que existan
tales algoritmos para resolver un problema NP-duro; es por esta razén que se empezaron a
desarrollar algoritmos que resuelvan estos problemas de forma aproximada. Los algoritmos
heuristicos son de los algoritmos aproximados mas simples, estos algoritmos generan una o
mas soluciones factibles en tiempo polinomial y son utilizados usualmente para los problemas
que no se pueden resolver facilmente; sin embargo, no garantizan generar la soluciéon 6ptima.

1.5. Estado del arte

El problema 1|r;, ¢;|Cinaz €s uno de los problemas mas estudiados en la literatura de calenda-
rizacion, por lo cual se ha recurrido a diferentes algoritmos heuristicos para lograr un mejor
enfoque. La heuristica LDT (Largest Delivery Time) genera una solucién de dos aproximacio-
nes (una solucién que a lo sumo es dos veces peor que una solucién 6ptima). Esta heuristica
fue descrita por primera vez por Schrage [4] en 1971 y es una extensién del algoritmo voraz
antes propuesto por Jackson [5] para el caso sin tiempos de liberacion.

Varios autores se han enfocado en identificar los casos para los cuales el problema 1|7, ¢;|Cra
se soluciona en tiempo polinomial. Jackson y Smith en 1955 y 1956 respectivamente, fueron
los primeros en enfocarse en el estudio de este problema.

Jackson en [6] demostré que el problema se soluciona en forma éptima en tiempo O(nlogn)
cuando los tiempos de liberacion de los trabajos son iguales y los trabajos son calendarizados
en orden decreciente con respecto a sus tiempos de entrega. Similarmente, se obtiene un
calendario 6ptimo si todos los tiempos de entrega son iguales y los trabajos son calendarizados
en orden decreciente con respecto a sus tiempos de liberacion. Ademas se tiene que si el tiempo
de procesamiento de todos los trabajos es igual a 1, entonces la heuristica de [4] encuentra la
solucién optima.

En 1978, Dessouky y Larson en [5] mostraron que cuando se cumple alguna de las restricciones,
dadas a continuacién, para todos los pares de trabajos ¢ y j entonces el problema se resuelve
en tiempo polinomial:

T 2T+ P 0Ty 2T+ p;

" i > qj+DpjOq;=qitps

w mazx; {r;} <min;{r; +p;} vy max; {q;} < min;{q; +p,}

En 2016, Vakhania en [7] desarrollé un algoritmo polinomial que genera una solucién éptima
cuando los tiempos de procesamiento son mutuamente divisibles.



Mas tarde en 2021, Reynoso y Vakhania en [8] llevaron a cabo el estudio del problema de
calendarizacién para una sola méquina con dos tiempos de liberacion y dos tiempos de entrega
permitidos. Se realiz6 un analisis profundo y se obtuvo una serie de condiciones de optimalidad
para el problema 1|r; € {r',r*}, ¢ € {q¢',¢*} |Cpae, las cuales se propuso que se pueden
generalizar a un nimero constante de tiempos de liberacién y tiempos de entrega. Los criterios
de optimalidad que se establecieron son condiciones explicitas bajo las cuales, el problema
restringido se puede resolver de manera éptima en tiempo O(nlogn). Normalmente se puede
esperar que, para un problema NP-duro, tales condiciones deberian ser muy restrictivas; sin
embargo, el extenso estudio computacional que se llevé a cabo demostro que estas condiciones,
utilizadas de manera combinada, cubrieron practicamente todos los casos problematicos que
pudieron surgir en la practica.



Capitulo 2

Las heuristicas

Las heuristicas propuestas en este proyecto son una variaciéon de la heuristica LDT estandar,
la cual consiste en calendarizar en cada iteracién el trabajo con el mayor tiempo de entrega
de entre los trabajos que aun estan disponibles. En este capitulo se describen las heuristicas;
no obstante, primero introducimos algunas notaciones que nos seran ttiles.

2.1. Notacion

Denotamos por J(7%,¢') el conjunto de trabajos con tiempos de liberacién y entrega r y ¢!,
respectivamente, con i = 1,....k y [ = 1,2. Recordemos que ' < ... < r* y que ¢®> > ¢*. Sea
J(r?) el conjunto de trabajos con tiempo de liberacién r* y J(¢') el conjunto de trabajos con
tiempo de entrega ¢'.

Dado un conjunto de trabajos A, definimos P(A) como la suma de los tiempos de procesa-
miento de todos los trabajos del conjunto A.

P(A) =) p

JEA

Sin pérdida de generalidad, asumimos que J(r’,¢') # @ con 1 <i <k —1y J(r',¢*) # 0 con
2 < i < k ya que, en caso contrario, el calendario generado por la heuristica LDT es éptimo
(ver Observacién 1 en el siguiente capitulo).

Por otro lado, asumiremos que dada una instancia los trabajos de ésta ya se encuentran en
orden creciente con respecto a sus tiempos de liberacion y, a la vez, en orden decreciente con
respecto a sus tiempos de entrega antes de aplicar cualquiera de las heuriticas.

2.2. Heuristica LDT

Comenzamos con la descripcion detallada de la heuristica LDT estandar, la cual procede con
n asignaciones. El tiempo inicial de calendarizacién t es el minimo tiempo de liberacién rt. El
siguiente tiempo de calendarizacién es actualizado de manera iterativa de la siguiente manera.
A partir del tiempo 7! los trabajos del conjunto J(r!,¢?) son asignados de forma continua
en el siguiente tiempo de calendarizacion, el cual es determinado por la suma del tiempo de
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calendarizaciéon actual y el tiempo de procesamiento del trabajo asignado. Una vez asignados
todos los trabajos del conjunto J(r!,q?) se asignara iterativamente el trabajo del conjunto
J(r',q") con el mayor tiempo de procesamiento de tal manera que el tltimo trabajo asignado
de este conjunto comience su procesamiento antes del tiempo r? y sea completado después o al
tiempo 72. En caso de haber trabajos del conjunto J(r!, ¢') que no fueron asigandos, éstos serdn
incluidos en el conjunto J(r?, ¢'). Una vez que el ltimo trabajo asignado del conjunto J(r!, ¢')
concluyé su procesamiento, se asignan inmediatamente los trabajos del conjunto J(r?, ¢?).
Nétese que si todos los trabajos del conjunto J(r!) terminan su procesamiento antes del tiempo
r?, entonces el primer trabajo asignado del conjunto J(r?, ¢?) inicia su procesamiento al tiempo
r2. Después se asignan los trabajos del conjunto J(r?,¢') siguiendo las mismas condiciones
de antes, en esta parte el calendario puede contener trabajos tanto del conjunto J(r?, ¢')
como trabajos del conjunto J(r!, ¢'). Decimos que el trabajo asignado j € J(r,¢*) U J(r", ¢")
“empuja” al trabajo asignado j +1 € J(r'!, ¢*) U J(r"*! ¢') cuando t;(0) < r'tt < ¢;(0).
Este procedimiento se repite de la misma manera para los siguientes tiempos de liberaciéon
r3,...,r%, respectivamente. Esta heuristica se ejecuta en tiempo O(nlogn) pues en cada uno
de los n tiempos de calendarizacion la busqueda de un elemento méximo de una lista ordenada
es llevada a cabo.

Dado que la heuristica LDT siempre asigna un trabajo liberado lo mas pronto posible cada
vez que la maquina queda inactiva, ésta no crea ningin hueco que se pueda evitar.

El pseudocddigo a nivel de implementacion es el siguiente:

ALGORITHM LDT { returns LDT-schedule o }

ti=rl

1:=1;

[ :=2;

WHILE (J(q') # 0 and J(¢?) # 0) DO { schedule jobs }
IF [ = 2 THEN:

WHILE (J(r%, ¢') # 0) DO { schedule jobs of set J(r?, ¢?) }
schedule any j € J(r?, ¢') at time t;(c°) = ¢;
J(r' d') =TI d)\ {7}
t=1+p;j
END
l:=1
ELSE:
WHILE (J(r%, ¢') # ) DO { schedule jobs of set J(r%,¢') }
IF ri < 7k THEN:
Find job j € J(r%,¢!) with the largest processing time Dj
IF ¢ < r"*! THEN:
schedule j at time t;(0°) = ¢;
J(r' q") = I d)\ {7}
t=t+p;
ELSE:
J(r' d') =TI d)\ (i}



J(r gl = T ¢ u {5}
ELSE: { schedule the remaining jobs of set J(r*,¢') }
schedule any j € J(r?, ¢!) at time t;(c°) =t
J(r'.q') = J (', q") \ {4}
t=t+p;
END
IF 7+ < r¥ THEN:
t:=maz {t,r""} { t <r"! only if all jobs from J(r') are scheduled }

1:=1+1
l:=2
ELSE:

t:=maz {t,r*} { t <r¥ only if all jobs from J(r*~1) are scheduled }
1=k

l:=2

END
RETURN o%.

2.2.1. Ejemplos

Consideremos las siguientes instancias del problema 1|r; € {rl, ey rk} Qi € { qt, q2} |Cmaz-

Comencemos primero con una instancia para el problema 1|r; € {rl, r2, 3, r4} , Qi € { q, q2} |Cmazs
donde r' =0, r2 =4, =13, r* =19, ¢! =3 y ¢*> =5.

r1=0 | p1= @ =5
ro=0 | p2=1| g2=5
rg=0 | p3=3 | ¢3=3
ra=4 | pa=3 | @4=5

re =4 | pe= g6 =3

rg=13 | ps=2 | s =3
rg =19 | pg=6 | g9 =5
r0=19 | po=3 | g0 =3

Entonces se forman los siguientes conjuntos:

J(r17q2) = {jl,jQ} J(’I“Q,QQ) = {j47j5} J(T‘S,QQ) =0 J(T4’q2) = {]9}
J(rt,q") = {Js} J(r?,q") = {je} J(r%,q") ={ !
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Figura 2.1: Calendario o

En la figura 2.1 se muestra una instancia con 10 trabajos y el calendario o generado por la heuristica
LDT. Las lineas verticales representan los tiempos de entrega de cada trabajo. Se observa que el
tiempo de liberacién minimo de los trabajos es 0, entonces la heuritica LDT asigna los trabajos con
mayor tiempo de entrega liberados al tiempo r' = 0 de forma continua y en cualquier orden. En
este ejemplo la heuristica asigna el trabajo 1 primero. Ahora ¢ = 3 una vez asignados los trabajos 1
y 2, t < r2 entonces el trabajo 3 es asignado en el calendario. Los trabajos del conjunto .J(4,5) son
asignados inmediatamente al igual que el trabajo 6 que pertenece al conjunto J(4,3) ya que t = 11
y t < r3. Observemos que los trabajos 3 y 6 empujan a los trabajos 4 y 7, respectivamente. Ya que
J(13,5) = 0, los trabajos 7 y 8 son asignados en este orden pues p; > pg. Finalmente se asignan los

trabajos 9 y 10, siendo el makespan igual a 32.

Veamos otro ejemplo con 8 trabajos.

S

T = p1=3|q =3
roy = p2=1|qgp=3
rs=1|p3=2|q=

ra=1|ps=4|¢=1
r5=6 | ps=7]¢q5=3
r6 =6 | pg=2|¢q =1
r7=20|pr=1|q =3
7"8:20 p8:5 q8*1

7 8 10
T 1
[ 1T 1 | | [ | -
0 1 4 5 6 7 14 18 20 21 26

Figura 2.2: Calendario o



En la figura 2.2 se muestra una instancia con 8 trabajos y el calendario generado ¢° para esta
instancia. Ya que t3(c%) 4 p3 > 2, la heuristica LDT incluye el trabajo 4 en el conjunto .J(6,1). En
este ejemplo también es posible observar que el trabajo 7 inicia su procesamiento en su tiempo de
liberacién, es decir, t7(0°) = r7.

Ahora veamos un ejemplo donde la heuristica LDT genera un hueco que no se puede evitar.

rn=0|p=2|q=4
ro=0 | p2=5|q=1
r3=>5 | p3=3|qg=4
T4=95 |pa=2|q=1
7"5:15 p5:3 q5:4

i} 14 22
8 13
| T I S
I I I I I I -
0o 2 5 7 10 12 15 18

Figura 2.3: Calendario o

En la figura 2.3 se muestra una instancia con 5 trabajos y el calendario ¢ para esta instancia.
Observamos que el calendario o contiene un hueco dado por el intervalo [12, 15].

La siguiente variaciéon de la heuristica LDT presenta partes en comun; las diferencias entre ellas
surgen basicamente en la forma en cémo se asignan los trabajos alrededor de cada tiempo de liberacion

r2, ...,r%. Primero especificamos las partes en las que son similares y dénde se producen las diferencias.

Las dos heuristicas consisten en k fases, siendo k el nimero de tiempos de liberacién de la instancia
dada. Cada fase tiene dos partes, la primera parte asigna los trabajos del conjunto J(¢?), y la segunda
parte asigna los trabajos del conjunto J(g') y algunos de los trabajos que no fueron asignados en
la fase anterior con tiempo de entrega ¢'. La primera parte de cada fase es la misma para ambas
heuristicas. Inician con la primera parte de la fase uno asignando continuamente los trabajos del
conjunto J(r', ¢?) apartir del tiempo r! en cualquier orden pero sin crear ningtin hueco entre ellos.
En seguida, algunos trabajos del conjunto .J(r!,¢!) son asignados consecutivamente hasta dejar un
pequeiio hueco antes del tiempo 72; de esta forma un solo trabajo del conjunto J(r!, ¢') termina su
procesamiento antes o después del tiempo r2, o al tiempo 2. Lo mismo se repite en cada fase; por
tanto, en cada fase i se pueden presentar los siguientes casos (dependiendo de la heuristica aplicada):

» 4 P(J(r', ¢%) + P(J(r', q')) < rit!
PG+ PO 0) = it
= 7+ P(J(r% ¢%) + P(J(r, qb)) > ritt

Cada uno corresponde a un hueco, un hueco de longitud cero y un empuje, respectivamente.



2.3. Heuristica LDT-G

La primera variante es la heuristica LDT-G, la cual crea huecos (posiblemente de longitud cero)
antes de cada tiempo de liberacién r¢. Sea L; = (j1,...,;) con 1 < i < k una lista con los trabajos
del conjunto J(r?, ¢*) ordenados de forma decreciente con respecto a sus tiempos de procesamiento.
En cada iteracidn, si el siguiente trabajo j € L; cumple que t + p; < rit1 entonces j es asignado al
tiempo t y se actualiza ¢t = ¢ +p;. En caso contrario, el trabajo j es reubicado al conjunto J(rtt gt
y el siguiente trabajo (el siguiente con mayor tiempo de procesamiento) en L; se verifica de manera
similar hasta que se consideren todos los trabajos de la lista L;.

ALGORITHM LDT-G {returns LDTG-schedule ¢}

ti=rl

1:=1;

[:=2;

WHILE (J(q') # 0 and J(¢?) # ) DO { schedule jobs }
IF [ = 2 THEN:

WHILE (J(r%,¢') # 0) DO { schedule jobs of set J(r?, ¢?) }
schedule any j € J(r¢,¢!) at time t;(c%) = ¢;
J(r'd') =T d)\ {7}
t=t+p;
END
l:=1
ELSE:
WHILE (J(r%, ¢') # ) DO { schedule jobs of set J(r%,¢') }
IF ri < vk THEN:
Find job j € J(r?, ¢') with the largest processing time p;
IF t 4+ p; < rit1 THEN:
schedule j at time t;(0%) = t;
J(r'd') =TI d)\ {7}
tl=1+p;j
ELSE:
J(r',q') = J(r', d)\ {j};
J(r ) == T ¢ U {5
ELSE: { schedule the remaining jobs of set J(r*,¢") }
schedule any j € J(r%,q¢') at time t;(0%) = ¢
J(r',q') = J(r', ¢ )\ {j}
t=1+p;j
END
IF ritl < r* THEN:
t:=maz {t,r"™} { t <7 only if all jobs from J(r") are scheduled }
1:=1+1



l:=2

ELSE:
t:=maz {t,r*} { ¢t <r" only if all jobs from J(r*~1) are scheduled }
1=k
l:=2
END
RETURN o€,

2.3.1. Ejemplos

Consideramos las instancias del ejemplo anterior, entonces los calendarios generados por la heuristica
LDT-G son los siguientes.

=0 | p=2| qaq=5
ro=0 | pp=1| q2=5
rs=0 | p3=3 | g3=3
rgy=4 | pa=3 | @a=5
r5=4 | ps=2 | ¢g5=5

re = pe=4 1| g =3
re =13 | pr= qr =
rg =13 | pg = qgs =3
rg =19 | pg = g9 =9

rio=19 | plo=3 | quo =3

AR 121 30
16 19 22 31
| -I -I S
I I I I I I I I -
0 23 4 79 13 16 19 25 28 30

Figura 2.4: Calendario ¢

En la figura 2.4 se observa que la heuritica LDT-G asigna los trabajos con mayor tiempo de entrega
liberados al tiempo r! = 0 de forma continua y en cualquier orden. Para el trabajo 3 se verifica que
t + p3 > r2 entonces el trabajo 3 se incluye en el conjunto .J(4,3) y al no haber més trabajos en el
conjunto .J(0, 3) la heurifstica crea un hueco dado por el intervalo [3, 4]; ahora t = r2. Inmediatamente
se asignan los trabajos del conjunto J(4,5) y el trabajo 6 ya que pg > p3 y t + pg = r>. El trabajo 3
pasa a ser incluido en el conjunto J(13,3). Se asignan los trabajos 7 y 3; el trabajo 8 es incluido al
conjunto J(19,3) ya que t + pg > r*. Finalmente el resto de los trabajos son asignados. Nétese que
los trabajos 4, 7 y 9 inician su procesamiento en su tiempo de liberacién; sin embargo, el makespan
es igual a 33.



ry = pn=3|qa=3
ro=1|pa=1|g=3
rs=1 |p3=2|q3=3
ry=1 | ps=4|¢g=1
r5=6 | ps=7|¢g5=3

Tg = D6 = g =1
r7=20|pr=1|¢gr=3
rg =20 | pg = qg =
78 10
19 21
1 .
[T 1 | | I | <
0 1 4 5 6 7 14 18 20 21 26
a

Figura 2.5: Calendario o

En la figura 2.5 se observa que las heuristicas LDT y LDT-G generaron el mismo calendario. El
trabajo 6 cumple tg (UG) +pg = r3; por lo tanto, la heuristica LDT-G creé un hueco de longitud cero.

=0 |p=2|q=4
ro=0 | p2=5|¢q=1
r3=>5 | p3=3|q=4
rg =95 |pa=2|q=1
7‘5:15 p5:3 q5:4

L 12 22
14 16
| | 1 s
I I | I | [ d
0o 2 5 8 10 13 15 18

Figura 2.6: Calendario o

En la figura 2.5 se muestra que el calendario ¢“ contiene un hueco dado por el intervalo [2,5]. Este

calendario y el calendario generado por la heuristica LDT son semejantes ya que ambos contienen
un hueco de longitud 3 y el makespan es igual a 22.

Denotamos por ¢° y ¢ los calendarios generados por la heuristica LDT y la heuristica LDT-G,
respectivamente. La complejidad temporal de ambas heuristicas descritas anteriormente es O(n logn).



Capitulo 3

Conceptos y propiedades basicas

3.1. Conceptos basicos y sus definiciones

A continuacion definimos algunos conceptos auxiliares que son ttiles para comprender la estructura
bésica de los calendarios generados por las heuristicas. Estos conceptos se introdujeron en [9] y [10],
aunque algunos antes se conocian por otro nombre.

Como se mencioné anteriormente, un hueco es un intervalo de tiempo en el cual ningtin trabajo es
procesado por la maquina. Un hueco de longitud cero ocurre siempre que el tiempo de procesamiento
del trabajo ¢ empieza inmediatamente después del tiempo de completés del trabajo j, es decir,

ti(o) = ¢j(0).

Un bloque es la secuencia mas larga de trabajos calendarizados consecutivamente sin ningtin hueco
entre ellos. También se marca un bloque si el trabajo j inicia su procesamiento al tiempo 7, es decir,
tj (U ) =Tj.

El overflow job es el trabajo que tiene el tiempo de completés total maximo en o y se denota por
o(o). El bloque critico de o, B(o), es aquel que contiene a o(o).

Un trabajo e es llamado trabajo emergente en el calendario o si e € B(0) y g < do()- El tltimo
trabajo emergente calendarizado antes del overflow job o(o) es llamado activo y es denotado por €.

El kernel o nicleo de o, K(0), es la secuencia de trabajos calendarizados en o que estén entre el
trabajo emergente activo €’ y el overflow job o(c), sin incluir a €’ pero que incluye a o(c). Un kernel
se conoce como una secuencia critica. El tiempo de entrega de cualquier trabajo en K (o) no es menor
que el tiempo de entrega del trabajo o(o). Si el calendario o no tiene trabajos emergentes, entonces
tampoco tendré kernel; entonces el overflow job en el calendario o no sera parte de ningin kernel.

A continuacidn se ilustra los conceptos introducidos anteriormente.

rr =0 p1:2 q1:10
7‘2:0 p2:1 q2:10
r3=9 |ps=4| ¢3=3
r4=9 |pa=3| @a=3
r5=9 |ps=3| ¢=3
7“6:17 p6:6 q6:10
?”7:17 p7:3 q7:10
rg =17 | ps =2 | qs = 10
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Figura 3.1: Tlustracion de los conceptos

En la figura 3.1 se muestra una instancia con 8 trabajos y el calendario generado o°. Este calendario
contiene dos bloques ya que la heuritica LDT crea un hueco que no se puede evitar dado por el
intervalo [3,9]. El segundo bloque es el bloque critico B(o) pues contiene el overflow job, el trabajo
8. También es posible identificar tres trabajos emergentes en B(c?), los trabajos 3, 4 y 5. El trabajo
5 es el trabajo emergente activo; por lo tanto, el kernel estda conformado por los trabajos 6, 7 y 8.

3.2. Propiedades basicas del problema 1|r;, ¢;|Chuaz

Consideremos el problema 1|r; € {rl, e rk} , Qi € {ql, - ql} |Cmaz- Recuerde que k y [ son el niimero
de tiempos de liberacién y el nimero de tiempos de entrega distintos, respectivamente.

Lema 1. Un calendario o tiene a lo mds | posibles overflow jobs dados por los trabajos j; tales que
tj,(0) = max {t;j(0) | j € J(¢")} para cada 1 <i <.

Demostracion. Por la definicién de j; es claro que c¢j,(0) > ¢;(0) V j € J(¢*), 1 < i <; es decir, los

trabajos ji, ..., J; dominan a todos los trabajos asignados que tienen su mismo tiempo de entrega. Por
lo anterior, se tiene que Cj,(0) > Cj(o) V j € J(¢"). Entonces Cpor(0) = maz {Cj, (0),...,Cj,(0)}.
Por lo tanto, ji, ..., j; son los posibles overflow jobs. O

Entonces, por el lema anterior, un calendario o del problema 1|r; € {Tl, e rk} ,qi € {ql, q2} |Crmaz
tiene a lo mds dos posibles overflow jobs, en particular j; € J(q') y j2 € J(¢?) tales que tj, () =
maz {tj(0) | j € J(¢"), i =1,2}.

Lema 2. Si el overflow job o(o) estd asignado en su tiempo de liberacion, entonces o es dptimo.

Demostracion. Si el overflow job o(o) esta asignado en su tiempo de liberacion, entonces t,5)(0) =
To(o)(0). De esta manera el o(c) inicia su procesamiento en su tiempo de inicio mds temprano y
finaliza en su tiempo de completés minimo. Asi que o(o) no puede ser reasignado mas temprano en
o y entonces no existe o’ tal que Ciaz(0") < Craz(0); por lo tanto, o es Gptimo. O



El siguiente lema es una extensién de un resultado anterior conocido para el caso general 1|7, ¢;|Ciax
para la heuristica LDT (ver [11]).

Lema 3. Si ¢; > qoos) para todo j € B(c®), es decir, o°

S

no contiene ningun trabajo emergente,
entonces o es optimo.

Demostracion. Si tO(US)(O'S) = T’O(O.S)(O'S) el lema resulta trivial. Supongamos que el overflow job
inicia su procesamiento después de 7"0(05)(03 ). La tnica forma de que o(c®) comience antes del
tiempo tO(O.S)(O'S ) es reasignando después del o(c®) un trabajo j € B(c®) que haya sido asignado
antes del o(0®). Basta con mostrar que cualquier reasignacién de un trabajo de B(c®) después del
o(c®) no reduce el makespan. En efecto, si después de esta reasignacién el o(c®) no inicia antes
de tO(US)(O'S ) (inicia igual o después) entonces el lema es claro. Consideremos el caso cuando o(c*)
inicia antes de tO(O.S)(O'S ) después de la reasignacién. Ahora un trabajo j debe completarse después
del o(0%) y ya que ¢; > do(osy VJ € B (%) entonces el makespan no puede ser menor que CO(OS)(O'S ).

S

Por lo tanto, o” es éptimo. ]

Podemos observar que el calendario ¢ no est4 incluido en el lema anterior ya que la heuristica LDT-

G crea huecos de manera intencional. De esta forma podemos deducir que los bloques del calendario
0@ siempre cumplen con la condicién del Lema 3; es decir, no contienen trabajos emergentes y; por
lo tanto, el calendario ¢ no tiene kernel.

3.3. Observaciones de la heuristica LDT

Observacién 1. El calendario generado por la heuristica LDT es optimo si J(r',q") = 0 para cada
1<i<k—10J"q¢*) =0 para cada 2 < i < k.

Demostracion. Es facil ver que si J(r?,¢') = () para cada 1 <i < k—1 0 J(r,¢?) = () para cada
2 < i < k entonces puede no existir un trabajo emergente en el calendario o y; por lo tanto, la
heuristica LDT genera un calendario éptimo por el Lema 3. ]

Del resultado anterior se deduce que si J(7%, ¢*) = () para cada 1 <4 < k — 1 entonces el calendario
generado por la heuristica LDT-G es 6ptimo pues los posibles huecos que se crean son inevitables.
Sin embargo, si J(r?, ¢?) = () para cada 2 < i < k entonces el calendario 0% no necesariamente es
éptimo, en particular si el calendario ¢© contiene un hueco evitable antes del tiempo de liberacién

rk.

Observacién 2. El trabajo asignado j; tal que tj,(0°) < ritl < ¢; (o) tiene el mdzimo tiempo de
entrega de entre todos los trabajos liberados que no han sido asignados al tiempo r*.

Demostracion. Por la naturaleza de la heuristica LDT, de entre los trabajos disponibles, un trabajo
no puede ser asignado antes que otro con mayor tiempo de entrega. O

La siguiente observacion es una extensién de un resultado anterior para el problema 1|r; € {7’1, 7’2} , @i €
{¢*,¢*} |Cmax (ver Reynoso y Nodari [7]).



Observacién 3. Dada una instancia para el problema 1|r; € {rl,...,rk} ,q; € {ql,qQ} |Cnaz, €l
calendario generado o° tiene a lo mds un kernel. Ademds, cada trabajo emergente para ese nicleo
pertenece al conjunto J(rk_l,ql).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que J(1%,¢*) # 0, 1 <i < k-1 y J(r',¢?) #
0, 2 <i <k pues, de lo contrario, la heuristica LDT genera un calendario éptimo (por la observacién
anterior). Primero mostramos que no puede existir un kernel en el calendario o cuyo overflow job
termina su procesamiento antes del tiempo r*. Por contradiccién, supongamos que o tiene un kernel
tal que el overflow job termina su procesamiento antes del tiempo r*. Por la suposicién anterior,
o(c%) ¢ J(r* 1 q") v o(c¥) ¢ J(r*1,¢?). Nétese que el overflow job tampoco podria pertenecer a
los conjuntos J(r,q'), 1<i<k—2y J(r'¢?), 2<i<k—2 porque los domina J(r*=1 ¢') y
J(r*=1, ¢?), respectivamente. De hecho, no existen trabajos emergentes para la secuencia de trabajos
de K(0®) ya que la heuristica LDT no puede asignar trabajos del conjunto J(r*~1, ¢') antes de un
trabajo del conjunto J(r*~1, ¢?). Por tanto, K(0®°) no puede existir. Ahora, ya que hay trabajos
liberados al tiempo 7*, el calendario o(c®) puede tener como méximo un kernel que contenga un
trabajo que termina su procesamiento después de r*. Ademds, un trabajo emergente para ese ntcleo
solo puede iniciar su procesamiento antes del tiempo ¥ y no puede pertenecer al conjunto .J (rk_l, ?);
por lo tanto, e € J(rF~1 ¢!) O



Capitulo 4

Condiciones de optimalidad

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en el estudio del problema 1|r; € {rl, vy rk} , Qi €
{ql, q2} |Cmaz. Més especificamente, se demuestra que si se cumplen ciertas condiciones en un ca-
lendario generado por alguna de las heuristicas entonces ese calendario es 6ptimo. Los criterios de
optimalidad son condiciones explicitas bajo las cuales el problema se puede resolver de manera 6pti-
ma en tiempo O(nlogn) cuando el calendario fue generado por las heuristicas LDT o LDT-G. En
el capitulo anterior se establecieron las primeras condiciones cuando los calendarios ¢° y ¢ son

optimos.

Lema 4. Cualquiera de las heuristicas genera una solucion optima si para cada 1 < ¢ < k —1 se
tiene que r* + P(J(r%, ¢%)) > ritL.

Demostracion. Es claro que los calendarios generados por las heuristicas LDT y LDT-G tienen el
mismo makespan por la condicién del lema; por lo tanto, si uno de ellos es 6ptimo entonces el otro
también. Dada la condicién del lema, en el calendario generado por la heuristica LDT (o la heuristica
LDT-G) todos los trabajos del conjunto J(g?) se asignan antes que los trabajos del conjunto J(q').
De lo anterior se sigue que, el calendario no tiene kernel y entonces la condicién del Lema 3 se
mantiene; por lo tanto, el calendario es 6ptimo. ]

Del resultado anterior se deduce que si J(r¢, ¢?) = () para alguna 1 < i < k— 1 entonces el calendario
generado ¢ no necesariamente es 6ptimo, en particular si existe un trabajo de empuje critico en el
calendario. Del Lema 4 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1. Sea m € N tal que r' < r™ < rF, si J(r?,q%) =0 para cada m < p < k y se tiene que
rt+ P(J(r%,¢?)) > vt para cada 1 < i < m — 1 entonces la heuristica LDT genera una solucién
dptima.

Podemos observar que el calendario 0 no est4 incluido en el corolario anterior ya que la heuristica

LDT-G crea huecos (posiblemente evitables) antes de cada r¢, m+1 < i < k, entre todos los trabajos
asignados del conjunto J(q').

Lema 5. Cualquiera de las heuristicas genera una solucion éptima si para cada 1 < ¢ < k —1 se
tiene que r* + P(J(r?)) < ritl,
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Demostracion. Es claro que por la condicién del lema los calendarios generados por las heuristicas
tienen el mismo makespan entonces si uno de ellos es éptimo, el otro también lo es. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que J(r',¢') #0, 1 <i<k—-1y Jr'¢®) #0, 2 <i < k. Dada la
condicién del lema, el calendario generado por la heuristica LDT (o la heuristica LDT-G) contiene
k — 1 huecos, o(c) € J(r*) y B(c) comienza al tiempo r*. Ademads, todos los trabajos del conjunto
J(rk, q?) se asignan antes que los trabajos del conjunto .J (rk, q') por la naturaleza de las heuristicas.
Por lo tanto, el calendario es éptimo por el Lema 3. O

De los Lemas 4 y 5 se deduce que el calendario generado por cualquiera de las heuristicas puede no
ser 6ptimo si y solo si 7% + P(J (1%, ¢%)) < rit!t <7t 4+ P(J(r?)) para cada 1 <i <k — 1.

Lema 6. El calendario generado por la heuristica LDT es dptimo si o(0¥) € J(q").

Demostracion. Por la deduccién anterior, supongamos que 7 + P(.J(r?)) > ri*! para cada 1 < i <
k—1. Por la naturaleza de la heuristica LDT, sabemos que el tltimo trabajo asignado en o° pertenece
al conjunto J(g'). Dado que o(c®) € J(q'), es claro que o(c°) es el tltimo trabajo asignado en el
calendario por el Lema 1. Ademds, ¢° no contiene ningtin hueco por la suposicién, entonces o
consiste de un solo bloque. Ya que ¢; > gy(55) V j € B(0®) entonces 0 es 6ptimo por el Lema 3. [

G

Es claro que el calendario ¢ no esta incluido en el lema anterior por la naturaleza de la heuristica

LDT-G.

Sea j el primer trabajo asignado del conjunto J(r) para cada 2 < i < k en el calendario o,

definimos por §;(c°) = t; (0%) — 7" 1a longitud del desplazamiento del trabajo j. Se tiene en cuenta
que 6;(0%) =0,2<i<k.

5;(0°)

L,

T.l

Por otro lado, sea Cj, el tiempo de completés total del trabajo j; tal que t;, = maz {t;(o) | j € J(¢"), i =1,2}.

Corolario 2. La heuristica LDT genera un calendario optimo si
0 < 0k(0%) < Cjy (%) =% = P(J(*,¢%)) — ¢°
Demostracién. Supongamos que r* + P(J(r%, ¢%)) < ri*! para cada 1 < i < k — 1, entonces
Cjy (o) = 1% + 64(0®) + P(J (", ¢%)) + ¢°.

Por la condicién del corolario se deduce que Cj, (%) < Cj, (¢°). Por lo tanto, o(c®) € J(q') y 0 es
optimo por el Lema 6. ]



Lema 7. El calendario generado por la heuristica LDT-G es éptimo si o(a¥) € J(r¥, ¢?).

Demostracion. Es facil ver que B(c®) siempre comienza al tiempo r* y, ademas, se tiene que qj >
do(oc) V J € B (JG) asignado antes del overflow job. Ahora, aplicando un razonamiento similar a la
demostracién del Lema 3 a los trabajos de B(c@) se deduce que cualquier reasignacién de un trabajo
de B(¢%) no reduce el makespan. Por lo tanto, c¢ es éptimo. O

Sea g;(0%) la longitud del hueco creado antes del tiempo r’ para cada 2 < i < k en el calendario
generado por la heuristica LDT-G. Nétese que un calendario 0 tiene k — 1 huecos y que o puede
contener huecos (inevitables).

9:(c%)
Lo o,
Ti_l T'i

Recordemos que J es el conjunto de los n trabajos.

Corolario 3. La heuristica LDT-G genera un calendario dptimo si

k
0< Zgi < Ch(a®) —rt = P(J) - ¢
=2

Demostracion. Notemos que

k
Cir (@) =r" + P()+ Y _gi+ 4"
1=2

ya que el dltimo trabajo asignado en el calendario ¢“ pertenece al conjunto J(g'). Por la condicién
del corolario se deduce que C’jl(as) < Cj, (0%); por lo tanto, o(c¥) € J(r*,¢%) y 0% es 6ptimo por
el Lema 7. [

Lema 8. Sea o el calendario generado por cualquiera de las heuristicas, o es optimo si 6;(c) =0
y gi(0) =0 para cada 2 <i<k.

Demostracion. Primero, se observa que si la condicién g;(c) = 0 para cada 2 < i < k no se
cumple, entonces todos los trabajos del conjunto J(r’) terminan su procesamiento antes del tiempo
r* para cada 1 < i < k — 1 y; por lo tanto, el calendario generado es éptimo por el Lema 5. Dadas
las condiciones del lema, es claro que o consta de k bloques asignados en su minimo tiempo de
inicio y que algin trabajo del conjunto J (rk_l, q') termina su procesamiento al tiempo r*. Ademads,
por la naturaleza de la heuristica LDT, a partir del tiempo r* todos los trabajos ain disponibles
del conjunto J(q?) son asignados antes que los trabajos restantes del conjunto .J(¢'). Luego ¢ no
contiene trabajos emergentes, entonces la demostracién procede de manera similar a la del Lema
3. En el caso de ¢©, la condicién ¢;(c) = 0 siempre se cumple y la condicién g;(¢) = 0 asegura
que el calendario o© consta de k bloques asignados en su minimo tiempo de inicio; por tanto, la
demostracién es similar al caso anterior. O



Sea q(r") para cada 1 <14 < k— 1 el tiempo de entrega del trabajo j cuando t;(c) < r*! < ¢;(0%) y
recordemos que Gmaz(r'T!) es el maximo tiempo de entrega de los trabajos liberados al tiempo ri*1.

q(r)
q(rl"“)

I
rl+2

i+1

S es dptimo.

Lema 9. Si para cada 1 < i <k — 1 se verifica que q(r%) > Gmaz(r"T1), entonces o
Demostracion. Si q(r%) > qmaz(r*t1) para cada 1 < i < k — 1, entonces ¢; > do(esy Para todo
j € B(c%); por lo tanto, el calendario es éptimo por el Lema 3. O

Consideramos la posibilidad tedrica de que ninguna de las condiciones establecidas anteriormente
se cumple; por lo tanto, se aplica un algoritmo de programacién dindmica que resuelve el problema
SUBSET SUM y que puede utilizarse para resolver el problema de calendarizacién en tiempo pseudo-
polinomial.



Capitulo 5

Heuristica LDT-R

5.1. Descripcién

Anteriormente se establecié que las heuristicas LDT y LDT-G consisten en k fases, siendo k el niimero
de tiempos de liberacién de la instancia dada, donde cada fase tiene dos partes. La primera parte
asigna los trabajos del conjunto .J(¢?), y la segunda parte asigna los trabajos del conjunto J(q') y
algunos de los trabajos que no fueron asignados en la fase anterior con tiempo de entrega ¢'. Esta
segunda variante de la heuristica LDT estandar consiste en agregar una tercera parte a cada fase
k pero solo cuando es necesario. Con la intenciéon de simplificar la descripcién de esta heuristica se
define lo siguiente.

Se denota el trabajo de empuje critico por j,.. para cada 1 < i < k—1 cuando tj, < ritl < G (o)
tal que g; , < Gmaz(r1) donde gpaz (') es el maximo tiempo de entrega de los trabajos liberados
al tiempo 7!, Decimos que es un empuje critico debido a que el trabajo j,: retrasa el tiempo de
inicio de un trabajo con mayor tiempo de entrega.

Sea A" C J(r, ¢") el subconjunto de trabajos calendarizados en el intervalo [+ P(J (1, ¢%)), cj (o)),
el objetivo es recalendarizar los trabajos del subconjunto A? resolviendo el problema SUBSET SUM.

](Ti’qZ) ](Ti+1,q2)
——t— i 1y
J(r',q")

Figura 5.1: Representacién del conjunto A’
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5.2. SUBSET SUM

El problema SUBSET SUM [12] consiste en determinar si un subconjunto de un conjunto finito de

n

numeros enteros {aj, ag, ..., a, } puede sumar un valor objetivo s = > a;; por ende, se trata de un
i=1

problema de decisién cuya respuesta serda “si” en caso de que exista tal subconjunto cuyos elementos

aj suman s o “no” en caso contrario. Este problema es NP-completo [13]; no obstante, en su versién
computacional es NP-duro.

5.3. SUBSET SUM Yy el problema de calendarizacion

La heuristica LDT-R invoca un algoritmo de programacién dindmica con tiempo O(ns) que resuelve
el problema SUBSET SUM [1]. La subrutina empleada genera una solucién al problema de calenda-
rizacién gracias a las propiedades estructurales derivadas de éste y su estrecha relacién establecida
con el problema.

Dada una instancia para el problema 1|r; € {rl, ...,rk} , Qi € {ql,qg} |Cmaz, las instancias corres-
pondientes para el problema SUBSET SUM se definen de la siguiente manera. Los tiempos de
procesamiento de los trabajos del conjunto J(r%,¢'), 1 <4 < k — 1, son los p niimeros enteros para
el problema SUBSET SUM (p < n, p = |J(r%,¢')|). Sea s definido por la longitud del intervalo
[rt + P(J(ri,q2)),cjri (0)], es decir, s = ¢;,(0) — rt — P(J(r,q?)). Esta subrutina solo se aplica
cuando existe j,.i ya que, de lo contrario, el calendario generado es 6ptimo segin el Lema 3 (ver en
el capitulo 3).

Para la heuristica LDT-R consideraremos dos versiones, las cuales generaran dos posibles calendarios.
Sean o®(A) y of{(A) los calendarios generados por las heuristicas LDT-R! y LDT-R2, respectiva-
mente. Para resolver el problema SUBSET SUM, en ambas versiones, se aplican diferentes posibles
subconjuntos A’. En cada versién solo se utilizara un posible subconjunto por cada tiempo de libe-
racion que potencialmente puede conducir a generar una solucién éptima. Estos subconjuntos, los

~

cuales nombraremos Ay, v Ay, se generan mediante la subrutina antes mencionada.

Sea Af)pt C J(r%, q') la solucién obtenida del problema SUBSET SUM tal que

P( z)pt) > TH_I - Ti - P(J(?”i,q2))

P(Al,) = min P(4)

Lo cual significa que Aépt es el subconjunto mas pequeno de tal forma que produce el menor despla-
zamiento y con esto el calendario ®(A) no contiene ningtin hueco (que se pueda evitar).

Anélogamente, sea /Tgpt C J(r%,q') la solucién obtenida del problema SUBSET SUM tal que

P(AL ) < rit! — i P(J(ri,g2))

opt

P(A ) = mix P(AY)
Ai

donde A C J(r%,q") es un subconjunto similar a A* que cumple con la siguiente restriccion

ri+ P(J(r, ¢%)) + P(A7) < ri*!



Entonces A\épt es el subconjunto mas grande de modo que produce el hueco méas pequeno posible

antes de cada tiempo de liberacién r?, 2 < i < k. En el calendario JR(A\) los trabajos del conjunto
J(rt,q%) ocupan el intervalo [r, 7% + P(J(r?, ¢?))], mientras que el intervalo [r® + P(J(r%, ¢?)), ri 1]
queda reservado tinicamente para los trabajos del subconjunto Af)pt.

5.4. Primera versiéon de la heuristica LDT-R: LDT-R!

Similar a la heuristica LDT, la heuristica LDT-R! asigna los trabajos con mayor tiempo de entrega
liberados al tiempo 7! de forma continua y en cualquier orden. Una vez asignados todos los trabajos
del conjunto J(r!,¢?), se asigna de forma iterativa el trabajo del conjunto J(r!,¢') con el mayor
tiempo de procesamiento de tal manera que el dltimo trabajo asignado de este conjunto comience
su procesamiento antes del tiempo 72 y sea completado después o al tiempo r2. Si el dltimo trabajo
asignado de J(r!,q') se completa después de r2, entonces se verifica la existencia del trabajo de
empuje critico j,1 y se aplica la subrutina SUBSET SUM para obtener el subconjunto Aipt. Los
trabajos del conjunto J(r!,¢') que no pertenecen al subconjunto A})pt son incluidos en el conjunto
J(r?,¢"). Una vez asignados los trabajos de A})pt, se asignan inmediatamente los trabajos del conjunto
J(r%,¢%). Después se asignan los trabajos de J(r?, ¢') siguiendo las mismas condiciones de antes, se
verifica la existencia de j,2 para invocar la subrutina y se asignan los trabajos de Agpt en el calendario

of*(A). Este procedimiento se repite de la misma manera para los siguientes tiempos de liberacién.

5.4.1. Ejemplo 1

Consideramos la siguiente instancia para comparar los calendarios generados por las heuristicas
LDT y LDT-R!. Cabe mencionar que los calendarios generados por la heuristica LDT de las dos
instancias consideradas en este capitulo no cumplen con ninguna de las condiciones de optimalidad
antes establecidas.

ry = pL=5|q="17
ro=0 | ppo=9 | q =2
r3=0 | p3=7|q3=2
r4=0 | pa=4|q =2
15 =17 |ps =2 ¢ =7

LDT
12 30
16 23 29
| I T .
I I I I I -
0 5 14 17 21 23 27

Figura 5.2: Calendario o



En la figura 5.2 se muestra el calendario o generado por la heuristica LDT.

LDT-R!

En la primera fase, la heuristica LDT-R! asigna los trabajos con mayor tiempo de entrega liberados
al tiempo 7! = 0, en este caso solo asigna el trabajo j;. Ahora se asigna de forma iterativa el trabajo
del conjunto J(r!,¢') con el mayor tiempo de procesamiento de tal manera que el ltimo trabajo
asignado de este conjunto comience su procesamiento antes del tiempo 72 = 17 y sea completado
después o al tiempo 2. Ya que t3(UR(A)) + p3 > 17 se identifica el trabajo 3 como el trabajo de
empuje critico j,1. Entonces los trabajos del subconjunto A! = {ja, j3} serdn reasignados.

12
16 23
| I S
I I [ I i
0 5 14 17 21

Figura 5.3: Calendario 0%(A) generado hasta la fase 1

Se aplica la subrutina SUBSET SUM, obteniendo como resultado el subconjunto A(l)pt = {jo,ja}. El
trabajo j3 es incluido en el conjunto J(r2, ¢'). Los trabajos del conjunto .J(r2, ¢?) son calendarizados
inmediatamente después de los trabajos de A(l)pt. Finalmente se asignan los trabajos del conjunto
J(r?,q").

12 21
16 20 29
| T T .
| | I | -
0 5 14 17 18 20 27

Figura 5.4: Calendario of(A)

A diferencia del calendario generado ¢, el makespan del calendario of'(A) es igual a 29; en otras
palabras, se redujo el maximo tiempo de competés total.



5.4.2. Ejemplo 2

Veamos otro ejemplo con una instancia de 11 trabajos.

rm=1 | p=1] q@a=3
ro=1 | pp=11| ¢=3
rg=1 | p3=3 | gg=1
rg=1 | pa=2 | ¢a=1
r5=9 | ps=2 1| ¢g=3
r6 =9 | ps= g6 =1
r7=9 | pr= qr =

rs=9 | pgs=2 | gs=1
r9=9 | pgp=1| g=1
ro=24|poo=2{qo=3
rn=24 | pnu=1|q1=3

LDT

7 9 19 24 26 30

[ |

| S
111 I I I I I 11 I -
o1 2 3 6 8 9 11 18 23 24 25 27 28 29
Figura 5.5: Calendario o
En la figura 5.5 se muestra el calendario o generado por la heuristica LDT.
LDT-R!
5 6 14
7 9 19 24 26

| T T T T T S
I I I I I I 11 -
o1 2 3 6 8 9 11 18 23 24 25

Figura 5.6: Calendario of(A) generado hasta la fase 2



Dado que no existe el trabajo j,1, la subrutina no se aplica en esta primera fase. Por esta razon la
heuristica crea un hueco de longitud 1 que no se puede evitar en el intervalo [8,9]. A continuacién se
identifica el trabajo 8 como el trabajo j,2 pues tg(cf*(A)) + ps > 24; los trabajos de A? = {jg, j7, js}
son reasignados.

7 9 19 24 25 30
| T T -|- T S
I | | | | Il I | i
o1 2 3 6 8 9 11 18 23 24 26 27 29

Figura 5.7: Calendario o(A)

Se obtiene el subconjunto Agpt = {Jje6,J7,Jo} tras aplicar la subrutina. Nétese que el makespan del

calendario o*(A) es menor que el de 0.

5.5.

Segunda versién de la heuristica LDT-R: LDT-R?

La heuristica LDT-R? es semejante a la heuristica LDT-R! puesto que en cada fase i se Veriﬁ(@ la
existencia del trabajo j,: pero al aplicar la subrutina SUBSET SUM se obtiene el subconjunto A})pt.

5.5.1.

Ejemplo 1

Retomamos la instancia del Ejemplo 1 de la heuristica LDT-R! con el fin de comparar los calendarios

generados.

r =
ro =0
7"3:0
rg =0
7‘5:17

P11 =9
p2=9
p3 =17
ps =4

p5 =2

G =71
G2 =2
q3 =2
qq =2
g5 =7




LDT

16 23 29
| T ] N
I I I I I g
0 5 14 17 21 23 27

Figura 5.8: Calendario o
LDT-R?
12

16 23
| T S
I I I I -
0 5 14 17 21

Una vez que se identifica el trabajo 3 como el trabajo de empuje critico j,1, se aplica la subrutina

Figura 5.9: Calendario 0®(A) generado hasta la fase 1

SUBSET SUM a partir de la cual se obtiene el subconjunto Acl)pt = {Jjs,Ja}-

12 26
“o
| T R
| | I | >
0 5 12 16 17 19 28

En este caso, se produjo en el calendario o (A) un hueco dado por el intervalo [16,17] y el makespan

Figura 5.10: Calendario o%(A)

se mantuvo igual con respecto al calendario generado por la heuristica LDT.



5.5.2. Ejemplo 2

Retomamos la instancia del Ejemplo 2 de la heuristica LDT-R!.

rnm=1 | p=1|qa=3
ro = pe=11] ¢=3
r3 = p3=3 | @3=
ra=1 | pa=2 | @u=1
r5=9 | ps=2 | ¢=3
r6=9 | ps=7 | g=1

7= pr=5 | g =1
rs = ps = qs =
T9 = P9 = g9 =

ro=24|po=2|qo=3
ri1 =24 |pnu=1|q1=3

LDT

7 9 19 24 26 30
| -|_ T T S
N I | | | | | [ [ -
01 2 3 6 8 9 11 18 23 24 25 27 28 29

Figura 5.11: Calendario o

LDT-R?
5 6 14
7 9 19 24 26
| T T -I- T N
T 1 | — T 1 >
01 2 3 6 8 9 1 18 23 24 25

-~

Figura 5.12: Calendario 0®(A) generado hasta la fase 2

Tras identificar el trabajo 8 como el trabajo j,2 pues tg(c(A)) + pg > 24 se aplica la subrutina,
entonces los trabajos de A% = {Jg, j7,js} son reasignados.



7 9 19 24 25 30
l T T T T T -|- S
N I I | | I [ I I -
01 2 3 6 8 9 M 18 23 24 26 27 29

-~

Figura 5.13: Calendario o%(A)

Al aplicar la subrutina en la segunda fase se obtiene que Egpt = A?,pt = {Je,J7,Jo} debido a que

P(AS,) =10 =12 = P(J(r* ¢%))
Es decir, A2, produce el menor desplazamiento (63(c®(A)) = 0) y, a la vez, el hueco méas pequeno

(g3(c*(A)) = 0). Entonces ambas versiones de la heuristica generan el mismo calendario, un calen-
dario que no contiene ningtn trabajo de empuje critico.



5.6. Condiciones de optimalidad

Lema 10. El calendario o generado por cualquiera de las dos versiones de la heuristica LDT-R es

dptimo si o(c®) € J(¢®) y off no contiene un trabajo j,.:.

Demostracion. Dado que off no contiene un trabajo j,:, entonces 7' + P(J(r?)) < r*! para cada
1 <i < k—1. Por la tltima condicién, B(c®) comienza al tiempo 7*. Es en este punto donde es
claro que los calendarios generados por ambas versiones de la heuristica LDT-R tienen el mismo
makespan; de esta forma si uno de ellos es éptimo, el otro también lo es. Ademds o(c”?) € J(¢?)
por lo cual se tiene que ¢; > g, r) V j € B(o®) asignado antes del overflow job. Aplicando un
razonamiento similar a la demostracién del Lema 3 a los trabajos de B(oft) se deduce que cualquier
reasignacién de un trabajo de éste conjunto no reduce el makespan. Por tanto, o es 6ptimo. O

Lema 11. El calendario oc¥'(A) es dptimo si o(c®(A)) € J(q') y o®(A) contiene los trabajos j,i,
1<i<k—1.

Demostracion. Ya que o (A) contiene los trabajos j., 1 <i < k — 1, entonces o'*(A) no contiene
ningin hueco pues 7 + P(J(r%)) > 7! para cada 1 < i < k — 1. Esto implica que el calendario
of*(A) consta de un solo bloque. También o(c®(A)) € J(q'), siendo asi, o(cf*(A)) es el tltimo trabajo
asignado en of{(A) por el Lema 1. Puesto que ¢; > Qo(aR(A)) V J € B(of!) entonces of(A) es 6ptimo
por el Lema 3. O

El calendario O'R<A\) no estd incluido en el lema anterior por la naturaleza de la segunda versién de
la heuristica LDT-R.



Capitulo 6

Conclusiones

El estudio del problema con un niimero arbitrario de tiempos de liberacién, tiempos de procesamien-
to y dos tiempos de entrega nos permitié generalizar las condiciones de optimalidad establecidas
anteriormente en el estudio del problema con dos tiempos de liberacién, tiempos de procesamiento
y dos tiempos de entrega.

Llevar a cabo el estudio considerando solo dos tiempos de entrega nos permitié identificar los casos
cuando hay conflicto para garantizar optimalidad ya que el problema surge principalmente cuando
un trabajo de menor tiempo de entrega (menos urgente) retrasa el tiempo de inicio de un trabajo
urgente (que pertenece a J(q?)).

Conforme se agregan mas tiempos de entrega en las restricciones del problema, méas consideraciones
se deberdn tomar pues para encontrar donde ocurre el potencial conflicto se deben identificar los
posibles overflow jobs. Por ejemplo, para el problema 1|r; € {7’1, ...,rk} Qi € {ql,q2,q3} |Cmaz s€
deberan considerar los retrasos generados por los trabajos con tiempos de entrega ql y 2.

Serd necesario realizar experimentos computacionales con la finalidad de probar la eficiencia préactica
de las condiciones de optimalidad establecidas en este estudio para las diferentes heuristicas.

Este enfoque propuesto, tanto las heuristicas como las condiciones de optimalidad, puede extenderse
para las configuraciones con mas de dos tiempos de entrega. No obstante, para llevarlo a la practica
sera necesario profundizar en el estudio de los subcasos con tres o mas tiempos de entrega.
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Capitulo 7

Notaciones

Conjunto de n trabajos con tiempos de liberacién,
tiempos de procesamiento y tiempos de entrega.

Un trabajo del conjunto J.

Tiempo de liberacién del trabajo j.

Tiempo de procesamiento del trabajo j.

Tiempo de entrega del trabajo j.

Calendario.

Tiempo de inicio del trabajo j en el calendario o.

Tiempo de completés del trabajo j en el calendario o.
Tiempo de completés total del trabajo j en el calendario o.
makespan.

El conjunto de trabajos con tiempos de liberacién

y entrega 'y q¢', respectivamente, con i = 1,..., k yl=1,2
El conjunto de trabajos con tiempo de liberacién 7.

El conjunto de trabajos con tiempo de entrega ¢'.

La suma de los tiempos de procesamiento de todos los
trabajos del conjunto A C J.

El calendario generado por la heuristica LDT.

El calendario generado por la heuristica LDT-G.

overflow job.

El bloque critico del calendario o.



Trabajo emergente.
Activo.
kernel.

Longitud del desplazamiento del primer trabajo asignado
del conjunto J(r') para cada 2 <i <k en o.

Longitud del hueco creado antes del tiempo r* para cada 2 <i < k en o.

El trabajo de empuje critico.

El subconjunto de trabajos calendarizados en el intervalo [r! + P(J(r%, ¢%)), cj ()]

El subconjunto de trabajos tal que ri 4+ P(J(r?, ¢%)) + P(A?) < rit!,

El calendario generado por la heuristica LDT-R!.

El calendario generado por la heuristica LDT-R?.

Subconjunto obtenido tras resolver el problema SUBSET SUM de la heuristica LDT-R!.

Subconjunto obtenido tras resolver el problema SUBSET SUM de la heuristica LDT-R2.
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