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Resumen

En el presente trabajo estudiamos la formacién de precios a través de un libro
de 6rdenes, mediante un modelo estocastico basado en cadenas de Markov abiertas a
tiempo discreto, inspirado en el modelo propuesto en [18]. Exploramos analiticamente
el modelo utilizando la técnica de las funciones generadoras de momentos, para de-
ducir relaciones de recurrencia para los primeros momentos de los precios de compra
y venta. Realizamos simulaciones numéricas para comprobar la capacidad del modelo
para reproducir las propiedades estadisticas méas reportados en la literatura. Ademaés,
realizamos estimaciones sobre la irreversibilidad en los rendimientos logaritmicos y tra-
tamos de caracterizar el flujo de informacion mediante el ingreso de 6rdenes a mercado,
para evaluar su impacto en la irreversibilidad de los rendimientos. Asimismo, hicimos
estimaciones sobre la irreversibilidad de datos reales de las criptomonedas Bitcoin y
Ethereum.
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Capitulo 1

Introduccion

Los mercados financieros son lugares fisicos o virtuales, en los cuales se comercian
bienes cominmente llamados instrumentos financieros, entre los que podemos encontrar
acciones, bonos y criptomonedas, entre otros.

Los comerciantes, personas que desean obtener un beneficio econémico al participar
en los mercados financieros, necesitan disenar estrategias que les permitan reducir sus
pérdidas y aumentar sus ganancias en la medida de lo posible. Para favorecer el diseno
de dichas estrategias es necesario estudiar la formacion de precios, es decir, cémo el
precio de los bienes cambia a lo largo del tiempo y cémo se ve afectado por diversos
factores, por ejemplo, la informacién disponible en los medios, como las noticias o redes
sociales.

En los mercados financieros, los comerciantes desean comprar o vender una cierta
cantidad de un cierto instrumento financiero a un determinado precio. Al conjunto de
esta informacion (instrumento, cantidad y precio) que representan los intereses de los
comerciantes, se le denomina orden. Estas érdenes son almacenadas en bases de datos
llamadas libros de ordenes. Estas bases de datos, ademas de almacenar los intereses
de los participantes, también permiten efectuar las transacciones de compraventa y
facilitan el acceso al mercado.

Antes del auge de la computacion, las 6rdenes se registraban a mano en libretas, de
alli que la herramienta que se utiliza en la actualidad se siga llamando libro de 6rdenes.
En la actualidad, con el auge de los dispositivos electrénicos, resulta indispensable el
uso de mejores herramientas, como lo son los libros de 6rdenes modernos.

La formacion de precios a través de modelos de libros de 6rdenes es un tema amplia-
mente estudiado[18, 19, 8, 23, 10, 14, 4, 2 15, 16], para ello se ha propuesto una gran
cantidad de modelos [18, 19, 8, 23, 10, 14, 4], todos ellos con sus ventajas y limitaciones.
La mayoria de ellos puede catalogarse en una de dos categorias, los modelos de agentes
y los modelos estocasticos, dependiendo del enfoque que se le de al modelo.

Describir matematicamente el comportamiento exacto de todos los comerciantes de
un mercado financiero es imposible, sin embargo, aproximar su comportamiento como
un conjunto de procesos estocasticos ha demostrado ser una buena aproximacion.

En matematicas, un proceso estocastico es un modelo no determinista usado para



describir la evolucién temporal de un fenémeno. Esto resulta adecuado cuando la des-
cripcion exacta de un fenémeno muy complicada o cuando el sistema estudiado puede
considerarse fundamentalmente aleatorio, como es el caso de los sistemas financieros.
Un ejemplo de esta situacion es el lanzamiento de una moneda. Sabemos que las le-
yes de la mecanica rigen la evolucion de este experimento; sin embargo una descripcion
mecanica exacta puede resultar poco practica. En este caso es claro que una descripcion
probabilistica nos ofrece una manera mas practica de describir este fenémeno.

La reversibilidad es la capacidad de un proceso para ocurrir en sentido opuesto. Es
decir, el proceso que lleva a un sistema del estado A al B, es reversible si, el proceso
que lleva al sistema del estado B al A también es posible e igualmente probable. La
irreversibilidad es la ausencia de esta capacidad y es muy frecuente en la naturaleza,
asi mismo, la irreversibilidad suele aparecer en sistemas que involucren la transmision
de informacién.

El funcionamiento de los mercados financieros es esencialmente discreto, los precios
a los que se comercian los instrumentos financieros, sin importar el tipo de cambio, son
multiplos enteros de una cantidad minima, mientras que los intervalos de tiempo estan
dados por la velocidad de las herramientas computacionales que se dispongan. De modo
que modelar un libro de érdenes como un sistema a tiempo discreto es una propuesta
bastante razonable.

En el presente trabajo propondremos un modelo estocastico sencillo de libro de
6rdenes, estudiaremos la formacion de precios y la irreversibilidad dentro del mode-
lo. Probaremos la capacidad del modelo para reproducir algunas de las caracteristicas
estadisticas mas reportadas en la literatura. Finalmente utilizando datos reales estima-
remos la irreversibilidad de algunas criptomonedas.



Capitulo 2

Antecedentes

Los mercados financieros son espacios fisicos o virtuales en los cuales se realiza el
intercambio de instrumentos financieros. La herramienta utilizada por la mayoria de
los mercados financieros para almacenar los intereses de sus participantes es llamada
libro de érdenes limite o simplemente libro de drdenes [6]. En esencia, un libro de
ordenes es una base de datos privada que contiene la informacion de todas las érdenes
enviadas al mercado, como lo pueden ser: el tipo de orden, precio, cantidad, fecha, etc.
En la literatura generalmente se habla de libros de doble subasta (double auction en
inglés), esto se refiere al hecho de que en dicho libro existen érdenes de compra y de
venta. Se dice que un mercado es impulsado por érdenes (order-driven en inglés), si
sus participantes interactiian mediante un libro de érdenes limite. En estos sistemas las
ordenes son ejecutadas siguiendo la regla “primero en precio, primero en tiempo”, es
decir, al decidir que orden ejecutar, el precio tiene prioridad sobre el tiempo en el que
las 6rdenes llegaron al libro [6].

2.1. Fenomenologia

Para empezar a estudiar los libros de 6rdenes es necesario comprender algunos de
los conceptos mas usados dentro de la literatura, como lo pueden ser:

= Precio de venta (ask price en inglés), cominmente denotado por a(t), es el precio
mas bajo que un vendedor aceptara por un bien.

= Precio de compra (bid price en inglés), cominmente denotado por b(t), es el precio
mas alto que un comprador pagara por un bien.

» Brecha (spread en inglés), comtinmente denotado por s(t), es la diferencia entre
el precio de venta y el de compra, es decir,

s(t) = a(t) — b(t). (2.1)



= Precio medio (mid price en inglés), cominmente denotado por m(t), es el prome-
dio entre el precio de venta y el de compra, es decir,

m(t) = —L 2 (2.2)

= La volatilidad es una medida estadistica del cambio en el precio de un instrumento
financiero.

Otro concepto muy referido en la literatura es la hipétesis de los mercados eficientes,
una idea propuesta por Eugene Fama [3], que hace referencia al cémo los precios de un
bien reflejan la informacién disponible sobre el mismo. Esta hipdtesis tiene tres formas:
débil, semifuerte y fuerte. La forma débil supone que el precio actual de los bienes
refleja el historial de precios de los mismos, por lo tanto, bajo esta hipdtesis, no es
posible aumentar los rendimientos mediante el andlisis de series de tiempo. En la forma
semifuerte se asume que el precio actual de los bienes ademas de reflejar el historial
de precios, refleja también toda la informacién publica relacionada al bien, de modo
que, la tinica forma de aumentar los rendimientos es mediante informacién privilegiada.
Finalmente, en la forma fuerte de la hipdtesis de los mercados eficientes se asume que el
precio de un bien refleja toda la informacion existente del mismo, por lo tanto, no existe
forma alguna de aumentar los rendimientos ya que estos son esencialmente aleatorios.

En los mercados financieros reales existen muchos tipos de 6rdenes, sin embargo, la
mayoria de los modelos consideran solo tres tipos bésicos de érdenes [18, 19, 8, 23 10,

, 4], los cuales son:

= Orden limite, estas 6rdenes representan la intencién de los comerciantes para
comprar o vender una cantidad especifica de bienes a un precio especifico. Estas
6rdenes pueden entenderse como ofertas, pues representan el deseo de un comer-
ciante de realizar una transaccién muy especifica. sin embargo, la culminacion de
dicha transaccién no esta asegurada. Las ordenes limite permanecen en el libro
por tiempo indefinido, hasta ser canceladas o ejecutadas.

= Orden a mercado, son 6rdenes para comprar o vender bienes de forma inmediata
al precio disponible en el mercado. Estas érdenes representan las transacciones de
compraventa.

= Orden de cancelacion, estas érdenes cancelan érdenes limite del libro. Estas orde-
nes no representan transacciones y se dan por ejemplo, cuando un comerciante ya
no desea esperar a que su orden limite sea ejecutada.

Estas definiciones y una lista mas extensa sobre los tipos de 6rdenes existentes puede
ser encontrada en [0].



2.1.1. Propiedades estadisticas de los libros de 6rdenes

La digitalizacién de los mercados financieros ha facilitado el acceso a la informacién
de los mismos. Esto ha permitido observar y analizar ciertas caracteristicas dentro de
la dinamica interna de los libros de érdenes.

En [0] podemos encontrar caracteristicas que nos podrian ayudar a construir modelos
de libros de 6rdenes mas elaborados, caracteristicas como los intervalos de tiempo entre
ordenes a mercado, los cuales tienen distribuciones que se asemejan a una distribucion
tipo Weibull [16] o también una distribucién g-exponencial [12]. La caracterizacién
del volumen de las 6rdenes limite se suele proponer como una distribucién tipo ley de
potencias [15, 23], mientras que la distribucién de érdenes limite asemeja también a una
ley de potencias alrededor de los precios de compra y venta [10]. Tal como se muestra
en [1] el tiempos que tarda una orden en ser ejecutada o cancelada también asemeja a
una ley de potencias.

De igual forma, el acceso a estos sistemas a permitido observar fenémenos como
la zona con mayor concentracion de ordenes limite, la cual esta lejos de los precios de
compra y venta [10] asi como la diferencia en la actividad financiera al inicio y al final
del dia [2].

El acceso a la informacion de estos sistemas a permitido estudiar cosas como el
niumero total de érdenes limite que existen a una distancia Ap de los precios de compra
y venta como un indicador de la liquidez del mercado [23] y el cambio en el precio de
un bien debido a la ejecucién de una orden a mercado [1].

2.1.2. Hechos estilizados

La dindmica de los mercados financieros puede diferir mucho entre uno y otro,
debido a factores como el tipo de instrumento que se comercie, el pais y el afio que se
estudie. A pesar de eso, existen una serie de caracteristicas empiricas frecuentemente
observadas en las series de tiempo financieras, estas caracteristicas se suelen llamar
hechos estilizados o stylized facts. Entre las mas comunes tenemos [1]:

= Distribucion de cola pesada para los rendimientos. Se ha observado que
los rendimientos y rendimientos logaritmicos tienen este tipo de distribucion.

= Ausencia de autocorrelacién lineal entre los rendimientos. Se ha observa-
do que la funcién de autocorrelacion entre los rendimientos sucesivos se aproxima
rapidamente a 0 y se mantiene con valores insignificantes [13, 19, 138]. Este hecho
se suele considerar una evidencia de la hipdtesis de mercados eficientes, pues de
haber una correlacién significativa, entonces seria posible extraer una ganancia
sistematica del mercado. En datos de alta frecuencia se suele observar una auto-
correlacion negativa en los primeros desfases, este hecho se atribuye al fenémeno
llamado bid-ask bounce[l7].

= Agrupamiento de volatilidad. Este fenomeno se refiere a la persistencia o
lento decaimiento de la autocorrelacién lineal del cuadrado o valor absoluto de los



rendimientos. Esta autocorrelacién implica un cierto grado de predictibilidad en
la amplitud de los rendimientos, y a menudo se interpreta como una correlacién
en la volatilidad de los rendimientos y no sobre los rendimientos mismos [17].
Graficamente podemos notar este hecho como una agrupaciéon de periodos de alta
volatilidad.

» Asimetria en la distribucién de rendimientos. Se ha observado que los
rendimientos negativos grandes son més frecuentes que los positivos [19].

= Normalidad agregada. Se ha observado que al aumentar la escala de tiempo
con la cual se calculan los rendimientos, la propiedad de cola larga se vuelve menos
pronunciada [1].

2.2. Modelos

Los modelos de libros de érdenes son representaciones simplificadas de la dindmica
interna de los mercados financieros. A nivel fundamental buscan proveer algo de enten-
dimiento acerca de cémo las caracteristicas microscopicas de estos sistemas afectan a
las macroscopicas, como lo pueden ser la liquidez, la formacion de precios, entre otros.
La mayoria de los modelos en la literatura pueden clasificarse en una de dos categorias,
los modelos estocasticos y los basados en agentes, de acuerdo a cémo estos tratan de
aproximarse a la dinamica de estos sistemas.

2.2.1. Modelos basados en agentes

Los modelos basados en agentes o también llamados perfectamente racionales tratan
de caracterizar matematicamente el comportamiento de uno o mas tipos de inversores,
a los cuales llaman agentes. Estos agentes “toman decisiones”de acuerdo a su caracteri-
zacion y la informaciéon que tienen. Estos modelos suelen hacer suposiciones auxiliares
sobre el comportamiento de los agentes.

En [19] se propone un modelo en donde se consideran dos tipos de agentes basados
en el comportamiento de inversores reales. En este trabajo se reproducen algunos de
los hechos estilizados, y se estudia el impacto sobre estos al variar la poblacién de los
agentes o los pardmetros que caracterizan a un mismo tipo de agente, por otro lado en
[14] se propone un modelo en donde se asumen dos tipos de agentes, unos que traten
siempre de maximizar sus ganancias y otros que suben ordenes de forma aleatoria. En
este trabajo se estudia el impacto sobre el mercado al variar la poblacién de dichos
agentes.

2.2.2. Modelos estocasticos

Los modelos estocéasticos o de cero inteligencia imponen una serie de condiciones
a un conjunto de procesos estocédsticos con la finalidad de recrear la dindamica de las



ordenes dentro del libro, sin tomar en cuenta el proceso de la toma de decisiones que
implica.

En [8] se propone un modelo de agentes, en donde los agentes toman decisiones de
forma aleatoria. Su finalidad era comparar los resultados obtenidos con datos reales,
teniendo como conclusion que este tipo de modelos, a pesar de su simpleza, son capaces
de reproducir ciertas caracteristicas de sistemas reales. Por otro lado en[18] se propone
un modelo a tiempo continuo, cuyos parametros estan basados en observaciones de datos
de alta frecuencia. Este modelo esta pensado en ser lo suficientemente sencillo cémo para
ser tratado de forma analitica, pero a la vez capaz de reproducir algunas caracteristicas
empiricas de los libros de 6rdenes, su objetivo es reproducir la dindamica de los libros
de érdenes a tiempos cortos, asi como estudiar la predictibilidad de ciertos eventos.
En un trabajo mas reciente [5], se propone un modelo en donde el flujo de érdenes
se modela como un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, y se busca hacer predicciones sobre caracteristicas béasicas del mercado,
cémo la volatilidad. Al final se concluye que el modelo tiene muchas limitaciones.

En la seccion 3.3 proponemos un modelo estocastico capaz de reproducir cuali-
tativamente algunos de los hechos mas reportados en la literatura, pero a su vez lo
suficientemente sencillo como para ser tratado analiticamente, hasta el punto de ob-
tener relaciones de recurrencia para los valores esperados de los precios de compra y
venta.






Capitulo 3

Metodologia

3.1. Procesos estocasticos e irreversibilidad

3.1.1. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov fueron introducidas por el matematico ruso Andrey Mar-
kov alrededor de 1905. Su intencién era crear un modelo probabilistico para analizar la
frecuencia con la que aparecen las vocales en poemas y textos literarios. El éxito del
modelo propuesto por Markov radica en que es lo suficientemente complejo cémo para
describir ciertas caracteristicas no triviales de algunos sistemas cientificos y sociales, pe-
ro al mismo tiempo es lo suficientemente sencillo para ser analizado matematicamente.
Repasaremos lo conceptos basicos de las cadenas de Markov siguiendo las definiciones
hechas en [11].

Dado que las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocastico, empezaremos
definiendo estos procesos.

Definicién. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; :
t € T} parametrizadas por un conjunto 7', llamado espacio parametral, en donde las
variables toman valores dentro de un conjunto S llamado espacio de estados.

Definicién. Se dice que un proceso estocéstico discreto {X,, : n € N} es una cadena
de Markov si cumple con la condicién de Markov,

P(Xn = I’n+1|X0 = Xy, ---;Xn = ZL‘n) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = fL’n), (31)

esto quiere decir que el estado de la cadena al tiempo n depende tunicamente de su
estado en el tiempo inmediatamente anterior.

Probabilidad de Transicion. Sean i y j dos estados de una cadena de Markov. A
la probabilidad,
kij(n,n+1) = (X, = j| X = 19), (3.2)

9
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se le denomina probabilidad de transicién y representa la probabilidad de pasar del
estado i al j en el salto de tiempo de n a n+ 1. Cuando la probabilidad &;;(n,n+ 1) no
depende de n, se dice que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo, de modo
que la notacién se puede simplificar como k;;, para cadenas de Markov estacionarias.

Distribucion de probabilidad. De forma general, el estado de una cadena de Mar-
kov a tiempo n se denota mediante un vector llamado distribucion, que es de la forma:

Pn = (pn,Oa Pn,1, )a tal que, anz = 17 (33)

en donde la componente p,, ; representa la probabilidad de que la cadena se encuentre en
el estado 7 al tiempo n. Adicionalmente la evolucién de una cadena de Markov se puede
dar a partir de un estado inicial ¢ bien definido, o de forma mas general, partiendo de
una distribucién inicial py.

Teorema de Probabilidad total. Sea M un espacio muestral, {A4;}! ; una particién
sobre M y B C M, entonces,

ZIP’ P(B|A)), (3.4)

es decir, la probabilidad de que un evento suceda en cualquier parte de una particion
es igual a la probabilidad de que suceda un elemento de la particion multiplicado por
la probabilidad condicional del evento B dado el elemento A de la particion.

Proposicién (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Para cualesquiera pares de
nimeros enteros r y n, tales que, 0 < r < n y para cualesquiera dos estados i y j, se
cumple,

n) =Y k(r)kii(n —r). (3.5)

Demostracion. Por el teorema de probabilidad total y la propiedad de Markov,
kl](n) =P(X, = j|X0 = i)
_ Z =7, X, =k, Xo = 1)
X(] = Z)
= ZIP’ w =X, = B)P(X, = k| X, =)
k

= kij(n = r)ki(r).
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Proposiciéon La probabilidad de transicién en n pasos estd dada por la entrada (3, j)
de la n-esima potencia de la matriz de transicion K, es decir,

kij(n) = (K")g;. (3.6)

Demostracién. Aplicando el teorema de Chapman-Kolmogorov, tenemos,
kiy(n) = > ki (Dkii(n — 1)
= > ki (Dkiiy (ki (n = 2)

11,82

21...0n—1

= (K")y-

Definicién. Sea {X; : t € T'} un cadena de Markov con espacio de estados Sy sea
1 € S un estado cualquiera. Definimos el periodo del estado ¢ como

d(i) = m.c.d{n > 1: ky(n) > 0}, (3.7)
en donde m.c.d significa maximo comun divisor. Si d(i) = 1, se dice que el estado es

aperiodico.

Definicién. Se dice que una cadena de Markov con espacio de estados S es irreducible
si para cualesquiera dos estados 7,7 € S se cumple

kij(n) > 0, (3.8)

es decir, es posible llegar de un estado cualquiera i a otro estado cualquiera j, en un
nimero finito de pasos.

Proposicion En una cadena de Markov irreducible, todos los estados tienen el mismo
periodo, por lo que, si un estado tiene periodo k se dice que la cadena tiene periodo k.

Evolucién de una distribucién

Una matriz de transicién establece una dindamica en el conjunto de las distribuciones,
sobre el espacio de estados de la correspondiente cadena de Markov. En palabras mas
simples, la distribucién de probabilidades a tiempo 1, dada por p;, esta relacionada con
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la distribucién inicial pg a través de la matriz de transicion, de la forma:
prj = P(X1 = j)
= P(X; = j|Xo = i)P(Xy = i)

o bien en forma matricial,
p1 = pok.
De forma general para n > 1,
Pn = pPn1K = pgK". (3.10)

Es decir, tenemos una sucesién infinita de distribuciones de probabilidad p;, en don-
de todas salvo la primera estan relacionadas con la anterior mediante la matriz de
transicién.

Estacionaridad

En procesos estocasticos existen distintos tipos de estacionaridad, pero todas se re-
fieren al grado con el cual el modelo probabilistico de una variable aleatoria indexada en
el tiempo permanece “constante”. Entre los diferentes tipos de estacionaridad tenemos:

» Estacionaridad fuerte o de orden N [22]. Sea {X;},-, un proceso estocdstico, se
dice que el proceso es fuertemente estacionario si,
P(Xy,...Xg) = (21,... 7)) =P( Xy, ... Xogr) = (21, ... 28)), (3.11)

es decir, la probabilidad conjunta de una trayectoria es invariante ante corrimien-
tos de tiempo.

» Estacionaridad de primer orden [J]. Se dice que un proceso estocastico {X;},2,
tiene estacionaridad de primer orden, si su densidad de probabilidad no depende
del tiempo, es decir,

P(X; =x)=P(Xy =x), Vtt. (3.12)

» Estacionaridad débil [22]. Se dice que un proceso estocéstico {X;},-, tiene esta-
cionaridad débil, si su valor esperado y autocovarianza son constantes, es decir,

(X) =n, (3.13)

COV(Xt7 Xt+l) = M- (314)

» Estacionaridad en cadenas de Markov [11]. Se dice que una cadena de Markov

con matriz de transicién K = (k;;) y distribucién de probabilidad = = (o, ...) es
estacionaria, si cumple con la ecuacién:

T = Zﬂ-iki,j' (315)
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Distribucién limite

Como ya se mencioné antes, la matriz de transicién K determina una sucesion de
distribuciones de probabilidad {p; }22,, sobre el espacio de estados de la correspondiente
cadena de Markov. Bajo ciertas condiciones, estas sucesiones pueden converger, por lo
que decimos que una distribucién de probabilidades converge a una distribucion limite
si,

p= lim p,. (3.16)
n—00
La distribucion limite es estacionaria para cadenas de Markov ergodicas, es decir cade-

nas de Markov en las cuales se puede pasar de un estado ¢ a un estado cualquiera j en
un numero finito de pasos.

Definicién. Sea K una matriz de transiciéon de una cadena de Markov y sea py su
distribucién inicial. Decimos que su distribucién limite es el vector dado por:

p= lim pgK", (3.17)
n—oo
cuyas componentes estan dadas por:

py = lm > pokis(n). (3.18)

3.1.2. Cadenas de Markov abiertas

Estudiaremos las cadenas de Markov abiertas siguiendo el trabajo [20]. Sea S un
conjunto finito con cardinalidad #S = s, el espacio de estados de una cadena de Markov
irreducible y aperiddica. Consideremos que sobre este espacio de estados transita una
coleccién de particulas siguiendo con la matriz de transicién @ : S x S — [0, 1], tal que
> ;¢ij < 1, con la desigualdad estricta cumpliéndose para al menos un ¢ € S. Podemos
interpretar estas probabilidades de la siguiente manera, las particulas pueden pasar de
un estado ¢ dentro de la cadena, a un estado j también dentro, con probabilidad ¢;; o
bien pueden salir de la cadena con probabilidad e; =1 — )" Qi Por ultimo definimos
{J*: ¢t € N} como una sucesién de vectores aleatorios que toman valores valores en S,
que representaran el ingreso de particulas a la cadena. Decimos que (S, Q, {J* : t € N})
es una cadena de Markov abierta con espacio de estados S, matriz de transiciéon Q) y
protocolo de entrada {J' : ¢t € N}. La Figura 3.1 ilustra el caso més general de una
cadena de Markov abierta de 3 estados, en la cual podemos observar los protocolos de
entrada J;, todas las posibles transiciones ¢; ; y las posibles salidas e;.
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q3‘3 q2,2

Figura 3.1: Esquema de una cadena de Markov abierta de 3 estados, donde podemos observar los
protocolos de entrada Jy, Jo y Ji asi como todas las posibles transiciones y salidas.

Sea {N' : ¢t € N} la sucesién de vectores aleatorios que representan la distribucién
de particulas del sistema al tiempo ¢. Es decir, N} representa el nimero de particulas
en el estado ¢ al tiempo t. En el contexto de cadenas de Markov abiertas se define
la evolucion de la distribucion de particulas en el espacio de estados, partiendo de la
distribucién inicial N mediante la ecuacién:

N+ = J' 4 R, (3.19)

donde el vector R! representa la redistribucién interna de las particulas al tiempo t y
cuyas componentes estan dado por:

Ri=Y B, (3.20)
j=1

donde B;Z representa el nimero de particulas que pasaron del estado j al ¢ al tiempo
t. La Figura 3.2 ilustra esta redistribucion.

t
Bij

t

o0
./ NGO

t

B>
L]

e

Figura 3.2: Esquema de la redistribucién interna de las particulas en una cadena de Markov.
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Definamos el vector A! con componentes,
B; si 1<5<s
Ab),; = b . T 3.21
es decir, el vector Al es una generalizaciéon de la redistribucién de las N; particulas
que habia en el estado i. Las primeras s componentes son la redistribucion interna R,
mientras que la ultima representa el nimero de particulas que salieron de la cadena
desde el estado 7. La Figura 3.3 ilustra esa redistribucién generalizada.

N—ZB m @
“T
RO,

B

(s)e®

Figura 3.3: Esquema de los elementos que componen al vector A.

En cada paso de tiempo, cualquier particula tiene s 4+ 1 posibles transiciones, cada
una con su respectiva probabilidad, es decir, cada particula se comporta como una
variable aleatoria categérica. Por lo tanto, el vector Al es un conjunto de variables
aleatorias categéricas, es decir, A! tiene distribucién multinomial con pardmetros z; y
N}, denotada por Al ~ multinom(z;, N}).

N o Jay st 1<j<s
@, ={" 5 == (322)

con

e;=1— Z Gij- (3.23)
=1

Evolucidén de la distribucion

Para obtener la matriz estocastica que gobierna el comportamiento del proceso
{N": t € N}, definimos p;(n) como la probabilidad asociada al estado N* = n, es decir,

pe(n) = P(N’ = n), (3.24)
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nos referiremos a p;(n) céomo la distribucién sobre el espacio de estados, la cual
puede escribirse como:

prr1(n) = P(Ntﬂ =n)
=Y P(N'=k)P(N'""' =n|N' = k)
> pi(n)P(N"*' = n|N' = k). (3.25)

keN;

Llamaremos propagador a la probabilidad condicional de (3.25) y la denotaremos por
K(k,n), es decir,

K(k,n) =P(N'""' = n|N' = k). (3.26)
Utilizando la ec. 3.19 podemos reescribir la ec. 3.26 como,
K(k,n)=P(J'+R' =n), (3.27)

dejando la dependencia de K sobre k implicita dentro del vector R, ya que éste depende
solo de la distribucién de las particulas al tiempo ¢, por lo tanto,

pevi(n) = Y pi(k) K (k,m). (3.28)

keN3

Suponiendo que J¢ y R? son independientes, entonces, la probabilidad conjunta es
el producto de las probabilidades, es decir,

PJ'+R'=n)= > PJ'=jR'=r)= ) PJ'=jPR =r), (3.29)
jtr=n j+r=n
por lo que podemos reescribir el propagador K como:

K(kn)= Y PJ' =jPR =r). (3.30)

j+r=n

Funciones generadoras

Para resolver p, utilizaremos la técnica de las funciones generadoras de momentos
(FGM). La funcién generadora de momentos de N* denotada por Gy : R® x R® — R se
define como:

G(a)=E [eNfaT} =3 pm)en”, (3.31)

neNg

analogamente definimos:

Fia)=E [eﬁaﬂ =Y B = e’ (3.32a)
H(a)=E [eRtaT] = S PR =) (3.32b)

reNg
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Notese que hemos omitido el subindice en la funcién generadora H debido a que los
vectores de redistribuciéon R y RY son independientes y tienen la misma distribucién,
por lo tanto, tienen la misma FGM.

Usando (3.32b) y (3.32a) podemos reescribir,

Gi(a) = Z pt+1(n)€MT

neNg

:ZZpt(k)Kkne

neNg keN

= > 3D nkP(R = )P’ = j)elitIe

keNg reNg jeNg

= nk)Fi(a)H(a). (3.33)

keNg

Para resolver H empecemos por considerar el vector aleatorio X definido como,
X =Y Al (3.34)
i=1

que representa la redistribucién de las particulas que habia en el estado ¢, cuya funcion
generadora de momentos esta dada por:

W(W)EE[@ f:lAEWT] HE[At T} (3.35)

to T
Alw

de donde podemos notar que el término E [e ] es una FGM. La cudl resolveremos

aprovechando el hecho de que Al ~ multinom(z;, k;), por lo que,

s

E [eAng] Z H 24 Wi
7‘7
Zaljfk“ HJ 1 27.7

s

= ) HJ : ZJH[ZZJ@ 5% (3.36)

> aij=ki

De esta tltima expresion podemos identificar la ultima suma como el desarrollo del

multinomio,
s+1 ki s ki
j=1 j=1

por lo tanto,

s s ki
<€ws+1€i + Z qi,jewj> . (338)
=1

=1



18

Ahora estableceremos la relacién entre H y W,

H(a)=E 'eRtaT} (3.39)
- 'eZ?=1R§%} (3.40)
—E H 2= Bl ] (3.41)
=F -ezw 1By ] , (342)
si definimos o’ = (ay, ..., 0), entonces,
H(a) =W(a'), (3.43)
es decir,
S S ki
=11 (ei +) qi,je%) . (3.44)
i=1 j=1
Definiendo .
H=) H, (3.45)
j=1
con
H, =In (61‘ + Z qi,jeaj> s (346)
j=1
llegamos a
H(a) = H () (3.47)
Sustituyendo (3.47) en (3.33), tenemos,
G Z pi(k kHT(a)7 (3.48)
keNg

reescribiendo la suma sobre k como una funcién generatriz, llegamos a la relacién de
recurrencia,

Gir1(a) = Fi(@)Ge(H (), (3.49)

cuya solucién es,
gt+1< ) gU H(t H-F;S r 7 (350)

donde el supraindice entre paréntesis representa la composicién de funciones, es decir
H™ = He-.-eH r veces. Suponiendo que los vectores {J? : ¢ € N} sean independientes
e idénticamente distribuidos, entonces,

Geii(@) = Go(H (o) [[ F(HD (@), (3.51)
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cuya solucién estacionaria G, esta dada por:

Gaat () = [[ F(HD (cv)). (3.52)

Cadena de Markov abierta de un solo estado

Consideremos la cadena de Markov abierta de un solo estado representada por el
diagrama de la Figura 3.4

49

()

J~ Ber(p) 1-q

Figura 3.4: Esquema de una cadena de Markov abierta de un solo estado.

Como se muestra en el diagrama, el protocolo de ingreso {J' : t € N} consiste en
una sucesion de variables aleatorias tipo Bernoulli con parametro p.
Por (3.33) sabemos que la FGM estd dada por:

Girr(@) = Fi(@) Y pi(k)H(a), (3.53)
k=0
con JF; dada por:
Fila) =3 B(J = j)e = (1= p+pe”), (38.54)

mientras que H, esta dado por:

H(o) =) P(R=r)e (3.55)

Al haber solo un estado R se reduce de una variable aleatoria multinomial a una bino-
mial, es decir, R ~ binom(k, ¢), por lo que,

I
N
oyl
~
—~
—
K
S~—
ol
=
—~
K
Q
Q
N—
3

1—q+qe®)", (3.56)
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es decir,
H(a) = (1 —q+qe®)". (3.57)
Sustituyendo (3.57) y (3.54) en (3.53), tenemos,

Gir1(a) = (1 — p+ pe) Zpt(k:)(l —q— qe™)F, (3.58)

haciendo H = In(1 — ¢ — ge®), tenemos,

Grvr(a) = (L=p+pe?) Y pi(k)e™, (3.59)
k=1
identificando la suma como una FGM obtenemos la relaciéon de recurrencia,
G () = (1 = p + pe”)Gi(H()), (3.60)
cuya solucién es,
t—1
Gi(a) = Go(HW () [ [(1 = pa" + pa"e®), (3.61)
r=0
con solucion estacionaria,
Guat(@) = [ [(1 = pa” + pg"e®), (3.62)
r=0

de donde podemos notar que el término entre paréntesis corresponde a la FGM de una
variable tipo Bernoulli con parametro pq”, entonces,

- i X,, (3.63)
r=0

con X, ~ Ber(pq"), con esto podemos calcular el valor esperado de N*,

N =) E[X]=) p=7"— a - (3.64)
r=0 r=0

y como las variables X, son independientes, entonces,

Var(N) = Z\/ar qu 1 - pq") -2 (3.65)

3.1.3. Entropia

La entropia es un concepto que nacio en la fisica, sin embargo, el concepto se extendid
a otras areas de la ciencia. En teoria de la informacion, para toda distribucién de
probabilidad se define una cantidad llamada entropia, esta cantidad es usada como
una forma de medir la informacién. Dentro de la teoria de la informacién podemos
encontrar mas de una definicion de entropia, a continuacion presentaremos aquellas
que utilizaremos, siguiendo las definiciones hechas en [24].
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Definicién. Sea X una variable aleatoria discreta con espacio de estados X y densidad
de probabilidad p(z) = P(X = z),2 € X. Definimos la entropia de Shannon como:

HX)= =3 p(a)In (plx). (3.66)

Esta entropia es una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria y es
la mas relacionada con la entropia fisica, ya que al multiplicar por la constante de
Boltzmann k;, y hacer p(z) = 1/, donde €2 es representa el nimero de estados posible
de un sistema fisico, recuperamos la entropia Boltzmann,

H = kyIn(Q). (3.67)

Definicién. Sean {X;}! , un conjunto de n variables aleatorias discretas con espacio
de estados X respectivamente y densidad de probabilidad conjunta p(xl, To, ... ,xn) =
P((Xl, Xo, .., Xp) = (21, 29, . .. ,xn)) Definimos la entropia conjunta como:

H(Xl,Xg,...,Xn) = — Z Z p(x1, xay .. xn) In[p(ay, 29, ... x,)] . (3.68)

T1EX] Tn€Xn

Definicién. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con el mismo espacio de
estados X' y con densidades de probabilidad p(z) = P(X =z),x € X y q(z) =P(Y =
x),x € X. Definimos la entropia relativa como:

Dl = - X pom (4. (3.60)

TEX Q(I)

También llamada divergencia Kullback-Leibler, es una medida de la diferencia entre
dos distribuciones.

Entropia en procesos estocasticos

Dado que en los procesos estocdsticos tenemos una sucesion infinita de variables
aleatorias, resulta natural preguntarse a qué ritmo crece la entropia de un conjunto
infinito de variables aleatorias. La tasa de entropia se define como ese ritmo de creci-
miento.

Definicién. Sea {X;} | una sucesién de variables aleatorias. Definimos la tasa de
entropfa como [24]:

h= lfm SH(X), Xo,. .. X,). (3.70)

n—oo N

La tasa de entropia es también una medida de la entropia por simbolo de un conjunto
de variables aleatorias.
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Definicién. Sea {X;} | una sucesién de variables aleatorias, p(z1, z2, ..., x,) =
P((Xl, Xoy .oy Xp) = (1,29, ... ,xn)) la probabilidad de ocurrencia de una trayecto-
ria y pr(z1,Ta,...,2,) = IP’((Xl,XQ, o X)) = (T, ,xl)) la probabilidad de
ocurrencia de la trayectoria en sentido opuesto. Definimos la tasa de produccion de
entropia [21] como:

1 U/ i
engingoﬁ Z Z p(z1,29,...,2,)1In P21, 22, ) : (3.71)

T1EX) anEX, pR( 1,42, ) n)

Esta es una cantidad que cuantifica el grado de irreversibilidad de un proceso estocéstico
y puede ser calculada como:
€p = hR — h, (372)

donde

o1
hg=— lim — Z Z p(ry, w2, .., 2n) In[pr(21, 22, ..., 20)] (3.73)

T1EX] Tn€Xn

3.1.4. Irreversibilidad
Reversibilidad

El concepto de reversibilidad hace referencia a la posibilidad de revertir un proceso
o trayectoria. Su definicion depende del contexto y aun asi puede variar. Por ejemplo,
en procesos estocasticos podemos encontrar las siguientes definiciones:

= Se dice que un proceso estacionario es reversible en el tiempo si Vn € N,
P(X1,....Xn) = (@1,...,20)) =P((X1,.... Xp) = (T, ..., 71)),  (3.74)

es decir, la probabilidad de ocurrencia de una trayectoria es la misma que la de
la trayectoria en sentido opuesto [11].

= En el contexto de cadenas de Markov, se dice que una cadena irreducible y ape-
riddica es reversible si cumple con la ecuacién de balance detallado, [11]

TiPijg = TiPji- (3'75)

Irreversibilidad

Se dice que un sistema es irreversible, si no cumple con su correspondiente condicién
de reversibilidad. En algunos casos, dada la complejidad de los sistemas, es imposible
evaluar la condicion de reversibilidad, para ello existen indicadores que nos dan una
medida de la reversibilidad de un proceso. En el presente trabajo utilizaremos la tasa
de produccion de entropia y el indice de irreversibilidad de patrones de tendencia para
cuantificar el grado de reversibilidad del sistema propuesto.
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Tasa de produccién de entropia. Como ya se definié antes, la tasa de entropia
esta dada por:

1 R
o= Jim = Y e X o) | BBl g

n—oo M 1, o9,..., T
T1EX] TnEX pr( 1,42, ) n)

sin embargo, en la practica no es posible evaluar el limite, por lo que aproximaremos la
tasa de produccién de entropia como:

1 L1,L2y...,Tp
6= Sy p(xl,m,...,xn)ln[p( b )], (3.77)

T1E€EX] Tn€Xn p?“( 1,42, 5 n)

conn € N.

Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia Como se propone en [7],
dada una sucesién {r; : t € N}, podemos definir la sucesién de tendencia de subida
como:

U;H_n = {Ti << Ty < Ti—l—n}a (378)

y la sucesién de tendencia de bajada como:
DE—HL = {T‘i T > Ty > Ti—l—n} , (379)

en base a estas sucesiones podemos definir las sucesiones de duracion de tendencias,
cuyos elementos estan dados por,

Ty(t) = max{n : ry < ... < Teyn}, (3.80)
T (t) = max{n :ry > ... > e} (3.81)

Definimos el indice de irreversibilidad de patrones de tendencia como:

I = D(ptllpy), (3.82)

en donde P; y P son las distribuciones de probabilidad de la duraciéon de las tendencias
de subida y bajada respectivamente, es decir, pi(n) = P(T} = n), p;(n) = P(T} = n)
conn € N.

3.2. Series de tiempo financieras

El analisis de series de tiempo financieras se centra en el estudio del valor de los
instrumentos financieros o activos como funcion del tiempo, es una disciplina altamente
empirica que cuenta con elementos de incertidumbre, como lo puede ser la volatilidad
de los rendimientos [22].
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Rendimientos

La mayoria de los estudios financieros involucran los rendimientos de un activo en
lugar de los precios del mismo. Esto se debe a que los rendimientos son un indicador
adimensional sobre las oportunidades de inversion, por lo que resultan mas interesan-
tes para los inversores. Por lo tanto, centraremos nuestro analisis en los rendimientos,
concretamente en los rendimientos logaritmicos ya que estos son los que exhiben las
propiedades estadisticas mas estudiadas.

En economia, existe mas de una definicion para el rendimiento de un activo, por
lo que presentaremos aquellas que utilizaremos a lo largo de este trabajo siguiendo las
definiciones hechas en [22], para activos que no pagan dividendos.

= Rendimiento simple de un activo. Sea P, el precio de un activo al tiempo t.
Definimos el rendimiento simple de periodo k como:

P _
Ry(k) = L ——t=* H 1+ R,;)—1. (3.83)
7=0

= Rendimiento logaritmicos. Sea P, el precio de un activo al tiempo ¢. Definimos
el rendimiento logaritmico de periodo k como:

ri(k) =1In <P]:_tk) = irt_j. (3.84)

Por simplicidad, nos referiremos al rendimiento logaritmico de periodo 1 como
rendimiento logaritmico, es decir. sin especificar su periodo.

= Rendimiento absoluto. Sea P, el precio de un activo al tiempo ¢. Definimos el
rendimiento absoluto de periodo k como:

(k)] = |In (Pit) ‘ | (3.85)

En estadistica, la funcién de autocorrelacién de una serie de tiempo {r;} nos indica
el grado de dependencia lineal entre r; y sus valores rezagados r;_;, también es utiliza-
da como una herramienta para encontrar patrones repetitivos dentro de una serie de
tiempo.

Sea r; una serie de tiempo débilmente estacionaria. Definimos la autocorrelacién de
lag-l, como la correlacién entre r; y su valor rezagado r;_;, es decir,

Funcién de autocorrelacién

Cov(ry,r Cov(r, r—
pi(re, 1) = v(r 1) = V(e l), (3.86)

\/Var (ry)Var(r,_;) Var(r;)
en donde Cov es la covarianza y Var la varianza. Bajo la hipotesis de estacionaridad
débil, p; debe ser una funcién tinicamente de [ con valores entre [—1, 1], algunas de sus

propiedades son las siguientes [22]:
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" po =1
" DL=P-i

= Se dice que una serie de tiempo no esta autocorrelacionada, si y solo si p; = 0
para toda [ > 0.

Para un conjunto {r;}._, con media 7 la autocorrelacién de lag-l se puede estimar

como [22]:
. (=) —7)
pl(ﬁ,ﬁ-l) — Z(Tt _ f)Q 9

0<I<T—1. (3.87)

3.3. Modelo propuesto

El modelo que proponemos a continuacién se trata de un modelo estocastico basado
en cadenas de Markov a tiempo discreto para un libro de érdenes de doble subasta. La
idea es que el modelo sea lo suficientemente sencillo como para ser tratado analitica-
mente, pero que a su vez pueda reproducir algunas de las caracteristicas més observadas
en series de tiempo financieras. Ademas utilizaremos el modelo para estudiar la irrever-
sibilidad en series de tiempo financieras.

3.3.1. Aspectos generales

El modelo representa un libro de érdenes dentro del cual podemos distinguir los tres
tipos basicos de érdenes, las cuales son:

s Orden limite
= Orden de cancelacién
s Orden a mercado

Para representar el estado del libro construiremos dos vectores acoplados que re-
presentaran las érdenes de venta y compra respectivamente. Sean A; y B;) el nimero
de érdenes de venta y compra respectivamente a precio p y tiempo t. Definimos los
vectores A' y B! que representaran estado del sistema a tiempo ¢ como:

At= (AL AL ), B'=(B.B.,...). (3.88)
Definimos el precio de compra a(t) y el precio de venta b(t) como:
a(t) = min{p : A} # 0}, (3.89)

b(t) = max{p : B, # 0}, (3.90)

Para describir el flujo de 6rdenes definiremos los siguientes vectores aleatorios
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= Flujo de érdenes limite de venta a tiempo t, representado por el vector aleatorio
I*(b), cuyas componentes estan dadas por,

t — I;Ltn b(t),
I'(b) = {07 gzb(t% (3.91)

es decir, el flujo de 6rdenes limite de venta estd restringido a los precios por encima
del precio de compra b(t).

= Flujo de 6rdenes limite de compra a tiempo ¢, representado por el vector aleatorio
J*(a) cuyas componentes estdn dadas por,

ooy [ p<alt),
J(a):{07 p> alt) (3.92)

es decir, el flujo de érdenes limite de compra estd restringido a los precios por
debajo del precio de venta a(t).

» Flujo de d6rdenes de cancelacién de venta, representado por el vector C' cuyas
componentes estan dadas por,

Ci(AL), AL #£0
t — p p/ D )
Ch = { 0. Py (3.93)

» Flujo de érdenes de cancelacién de compra, representado por el vector D! cuyas
componentes estan dadas por,

D!(BY), B:#0
t p p/ P )
D' = { 0. Bl (3.94)

» Flujo de d6rdenes a mercado de venta representado por M! cuyas componentes
estan dadas por,

t — M;;a p:a(t),
M _{ 0. palb), (3.95)

» Flujo de 6rdenes a mercado de compra representado por Nt cuyas componentes
estan dadas por,

t N;;? p=0b(t),
N :{O, £ b(b). (3.96)

Ya que hemos establecido los tipos de érdenes a considerar, y que hemos introducido
los vectores que representaran el movimiento de las mismas. Proponemos la dinamica
a cuatro tiempos dada por:
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1. Arribo de érdenes a mercado de compra t — t + 1:

B;“ = B]’; — Nlﬁ (B;) ,  p=0b(t), (3.97)
2. Arribo y cancelacion de érdenes de compra t + 1 — ¢ + 2:
B2 = Bttt 4 gttt Dttt (3.98)
3. Arribo de érdenes a mercado de venta t +2 — t 4 3:
Aﬁ?’ = Af,“ — M;“ (A;”) , p=a(t+2), (3.99)
4. Arribo y cancelacion de ordenes de venta t + 3 — t + 4:

ATA = AT i3 oS, (3.100)

La dindmica propuesta se ilustra en la Figura 3.5 y se estudiard de forma analitica en
el siguiente capitulo.

Jt I

A
AL ] _ A

Nb

e
D t

Figura 3.5: Representacién esquematica del modelo de libro de érdenes propuesto, utilizando cadenas
de Markov abiertas.

3.3.2. Simulacion de control

Utilizando la dindmica propuesta se realizaron simulaciones de control, con las si-
guientes distribuciones

(Ordenes limite) I' ~ Ber(qs) J' ~ Ber(q,) (3.101)

(Ordenes de cancelacién) — C* ~ Binom(A?, p,) D' ~ Binom(B, p,) (3.102)

(Ordenes a mercado) M! ~ Binom(Ay, ). 7s) N* ~ Binom(By, 75)(3.103)

con las cuales se evaluo la calidad del modelo y se estimé la irreversibilidad del mismo.
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3.3.3. Simulacién tipo Markov

Es un hecho que las érdenes a mercado no se comportan como variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, pues el precio de un bien refleja al me-
nos una parte de la informacién referente al mismo. Partiendo de esta idea modelamos
las érdenes a mercado de manera tal que podamos introducir una fuente de irrever-
sibilidad y estudiar su impacto sobre la irreversibilidad en los rendimientos. Para ello
implementamos la siguiente cadena se Markov.

Sea {X,, : n € N} una cadena de Markov con espacio de estados s = {0,1,..., N}
y matriz de transicién @ : N x N — [0, 1], cuyas componentes estan dadas por:

q si j=(i+1) mod(N +1)
Qij=41—¢q si j=(N+i—1)mod(N+1) (3.104)
0 cualquier otro caso,

en donde mod es la funciéon modulo. Esta cadena tiene una estructura de anillo como
se muestra en la Figura 3.6.

@ q @
\\ q /4
q
l-q\ 74
[ ]

Figura 3.6: Esquema de una cadena de Markov en anillo de N estados.

Esta cadena de Markov tiene la propiedad de ser reversible si ¢ = %,

ble cuando q # %, lo que nos permitird comparar los resultados para ambos casos.
Denotaremos la distribucién generada por esta cadena como X ~ Markov(NV, q).

e irreversi-



Capitulo 4

Resultados

4.1. Calculos analiticos

En esta seccion estudiaremos el comportamiento conjunto de las variables aleatorias
a(t) y b(t) definidas en las ecuaciones 3.89 y 3.90 respectivamente. Al igual que en la
Seccién 3.1 utilizaremos la técnica de las funciones generadoras de momentos, por lo

que empezaremos calculando las matrices de transicion o propagadores.

4.1.1. Propagadores

Sea p(z,y) = P(a(t) = z,b(t) = y) la distribucién de probabilidad conjunta de las
variables aleatorias a(t) y b(t) y sea po(x,y) la distribucién inicial. En términos de los

propagadores, las distribuciones a tiempos posteriores estan dadas por:

pea(w,y) =Y ki (2 2) pr (2, y)

x'y’

prea(,y) =Y ko (202, 9) i (27, ),
$/,y/

prya(T,y) = Z ks (2, 45 2, y) prea (2, 9)
CE, y/

pera(w,y) =Y ki (2,2, 9) pres (2 y))
x'y’

dondet=4n,n € Ny

t+1)=x;b(t+1)=ylalt)=2,0(t) =9,
t+2)=x;b(t+2)=y|alt+1) =2z
t+3)=z;0(t+3)=ylalt+2) =20t +2)=1),
t+4)=z;0(t+4) =y |alt+3)=2"0(t+3)=1v).

ki (2, 2,y) =P (a
ke (2,92, y) =P (a
ks («',y's x,y) =P (a
k4 (33/73/533,9) =P (a

AAA/—\

,7b(t+ 1) = y/)>

(4.1)
(4.2)
(4.3)

(4.4)

Durante esta secciéon se buscara una expresion para cada uno de estos propagadores,

bajo la suposicion de independencia y estacionaridad.

29
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Evolucion de t at+1
Para describir el propagador k; correspondiente a la ecuacion:
t+1 __ t t t _
Bp - Bp - Np(Bp)v b= b(t), (49)
notemos que no hay cambio en el vector A%, es decir A"t = A?, por lo tanto,

ki = POt+1)=yl|blt)=y)P(a(t+1)=2x]a(t)=2") (4.10)
Y

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre y y 3/, que son:
1. y>1vy,
2. y=1v,
3. y<y.

Trataremos cada uno de estos casos por separado, bajo las siguientes hipdtesis de esta-
cionaridad e independencia entre componentes

= La probabilidad de que no existan érdenes limite de compra en p al tiempo ¢ es
constante y esta dada por:

P(B,=0) =7. (4.12)

= La probabilidad de que al tiempo ¢ las érdenes a mercado ejecuten todas las
ordenes limite de compra existentes en el precio de compra es constante y esta
dada por:

P(B, = N,) = p. (4.13)

Anadlisis de los casos

1. y > 9/, dado que las 6rdenes a mercado remueven Ordenes limite, el precio de
compra no puede crecer, es decir,

k(o' 2,y) =0, y>y. (4.14)

2. El diagrama de la Figura 4.1 ilustra el caso y = 1/, para que esto ocurra solo es
necesario que en p = 3 las érdenes a mercado no ejecuten todas las érdenes limite
existentes, es decir,

k(2 yse,y)=1—p, y=y. (4.15)
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A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ 1Ordenes ejecutadas
c
()
IS
=
o
=
y=y
Precio

Figura 4.1: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y = ¢/

tras la ejecucion de 6rdenes a mercado.

3. El diagrama de la Figura 4.2 ilustra el caso y < 1/, para que esto ocurra se debe
cumplir que:

s Las drdenes a mercado ejecuten todas las érdenes limite existentes en el
precio de compra, lo cual ocurre con probabilidad,

= En los precios p € [y — 1,y + 1] no debe haber érdenes limite, lo cual tiene
probabilidad,

y'—1
P(By1=0,....B,,=0)= ][] P(B,=0)=""" (4.17)

p=y+1
= Por iltimo, en p = y debe haber al menos una orden limite, es decir,

P(B,#0)=1—7. (4.18)

Por lo tanto,

k() ys2,y) = pu(l =) 0 oy <y (4.19)
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A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[""]Ordenes ejecutadas

Volumen

¥
Precio
Figura 4.2: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y < ¢/’

tras la ejecucion de 6rdenes a mercado.

Por lo tanto, de forma general de propagador k; es:
k(2 g2, y) = Op 1—p, y=1y (4.20)

Evolucién de t+1 at+2
Para describir el propagador ks correspondiente a la ecuacion:
B'? = gttt 4 gttt — pitt (4.21)
notemos nuevamente que no hay cambio en el vector A!, por lo tanto,
ko(a' y'sa,y) =P (0t +2) =y | bt+1)=9)0pa. (4.22)

Al igual que en el caso anterior, empezaremos por realizar algunas hipédtesis, bajo la
suposicién de independencia entre las componentes B;, y D]ﬁ y asumiendo que el sistema
se encuentra en el estado estacionario.

= La probabilidad de que todas las érdenes limite en p sean canceladas es constante
y estd dada por:
P(B," = DiHy =¢, (4.23)

= La probabilidad de que al tiempo t 4+ 1 no lleguen érdenes limite de compra en p
es constante y esta dada por:

P(JT =0) =¢. (4.24)

Al igual que en el caso anterior existen tres posibles relaciones entre y y v/
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Andlisis de los casos

1. El diagrama de la Figura 4.3 ilustra el caso y = 9/, para este caso necesitamos
que:

= En los precios p € [y + 1,2 — 1] no lleguen érdenes limite, lo cual ocurre con
probabilidad,

]P)(J?j;:-ll = Oa tee ;tll = ) = Cac—y—l‘ (425>

» En p = ¢/ debe haber al menos una orden limite, lo cual tiene probabilidad,

P(BL #0) =1 - (¢, (4.26)
por lo tanto,
ko2’ ys 2, y) = VL =€), y =Y. (4.27)
A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ |Ordenes canceladas
g
g
S
y=vy
Precio

Figura 4.3: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y = ¢/

tras el arribo y cancelacién de 6rdenes limite de compra.

2. El diagrama de la Figura 4.4 ilustra el caso y > ¢/, para este caso necesitamos
que:

» En los precios p € [y + 1,2 — 1] no lleguen 6rdenes limite, lo cual ocurre con
probabilidad,
P(J4=0,..., .5 =0)=¢"v1 (4.28)

= En p = y debe llegar al menos una orden limite, lo cual ocurre con probabi-
lidad,
P(JM #0)=1-¢. (4.29)

Por lo tanto, para este caso,

ka2 g5, y) = ¢V (1=0), y>y. (4.30)
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A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ ingreso de érdenes

de compra

Volumen

y/ v

Precio

Figura 4.4: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y > o/
tras el arribo y cancelacién de 6rdenes limite de compra.

3. El diagrama de la Figura 4.5 ilustra el caso y < ¢/, para este caso necesitamos
que:

= En p =y haya al menos una orden limite, lo cual tiene probabilidad,

P(B #0) =1—-£C. (4.31)

= En los precios p € [y, '] no deben llegar érdenes limite, lo cual tiene proba-
bilidad,

P =0, J5) = ¢l (4.32)

» En los precios p € [y + 1,¢] se deben cancelar todas las érdenes limite
existentes y no deben llegar nuevas o6rdenes, lo cual tiene probabilidad,

P =004 = B, (5 =0 D = BYID) = GO

Por lo tanto, para este caso,

k(2 y s, y) = ¢V NI — €OV, y <. (4.34)
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A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ ]Ordenes canceladas

Volumen

"
Precio

Figura 4.5: Esquema del movimiento del precio de compra. El diagrama ilustra el caso en que y < ¢/’
tras el arribo y cancelaciéon de érdenes limite de compra.

Por lo tanto, la forma general del propagador ks es:

1=y <y
ko(2' s 2,y) = O (4.35)
¢ 1=¢) oy >y.

Evolucion de t+2 at+3
Para describir el propagador k3 correspondiente a la ecuacion:
t+3 _ At+2 42 pt+2 _
A=A = MJTE(AT),  p=alt), (4.36)
notemos que no hay cambio en el vector B?, por lo tanto,
ks(2' 9y, y) = P(a(t +3) =2 | at +2) = 2') b, (4.37)

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre x y ', las cuales resolveremos por
separado bajo las siguientes hipotesis

= La probabilidad de que en p a tiempo t + 2 no haya érdenes limite de venta es
constante y esta dada por:

P(ALF = 0) = 7. (4.38)

= La probabilidad de que al tiempo t 4 2 las 6rdenes a mercado ejecuten todas las
ordenes limite en el precio de venta es constante y esta dada por:

P(AL? = M%) = . (4.39)
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Andlisis de los casos

1. El diagrama de la Figura 4.6 ilustra el caso x > 2/, para este caso necesitamos
que:

» En p =2/, las 6rdenes a mercado ejecuten todas las érdenes limite existentes,
lo cual tiene probabilidad,

P(AL?2 = ME?) = p. (4.40)

» En los precios p € [z 4+ 1,2" — 1] no debe haber 6rdenes limite de venta, lo
cual tiene probabilidad,

£+2 42 —a'—1
IP(A;_LH =0,... ,A;Ll =0)=7""""". (4.41)
= Por dltimo, en p = = debe haber al menos una orden limite de venta, es
decir,
2
PAL? #£0)=1—17. (4.42)
A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ ]Ordenes ejecutadas
c
@
£ -
>
S
. 'T/ x
Precio

Figura 4.6: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x > x’.
tras la ejecucién de 6rdenes a mercado de venta.

Por lo tanto,
ks(a' s, y) = p(y" " (1 =) x> a, (4.43)

2. El diagrama de la Figura 4.7 ilustra el caso x = 2/, para que esto ocurra solo
necesitamos que en p = ' las érdenes a mercado no ejecuten todas las érdenes
limite existente, por lo tanto,

ks(x',y52,y) =1—p x=2a. (4.44)
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A I Ordenes de venta
I Ordenes de compra
[ Ordenes ejecutadas

Volumen

z=a

Precio

Figura 4.7: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que = = ’.
tras la ejecucién de 6rdenes a mercado de venta.

3. x < 2/, nuevamente dada la naturaleza de las 6rdenes a mercado este caso tiene
probabilidad 0.

Por lo tanto, la forma general del propagador k3 es:

1—p, x=ua
ks(a',y's 2, y) = 0y < (1 — o G AL (4.45)
0 r <.

Evolucion de t+3 at+4
Para describir el propagador k4 correspondiente a la ecuacion:
AP A1 [t ot (4.46)
notemos que no hay cambio en el vector B?, por lo tanto,
ky(@' y'szyy) =P(alt +4) = | at +3) =) 0y, (4.47)

lo que nos deja con tres posibles relaciones entre x y 2’ las cuales resolveremos bajo las
siguientes hipotesis

» La probabilidad de que todas las érdenes limite de venta en p sean canceladas es
constante y esta dada por:

P(AL? = CLP) =¢. (4.48)

= La probabilidad de que no ingresen érdenes limite de venta en p al tiempo t + 3
es constante y esta dada por:

P =0) = C. (4.49)
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Analizando los casos

1. El caso x = 2’ se ilustra en la Figura 4.8,

A I Ordenes de venta
[ ] Ordenes de compra
["""] Ordenes canceladas

Volumen

Precio

Figura 4.8: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x = z
tras el arribo y cancelacién de érdenes limite de venta.

para que esto ocurra es necesario que:

= En los precios p € [y + 1,z — 1] no lleguen 6rdenes limite, lo cual ocurre con

probabilidad,

P —0,..., [F) = (=, (4.50)

= En p = x debe haber al menos una orden limite, lo cual tiene probabilidad,
P(I;H #0,057° #+ ATF) =1 - ¢¢. (4.51)
Por lo tanto para este caso,

k(@' y's2,y) = VN1 = (€)dyy, v =2 (4.52)

2. El caso x > 2’ se ilustra en la Figura 4.9, para que esto ocurra es necesario que:

» En los precios p € [y + 1,z — 1] no lleguen érdenes limite, lo cual ocurre con

probabilidad,
P =0,..., 1.5 =0)=¢"v (4.53)
» En los precios p € [2/,x — 1] se deben cancelar todas las 6rdenes limite, lo
cual tiene probabilidad,

P(CH3 = AL . O3 = A3y = ¢, (4.54)
= En p = x debe haber al menos una orden limite, lo que tiene probabilidad,

P(CLH # AL I #£.0) = 1 — (€. (4.55)
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Por la tanto para este caso,

o, _ rx—y—1 r—x’ /
ko2 ysxy) =C (1—=CEE" 6y = >2a (4.56)
A I Ordenes de venta

I Ordenes de compra

[ ]Ordenes canceladas
c
[]
IS
S
S

. a’ T
Precio

Figura 4.9: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que x > 2
tras el arribo y cancelacién de 6rdenes limite de venta.

3. El caso x < 2’ se ilustra en la Figura 4.10, para que esto ocurra necesitamos:

= En p = z, llegue al menos una orden limite, lo cual que tiene probabilidad,

P(IIT? #£0) =1~ (4.57)
= En los puntos p € [y + 1,z — 1] no lleguen 6rdenes limite, lo cual que tiene
probabilidad,
P53 =0,... Il =0)=¢"v L (4.58)
Por lo tanto para este caso,
ka(a e, y) = V1L = Q)dyy x < (4.59)
A ] Qrdenes de venta
I Ordenes de compra

I (ngreso de ordenes

de venta

il

Precio

Volumen

Figura 4.10: Esquema del movimiento del precio de venta. El diagrama ilustra el caso en que z < z’
tras el arribo y cancelacién de érdenes limite de venta.
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Por lo tanto, la forma general del propagador ky es:

1) wz
k4(l’/, y/; xz, y) = 5y,y’ (460)
¢ (1 - () r <.

Resumen

En resumen, la evolucién del sistema esta dada por los nucleos:

ki = 0y 4 1—p, y=1 (4.61a)

VM1 -9 y <y
kg == 5:c,z’ . (461b)
¢l 1-¢) oy >,

1— p, x=2a
ks = 0y Q (L =)™ "7 x> af (4.61c)
0, x <,

- e a2
ki =0, (4.61d)
¢evi(1 =) x <.

La probabilidad de que no haya érdenes limite en p al tiempo ¢, sin importar el
tiempo de orden esta dada por:

P(A' = 0) = P(B, = 0) = 7. (4.62)

Dado que cada punto dentro del libro puede describirse con el diagrama de la Figura
4.11
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q

J~ Ber(p) 1-g

Figura 4.11: Representacién esquematica del modelo de libro de érdenes propuesto, utilizando cade-
nas de Markov abiertas.

correspondiente al ejemplo de la Subseccion 3.1.2, entonces, el niimero de érdenes en p,
sin importar el tipo esta dado por

P(AL = 0) = P(B!, = 0) = ]P’(i X, =0), (4.63)

donde X, ~ Ber(pq"), es decir,

POY_ X, =0) = [[PCx, =0) = [J(1 — pg) = e (ITZo0-r) = 37 mntiopa),
r=0 r=0 r=0
(4.64)
utilizando la aproximacién de Taylor a primer orden
eXrzo M(1-P0") o~ T2 = o T (4.65)
es decir .
vy e T, (4.66)

La probabilidad de que a tiempo ¢ no ingresen 6rdenes limite en p, sin importar su
tipo esta dada por:
IP’(J;, =0)= IP’(I; =0) =, (4.67)

dado que I, J ~ Ber(p), entonces
C=1-p. (4.68)

La probabilidad de que las 6rdenes a mercado ejecuten todas las érdenes limite en
p a tiempo t esta dada por:

P(M, > A}) =P(N, > B,) = p, (4.69)
es decir .
p=P0M > A) =" P(M =m). (4.70)

At
mpr
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4.1.2. Funciones generadoras

De la misma manera que en la Seccién 3.1.2, usaremos los propagadores para deter-
minar las funciones generadoras, una por cada propagador. Recordemos que la funcion
generadora esta definida como:

G(a, B) = E[e™™ Y], (4.71)

utilizando la definicion de esperanza,

Gl ) = B = o)™+, (4.72)

de modo que, Gy; esta dada por:

Giyi(a ZZ/{: 2y y)pei (2, Y ))e aztfy (4.73)

7y x 7y

cont=4n,n e Neie {1,2,3,4}.
Por simplicidad, se omitiran los argumentos de k£ durante el desarrollo de las funcio-
nes generadoras, mientras que la suma ), sy la distribucién p,(z’,y') se abreviaran

como Y_"y p' cuando sea posible.

Primer funciéon generadora G,

Partiendo de la definicién:

G (a Zthrl T, y)e* Y = Zpt z'y Zk XY (4.74)

sustituyendo k; por su expresién en (4.61a) y reacomodando las sumas, tenemos,

G = Zp’ o’ { pe® + p(l -~ Z WYy By} (4.75)

y=y'—1

haciendo el cambio de variable u =3’ —y — 1,

G = Zp’ o’ { we™ + p(1 = 7)Y " (e u} (4.76)

notando que la suma sobre u corresponde a una suma geométrica,
1—79)e”?
G § (o' +BY iz n] 477
t+1 = pe — 1) 1— ye P ( )

finalmente reescribiendo la suma sobre x’ y ¢ como una funcién generadora, llegamos
a?

)b
Guns(a ) = Gulan ) { (1= + HE =2 (4.78)
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Segunda funcién generadora G, o

Partiendo de la definicién:

Giio(a, B) = Zpt” (z,y)e** TPy = Zpt+1 2,y Zk; P (4.79)

haciendo p' = pyyq(2',y') y sustituyendo ks de (4.61Db), tenemos,

z'—1
Gryz = Zp’ { ) Y e 4 (1-€0) Zcx e ﬁ} (4.80)

y=y'+1 y=y’

cambiando los indices de las sumas por n = 2’ — y — 1 en la primer suma y n =14’ — y
en la segunda, llegamos a,

' —y' -2 )
Groo = Zp/ az’ { Qe B’ —1) Z (Ce Py + (1 — gocﬂc’—y’—leﬁy’ Z (<§6—5>"} :

n=0 n=0
(4.81)
ahora notamos que las sumas corresponden a sumas geométricas y por lo tanto,

’ — —Byr'—y'~1 ’
Ghog = Zp/ am{ )5@71)1 (Ce >—5y b (1= £C)CE 1BV _;_5}’

1 —Ce (Se
(4.82)
reagrupando,
— Qe P 4 1—-¢ 1—&C I By
G p/ ax’ { e,Bx 4+ (= + Cz’ Y 66y ’
e Z 1—(e™?) ¢ —=¢e ) ¢(1—(Ee?)
(4.83)
. —¢)e—P _ _
haciendo ¢;(—0) = Ei_gi_ﬁ), co(=pB) = —C(licf_ﬁ) + C(liég_ﬁ), tenemos,
G = 3 e {es(-B)% + ea(~p)7 VM, (4.84)
haciendo g =In(¢) = ( =€y h=1n(§) = £ = €,
Giyo = Zp’ aa’ { ) pa! + CQ<_B)€QI/+(B_9)Z/}7 (4.85)
separando las sumas,
Gy = c1(— Zp’ (@B’ 4 e (— Zp otz +(B-g)y’ (4.86)
identificando cada una de las sumas como funciones generadoras,
Gria(a, B) = ci(=B)Gria(a+ B,0) + ca(=B)Gra(a+ g, 8 — g), (4.87)

1—C)e P — —
con Cl(_ﬁ) = 21_276)7 02(_B) = _C(liggfﬁ) + C(liég—a)-
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Tercer funcién generadora Gy, 3

Partiendo de la definicién:

Gis(a, B) = ZpHg x,y)e O‘Hﬁy = ZPHQ 2y Zk e tBY. (4.88)

sustituyendo k3 por su expresion en (4.61¢) y reacomodando las sumas,

!/

Giys = ZﬂZeﬁy%y/ {(1 — )™ + (1 — Z N T leaw} , (4.89)

Y >z’
simplificando,
/ 00
Gt+3:ZP/€6y/{(1— ) az’ +M 1_ Z ,y:r: —z—1 aw}’ (490)
r=x'+1

haciendo el cambio de variable u = v — 2’ — 1,
/ o0
Gz =Y ple” {(1 — e + p(1 = 7)e*@HD Y " (qe } , (4.91)
u=0
notando que la suma sobre u corresponde a una suma geométrica,
G / Ol.’E "+ By’ Iu(l — 7)60[ 4.92

finalmente reescribiendo la suma sobre ' y ¥’ como una funcién generadora, llegamos
a’

Gry5(a, B) = Gryala, B) {(1 — )+ W} - (4.93)

Cuarta funcién generadora G, 4

Por definicién:

Giia(a Zpt+4 x,y)e T = Zp Z kqeo= Py (4.94)

sustituyendo k4 por su expresion en (4.61d), tenemos,

z’'—1

Gra= Y pe™ {(1 Q) D VT (1-€0) ) gf-y’—lgx-x’em} . (4.95)

z=y'+1
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cambiando los indices de las sumas por n = — ¢y’ — 1 en la primer suma y n = x — 2/

en la segunda, llegamos a,

/ z'—y' =2 oo
Groa= Y ple? {(1 — QeI N (e + (1= €0 e Y (¢ge”)
n=0 n=0
(4.96)
ahora notamos que las sumas corresponden a sumas geométricas y por lo tanto,
: ( )" 1
G = ! PV 1— (y+1 ' —y’ lax :
a = ple {( ¢)e e T8¢ e
(4.97)
reagrupando,
C)ea ’ 1-— C 1— SC roood ol
G pe?V { e + | — + et TV S, (4.98)
e Z —Ce?) C(1—¢er) ~ (1~ Cée)
haciendo ¢ () = %, o) = _((11—_Cceo‘) + C(ll__éia), tenemos,
/
Guvs = 3 {ene 4 encr o), (490
haciendo g =In(¢) = (=€ y h=1n(§) — £ =€,
!/
Grog = szeﬁy’ {cleay’ + czeax’eg(m’—y’)} ’ (4.100)
separando las sumas,
/ /
Gra=c1 Yy ple@W 4y " plelotolr G-y (4.101)
identificando cada una de las sumas como funciones generadoras,
Gt+4(a7 ﬂ) = Cth+3(07 a+ ﬂ) + CQGt-H’)(a +9, 6 - g)v (4102)
_ (1=Qe* _ 1-¢ 1-&¢
con (@) = ¢y, €2(0) = —grcm + caceen-

En resumen

Giii(a, B) = c3(=B)Gi(a, B), (4.103)
Giia(a, B) = c1i(=B)Gry1(a + B,0) + co(=B8)Gra(a + g, 8 — g), (4.104)
Gis(a, B) = c3(a)Grya(a, B), (4.105)
Grra(a, B) = c1(a)Giys(0, 0 + B) + c2(a) Gras(a + g, 8 — g) (4.106)

(4.107)
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c1(a) % (4.108)

o) = o=t (10

() = (1—u)+%. (4.110)
4.1.3. Primeros momentos

En términos de las funciones generadoras, los momentos de una distribucién estan
dados por:

"G

da™

(@)

a=0

(4.111)

n

En nuestro caso, los primeros momentos de la distribucién conjunta de los precios de
compra y venta denotada por pi(x,y) = P(a(t) = z,b(t) = y) estan dados por:

0
Uy = %Gt((%ﬁ) aﬁ:()’ (4112)
' 0
= — 4.11
Ut 35Gt(a’5) a,ﬁ:O’ ( 3)

los cuales corresponden a los valores esperados (a(t)) y (b(t)) respectivamente. Utilizan-
do las funciones generadoras obtenidas en la Subseccién 4.1.2 calcularemos los primeros
momentos de la distribucién. La Tabla 4.1 resume los valores mas usados durante el
desarrollo de los primeros momentos.

01(0) =1 62(0) =0 03(0) =1
1 (0) = 2z | (0) = z=ha=em | 4(0) = 125

Tabla 4.1: Funciones y primeras derivadas de ¢, ¢y y c3 evaluadas en 0.

Primeros momentos de G;.(a, f)

Partiendo de la definicion:

(4.114)
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sustituyendo G por su valor en (4.103),

U1 = 03<—ﬁ)%Gt(0€,ﬁ) ) (4.115)
a,B=0
evaluando
U1 = Uyg. (4116)
Partiendo de la definicién:
0
Vg1 = a_ﬁGtH(a’ B3) . (4.117)
sustituyendo (4.103),
0
U1 = 203(=P)Gi(a, B) : (4.118)
aﬁ a,3=0
evaluando,
Vi1 = U — ﬁGt(O, 0), (4.119)
por definiciéon G;(0,0) = 1, por lo tanto,
1
Vpr1l = Up — . 4.120
t+1 = U 1—7) ( )

Primeros momentos de G s(a, )

Por definicién:
U — 0G12
t+2 =
oo’

sustituyendo Go por su valor en (4.104) tenemos que,

oG 0 0
Ut = atH = —c1(=B8)Gia(a+ 5,0) +5-c(=B)Gra(a+g,8—9) )
o a,=0 Oa a,=0 O a,B=0
evaluando,
Uty = Upy1- (4121)
Por definicién:
G
t+2 8/8 )
sustituyendo Gy por su valor en (4.104) tenemos,
0G40 0 0
= = —ac(—p8)G 0 —co(—0)G —
Vpyo B s (9ﬁcl( B)Gia(a+ 3,0) a,ﬁ:[)+ 6502( B)Gii(a+g,8—9) a,ﬁ:()’
evaluando la derivada,
1 1-¢

Vit2 = Ut41 — 1 —C + C(l _ 5()(1 _ C) Gt—l—l(g» —g) (4122)
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Primeros momentos de G, 3(a, f)

Partiendo de la definicién:

0

= —G 4.123
Ugt3 90 r3(, B) a,B:O’ ( )
sustituyendo G por su valor en (4.105),
0
Ut43 = 3—03(04)Gt+2(a>5) ) (4.124)
o a,B=0
aplicando reglas de derivacién y evaluando,
1
= ———G442(0,0 4.125
Uty = U2 + 1) 1+2(0,0), ( )
por definicién G¢(0,0) = 1, por lo tanto,
Uprs = Urys + ﬁ (4.126)
Partiendo de la definicién:
0
o= —@ 4.127
V43 o3 r+3(a, B) oz,,B:O’ ( )
sustituyendo G3 por su valor en (4.105),
0
Ut43 = _C3(Q)Gt+2(a7 6) ) (4128)
86 a,B=0
aplicando reglas de derivacién y evaluando,
Vi3 = Ut42- (4129)
Primeros momentos de G, 4(a, f)
Partiendo de la definicion:
. s
t+4 — )
oo
a,B=0

sustituyendo G4 por su valor en (4.103) tenemos,

oG 0
Uprq = 3:;4 oo = 8_acl(a>Gt+3(Oa a+f)

0
oo + 8—aCQ(a)Gt+3(a +9,8—9) -
(4.130)
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evaluando,
— gy b —— — 1-¢ Giis(g, —9) (4.131)
Ut44 = V43 1_€ C(l—f()(l—g) t+3\9, —3g)- .
Partiendo de la definicién:
o 0Gu

t+4 8/8 )

sustituyendo G4 por su valor en (4.106) tenemos,
0Gi44 0 0
- = = Gi3(0 — G -

Utt4 B | 8601(04) t+3(0, 0 + B) a,6:0+ 8502(0‘) m3(a+g,8—g) .
evaluando,

Vt4q = Vg3 (4132)

Resumen de la dindmica de los primeros momentos

Las relaciones de recurrencia para los primeros momentos del sistema son:

U1 = Uy, (4133&)

Vt41 = U — ﬁ, (4133b)

Upt2 = Ut41, (4.133c)

ot~ Grile—0) 1-¢ (4.133d)
e R A VA |

Ut+s = U2 + %, (4.133e)

V43 = Vg, (4133f)

st —— — Grealg. —g) 1 =6 (4.133g)

Ut+4—Ut+3 1_( t+3 g9,—g C(l_fg)(l_c) ) . g

Vt4q4 = Ut43, (4133h)

Dado que las relaciones de recurrencia obtenidas resultaron m&s complejas de lo
esperado y que por si solas no son capaces de describir el comportamiento de los precios
o los rendimientos, se optdé por complementar el estudio del modelo con un andlisis
numérico.
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4.2. Simulacion de control

Utilizando las ecuaciones de movimiento propuestas en el Capitulo 3 realizamos
simulaciones de control para comparar los resultados obtenidos del modelo con los

hechos reportados en la literatura.
Partiendo de las condiciones:

Intervalo de precios que se estd considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son ag = 2510 y by = 2500

Lo [100, p>a), e f100, p <),
P10, p<a(t), P 0, p>b(t).

Entrada de érdenes limite

I' ~ Ber(0.8), J"~ Ber(0.8).

Cancelaciéon de érdenes limite

t : t t ; t
C, ~ Binom(A,,0.01), D, ~ Binom(B,,0.01).

Ordenes a mercado

N, ~ Binom(20,0.01), M, ~ Binom(20,0.01).

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

Se obtuvo una serie de tiempo de 5 x 107 datos que representa el precio medio o mid
price de un bien. Esta serie de tiempo se ilustra en la grafica de la Figura 4.12 y es la

que se utilizo para los cédlculos de esta seccion.

4500 ~

4000 ~

3500 ~

precio

3000 A

2500 A

0 1 2 3 4 5
tiempo (pasos de simulacion) le7

Figura 4.12: Precio medio en funcién del tiempo, de la simulacién de control.
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4.2.1. Rendimientos

Para el analisis de los datos calculamos los rendimientos logaritmicos dados por

ry(k) = In ( PZ) - kirt_j. (4.138)

J=0

con el periodo k£ dado en pasos de simulacion. Las Figuras 4.13a y 4.13b muestran los
rendimientos de periodo k = 10 y k = 490 respectivamente, mientras que las gréaficas
de las Figuras 4.14a y 4.14b muestran el fenémeno de normalidad agregada, pues las
distribuciones se asemejan a distribuciones gaussianas al aumentar el periodo.

0.010 4
0.003 4
0.007 4
0.002 4
0.005 +
0.001 4
2 ° 0.002 +
5 g
£ 0.000+ ‘E 0.000
° b=
< c
& —0.001 ¢ 0.003 4
~0.002 -0.005 -
—0.003 4 -0.008 A
—0.004 1 T T T T T T 0010 T T T T T T
0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000
Tiempo (pasos de simulacién) Tiempo (pasos de simulacién)
(a) (b)

Figura 4.13: Series de tiempo de los rendimientos logarftmicos de la simulacién de control. La grafica
a) muestra la serie de tiempo para los rendimientos logaritmicos de periodo 10. La grafica b) muestra
la serie de tiempo para los rendimientos logaritmicos de periodo 490.
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34
10 102 §

102 4
10! 4

10! 4

Frecuencia

100 4

Frecuencia

109 4

101 4 107ty

—-0.003 -0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002 0.003 —0.0100-0.0075-0.0050-0.0025 0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100
Rendimiento Rendimiento
(a) (b)

1072 4

1072 5

Figura 4.14: Distribuciones de los rendimientos logarftmicos de la simulacién de control. La gréfica
a) muestra la distribucién para los rendimientos logaritmicos de periodo 10. La grafica b) muestra
muestra la distribucién para los rendimientos logaritmicos de periodo 490.

El modelo logré reproducir cualitativamente la ausencia de autocorrelacién y el
agrupamiento de volatilidad, como se muestra en la grafica de la Figura 4.15 la funcion
de autocorrelacion tiene valores cercanos a cero, salvo por una autocorrelacién negativa
durante los primeros desfases, (fenémeno atribuido a al bid-ask bounce). Mientras que

podemos apreciar que la autocorrelaciéon de los rendimientos absolutos se mantiene
positiva.

109 ¢ === Autocorrelacion
: » Autocorrelacion de valores absolutos
1
084 |
)
]
1
064 |
s 1
=l H
& 1
g 049
5] 1
g 1
[s]
b= 1
3 1
T 024 |
I
}‘w‘fﬁwmw.n.'m-.w
0.0 :I"-"l'-"'v"‘v"—"v‘f'-\-—’-“-""‘1-"\--'-/’/‘-———4‘\'¢‘
Iy
]
]
—024 !
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Lag

Figura 4.15: Autocorrelaciones de los rendimientos logaritimicos de periodo 200. La linea segmentada

representa la autocorelacién de los rendimientos. La linea con puntos representa la autocorrelacién de
lo rendimientos absolutos.
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4.2.2. Irreversibilidad

Para el analisis de irreversibilidad, se aleatorizé la serie de datos obtenida de la
simulacion, con la finalidad de perder toda posible estructura en la serie, dando cémo
resultado una serie en principio reversible. Se comparé el resultado obtenido al calcular
los indicadores de ambas series, la original y la aleatorizada.

Como primer indicador de irreversibilidad, aproximamos la tasa de produccion de
entropia como la divergencia Kullback-Leibler entre trayectorias de longitud L extraidas
de las series de tiempo de los rendimientos. Como se ilustra en la Figura 4.16, para este
procedimiento dividimos los rendimientos en 3 categorias dependiendo de su valor.
Asignamos el valor 0 a aquellos rendimientos r : r < p— ao, el valor 1 ar : r €
(1 — o, p+ ) y finalmente asignamos el valor 2 a aquellos rendimientos r : r < u+ ao,
en donde a es un parametro que nos permite tener poblaciones similares en las tres
categorias.

Serie de tiempo de los rendimientos

0.01

0.005

Rendimiento

-0.005 [~

-0.01 L | 1 1 1 | L | 1
] 2000 4000 6000 8000 10000

Tiempo

Figura 4.16: Esquema del procedimiento utilizado para categorizar los rendimientos logaritmicos.
Asignamos el valor 0 a aquellos rendimientos r : r < y—ao, el valor lar:r € (p—a,p+a)y
finalmente asignamos el valor 2 a aquellos rendimientos r : 7 < 4+ a0, en donde « es un parametro
que nos permite tener poblaciones similares en las tres categorias.

Este primer indicador sugiere que el modelo es reversible, pues como se muestra en la
Figura 4.17 tanto la serie original como la aleatorizada tienen el mismo comportamiento.
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Figura 4.17: Divergencia Kullback-Leibler para la distribucién de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso. La linea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos,
mientras que la linea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del anélisis.

Finalmente, se calcul6 el indicador de irreversibilidad de patrones de tendencia (IT).
La Figura 4.18 muestra el resultado de calcular el indicador de irreversibilidad de pa-
trones de tendencia en funcién del periodo de los rendimientos, utilizando muestras de
tamafio 10° extraidas de la misma serie de datos.
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Figura 4.18: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia. La grafica muestra el IT en funcién
del periodo de los rendimientos logaritmicos.
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4.3. Simulacion tipo Markov

Siguiendo con en analisis, se modelaron las 6rdenes a mercado basandose en una
cadena de Markov como la mencionada en la Subseccion 3.3.3 y que se muestra en la
Figura 4.19, en donde el nimero que representa al estado indica el nimero de 6rdenes a
ejecutar. Recordemos que la distribucion generada por esta cadena la denotamos como

Markov (N, q)
<)
/ / q \1 q
¥/ q\\_
4
q 74
1- q\ 4

1-q

Figura 4.19: Esquema de una cadena de Markov en anillo de N estados.

4.3.1. Ordenes a mercado tipo Markov reversibles

Los resultados de esta seccion son a partir de las siguientes condiciones:

» Intervalo de precios que se estd considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son ag = 2510 y by = 2500

A T =
= Entrada de érdenes limite
I' ~ Ber(0.8), J'~ Ber(0.8). (4.140)
= Cancelacién de o6rdenes limite
C} ~ Binom(4;,0.01), D, ~ Binom(B;,0.01). (4.141)

Ordenes a mercado

N, ~ Markov(10,0.5), M, ~ Markov(10,0.5). (4.142)
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Se obtuvo la serie de tiempo ilustrada en la grafica de la Figura 4.20, la cual representa
el precio medio o mid price y es la que se utilizé para los cdlculos de esta seccion.

4500 4

4000 +

3500 4

precio
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25004

T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
tiempo (pasos de simulacion) le7

Figura 4.20: Precio medio en funcién del tiempo, de la simulacién con érdenes a mercado modeladas
a partir de una cadena de Markov reversible.

Hechos estilizados

Para el anélisis de los datos empezamos por verificar el cumplimiento de los hechos
estilizados reportados. En la grafica de la Figura 4.22 podemos notar una atenuacion en
el agrupamiento de volatilidad, pues la autocorrelacion de los rendimientos absolutos
se asemeja mucho a la autocorrelacion de los rendimientos.
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Figura 4.21: Distribucién de los rendimientos logaritmicos de la simulacién con érdenes a mercado
basadas en una cadena de Markov reversible. La gréfica a) muestra la distribucién de los rendimientos

logaritmicos con periodo 20. La grafica b) muestra la distribucién de los rendimientos logarftmicos con
periodo 300.
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Figura 4.22: Autocorrelaciones de los rendimientos logaritimicos de periodo 300. La linea segmentada

representa la autocorelacion de los rendimientos. La linea con puntos representa la autocorrelacién de
lo rendimientos absolutos.

Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién anterior, aproximamos la entropia

relativa y calculamos el indicador de patrones de tendencia como indicadores de la
irreversibilidad del sistema
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Figura 4.23: Divergencia Kullback-Leibler para la distribucién de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de la simulaciéon con érdenes a mercado basadas en una cadena
de Markov reversible. La linea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos, mientras que
la linea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del analisis.
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Figura 4.24: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia, de la simulacién con érdenes a
mercado basadas en una cadena de Markov reversible. La grafica muestra el IT en funcién del periodo
de los rendimientos logaritmicos.
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4.3.2. Ordenes a mercado tipo Markov irreversibles

Los resultados de esta seccion son a partir de las siguientes condiciones:

Intervalo de precios que se estd considerando es [0, 5000].

Condiciones iniciales son ag = 2510 y by = 2500

s me (P
» Entrada de érdenes limite
I' ~ Ber(0.8), J'~ Ber(0.8). (4.144)
» Cancelaciéon de 6rdenes limite
C’; ~ Binom(A;, 0.01), D; ~ Binom(B;, 0.01). (4.145)
= Ordenes a mercado
N, ~ Markov(10,0.25), M, ~ Markov(10,0.25). (4.146)

Se obtuvo la serie de tiempo ilustrada en la grafica de la Figura 4.25, la cual representa
el precio medio o mid price y es la que se utilizé para los célculos de esta seccion.
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Figura 4.25: Precio medio en funcién del tiempo, de la simulacién con érdenes a mercado modeladas
a partir de una cadena de Markov irreversible.
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Hechos estilizados

Para el anédlisis de los datos empezamos por verificar el cumplimiento de los hechos
estilizados reportados
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Figura 4.26: Distribucién de los rendimientos logaritmicos de la simulacién con érdenes a mercado
basadas en una cadena de Markov irreversible. La grafica a) muestra la distribucién de los rendimientos

logaritmicos con periodo 10. La grafica b) muestra la distribucién de los rendimientos logaritmicos con
periodo 490.
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Figura 4.27: Autocorrelaciones de los rendimientos logaritimicos de periodo 300. La linea segmentada

representa la autocorelacion de los rendimientos. La linea con puntos representa la autocorrelacién de
lo rendimientos absolutos.
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Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién anterior, aproximamos la entropia
relativa y calculamos el indicador de patrones de tendencia como indicadores de la
irreversibilidad del sistema
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Figura 4.28: Divergencia Kullback-Leibler para la distribucién de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de la simulacién con 6rdenes a mercado basadas en una cadena
de Markov irreversible. La linea anaranjada muestra el resultado obtenido con los datos, mientras que
la linea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos antes del analisis.
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Figura 4.29: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia, de la simulacién con érdenes a
mercado basadas en una cadena de Markov reversible. La grafica muestra el IT en funcién del periodo
de los rendimientos logaritmicos.
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4.4. Analisis de series reales

Para contrastar los resultados obtenidos con el modelo se realizd el mismo anélisis
con datos de criptomonedas obtenidos de la pagina https://www.cryptodatadownload.
com. Se analizaron los registros obtenidos minuto a minuto de las criptomonedas Bitcoin
(BTC) y Ethereum (ETC) provenientes del exchange Bitstamp. El anélisis abarcé los
registros de los anos 2012 a 2022 para el BTC y de 2017 a 2022 para ETC.

Los resultados mostrados en esta seccion corresponden al total de los datos recabados
de ambas criptomonedas. Las graficas de las Figuras 4.30a y 4.30b muestran los precios
de apertura en délares estadounidenses (USD) como funcién del tiempo en minutos de
ambas criptomonedas. Adicionalmente en la Subseccion 4.4 se realizaron estimaciones
de irreversibilidad para los volimenes comerciados.
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Figura 4.30: Series de tiempo de los precios de apertura registrados minuto a minuto por el exchange
Bitstamp. La gréfica a) muestra el precio de apertura en délares estadounidenses (USD), de la cripto-
moneda BTC. La grafica b) muestra el precio de apertura en USD, de la criptomoneda ETH.

Rendimientos

Para el anélisis se calcularon los rendimientos logaritmicos de periodo £ = 1 minuto,
como se muestra en las Figuras 4.31a-4.31b, y con ellos se calcularon las funciones de
autocorrelacion como se muestra en las Figuras 4.32a y 4.32b, con las que verificamos
la ausencia de autocorrelacién en los rendimientos y el agrupamiento de volatilidad.


https://www.cryptodatadownload.com
https://www.cryptodatadownload.com
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Figura 4.31: Series de tiempo de los rendimientos logaritmicos de periodo 1 minuto, calculados con

los datos extraidos del exchange Bitstamp. La gréfica a) muestra los rendimientos de la criptomoneda
BTC. La grafica b) muestra los rendimientos de la criptomoneda ETH.
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Figura 4.32: Funciones de autocorrelacién de los rendimientos logaritmicos de periodo 1 minuto, cal-
culados a partir de la informacién extraida del exchange Bitstamp. La grafica a) muestra las funciones
de autocorrelacion para BTC, mientras que la gréfica b) muestra las autocorrelacién para ETH.

Irreversibilidad

Siguiendo el procedimiento descrito en la Subseccion 4.2.2 calculamos la divergencia
Kullback-Leibler para trayectorias de longitud L extraidas de las series de tiempo de
los rendimientos, como se muestra en las graficas de las Figuras 4.33a y 4.33b.
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Figura 4.33: Divergencia Kullback-Leibler para la distribucién de probabilidades de trayectorias de
longitud L en sentido directo e inverso, de los rendimientos logaritmicos de periodo 1 minuto, calculados
a partir de la informacién extraida del exchange Bitstamp. La linea anaranjada muestra el resultado
obtenido con los datos, mientras que la linea azul muestra el resultado obtenido al aleatorizar los datos
antes del anélisis. La grifica a) muestra los resultados obtenidos para la criptomoneda BTC. La gréfica
b) muestra los resultados obtenidos para la criptomoneda ETH.

Calculamos el indice de irreversibilidad de patrones de tendencia para ambas crip-
tomonedas, variando el periodo de los rendimientos como se muestra en las Figuras
4.34a y 4.35a, en donde podemos notar una pérdida de la irreversibilidad al aumentar
el periodo, para ambas criptomonedas. También calculamos el IT tomando una venta-
na de 90 dias para después deslizarla a lo largo de todos los rendimientos de periodo 1
minuto, como se muestra en las Figuras 4.34b y 4.38b.
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Figura 4.34: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia para la criptomoneda BTC. La
grafica a) muestra una perdida de la irreversibilidad al aumentar el periodo de los rendimientos. La
gréafica b) muestra el resultado de calcular el IT para diferentes ventanas de 90 dias.
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Figura 4.35: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia para la criptomoneda ETH. La
gréafica a) muestra una perdida de la irreversibilidad al aumentar el periodo de los rendimientos. La
gréafica b) muestra el resultado de calcular el IT para diferentes ventanas de 90 dias.

Irreversibilidad en voliimenes

Para las estimaciones de irreversibilidad de esta subseccién se utilizaron los volime-
nes en ddlares estadounidenses (USD), es decir, la cantidad de délares invertidos en
estas criptomonedas registro a registro, como se muestra en las Figuras 4.36a y 4.36b
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Figura 4.36: Voltimenes en USD registrados minuto a minuto por el exchange Bitstamp. La gréfica
a) muestra los volimenes del BTC. La gréfica b) muestra los volimenes del ETH.

Las técnicas utilizadas fueron: La divergencia Kullback-Leibler para trayectorias
de longitud L como se muestra en las Figuras 4.37a y 4.37b y la indice de patrones
de tendencia, calculado tomando una ventana de 90 dias y deslizandola a lo largo de
todos los registros. Ambos indicadores sugieren la existencia de irreversibilidad en estas
criptomonedas.
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Figura 4.37: Divergencia Kullback-Leibler para trayectorias de longitud L extraidas de los volimenes.
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Figura 4.38: Indice de irreversibilidad de patrones de tendencia aplicado a los voltimenes.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se propuso un modelo estocdastico para el estudio de la dinami-
ca de los libros de ordenes de doble subasta. En el modelo propuesto se han incluido
algunas de las caracteristicas basicas de los libros de 6rdenes reales. Especificamente:
arribo de ordenes limite, cancelacién de érdenes limite y arribo de érdenes a mercado.

La simplificacién de estas caracteristicas bésicas junto a la teoria de cadenas de
Markov estacionarias, nos permitio reducir la complejidad de nuestro analisis. Al centrar
el andlisis sobre la distribucion conjunta de los precios de compra y venta, pasamos
de un sistema de N dimensiones a uno de 2. Utilizando la técnica de las funciones
generadoras de momentos dedujimos un conjunto de ecuaciones de recurrencia para el
primer momento de los precios de compra y venta

Para complementar el andlisis se realizaron simulaciones numéricas. Estas simula-
ciones ayudaron a comprobar la capacidad del modelo para reproducir las propiedades
estadisticas mas reportadas en series de tiempo reales, es decir, los hechos estilizados. A
través de la simulacion pudimos notar que bajo ciertos parametros el modelo reproduce
adecuadamente algunos de los hechos estilizados mas reportados en la literatura. Por
ejemplo, la ausencia de autocorrelacion, la agrupacion de volatilidad, la distribucion de
cola larga para los rendimientos y la agregacion de normalidad.

Durante el andlisis de los datos provenientes de la simulacion, pudimos notar que
para reproducir los hechos estilizados es importante una alta variabilidad en los ren-
dimientos. Dentro de la simulacién pudimos lograr esto al aumentar el volumen de las
ordenes a mercado, o aumentando el periodo de los rendimientos. Sin embargo, duplicar
el periodo de los rendimientos, duplica el tiempo de ejecucion, por lo que se optd por
aumentar el volumen de las 6rdenes a mercado. Con los parametro utilizados pudimos
notar que el agrupamiento de volatilidad se reproduce débilmente en periodos a partir
de ~ 200 pasos de simulacién, mientras que con el mismo periodo podemos apreciar
méas facilmente propiedades como la cola larga en las distribuciones y la normalidad
agregada.

Para contrastar el analisis hecho sobre el modelo analizamos estadisticamente series
de tiempo reales. Especificamente estudiamos los precios y volimenes de las criptomo-
nedas BTC y ETH con registros de periodo 1 minuto. Nos centramos particularmente
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en el andlisis de la irreversibilidad de los rendimientos y volimenes de dichas cripto-
monedas. Para el analisis de la irreversibilidad usamos dos indicadores, el indice de
patrones de tendencia y la divergencia kullback-Leibler para trayectorias.

El analisis de datos reales mediante el indicador de patrones de tendencia sugiere
que la irreversibilidad en las series de tiempo de los rendimientos se pierde al aumentar
el periodo. Mientras que a periodo constante pudimos observar una irreversibilidad
persistente. Los datos obtenidos de la simulaciéon sugieren que el modelo es capaz de
reproducir cualitativamente esta perdida de irreversibilidad.

La divergencia Kullback-Leibler para trayectorias simbdlicas sugiere irreversibilidad
en datos reales, mientras que en la simulacién no es del todo claro.

Respecto a los volimenes, ambos indicadores sugieren irreversibilidad de las series
de tiempo de ambas criptomonedas.

Finalmente, como una posible continuaciéon de este trabajo, se podria tratar de
resolver las relaciones de recurrencia de los primeros momentos, también se podrian
cambiar las distribuciones usada en la simulaciéon por unas maés realistas o bien se
podria estudiar la amplitud de las tendencias de subida y bajada.
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