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Resumen

En este trabajo se presenta el estudio tedrico-experimental del flujo en una ca-
pa delgada de fluido eléctricamente conductor en dos configuraciones distintas: dos
cilindros concéntricos y una superficie concava. El fluido utilizado es una solucion
electrolitica. El movimiento es generado a través de la interaccion electromagnética
de una corriente directa inducida de manera radial y un campo magnético perpen-
dicular a la capa de fluido. Las observaciones experimentales se analizaron con la
técnica de Velocimetria por Iméagenes de Particulas (PIV). Se calcula una soluciéon
analitica para ntimeros de Reynolds pequenos y una soluciéon numérica cuasibidimen-
sional. Los flujos generados presentan un perfil de velocidad similar al Kepleriano, el
cual es caracteristico de los discos de acreciéon. Finalmente se expone una comparacion
cualitativa y cuantitativa entre los resultados numéricos, tedricos y experimentales.
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1 Introduccion

Un disco de acreciéon es una estructura astrofisica formada principalmente de ga-
ses, plasma y polvo, que se mantiene girando alrededor de un cuerpo central masivo,
como estrellas jovenes, sistemas binarios de estrellas, nucleos activos de galaxias y
agujeros negros supermasivos. La fuerza gravitatoria provocada por el cuerpo central
atrae la masa circundante, hasta que se incorpora al mismo, lo cual se conoce como
acrecion. Uno de los discos de acrecion més conocidos es el ubicado alrededor del
agujero negro M87* al centro de la galaxia Messier 87, mostrado en la figura [1.1] Es
famoso por ser el primer agujero negro que se ha fotografiado, gracias al proyecto
Event Horizon Telescope en abril de 2019.

Figura 1.1: Imagen de un disco de acrecién del agujero negro M87*. Créditos de la imagen: Cola-
boracién Event Horizon Telescope, 2019.

Estos discos desempenan un papel fundamental en la formacion de sistemas estelares
y galaxias. En especial, los discos de acrecion alrededor de estrellas jovenes se cree que
son el entorno donde los planetas, satélites, cometas y asteroides se forman en una
escala de tiempo de varios millones de anos [1]|. Asi pues, comprender la composicion
y evoluciéon de estos discos nos permite comprender las condiciones en las que surgi6
nuestro propio sistema solar.

Hasta ahora se sabe que existen discos de acrecién a escalas muy diferentes: des-
de millones de kilometros en sistemas binarios de rayos X de baja masa (LMXB) y
variables cataclismicas (CV), discos de escala de radios solares (R) a unidades astro-
nomicas (UA) en objetos protoestelares y escala de UA a pérsec en discos en niicleos
galacticos activos (AGN) [2]. Cabe aclarar que dependiendo del cuerpo astrofisico
que genera el disco de acrecion y las condiciones en que se forma, éste tendré ciertas
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caracteristicas y etapas de evolucion. En este trabajo nos concentraremos sélo en las
caracteristicas bésicas que comparten todos los discos de acrecion [3]. La caracteris-
tica mas evidente a tomar en cuenta es la peculiar forma fisica. Antes de formarse un
disco, la materia debe contar con momento angular, de lo contrario ésta se moveria
en linea recta hacia el cuerpo central, asimismo la conservacion de momento angular
acumula la materia en el plano ecuatorial del cuerpo. El flujo tiende a aplanarse sobre
un disco en direcciones perpendiculares al eje de rotacion del acretor porque la rota-
cion evita la entrada del material. Esto es, en direccion paralela al eje de rotacion,
la materia se contrae hacia un plano, hasta que la presion térmica dentro del disco
iguala aproximadamente a la presion por fuerza gravitacional, resultando asi la forma
de disco [4]. Otra caracteristica es la trayectoria que mantiene la materia dentro del
disco, pues como la masa giratoria es insignificante en comparaciéon con la masa del
objeto compacto central, la velocidad angular toma la forma kepleriana, es decir, las
trayectorias describen orbitas que cumplen con las leyes de Kepler del movimiento
planetario. Dichas orbitas tienen formas circulares o elipticas [5|. Comprender la es-
tructura y evolucion de estos discos no ha sido una tarea sencilla, a pesar de todo el
trabajo que se ha puesto en ello. La obtenciéon de imégenes reales ha sido complicada
para algunos discos, principalmente los protoestelares y los discos de agujeros negros,
pues unos cuantos de los primeros son sistemas demasiado pequenos para obtener
imagenes directas, y para los segundos su observacion directa es imposible. Por estas
razones, los modelos computacionales y las simulaciones numéricas se vuelven una
herramienta importante, pues a partir de ellas podemos obtener informacién sobre el
comportamiento de los sistemas [6].

El modelado de fluidos se basa en la resoluciéon de las ecuaciones diferenciales re-
sultantes del problema, y éstas a su vez se pueden resolver mediante dos métodos
matematicos distintos: analiticos y numéricos. De acuerdo a la complejidad del siste-
ma, podrian encontrarse ambas soluciones con ligeras diferencias. Para sistemas con
consideraciones fisicas complicadas solo se obtiene la solucién numérica pues atn no
se cuenta con los suficientes métodos analiticos para hallar la solucién de todas las
ecuaciones diferenciales. En los ultimos anos se ha hecho popular el uso de programas
computacionales para la resolucién de ecuaciones por métodos numéricos, y a su vez,
el modelado de fluidos. La busqueda de un modelo numérico de discos de acrecidon
inici6 a finales del siglo XX, y algunos de los modelos propuestos a lo largo de los
anos estan desarrollados por diversos autores, entre los primeros modelos destacan
aquellos que utilizaron el método de Fuido en Celda (FLIC por su acrénimo en in-
glés) |7,8]. También se ha utilizado el método de diferencias finitas utilizado en [9,/10],
donde realizaron calculos con un método de transferencia de masa. Otra herramienta
importante son las simulaciones. Utilizando diversos métodos, se han realizado simu-
laciones de discos de acrecion que revelan la existencia de vortices e inestabilidades en
ellos, algunas de las simulaciones consideran el problema en dos dimensiones |11}13]
y otras en tres [14,[15]. También en discos circunestelares se presentan diferentes tipos
de vortices, y pueden encontrarse de forma analitica [16].

En la parte experimental, se ha intentado reproducir las caracteristicas magnetohi-
drodinamicas con distintas configuraciones. El primer modelo presentado en el ano
2012 es analogo en aguas poco profundas y se explica en [17], el cual esta basado en



saltos hidraulicos. Otras pruebas publicadas en 2021, estan basadas en experimentos
conocidos en fisica como sistema de Taylor—Couette, donde se tiene un sistema de
cilindros concéntricos que rotan mientras el fluido se encuentra entre ellos, y debido
a la friccion el fluido se desplaza en movimiento azimutal [18,/19]. Sin embargo, al
haber un desplazamiento dinamico, se requiere de cierta infraestructura para montar-
lo. Uno de los modelos més recientes fue presentado en 2022 por Vernet, M., Fauve,
S. y Gissinger, C. 20|, cuyo montaje experimental se muestra en la figura En
dicha investigacion utilizaron una estructura de cilindros concéntricos lleno de metal
liquido, el cual, debido a un forzante electromagnético logra girar, simulando un disco
de acrecion. En todos estos modelos se observa un flujo Kepleriano, y se analiza el
transporte del momento angular. Como vemos, la investigacion de discos de acrecion
por medio de modelos experimentales es relativamente nueva, y a pesar de que la
comunidad cientifica lleva anos desarrollando diversas simulaciones numéricas, la ve-
rificacion de estas simulaciones con modelos experimentales a escala es escasa.

Current |

Figura 1.2: Esquema experimental utilizado para simular las mismas condiciones que un
disco de acrecion |20 y a la izquierda una representacion artistica de un disco de acrecion.
Créditos de la imagen: LPENS, ENS Paris/CNRS/Universidad de la Sorbona/Universidad
de Paris, 2022.

En este trabajo se presenta un estudio tedérico-experimental de un modelo similar al
descrito en [20], a diferencia de que el fluido conductor utilizado en nuestro caso es
electrolito, la fuente de campo magnético es un imén permanente y el experimento
ademés de realizarse en un sistema de cilindros concéntricos también se realiz6 en una
cavidad circular concava, en la cual se eliminan las paredes internas y externas para
apegarse mas a la geometria de un disco de acreciéon. En otras palabras, el experimen-
to que mostraremos en este trabajo se trata del flujo en una delgada capa de fluido
eléctricamente conductor. El forzante electromagnético se mueve principalmente en
direcciéon azimultal por la interaccion de una corriente eléctrica inyectada en direccion
radial y el campo magnético que es perpendicular a la capa de fluido. Nuestro enfoque
principal es la obtencién de un modelo numérico y experimental que reproduzca un
movimiento Kepleriano en el flujo de los discos de acrecion.

Ademés de realizar el experimento, se resolveran las ecuaciones de la mecéanica de
fluidos de forma analitica y numérica. La parte numérica se desarrollara a través de
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un programa computacional en lenguaje Fortran 90. Como nuestro experimento se
encuentra a una escala menor en varios érdenes de magnitud de un disco de acrecién
real, los cuales llegan a medir de radio hasta 4.5 dias-luz [21], todas las ecuaciones
las trataremos de forma adimensional. Este proceso nos permite la comparacion de
dos fenémenos a distintas escalas y podemos estudiar algunas de sus propiedades
basicas. Finalmente se realizard una comparacion cualitativa de los resultados anali-
ticos, numéricos y experimentales, para verificar que la simulaciéon numérica replique
el fenémeno experimental. Con esto, se pretende obtener un modelo que simule el
comportamiento de un disco de acrecion.



2 Modelo experimental

El proceso experimental se llevd a cabo en dos dispositivos distintos. El primero,
fungié como version prueba para el diseno del segundo. A continuaciéon se describen
junto con el procedimiento experimental.

2.1. Cilindros concéntricos

El primer dispositivo se muestra en la figura [2.1a y estd basado en los estu-
dios [22-24]. Consta de un contenedor de acrilico formado por dos cilindros concéntri-
cos, con radio exterior de medida b = 42.5 mm, radio interior a = 8.45 mm, y altura
de las paredes de h = 6.3 mm. En las paredes se colocé una cinta de cobre cuidando
que permanecieran pegadas de manera uniforme para evitar alguna deformaciéon en
la geometria cilindrica del sistema.

Figura 2.1: Fotografia del dispositivo utilizado (a), montaje experimental (b) y esquema del
sistema experimental (c).

Con motivo de obtener un campo magnético en direccion z, se coloco el dispositivo
sobre el polo norte de un iman de neodimio (NdFeB) en forma de prisma rectangu-
lar de medidas 120 mm x80 mm x5 mm. Dicho imén presenta como valor minimo
143 mT y como méaximo 299 mT. En la figura [2.2] se muestran cuatro graficas de la
seccion transversal del campo magnético a diferentes alturas del iman. En éstas se
observa que al alejarnos del iman, la magnitud de la componente z del campo B es
menor. Los valores del campo magnético se obtuvieron con un gaussmetro FW Bell
6010, cuya sonda se montd en un posicionador bidimensional, éste logra mapear sobre
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un plano al trabajar con motores de pasos controlados por un arduino. El sistema
anterior se conectd a un moédulo computacional Raspberry donde se genera el codigo
para producir el desplazamiento del posicionador en lenguaje Python. En la figura
[2.3] se muestran los perfiles del campo magnético experimental a la altura de z = 17
mm y una funcién de la caracterizaciéon del iman dada en [25] en z = 0.
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60 40 20 0 20 40 60 60 40 -20 0 20 40 60
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Figura 2.2: Graficas de la seccion transversal del campo magnético a diferentes alturas.

La magnetizacion del iman cuyo valor se supone de M = 8 x 10° A/m, corresponde
al de un iméan de neodimio sinterizado con una remanencia de campo magnético de
100mT, tal como se menciona en . Suponiendo que es un material lineal, homogé-
neo e isotrépico, su permeabilidad magnética esta dada por ug = 47 x 1077 Tm/A.
En condiciones de temperatura ambiente (25° C) la densidad del electrolito es de 2.2
g/cm?® y la conductividad eléctrica de aproximadamente 4 S/m. Entre los cilindros
concéntricos se vierte electrolito compuesto de agua destilada y bicarbonato de sodio
(NaHCOj3) al 9.5 %. También se conectaron las cintas de cobre a modo de electrodos
a una fuente de alimentacion Tektronix PS20 DC, para luego inyectar corriente di-
recta cuidando que las pinzas de caiméan no tuvieran contacto con el fluido para no
interferir en el movimiento.

Los casos que se llevaron a cabo se muestran en la tabla En estos existe cierto
error sistematico debido a que las paredes del dispositivo pueden tener ciertas irregu-
laridades al haber pegado la cinta de cobre manualmente, las cuales pueden interferir
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Figura 2.3: Comparaciéon de los perfiles de campo magnético. La linea punteada es la mag-
nitud de la componente z del campo magnético experimental a una altura de z = 17 mm,
mientras que la linea continua es la expresién para un iman rectangular dada por el autor
Furlani |25], esta se describe més adelante en la Seccion

Caso | h(mm) | I (mA) | AV (V)
1 6 10 3
2 1 30 4.1
3 1 150 14

Cuadro 2.1: Datos de la altura h, corriente [ y diferencia de potencial AV para cada caso.

con el movimiento del fluido. Con h = 1 mm, el objetivo es disminuir los efectos tridi-
mensionales en el comportamiento del fluido. Para conseguir dicha altura calculamos
el volumen correspondiente, el cual es de 5.4 ml, y se agreg6 con una jeringa. De-
bido a que se observaron efectos de capilaridad con las paredes del cilindro externo,
luego de vertir el electrolito empapamos las paredes con el mismo, a modo que se
disminuyera el menisco concavo, pues éste no fue considerado como parte de la capa
de superficie libre. Luego de encender la fuente de alimentacion, la interaccion de la
diferencia de potencial con el campo magnético genera una fuerza de Lorentz, y a su
vez, ésta provoca el desplazamiento del electrolito en sentido horario o en direccion
azimutal en coordenadas cilindricas, tal como se muestra en la figura En seguida
se agregaron particulas de silice color blanco que permanecen suspendidas en el fluido
para observar el comportamiento del flujo, y se grabaron 3 videos (uno para cada
caso) con duracién de 1.5 min a 60 cuadros por segundo. Debido a que los cables
conectados a los electrodos dificultan la vision del dispositivo completo, se selecciond
la mitad de éste para grabar la vista aérea, y gracias a que existe simetria azimutal,
esa superficie es suficiente para conocer el comportamiento de todo el sistema. Para
asegurarnos de que el fluido se encontrase en estado estacionario, luego de poner en
funcionamiento el experimento, esperamos al menos un minuto antes de tomar cada
video.
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2.2. Cavidad circular concava

Debido a que los discos de acreciéon no presentan fronteras cilindricas, el segundo
dispositivo se disenidé como una cavidad circular concava, asi evitamos los efectos de
las paredes y puede contenerse el fluido (en una capa de grosor no uniforme). Ademas,
para mantenernos lo més cercano al régimen bidimensional se disminuy6 la altura del
electrolito a h = 3 mm como capacidad maxima. La cavidad circular fue fabricada con
acrilico, en la cual se encuentran embebidos dos electrodos de acero inoxidable tipo
304, uno en el centro de forma circular de radio a = 10.8 mm y otro en forma de anillo
que abarca de 19.1 mm a b = 41.8 mm de radio en la superficie del disco, tal como se
muestra en la figura Este tiene una base en forma de prisma rectangular cuya
altura es de (114-0.2) mm. El montaje experimental es similar al de la secciéon anterior.

- Campo
Electrodos . Iman magnéticoBz  ®

60 mm Superficie libre

Electrodo == Electrodo

- T = 4 T
;

1> Electrodo Fondo del recipiente I

()

Figura 2.4: Fotografia del dispositivo utilizado (a), esquema experimental (b) y esquema de
la seccion transversal del disefio del dispositivo experimental (c).

Se utilizo el mismo iméan centrado en la parte inferior del dispositivo. Los electrodos se
conectaron a la misma fuente de alimentaciéon a través de ductos y ranuras que posee
el acrilico en la base del dispositivo. De esta manera la conexiéon de la fuente con los
electrodos no interfiere con el fluido. También se coloco electrolito de bicarbonato de
sodio y agua destilada en concentracion de 9.5 %), utilizando una jeringa para controlar
el volumen inyectado. Después se suministra corriente directa en el sistema, y la fuerza
de Lorentz generada desplaza el fluido en direccion —f. Antes de determinar los casos
de estudio se realiz6 el experimento en repetidas ocasiones variando la corriente y la
diferencia de potencial, con motivo de observar la inestabilidad del fluido. Ademas,
se realizd dicho barrido con distintos voltimenes, para identificar en qué valores se
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encuentra el flujo estable e inestable. Después, se mantuvo el volumen del electrolito
en 6.5 ml, y se analizaron los casos de la tabla [2.2]

Caso | Vol (ml) | I (mA) | AV (V)
1 6.5 40 3.0
2 6.5 150 5.0
3 6.5 260 6.7

Cuadro 2.2: Datos de la corriente I y diferencia de potencial AV para cada caso.

Para cada uno de los casos, se anadieron particulas trazadoras de silice color blanco
y se obtuvo un video de entre 60 y 30 segundos a 60 cuadros por segundo. En el
sistema se generan burbujas en la superficie del fluido debido al proceso de electrolisis
(proceso de descomposicion que sufren algunos compuestos quimicos cuando a través
de ellos pasa corriente eléctrica). Debido a ello, es imposible dejar en funcionamiento
el experimento antes de grabar como con el sistema de cilindros concéntricos donde
los efectos de electrolisis son nulos o menores puesto que la corriente necesitada es
menor al tener el iman mas cercano a la capa de fluido. Para evitar la acumulacién de
burbujas, en experimentos previos se eligieron ciertos valores de corriente y diferencia
de potencial. Luego, se coloca electrolito nuevo, se agregan particulas y se enciende
la fuente con los valores previamente establecidos. Al mismo tiempo, se inicia la
grabacion.

2.3. Analisis experimental

En ambas configuraciones experimentales se monto6 la cAmara sobre un tripié, para
obtener la vista aérea del sistema, de modo que el lente se mantuviera aproximada-
mente a 0.3 m del dispositivo. Se utiliz6 una camara digital Nikon D3300 con una
resolucion de (1920 x 1080) pixeles (px), y una lente AF-S Nikkor18-55 mm.

Para el anaisis de imagenes se utilizo el software PIVIab [26], una herramienta de ve-
locimetria de imagen de particulas (PIV) basada en GUI y disponible en MATLAB.
La PIV es una técnica 6ptica de mediciéon que permite la determinaciéon de campos
de velocidad planos, basada en la visualizacion de pequenas partiulas trazadoras que
deben distribuirse de forma homogénea dentro de la region de medicion. Por lo regular
el flujo se ilumina en un plano utilizando una hoja de luz especifica y una fuente de
luz potente [27]. Las particulas indicadoras iluminadas dentro de este plano de hoja
de luz son registradas por una camara, aunque en sistemas donde los efectos tridi-
mensionales son despreciables, como lo es nuestro caso, con tener buena iluminacién
y direccionar la cidmara en toma aérea al dispositivo es suficiente para registrar las
particulas trazadoras en la superficie del fluido. La grabacion de dos imagenes con-
secutivas permite determinar el desplazamiento de las particulas, pues se introducen
datos de los fotogramas totales y la velocidad a la cual se realizo la grabacion.

Posteriormente de haber analizado los videos, PIVlab arroja una serie de archivos con
los datos del campo de velocidades obtenidos de la comparacién de dos fotogramas
del video, de modo que obtuvimos entre 600 y 1800 archivos. Para los casos en que el
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fluido se mantiene estable, podemos suponer que se tiene un movimiento estacionario,
asi que no cambiara el comportamiento con el tiempo. Con el propoésito de tomar en
cuenta todos esos datos y disminuir errores del software debido al contraste de luces,
los datos se promediaron con un programa computacional escrito en Fortran 90. Se
utilizaron los datos ya promediados para obtener los graficos y realizar un analisis
de la dinamica del electrolito. Para los casos inestables (2 y 3 de la cavidad circular
concava), se utilizaron sélo algunos de los archivos arrojados por el PIV, sin prome-
diar, de modo que los datos obtenidos son de un analisis instantaneo, el cual se eligio
corroborando que tuviera la menor cantidad de errores posibles.

Figura 2.5: Fotogramas experimentales de particulas utilizando: (a) sistema de cilindros
concéntricos, (b) cavidad circular concava.



3 Modelo matematico

En este capitulo se presentan el modelo matematico que rige el comportamiento
del fluido del sistema fisico descrito en el capitulo anterior.

3.1. Ecuaciones de balance de la dinamica de fluidos

La primer ecuaciéon que se toma en cuenta para describir el movimiento de un
fluido es la ecuacién de conservacion de masa:

% + V- (pu) =0, (3.1)
donde t es la variable temporal, p es la densidad del fluido y # es el vector velocidad del
mismo. Sin embargo, cuando un fluido es incompresible como es el caso del electrolito
utilizado en nuestro trabajo experimental, el volumen no cambiard ante fuerzas de
compresion, consecuentemente la densidad p no cambia con el tiempo. Debido a esto
podemos hacer la siguiente simplificacion:

V=0 (3.2)

Por otro lado, la viscocidad del electrolito utilizado puede considerarse constante, y
debido a que se trata fundamentalmente de agua destilada trabajamos con un fluido
Newtoniano. Debido a esto la segunda ecuacion a considerar es la ecuacion de balance
de la cantidad de movimiento, o también llamada ecuacién de Navier Stokes:

- 1 1=
% + (- V)i = —;VP+N26+ ;F, (3.3)

donde P es la presion y v es la viscocidad cinemética del electrolito. Notese que
el dltimo término de la ecuaciéon corresponde a la fuerza electromagnética conocida

como fuerza de Lorentz, F= <j X E) . Recordemos que la fuerza de Lorentz a grandes

rasgos es el resultado de la interacciéon de una densidad de corriente eléctrica J, y un
campo magnético B sobre un medio continuo eléctricamente conductor.

3.2. Ecuacion de la densidad de corriente

Partimos de la ecuaciéon correspondiente a la ley de Ohm, la cual nos dice que
la densidad de corriente es proporcional a la fuerza que la produce por unidad de

11
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carga. En el caso de corrientes ordinarias, como la que obtenemos de una fuente de
alimentaciéon donde la velocidad de desplazamiento de los electrones es despreciable,
la densiddad de corriente es proporcional al campo eléctrico, es decir:

-

J=0E, (3.4)

donde, E' es el campo eléctrico y o = 4 S/m. El campo eléctrico se define en térmi-
nos del potencial eléctrico como £ = —V ¢, podemos sustituir esta expresion en la
ecuacion anterior:

J=—0(V¢), (3.5)

siendo ¢ el potencial eléctrico. Al momento de realizar experimentos en ocasiones
resulta més conveniente utilizar expresiones matematicas dependientes de las variables
que podemos medir o controlar. Aplicando la operacién de divergencia en ambos lados
de la ecuaciéon . Y recordando que la divergencia de un gradiente nos da como
resultado el operador Laplaciano, obtenemos lo siguiente:

V- J=-0(V%). (3.6)

Cabe resaltar que esto es valido al suponer que la conductividad eléctrica o es constan-
te. Ahora bien, la ecuaciéon de conservacion de carga para un sistema que ha alcanzado
un estado estacionario se puede expresar como sigue:

V. J=0. (3.7)

Encontrarse en un estado estacionario implicaria que la densidad de carga no cambia
con el paso del tiempo o que los cambios temporales involucran muy bajas frecuencias.
Finalmente igualando las ecuaciones (3.6) y (3.7]), llegamos a la siguiente ecuacion:

V2¢ = 0. (3.8)

3.3. Ecuacién del campo magnético

Los imanes permanentes (IPs) son materiales que, después de ser magnetizados
por un campo magnético alto, mantienen su alta magnetizaciéon ain con cambios de
temperatura o con la presencia de campos magnéticos externos |2§].

Hay varios métodos para caracterizar los campos magnéticos de imanes permanentes,
uno de ellos es el método de carga. Este método reduce el iman a una distribuciéon de
“carga magnética” equivalente. La distribucion de carga se usa como término fuente
en las ecuaciones del campo magnetostatico y los campos se obtienen usando métodos
estandar [25).

Debido a que no forma parte del enfoque que buscamos, en este trabajo no profun-
dizaremos en la derivacion de las ecuaciones, ni especificaciones del método de carga,
sin embargo se invita al lector que guste indagar més en ello a revisar las secciones
3.4y 4.2 de [25]). Asi pues, para cada iméan con geometria y caracteristicas peculiares
se puede encontrar una expresion que describa su campo magnético. Para un iméan
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como el utilizado en el trabajo experimental, se considera la estructura del imén per-
manente mas comun: la estructura rectangular. De modo que, situando una de las
aristas de la barra magnética en un sistema coordenado como se muestra en la figura
[3.1] el material estaria acotado por un rango de valores en cada coordenada, es decir,
se encontraria entre los puntos (rs — x1,y2 — y1, 22 — 21). Consideramos tnicamente
la componente vertical del campo magnético, debido a que trataremos el problema
de forma bidimensional y cuasibidimensional. Dicha componente vertical del campo
magnético queda de la siguiente manera |25]:

B.(z,y,2) = oM Z Z Z (_1)k+n+m - ((x —20) (Y — yn)g(T, Y, 2 Ty Ypm,s zk))’

(z - Zn)
(3.9)

9@y, 2 Ty Yy 2) = V(@ — 20)2 + (Y — ) + (2 — 2)% (3.10)

Siendo M la magnetizacion del imén y po la permeabilidad en el vacio.

y
ZA b/

V.4

[m |

xY

Figura 3.1: Diagrama de cuerpo libre del iman. Créditos de la imagen: Furlani, 2001.

3.4. Adimensionalizacion

La adimensionalizacién es un escalamiento de las magnitudes fisicas del sistema
tratado. Es de gran utilidad para realizar analisis como en este trabajo, en donde
el modelo que queremos replicar es de un disco de acreciéon. Para llevar a cabo este
proceso se utilizan valores caracteristicos del sistema real, se establecen relaciones
entre parametros y se obtienen ecuaciones, que no cuentan con unidades de medicion.
Para las ecuaciones mencionadas anteriormente se intoducen las siguientes variables
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adimensionales:
U= —, = —, V*=1LV, (3.11)
Ug to
P 5, B o
P =—, B = —, J'=—. 3.12
pu% BO JO ( )

Las variables como la densidad del fluido p, la viscocidad v y la conductividad eléctrica
o se suponen ya conocidas. Mientras que las variables ug, to, L, By y Jy correspon-
den a las variables caracteristicas de velocidad, tiempo, longitud, campo magnético
y densidad de corriente, las cuales se establecen de acuerdo a las dimensiones reales
del sistema experimental. La longitud caracteristica L corresponde al radio mayor del
sistema, y la variable ug corresponde a la velocidad maxima en el experimento, de esta
forma logramos acercarnos con mayor precision a valores de la escala real de nuestro
experimento. Ahora, las variables dimensionales en términos de las no dimensionales
se sustituyen tanto en la ecuacion de conservacion de masa, como en las ecuaciones de
Navier-Stokes y en las ecuaciones para la densidad de corriente y campo magnético,

es decir las ecuaciones (3.2)), (3.3), (3.5)), (3.9). Para la ecuacion de Navier-Stokes se

obtiene lo siguiente:

g;‘* + (v V) b = VP + (V)20 + Q (f X 5*), (3.13)

con () una constante como sigue:

U()L

Q=—", (3.14)

14

JoBoL?

donde uy = . La constante () depende tinicamente de variables caracteristicas,

pv
y se encuentra como factor en el término de la Fuerza de Lorentz, nuestra fuente
de movimiento. Por lo tanto, cambiar este parametro significa modificar la fuerza
electromagnética producida. Por razones de comodidad quitamos los asteriscos, asi

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones adimensional:
V.i=0, (3.15)
—+(ﬁ-V)E:—VP+V2a’+Q(f><§>, (3.16)

= Vs, (3.17)

J
Bz(x7yvz) - Z ZZ (_1)k+n+m tan’l <(JZ _ :L“n)(y — yn)g(x,y,z : fEn?ym’Zk)),

(z — 2n)

(3.18)

el cual describe el movimiento de un fluido incompresible y eléctricamente conductor
sometido a un campo electromagnético.
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3.5. Ecuaciones en coordenadas polares

El flujo que se estudia en este trabajo es tridimensional, sin embargo, con fines de
simplificar el problema matematico lo mantendremos en dos dimensiones. En ambos
esquemas experimentales el flujo rota al rededor de un eje, con una simetria azimutal.
Debido a esto, el sistema de coordenadas conveniente a utilizar es el de coordenadas
polares, pues la coordenada @ tiene la misma direcciéon en la que se mueve el fluido.
En dicho sistema de coordenadas, el vector posicion y velocidad quedan expresadas
de la siguiente forma:

U = (uy,u), (3.19)
7= (r0). (3.20)

Mientras que, el sistema completo de ecuaciones en forma adimensional y en coorde-
nadas polares es el siguiente:

10 18u9

ou, Ou,  ugOu,  ud oP ) u, 2 Oug oo L
S Mo T V- 200 4 (Tx B)
ot T 87"+7"8(9 r 8r+vu r? r289+Q< 8 )T
(3.22)
Oug Oug  ugOug  Ugll, 10P 9 ug 2 Ou, > 2\ A
0 20, Z0770 il _ = B
ot +ur(‘3r+7’89+ r 7’89+qu r2  r2 00 Q(JX >0’
(3.23)
donde el Laplaciano esta definido de la siguiente forma:
10 0 1 02
2 _— —— — — —
V= ror (T8r> T 062 (3:24)

Por otro lado, la ecuaciéon para B descrita en , es una funciéon dependiente de
tres variables. Sin embargo, la altura media de cada experimento corresponde al plano
z = 5 mm para los cilindros concéntricos y z = 17 mm para la cavidad circular céon-
cava, de modo que la funcion B pasa a depender so6lo de dos coordenadas. Con esto
en consideracion la reescribimos en coordenadas polares:

ton-! ( (rcosf —ry, cosf,)(rsinf —r, cosd,) ) (3.25)
(z — zp)g(rcosB,rsing, z : rcosb,,rsinb,, zk)_1 ' '

Para obtener la funcién que describe el movimiento del fluido debemos resolver dicho
sistema de ecuaciones diferenciales parciales, y encontrar ' y P.
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3.6. Soluciones analiticas

En el sistema que se pretende describir, se mantiene el fluido eléctricamente con-
ductor e incompresible dentro de un arreglo de cilindros concéntricos y en una super-
ficie concava, el cual adquiere movimiento gracias al forzante electromagnético que se
presenta en direccion azimutal. El campo magnético se encuentra estético en la direc-
cion z del sistema, mientras que la densidad de corriente se presenta en la direccion
radial. Las condiciones que satisface este sistema son las siguientes:

1. Flujo estacionario. Esto quiere decir que el flujo ha llegado al punto en que la
velocidad del fluido se mantiene constante, de modo que no hay variacién con
el tiempo.

2. Velocidad radial nula. Recordemos que el campo magnético se presenta en di-
reccion perpendicular a la superficie del dispositivo, (si pasamos a coordenadas
cilindricas, en la coordenada Z) y la corriente es radial (tiene direccion ), de
manera que el movimiento del fluido, de acuerdo a la regla de la mano dere-

cha, estd en direccion azimutal (6). Como ésta es la tnica fuerza que genera
desplazamiento en el fluido, entonces u, = 0.

3. Simetria azimutal. Como las condiciones de frontera seran las mismas a lo largo
del eje azimutal, el fluido mantendra el mismo perfil de velocidad mientras
recorre todo el dispositivo, de modo que sin importar en que angulo 6 nos
situemos encontraremos el mismo perfil. En otras palabras uy solo depende de
r y no de 6.

4. No hay gradiente de presiéon en la direccion 6. El movimiento del fluido est4
influenciado tnicamente por la fuerza de Lorentz, y como dijimos en el punto
2, existe simetria azimutal, asi que no hay cambios de presion en esta direccion.
Sin embargo, en la direccién 7 si hay cambios en los valores de la velocidad,
y de la ecuacion de Bernoulli podemos concluir que habra un diferencial en la
presion.

Una vez aplicadas las condiciones, la ecuaciéon de continuidad se reduce como sigue:
——=(ru,) =0, (3.26)

Las ecuaciones de Navier Stokes son de la siguiente forma:

2
uy _ OP
s = (3.27)
U - S\ A
Viup — = +Q (J x B) 6 =0. (3.28)

La ecuacion (3.27)) nos indica que existe un equilibrio de fuerzas en la direcciéon 7. El
término de lado izquierdo describe la fuerza centrifuga que posee el fluido al girar en
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el disco, mientras que el término del lado derecho nos indica que hay una diferencia
o variacion de presiéon en esa direccion, y al estar igualadas, de forma fisica nos
asegura que el fluido se mantendra dentro de nuestro dispositivo. De no existir ese
balance, el fluido al alcanzar velocidades elevadas obtendria una velocidad radial y
saldria disparado del contenedor. Por otro lado, en la ecuacién vemos que el
primer término es de difusion de la velocidad, el segundo es parte de los términos de
la aceleracion convectiva y el tercero nuestra “fuente”, la fuerza de Lorentz. Ahora
escribimos la definiciéon del Laplaciano en (3.24]) y reacomodamos:

2
3“6+1@@_E€:_Q<fx§%. (3.29)

or? r Or 72

En el ultimo término aiin tenemos cantidades vectoriales, de modo que tenemos que
obtener las componentes de dichas variables en la direcciéon . Tomando en cuenta
que J = (J,,0,0) y B=(0,0,B,):

2
Jx B = 0|=—JB.(0). (3.30)
B

O&Iﬁ>
OO D>

Asi, la ecuacion [3.29 puede reescribirse como sigue:

82U9 1 8u9 Ug A
—= 0 20— _QJ,B.(6). 31
6T2 —I— r 8T /rz Q‘]T Z( ) (3 3 )

3.6.1. Cilindros concéntricos

Como primera instancia establecemos que el campo magnético B, es una cons-
tante en la ecuacion a resolver , asi iniciamos con una ecuaciéon diferencial con
menor dificultad para resolverse. Para obtener una expresion de J, tomaremos
y escribimos el Laplaciano en coordenadas cilindricas:

106 ( 06\  10%
" or (a_) g =0 (3.52)

Procedemos a resolver la ecuacion diferencial integrando de ambos lados de la ecua-
cion. Estableciendo que el radio interno del dispositivo estéd a una distancia r = a y

éZ—i@:wgb(b):(l

La primera condicion asegura que la densidad de corriente se encuentre normalizada.
Con esto obtenemos la siguiente ecuacion:

el radio externo en r = b, donde se cumplen las condiciones —

é(r) = a (In(b) — In(r)) . (3.33)

Luego, obtenemos el gradiente y sustituimos en (3.5)):

buw:g. (3.34)
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Vemos que la densidad de corriente es inversamente proporcional a r, es decir, que
mientras el radio aumenta la densidad de corriente seréa menor. Ahora, recordando que
la velocidad del fluido no tiene dependencia en la coordenada #, sustituimos nuestro
valor de J, de la ecuacion ([3.34]) en (3.29):

Pug  10uy ug  aB.Q

—_— = =- 3.35
or2 ror r? r (3.35)
Las constantes del término de lado derecho las agrupamos en un factor C' = —aB.Q).
Con este cambio y reacomodando obtenemos la ecuacion diferencial a resolver:
0u ou
22 02y =Cr (3.36)

or? or

La ecuacion (3.36) es una ecuacion diferencial no homogénea, y para resolverla bus-
caremos primero una solucion para la ecuaciéon homogénea relacionada:

2 82 UoH 8u9 H
a2 " or
donde agregamos el subindice H para diferenciarla de la solucién general y la parti-
cular (a la cual agregaremos el subindice P). Como tiene la forma de una ecuacion de
Cauchy-Euler (ax?y” +bxzy’'+cy = 0), proponemos una solucién de la forma ugy = 7%,
de modo que:

— ugy =0, (3.37)

Upy = ot Upy' = x(r — 1)r* 2 (3.38)

Sustituyendo en (3.37)) encontramos la ecuacion caracteristica:

7? —1=0, (3.39)
cuyas soluciones son x = 1 y x = —1, por lo tanto, la solucién a la ecuaciéon homogénea
relacionada es de la siguiente forma:

1
UQH(T) = 017" + Cg; (340)

Ahora buscaremos la soluciéon particular, utilizando el método de variacion de para-
metros. En este método se propone una solucion de la forma:

Ugp = Ul + UsYs = U T + UsT (3.41)

donde y; = r, y; = r~!. Mientras que u; y us estan definidas de la siguiente manera:

u = — / v, Uy = / wir) (3.42)

w w

siendo f(r) la funcion de lado derecho de la igualdad de la ecuacion (3.36]) normali-
zada, es decir f(r) = Cr~! y W el Wronskiano definido como sigue:

U1 Yo

W = det [y} y?,] (3.43)
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Resolviendo este Wronskiano:
2] =r(—r?) —rt=-= (3.44)

Sustituyendo valores en u; y us y simplificando:

“1/C
U = — / Mdr = /gdr = glnr, (3.45)

2r 2

r(9) B Cr  Cr?

Regresamos a la propuesta de solucién, y sustituimos los valores encontrados:

Cr Cr
upp = — In (1) — e

5 (3.47)

Finalmente, la teoria establece que la solucion general de la ecuacion estéd dada por la
combinacién lineal de la solucion de la ecuacion homogénea relacionada y la solucion

particular, es decir, uy = ugy + ugp. Sustituyendo ambas soluciones ((3.40) y (3.47)

obtenemos:

up(r) =r <C1 + glnr — %) + % (3.48)
En el modelo experimental del sistema de cilindros concéntricos las paredes con las
que tiene contacto el fluido se encuentran estaticas, lo cual provoca que las particulas
de electrolito méas cercanas a ellas se adhieran y tomen la misma velocidad, a esta
condicion se le llama condiciéon de no deslizamiento. Consecuentemente se cumplen las
siguientes condiciones de frontera: ug(a) = y ug(b) = 0. Aplicando estas condiciones
obtenemos los siguientes valores de las constantes:

a*($n(a)— %) —b*($In(b) — §)

C = T 2, (3.49)
Cb?*In (a/b)
CQ = —Cl2 <Tm>, (350)

por lo tanto la solucion para wug(r) es:

@ (§hn(e)-F) - (Gn®)-F) ¢ C\, @ (CVIn(a/b)

" 0 <T b? — a2 ) '

(3.51)
Esta solucion es valida para cuando C' es una constante y no tiene dependencia de r.
Sin embargo, de la forma en que definimos C' en vemos que se encuentra B, la
cual podemos definir como una funciéon B, = ae”" que depende del radio. El campo
magnético podemos suponerlo asi puesto que de manera experimental (ﬁgura, en
los lados angostos del iman los valores de la componente B, aumentan rapidamente
al alejarnos del centro del iman, tal como una funcién exponencial. Teniendo entonces
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C(r), la solucion de la ecuacion homogénea relacionada se mantiene igual, mientras
que la soluciéon particular cambia. Proponemos una solucién particular de la misma
forma que en la ecuaciéon @ . Seguimos el método de variacion de parametros,
de modo que las ecuaciones @) y se mantienen iguales, siendo diferente el
f(r), que pasa a ser f(r) = Cse’"r~!, con C3 = —aQa. Con motivo de diferenciar
las funciones u; y uy del caso anterior, las denotaré como us y uy, de esta forma,
obtenemos:

r1Cy (r=1) efr efr C
uz = —/ —3§r—1) dr = C3/ . dr = ?gEZ(Br), (3.52)

rCy (r=1) efr C . Cs (e refr
“4:/ —3_(%)1 dr:‘??’/ reftdr = (62 T B ) (359

donde F; es la funcion especial de exponencial integral. Asi, obtenemos la solucion
particular siguiente:

Cs Cy (e ref
= —rk; —= -——. 3.54
wra = om0 + 2 (5 -5 (3.5
Realizando la suma de las soluciones general y particular, obtenemos la siguiente
solucion:

c, Cs Cs (el réf
upp(r) = Cir + —2 + —=rE;(Br) + — — 5 3.5
donde las constantes tienen simbolo prima para diferenciarlas de las anteriores. Una
vez aplicando las condiciones de frontera, se obtienen los siguientes valores para las

constantes:

. Csb b efa  ePa efb efb
Cs eba eha
2b Chb Ba Ba C Bb Bb
O = s {— 2 (aEi(ﬁa) + - %) + 2 (bﬂ-(ﬂb) L %)} |

(3.58)

3.6.2. Cavidad circular concava

Para este sistema propondremos dos funciones distintas para la densidad de co-
rriente y el campo magnético, tomando en cuenta que el comportamiento de éstas
en el sistema fisico es semejante al de una funciéon Gaussiana, pues, so6lo cuenta con
valores en cierta region y al alejarnos de ella la funcion tiende a cero. Para el caso de
la densidad de corriente, la region anular entre electrodos cuenta con valores mayores,
mientras que el campo magnético tiene valores en la regién que se encuentra justo
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arriba del iman; fuera de estas zonas ambos tenen valores cercanos a cero. Por esta
razon, la funcion para el campo magnético se propone de la siguiente forma:

2

B, = age %5, (3.59)
donde ag = 1.02 y og = 0.4. Y para la densidad de corriente:

—(r-84)*

J, = aje 2000° (3.60)

con oy = 1.0, B; = 0.342 y 07 = 0.125. En el Apéndice [A]se muestran mas detalles de
la funcién densidad de corriente. Con estas expresiones nuestra ecuacion diferencial a
resolver se ve modificada. Sustituyendo las ecuaciones [3.59] y [3.60] en [3.31] obtenemos
lo siguiente:

02 10 i ~(r=5,)"
e G

donde Cy = —a(). Esta ecuacion fue resuelta de manera analitica usando el software
de Mathemaética version prueba gratis (de Wolfram Alpha). Dado que en la cavidad
circular céncava ya no tenemos una pared interna como en el caso de los cilindros

dugy (a)

concéntricos, las condiciones de frontera para resolver la ecuaciéon son ————= =0y

ug2(b) = 0. La solucion de la velocidad azimutal se encuentra en el Apéndice

3.7. Soluciones numéricas

Hasta ahora, en el modelo analitico hemos resuelto nuestro sistema de ecuaciones
de manera unidimensional y axisimétrica, sin embargo nuestro sistema fisico en reali-
dad es tridimensional, y no ha sido considerada la existencia del fondo del dispositivo,
el cual actiia como una pared mas, y al existir friccion entre la superficie y el elec-
trolito, nos encontramos con una condicién de no deslizamiento. Esta condicién tiene
cierta influencia en el movimiento del fluido en el eje perpendicular a la superficie, es
decir en la direcciéon Z. En el anélisis numérico que se presenta a continuaciéon desarro-
llaremos un modelo cuasibidimensional para considerar dicha condicién. Podriamos
pensar que para tomar en cuenta los efectos tridimensionales se debe establecer un
sistema de tres dimensiones, en cambio, el comportamiento cuasibidimensional de un
flujo puede modelar esos efectos en vez de resolverlos explicitamente, lo cual facilita
el problema. Para el desarrollo se retomé un procedimiento anélogo al que se presenta
en el Capitulo 5 de [29).

Partiremos de las ecuaciones tridimensionales que gobiernan el sistema fisico para
tomar los efectos 3D. Para un flujo con velocidad @ = (u,., ug, 0) las ecuaciones
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y (3.17) en coordenadas cilindricas son las siguientes:

10 1%

rar ") 5 =0 (362
O, ey toDe 5y Qe OB oy, 2O (g
85;9 +ura§f + %8(;;9 - +uza§f = —%%—5 + Vo — = %% - Q(J,B.),
(3.64)

donde: ) )
V2= %% (r%) +T—12%+%. (3.65)

Cabe destacar que solo esta presente el término correspondiente a la fuerza electro-
magnética en debido a que es la tinica direccién en la que se presenta, ademés
se escribio de acuerdo a . Ahora bien, para una capa de fluido de grosor h,
definimos el promedio como una funcion arbitraria g(r, 6, z,t) de la siguiente forma:

h
(g)(r,0,1) = % /0 o(r,0, 2, 1)d>. (3.66)

También suponemos que las variables de campo estan definidas como una variable
promedio (en el espesor h del fluido), multiplicadas por una funcién que depende de
la direccién en z como se muestra a continuacion:

up(r,0,z,t) = (u,) (r,0,t) f (r,0,z), (3.67)
ug (1,0, 2,t) = (ug) (r,0,t) f (r,0,2), (3.68)
o (r,0,z,t) = (J,) (r,0,t) f (r,0,2), (3.69)

donde f debe estar normalizada, es decir, debe satisfacer la siguiente condicion:

h
%/0 Fds=1. (3.70)

Sustituyendo las ecuaciones ([3.67)-(3.69)) respectivamente en (3.62))-(3.64)) e integran-

do respecto a z de 0 a h obtenemos lo siguiente:

rar ) g =0 B

(ur)  (ur) 2 O(up)
T r2 r2 00 ’

(3.72)
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O(ug) Oug) . (ug) Oua) = (ug)(uy)| 1 OP  10(ug) { O{ug)
ot Lo | (ur) or * r 00 * r B ;%jL; ar \' or +
1 0*(ug) ~ (ug)  (ug) 2 Ou,)
ﬁ 062 T - r2 - ﬁ o0 _Q(<JT>B2’)>
(3.73)
donde I, y 77! son las siguientes funciones:
T,
I, :—/ f* dz, (3.74)
h Jo
1 1[of]"
P [%L : (3.75)

Para poder resolver el sistema de ecuaciones, ahora debemos conocer la funciéon f, la
cual buscaremos a partir del anélisis del sistema fisico. Si hacemos un corte transversal
al dispositivo tendremos la vista mostrada en la figura donde el fluido se dirige
hacia el lector (coordenada é), vemos que, f se comporta de igual manera que ug
entonces podemos decir que ug = f(z). Consideramos que el flujo es estacionario,
axisimétrico, y que no existe gradiente de presion en la direccion 0. Aplicando estas
condiciones a la ecuacion obtenemos la siguiente ecuacion:

z

Figura 3.2: Plano r-z del sistema.

*f f
Podemos notar que f es distinta a la funcién que hemos estado tratando, pues defini-
mos a f como la funcién no normalizada de f. Por otro lado, sabemos que el sistema
cumple con las condiciones de frontera del fluido de no deslizamiento y de superficie

libre, las cuales se describen a continuacion:

F(0) =0, =0 (3.77)

Luego de aplicar las condiciones y resolver la ecuacion diferencial (3.76|) obtenemos
la siguiente solucion:

f==(-2BhQz+ BJ,Qz%), (3.78)

N —
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Al ser f la funcion normalizada, se cumple la siguiente relacion:

_f(®)
fle) =12, (3.79)
donde M es la constante de normalizacién dada por:
A —Bh?
M = —/ f(z)dz = —Q (3.80)
h Jo 3

De forma que, una vez sustituidas f y M en (3.79), obtenemos que la funcién f esté
dada por la siguiente expresion:

3(—2BhJQz + BJQz?)
2Bh2JQ '

flz) = - (3.81)
Asi podemos obtener los valores de 1. y 7. Sustituyendo f en y (3.75) obtenemos
los siguientes valores:

Tl_—%, Q—g (3.82)
Para el sistema de cilindros concéntricos, se tomaron dichos valores, sin embargo,
debido a la concavidad de la cavidad circular, la capa de fluido tiene una altura dis-
tinta conforme nos alejamos del centro del disco. La funcién 77! que es hasta ahora
una primera aproximacion que desprecia este efecto necesitaria un cambio para poder
considerar la diferencia de valores en la altura. Esto es posible al representarla como
una funcién dependiente del radio h(r). Para obtener la dependencia de la altura
respecto al radio de la concavidad, recurrimos al plano de diseno del dispositivo ela-
borado en el software de Solidworks. Del cual, luego de realizar un corte transversal al
dispositivo, notamos que la superficie describe una pardbola. Se tomaron las medidas
necesarias para poder representarla. Posteriormente medimos el dispositivo de forma
experimental y se compararon ambas medidas con su respectivo ajuste cuadratico,
un proceso mediante el cual se encuentran los pardmetros de una parabola que mejor
se ajusten a una serie de datos. De esta manera corroboramos que los datos fueran
similares, teniendo en cuenta el margen de error que existe en la elaboracion de la
cavidad circular concava. Por consecuencia, nuestra variable 7 es ahora una funciéon
del radio. De acuerdo con la ecuacion (3.82) es:

BN 3
T = (0.06 — 0.05r2)* (3.83)

La constante que llamamos I., mantiene el mismo valor. Ahora podemos reescribir
las ecuaciones gobernantes (3.62)-(3.64)) incluyendo los nuevos términos conocidos.
Debido a que ahora todas las variables de campo son promediadas podemos omitir

los corchetes ( ):

10 1 8u9
;E (T'UT> + - = 0, (384)
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0.06

0.05¢ b

0.04 - b

0.01 - 4

r

Figura 3.3: Grafica de la altura adimensional dependiente del radio que corresponde a la
capa de fluido de la cavidad circular concava.

%_f_] %+@aur_u_§ —_%4_}& Ou, +l%+
ot ¢ or r 00 - Or  ror " or r2 002
(3.85)
U _ U 2 Oug
T r2 r290’
Oug Oug  ugOug  ugu,|  10P 10ug ([ Ouy
5;+ﬂf”&~+7ae+ r}—“755+?5?05F)+ 550

1 %up  ug g 2 Ju,

w2 pag OUB)

Ya que contamos con el sistema de ecuaciones a resolver utilizaremos el método de
diferencias finitas, descrito en [30]. El método de diferencias finitas nos brinda una
forma de discretizar ecuaciones diferenciales y permite que las operaciones para resol-
ver la ecuacion diferencial sean simples y algebraicas. La discretizacion es el proceso
mediante el cual se pasa de un problema continuo a uno considerado sélamente en un
numero finito de puntos.

Siguiendo dicho método, el sistema de ecuaciones — fue discretizado. Tam-
bién se realizé una discretizacion espacial de segundo orden con diferencia central en
una malla uniforme. Las variables se posicionaron en distintos puntos de la malla, la
presion y campo magnético se localizan en el centro, mientras que la velocidad u, y
up se toman en los puntos medios de los bordes en direccion azimutal y radial de las
celdas respectivamente. Para la discretizacion temporal se utilizo el método de Euler
a primer orden. Se muestra a continuacién una discretizacion parcial de las ecuaciones
cuasibidimensionales:

10 ou 1 0%u U U 2 Ou
(1) _ ) o5 | 2 r o ry 27
Ur Up {7’ or <T or ) + r2 002 r2 + T r? 89}

(3.87)

O(u)? 10w,y (u? —ud) oP
+5t[16(_ o r o0+ ) o)
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Yo ror " or + rZ 062 72 + T r2 00

Ou,ug 1 0(ug)? (u,ug) 10P
+5t{lc<_ or r 06 —2 r + 39+QJTBZ.

Los superindices indican el paso del tiempo. Para un tiempo inicial ¢ = 0 las variables
cuentan con valores iniciales, este caso se puede tomar como un tiempo (n), mientras
que una con tiempo (n + 1) es una variable a conocer. Mas adelante se da a conocer
el paso temporal de los demés términos de las ecuaciones anteriores. Por cuestiones
de espacio, s6lo se muestra la discretizacion del tiempo de los términos % y aa“[,
pero mas adelante se determina el paso temporal de los deméas términos. En el altimo
término de la ecuacion (3.88)) se encuentra la densidad de corriente y el campo mag-
nético. Buscaremos una expresion de la densidad de corriente J,. utilizando el método
de diferencias finitas descrito en |30| para realizar un programa numeérico en lenguaje
Fortran 90. Para ello, reacomodamos la ecuacion , pues al resolverla en el es-
tado estacionario de forma numérica, podemos agregar un término con dependencia
temporal:

(mt1) _ m+&ra(@% 1Pu  w @_E%ﬂ
(3.88)

82¢(n+1) 82¢(n+1) 8¢(n)

2r oy ot
en donde los superindices asocian las variables a un tiempo (n) o un tiempo (n + 1).
Se utilizo el método de Gauss-Seidel para resolver dicha ecuacion. El algoritmo del

programa se muestra a continuacion:

(3.89)

Algoritmo 1

: Definir variables.

: Establecer condiciones iniciales.

: Generar malla.

: Definir e iniciar ciclo temporal.

. Establecer condiciones de frontera.

: Resolver la ecuacion de Poisson para el potencial.
: Finalizar ciclo temporal.

: Calcular el gradiente del potencial eléctrico obtenido.

: Exportar datos.

© 00 1O ULk Wik =

Por simplicidad, utilizamos coordenadas cartesianas en el programa. Sin embargo,
el analisis general del sistema se realizd en coordenadas cilindricas. Para facilitar la
conversion de un sistema a otro, utilizamos una aproximaciéon. Recordemos que el
Laplaciano en coordenadas cilindricas puede expresarse de la siguiente forma:

”# 19 109* 9

2—_ —_— —_—
V= Oor? +r87“+7“2892+822'

(3.90)

Sir es muy grande, el primer término tendra mayor influencia en el resultado mientras
que si r es muy pequena, el segundo término tendrd mayor influencia. En nuestro
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caso r = 1, podemos suponerlo como un nimero lo suficientemente grande como para
predominar el primer término y despreciar el segundo. Asi, logramos aproximar el
Laplaciano de coordenadas cartesianas a cilindricas.

Los datos del gradiente del potencial corresponden a las componentes de la densidad
de corriente, y s6lo nos interesa la componente r, pues existe simetria azimutal en
el sistema. Se grafico el perfil de la componente r del gradiente de ¢ y se realizdé un
ajuste a una funcién tipo campana de Gauss la cual se muestra a continuacion:

Jo(r) = ¢~ (r=0342)2029) (3.91)

En el Apéndice [A] se muestra la grafica de la densidad de corriente e informacion
relacionada a ella. Por otro lado, usaremos la ecuaciéon para B, y la densidad
de corriente de la ecuacion ([3.91)) sin embargo, mantendremos las variables correspon-
dientes debido a su extension. Ahora, con el fin de reducir las ecuaciones anteriores,
definimos las siguientes variables:

Gy |10 (0w, 10w w  u  20u
T ror \ Or r2 002 r2 1 r200 (3.99)
O(u,)?  10u,ug  (u? —ul) '
+ot |1 | — - = —r 9
¢ or r 00 r ’
10 [ Ouy 1wy wg uy 2 0u
F=u"+6t|-=— (r=2 — — =+ == 5=
Yot {r@r (7" 8r)+r2 06? r2+ T 1200 (3.93)
Oupug — 10(ug)? (urug) '
ot 1. | — - — -2 J.B,|.
* [ ( or r 00 r Q@
De esta forma, las ecuaciones (3.87)) y (3.88|) se convierten en:
8P(n+1)
u™ = G — 5t 5 (3.94)
(n+1)
D = ) _ 5908 (3.95)

0 00
donde, asociamos los términos que contienen las velocidades un tiempo (n) y al tér-
mino del gradiente de presion un tiempo (n + 1) por conveniencia. Asi, los términos
contenidos en F'y G tienen todos velocidades en un tiempo (n). Ahora, sustituimos
las expresiones anteriores en la ecuaciéon de continuidad , y con un poco de
algebra llegamos a la ecuacion de Poisson para la presion P"+1):

82P(n+1) N 82P(n+1) B i 8G(n) N aF(n)
or? 002 ot or 00 '

(3.96)

Para encontrar los valores de todas las variables en el tiempo (n + 1) se realizé un
programa en el lenguaje de programacion Fortran 90. En este programa se utilizo el
método de Gauss-Seidel para resolver la ecuacion de Poisson para la presion, hasta
alcanzar la divergencia en el campo de las velocidades. El algoritmo de dicho programa
se muestra a continuacion:
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Algoritmo 2

1: Definir variables.

2: Establecer condiciones iniciales.

3: Definir expresion para el campo magnético usando y la densidad de corriente
con (|3.34)).

4: Generar malla.

5: Definir e iniciar ciclo temporal.

6: Establecer condiciones de frontera.

7: Calcular F™ y G™ de acuerdo con las ecuaciones (3.92) y (3.93).
8: Resolver la ecuacién de Poisson (3.96) para la presion P"+1.

9: Calcular el nuevo campo de velocidades (u$n+1),uén+1)) utilizando 1) y 1}

con los valores de la presiéon obtenidos anteriormente.
10: Finalizar ciclo temporal.

Adicionalmente podemos obtener una soluciéon numérica unidimensional al sistema de
ecuaciones —. Esto seria posible utilizando el método de diferencias finitas
tal como se realizé para el modelo cuasibidimensional pero eliminando los términos
que contienen la variable 7 y hacemos I, = 1 en las ecuaciones discretizadas —
(13.88)).



4 Resultados

En este capitulo se exponen los resultados obtenidos con las dos configuraciones
experimentales. Encontraremos una comparacion cualitativa de perfiles de velocidad
en direccion azimutal, obtenidos de forma experimental y numérica, asi como la com-
paracion de soluciones analitica y numérica. Para el caso de la cavidad concava,
también se mostraran graficas de campos vectoriales, vorticidad y lineas de corriente.
Recordar que las magnitudes fisicas tratadas se encuentran adimensionales, esto nos
permite realizar la comparacion cualitativa. Ademas, la direccion del movimiento del
fluido es en —é, sin embargo en todas las graficas de perfiles de velocidad, se muestran
valores normalizados. El nimero de Reynolds es distinto para cada caso, esto se debe
al cambio de la velocidad alcanzada por el flujo y la corriente aplicada, pues las demas
variables no cambian en el sistema. Asimismo, el factor de la fuerza de Lorentz es
distinto para cada caso, siendo un indicador de la magnitud de la fuerza aplicada en
el sistema.

4.1. Cilindros concéntricos

4.1.1. Campo vectorial

Luego del anéalisis de datos experimentales con PIVlab y realizar un promediado,
se obtuvo el campo vectorial de la figura [4.1] en el cual podemos observar que la
direccion del flujo es la que se espera tedricamente, pues se encuentra en direccion
—@. En el analisis realizado se delimité manualmente la region en la que se encuentra el
fluido para tnicamente obtener informacién de él. Sin embargo podemos observar que
a lo largo del radio exterior hay pequenos puntos que no logran formarse como flechas,
es decir, se registré6 movimiento en las particulas pero con una velocidad mucho menor
a la encontrada en la demaés superficie. Esto se debe a que en los extremos del eje x
segun la figura el iman no logra cubrir toda la superficie, de modo que hay un
ligero cambio en el campo magnético, y por lo tanto también en la fuerza y velocidad
de las particulas. Al pasar por estas regiones, las particulas se “comprimen” hacia
el centro, de modo que dejan una pequena regiéon cercana al electrodo exterior con
pocas particulas.

También es posible observar que las velocidades maximas se encuentran alrededor del
radio interno, lo cual concuerda completamente con la teoria debido a la forma de la
densidad de corriente, que tiene mayor intensidad cerca del radio interno.

29
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Figura 4.1: Campo vectorial de uy obtenido con datos experimentales.

4.1.2. Perfiles de velocidad azimutal analiticos

T T
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Figura 4.2: (a) Comparacion de perfiles de velocidad azimutal uy obtenidos de forma analitica
y numeérica (ec. (3.51))). (b) Grafica de las soluciones analiticas con B, constante (ec. (3.51)))

y con B, dependiente de r (ec. (3.55)).

Con el fin de comprobar que la soluciéon numérica 1D obtenida esta reproduciendo
la solucion analitica, y por tanto el mismo fenémeno fisico, realizamos la comparacion
de perfiles de velocidad azimutal uy obtenidos de forma analitica en la ecuaciéon
y numeérica. Dicha comparacion se muestra en la figura [4.2a], donde se observa que los
resultados numéricos son validos. En [£.2D] vemos que las soluciones son muy cercanas,
lo cual puede deberse a que la expresion del campo magnético es adimensional, sin
embargo con pardmetros distintos las soluciones podrian diferir significativamente.
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4.1.3. Perfiles de velocidad azimutal numéricos y experimen-
tales

Tal como se mencioné en la seccion 2.1 se analizaron tres casos distintos, vease
la tabla La comparacion cualitativa y cuantitativa de los perfiles de velocidades
obtenidos con los datos numéricos (modelo cuasibidimensional) y experimentales del
caso 1 se muestra en la figura [£.3a] Observamos que el perfil de solucion numérica
tiene un maximo cercano al radio interno, el cual se apega a la teoria, pues la densidad
de corriente es inversamente proporcional al radio, de modo que el flujo adquiere una
mayor velocidad, mientras que los datos experimentales presentan un maximo menos
pronunciado cerca del radio exterior. El valor de la constante I., depende puramente

1
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Figura 4.3: Graficas de perfiles de velocidad azimutal. (a) Caso 1: I = 10 mA, 7 = —96.7094,
I. = 1.19, Re = 306.45 y Q = 286033.57. (b) Caso 2: I = 30 mA, 7 = —7078.3, I = 1.2,
Re = 408.60 y Q = 5148604.34. (c¢) Caso 3: I = 150 mA, 7 = —20000.3, I. = 1.2, Re =
851.25 y Q = 25743021.75.

de la altura del fluido, para el caso 1 de I, = 1.19, y recordando que este valor
multiplica a los términos convectivos de las ecuaciones de Navier-Stokes, nos dice que
se tendran valores mayores de ellos en comparacion al modelo de una dimension.

En la figura podemos observar la comparaciéon de perfiles de velocidad numérico
y experimental para el caso 2. Se observa que tienen dos picos o maximos, siendo
més pronunciados para los datos experimentales. Ademaés, el pico cercano al radio
interno de los datos experimentales se encuentra desplazado hacia la derecha, en
comparacion con el pico del perfil numérico. Esta caracteristica pudo ser ocasionada
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por las burbujas de la electroélisis, pues al formarse mayormente cerca del electrodo
interno, estas forman una especie de pared para las particulas y el movimiento del
fluido se observa en una superficie menor, como si el cilindro interno tuviera un radio
mayor. En cuanto al pico cercano al radio externo, le atribuimos parte de su magnitud
al hecho de que, existen dos zonas en el dispositivo en donde el campo magnético no
cubre toda la superficie del dispositivo, de modo que el fluido al pasar sobre esas
zonas, se acelera ligeramente y las particulas se separan del electrodo externo con
un ligero movimiento en direccion radial. Para disminuir este efecto en el analisis los
perfiles de velocidad fueron obtenidos en la zona que esté por encima del iman. Aun
asi, es posible que los efectos de esta aceleracién y el nimero de Reynolds de esa
magnitud podarian tener injerencia en la curva al centro del perfil experimental. Para
este caso I, = 1.2, lo cual quiere decir que los términos convectivos de las ecuaciones
de Navier-Stokes serian mayores a los del modelo 1D.

En el caso 3 se observa similar al caso anterior, pues el méaximo del perfil experimental
esta recorrido a la derecha, lo cual se puede atribuir a la interferencia con las burbujas
producidas de la electroélisis. Para la solucion numérica vemos que conforme disminuye
el valor de 7 la magnitud del méximo es mayor, y mientras menor sea, la velocidad
cerca del radio menor crece significativamente, acercdndose a una caracteristica de
los discos de acrecion, pues las velocidades mayores se encuentran en el centro. En
este caso los picos de los datos experimentales tienen valores similares, y las partes
externas de los picos se asemejan a una parabola como el caso donde I = 10 mA,
a diferencia de que, en el centro tiene un valle como el caso I = 30 mA, por lo que
parece ser una combinaciéon de ambos casos. Ademas, se ve un rapido crecimiento
en el pico cercano al radio externo, lo cual no se apega a la soluciéon numérica. Esto
podriamos atribuirlo a que el nimero de Reynolds es el méas grande de todos los casos,
aunado a la aceleracion que toma el flujo cuando pasa por las regiones en donde no
hay iméan.

4.2. Cavidad circular concava

4.2.1. Campo vectorial, vorticidad y lineas de corriente expe-
rimentales y numeéricos

En las figuras [1.4)y se presentan los campos vectoriales junto con la grafica de
vorticidad con lineas de corriente para cada caso analizado de forma experimental.
Con los campos vectoriales podemos comprobar que la direcciéon de movimiento del
flujo es azimutal é, y notamos una concentraciéon de vectores de mayor magnitud en
una zona anular, que corresponde a la distancia entre electrodos. En dicha zona, como
se muestra en el Apéndice [A] la densidad de corriente es mayor, por lo tanto existe
una fuerza de Lorentz mayor. También se aprecia que la trayectoria que siguen las
particulas casi forman un circulo, cuadrado, triangulo, elipse, pentdgono y hexagono
respectivamente, lo cual se refuerza observando las lineas.

También observamos la vorticidad en las graficas, y ésta es negativa si el fluido rota
en sentido horario y positiva cuando rota en sentido antihorario. En las gréaficas los
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valores negativos se muestran de color amarillo, mientras que los positivos de color
azul.

Para los tres primeros casos se aprecian entre 3 y 4 secciones anulares de colores
distintos en las graficas de vorticidad. La rotacion del fluido concuerda con la teoria
y lo hace en direccion azimutal —0, lo cual vemos que los valores negativos (azules)
son los que predominan. Sin embargo, se observan en los casos (d) y (f) ligeras zonas
en donde la vorticidad es positiva (color amarillo), esto indica que el fluido rota en
direccion +0. Las lineas de corriente nos indican que esto se debe a la formacion de
vortices, los cuales se forman en los vértices de las figuras geométricas (cuadrado,
triangulo, elipse, pentédgono y hexagono) y se desplazan rapidamente, por lo que los
encontramos en las aristas. A diferencia de los primeros casos, en las figuras y
se muestran manchas amarillas en la vorticidad, pero no encontramos voértices en
las lineas de corriente en esas zonas, a pesar de que son visibles en los videos graba-
dos. Esto puede deberse a que la velocidad con la que fueron grabados los videos es
inferior a la que llevan las particulas en dichas zonas y en el Software de PIV no las
registra adecuadamente.

Los casos mostrados en la figura [4.5] fueron encontrados al utilizar el mismo volumen
de 15 ml y la misma diferencia de potencial de 6.4 V. Para obtener las imagenes se
ech6 a andar el experimento con un valor fijo de diferencia de potencial y corriente, y
se grabd por un par de minutos. A pesar de que parece existir una discrepancia entre
los valores de la corriente y la diferencia de potencial de los tres casos, resulta que
con el paso del tiempo y conforme aparecian los patrones geométricos, se registraba
una mayor corriente, es decir, la resistencia del electrolito decrece al mantenerse el
experimento en funcionamiento. Al repetir los experimentos con las mismas condicio-
nes, es posible reproducir los mismos patrones, aunque al tratarse de inestabilidades
se muestran variaciones en el tiempo en que se mantienen los vortices.

Por otro lado en la figura[4.6]se encuentran los campos vectoriales y graficas de vorti-
cidad con lineas de corriente de los resultados numeéricos. En las graficas de vorticidad
podemos distinguir entre 3 y 4 secciones anulares de distintos colores como en la sec-
cion pasada. Y de nuevo, vemos que al centro se presentan valores negativos que
verifican la direccion de movimiento —6 del flujo. Pero a diferencia de los resultados
experimentales, las lineas de corriente nos muestran trayectorias entre circulares y
elipticas. Ademas existen zonas, en donde observamos vortices, como en el caso de la
figura (f), los cuales se observan también en el campo vectorial.

En los campos vectoriales podemos observar que, en comparaciéon con los resultados
experimentales también se encuentran vectores de menor magnitud en la zona cer-
cana al radio exterior. A pesar de encontrar patrones distintos, en ambos resultados
aparecen vortices al aumentar la corriente, lo cual es un indicador de que el programa
numérico esta reproduciendo un fenémeno similar. Sin embargo, hasta ahora con las
condiciones utilizadas en el codigo numérico no ha sido posible encontrar vortices con
geometrias distintas al elipse.
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Figura 4.4: Graficas del campo de velocidades y la vorticidad con lineas de corriente expe-
rimentales. (a) y (b) Caso con corriente I = 40 mA y voltaje AV =3 V. (¢) y (d) Caso
con corriente I = 150 mA y voltaje AV =5 V. (e) y (f) Caso con corriente I = 260 mA y
voltaje AV = 6.7 V.
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Figura 4.5: Graficas del campo de velocidades y la vorticidad con lineas de corriente expe-
rimentales. (a) y (b) Caso con corriente I = 280 mA y voltaje AV = 6.4 V. (c) y (d) Caso
con corriente I = 320 mA y voltaje AV = 6.4 V. (e) y (f) Caso con corriente I = 340 mA
y voltaje AV =6.4 V.
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Figura 4.6: Graficas del campo de velocidades y la vorticidad con lineas de corriente nu-
meéricos. (a) y (b) Caso con corriente I = 40 mA y voltaje AV =3 V. (c¢) y (d) Caso con
corriente I = 150 mA y voltaje AV = 5 V. (e) y (f) Caso con corriente I = 260 mA y

voltaje AV =6.7 V.
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4.2.2. Perfil de velocidad azimutal

A continuacion se exponen los perfiles de velocidad azimutal obtenidos de forma
numérica, analitica y experimental. En estos perfiles iinicamente se presenta la mi-
tad del sistema, del origen al radio mayor, pues como existe simetria azimutal, en
cualquier dngulo del disco se observa el mismo perfil. Recordar que se analizaron 3
casos mencionados en la seccion 2.2} el caso 1 con flujo estable, corriente I = 40 mA
y diferencia de potencial AV = 3 V, el caso 2 con flujo inestable, corriente I = 150
mA y diferencia de potencial AV = 5 V, por ultimo el caso 3 con flujo inestable,
corriente I = 260 mA y diferencia de potencial AV = 6.7 V. En general la solucion
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Figura 4.7: Gréficas de perfiles de velocidad azimutal obtenidos numérica y experimental-
mente. (a) Caso 1: I =40 mA, AV =3V, Re =238 y Q = 3.5 x 10°. (b) Caso 2: I = 150
mA, AV =5V, Re = 1532 y Q = 2.5 x 10%. (c) Caso 3: I = 260 mA, AV = 6.7 V,
Re = 3405y Q = 7 x 10°. (d) Gréfica del perfil analitico de la ecuacién conCy=1y
Q=1

numérica obtenida podemos describirla como una distribucion Weibull. Como vemos
en la figura [£.7] la funcion no llega al eje de las ordenadas, esto se debe a que en el
modelo matematico es imposible obtener una solucién sin una frontera interna, enton-
ces la suponemos lo més pequena posible, en este caso de r = 0.02. Lo mismo sucede
para las graficas de la seccion [.1], cuentan con una frontera interna en el programa
numeérico.

Para los datos experimentales vemos que la funcién no toca el extremo derecho, esto
debido a que los datos extraidos para realizar los perfiles se obtuvieron de los situados
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en el eje de las ordenadas, y como se observa en las graficas de la figura[f.4) en esa zona
no se visualiza completamente el disco. Sin embargo, esa zona no es de interés como
lo es la central. También podemos notar que al aumentar la corriente y el voltaje, la
velocidad azimutal de los casos también es mayor, lo cual se apega a la teoria. Por
otro lado, en los casos 1 y 2, se aprecia una oscilacion de magnitud menor al maximo,
el cual se termina justo en donde termina el electrodo externo r = 0.2, lo cual podria
dar indicios de que hay cierta perturbacion fisica entre las burbujas que se crean al-
rededor del electrodo interno, que en el modelo numérico no tiene un gran impacto.
Ademas el pico del maximo en la solucién numeérica se mantiene aproximadamente en
el valor r = 0.3 para todos los casos, mientras que de manera experimental varia la
posicién, lo que sugerimos podria ser producto de la inestabilidad. No obstante, para
asegurarnos de esto, se debe minimizar el efecto de las burbujas.

4.2.3. Perfil Kepleriano

Por ultimo encontramos en la figura[4.7d]1a solucion analitica escrita en el apéndice
Bl En éste se aprecia también un méaximo en la funcién para valores de r = 0.35
aproximadamente. El crecimiento de la frontera interna (r = 0) al méaximo se presenta
de una forma casi lineal, mientras que el decaimiento a la frontera externa (r = 1) se
comporta de manera exponencial. Asimismo, comparte algunas caracteristicas con los
perfiles experimentales y numéricos, tal como la forma tipo distribucion de Weibull.
Recordando que el flujo se mueve principalmente por la Fuerza de Lorentz, podemos
deducir que en la region en la que se encuentra el méximo, la densidad de corriente
es mayor en el sistema en esa seccion. Por otro lado, los datos obtenidos del perfil de
velocidad azimutal se compararon con el perfil de velocidad obtenido con el modelo
descrito en |20], el cual consiste en un sistema de cilindros concéntricos lleno de metal
liquido que se mueve de forma azimutal por un forzante electromagnético producido
mediante la interaccion de la diferencia de potencial entre los cilindros concéntricos y
un campo magnético generado por bobinas de Helmholtz. En este articulo presentan
la velocidad azimutal de la siguiente forma:

. 10g(R€> [OBO
K 47 pr’

ug(T) (4.1)

donde x es el numero de von Karman, el cual esta relacionado con la estabilidad de
un flujo alrededor de un cuerpo sélido y proporciona informacion sobre la creacion de
vortices y la transicion a un flujo turbulento. La comparacion cualitativa se muestra
en la figura 4.8, en la cual observamos que el comportamiento de las funciones es
semejante entre los valores r = 0.3 — 1.0, donde existe un crecimiento hacia el radio
interno, sin embargo nuestra funcion llega a un méximo y decrece mientras que en la
velocidad de |20 no lo hace. Con esta comparacion cualitativa no podemos concluir
que los modelos sean equivalentes, pero nos brinda cierto panorama para corroborar
que nuestro modelo reproduce un fenémeno similar.
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Figura 4.8: Gréfica de perfiles de la velocidad azimutal ug(r) obtenida para nuestra cavidad
concava, circular de forma numérica y la soluciéon obtenida del modelo numérico de un disco
de acrecion con movimiento Kepleriano reportado en la ecuacion (4.1)).

4.2.4. Mapa de inestabilidad

Al momento de realizar experimentos a distintos volimenes y aumentando la
corriente y diferencia de potencial en el sistema se encontraron algunas inestabilidades.
Para ciertos valores de corriente y volumen en el fluido se aprecia la formacion de
vortices con distintas figuras geométricas, tal como se observa en la figura La
visualizacion del fluido se obtuvo mediante gotas de colorante vegetal y las burbujas
generadas por la reaccion de electrolisis en el sistema. También puede distinguirse que
en los vértices de las figuras geométricas se forman vortices, los cuales se desprenden
de la figura inicial y vuelven a formarse conforme el fluido rota, éstos vortices son
mas claros en la figura
En seguida se expone en la figura[4.10| el mapa de inestabilidad, que contiene en color
anaranjado las figuras de los patrones formados en cada caso, al cambiar los valores
de volumen y corriente del sistema. En la mayoria de los casos los valores de corriente
inyectada fueron suficientes para alcanzar la inestabilidad del fluido. En el caso con
menor volumen, el fluido describe una trayectoria circular para valores menores a 400
mA de corriente, y posteriormente un flujo turbulento sin identificarse algtin patréon
geométrico como en los otros casos.

También se muestra en el mapa algunas figuras geométricas en color verde. Estas
fueron encontradas al encender la fuente de alimentacion en valores especificos de
corriente y diferencia de potencial, y no variandolos gradualmente como en los casos
de color anaranjado. Con esto, inicialmente se pretendia obtener mejores imagenes de
inestabilidades encontradas al cambiar valores de forma gradual, pero se encontré un
comportamiento distinto en el fluido. Asi, los casos de color verde podrian dar indicios
de que la aparicion de inestabilidades esta relacionada a un gradiente de corriente y /o
voltaje,y no a valores especificos de ellos. Aunque se necesitaria planificar y realizar
algiin experimento que pueda confirmarlo, en este trabajo no se abordaréa. Por otro
lado, tal como vimos en las graficas [{.5] también pueden encontrarse distintos patrones
para un mismo valor de la corriente, lo que seria un comportamiento distinto a los ya
mencionados.

Como muestra el mapa, existe una relacion entre la corriente aplicada y la aparicion
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Figura 4.9: Fotografias de distintas inestabilidades encontradas. (a) Vol = 6.5 ml, I = 820
mA. (b) Vol = 3.5 ml, I = 900 mA. (c¢) Vol = 15 ml, I = 1000 mA. (d) Vol = 3.5 ml,
I =790 mA.

de inestabilidades en el flujo. Méas atin, existe una dependencia entre el volumen y la
formacion de patrones. Sin embargo, podemos obtener resultados distintos variando
los valores de la corriente de forma gradual o de forma instantanea en el sistema.

Actualmente estos patrones poligonales no estédn directamente arraigados al com-
portamiento de un disco de acrecion, sin embargo, por sorprendente que parezca, los
patrones se han observado en algunas galaxias. Tal es el caso de NGC 7020, una
galaxia lenticular barrada en la constelacion austral de Pavo, cuya imagen obtenida
en 2022 por El Observatorio Internacional de Gemini deja a la vista que su nicleo
posee una forma hexagonal (ver figura . También se encuentra el caso de la
galaxia NGC 1232, ubicada en la constelacion de Eridanus, cuya imagen obtenida
con el telescopio danés del Observatorio La Silla de ESO en Chile se muestra en la
figura [L.11D] donde se aprecia que los brazos de la galaxia forman en conjunto una
figura pentagonal.
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Figura 4.10: Mapa de inestabilidad. En anaranjado los casos donde la variacién de corriente
y diferencia de potencial se aumentaron gradualmente, y en verde donde se suministré un
valor especifico de corriente y diferencia de potencial instantaneo.

(a) (b)

Figura 4.11: (a) Galaxia NGC 7020, cuyo centro tiene forma hexagonal. Créditos de la
imagen: International Gemini Observatory/NOIRLab/NSF/AURA /H. Dottori, R. J. Diaz,
G. Gimeno. (b) Galaxia NGC1232, cuya forma semeja un pentégono. Créditos de la imagen:

ESO/IDA /Danish 1.5 m/R.Gendler and A. Hornstrup.
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5 Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo se realiz6 un estudio teérico y experimental de un flujo con forzan-
te electromagnético en dos configuraciones distintas: cilindros concéntricos y cavidad
circular concava. Luego de establecer las ecuaciones que rigen el fenémeno se utiliza-
ron métodos analiticos y numéricos para resolver el problema. Se obtuvo con éxito
un modelo numérico cuasibidimensional en lenguaje Fortran 90. Ademas de obtener
imégenes experimentales utilizando tinta vegetal y particulas trazadoras, se realiza-
ron mediciones experimentales con la técnica de PIV. La comparacion cualitativa y
cuantitativa de resultados experimentales y numéricos del sistema de cilindros con-
céntricos nos lleva a concluir que los efectos tridimensionales tienen una influencia
importante en el movimiento del fluido, por lo que explorar la soluciéon tridimensional
del sistema queda como tarea a futuro.

Por otro lado, en los resultados numéricos y experimentales de la cavidad concava
se encontraron inestabilidades con distintos patrones geométricos, entre ellos: elipse,
pentégono, hexagono, cuadrado, circulo y tridngulo. Si bien, hallamos una relaciéon
entre la formacion de estos patrones con los valores de corriente y volumen sumi-
nistrados en el sistema, no es suficiente para explicar las caracteristicas requeridas
para encontrar un patrén en especifico. Recordando que algunos discos de acrecién
dan origen a galaxias, entonces cabe la posibilidad de que nuestras observaciones de
patrones poligonales formen parte del comportamiento de discos de acrecién en sus
ultimos anos de evolucion. La inestabilidad tiene origen en condiciones baroclinicas,
es decir, que esté relacionada al gradiente de presiéon con respecto a la densidad del
fluido, el cual podria verse afectado si existe un cambio de temperatura |11], variable
que no estamos tomando en cuenta en nuestro estudio, por lo que seria interesante
realizar un analisis con esta consideracion.

Finalmente se observa en los resultados analiticos, numéricos y experimentales que
se reproduce un comportamiento Kepleriano, similar al de un disco de acreciéon se-
gun Vernet en |31]. Entonces, podemos concluir que obtuvimos un modelo analitico,
numérico y experimental que replica el comportamiento béasico de discos de acrecion,
al menos en la mitad del dominio. De forma numeérica, esto se consiguié para valores
del factor de Lorentz menores a Q = 10%, para un estado estacionario y con soélo
dos patrones de inestabilidad, por ello seria conveniente pulir el programa numérico y
explorar soluciones para valores mayores de (). En cuanto al modelo experimental, los
sistemas utilizados son eficientes para reproducir un flujo con caracteristicas similares
a un disco de acrecién con varios patrones de inestabilidad y el estado estacionario,
sin embargo pueden realizarse mejorias con el objetivo de obtener soluciones para
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valores mayores de () = 10%. Una de estas mejorias serfa cambiar el tamaiio de ma-
lla y paso temporal. De no conseguir los resultados deseados, se podrian paralelizar
algunos procesos del programa para que la compilaciéon se lleve a cabo de una forma
Optima.



A Densidad de corriente

Anteriormente en la seccion 77 se describi6 la obtencion de la densidad de corriente
a partir de resolver la ecuacion (3.8]) por el método numérico de diferencias finitas.
El sistema fisico de dicho problema se muestra en la figura
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Figura A.1: Plano r-z del sistema.

> T

.Electrodos

A continuacién se presentan las graficas en una seccidon transversal de la distri-

bucién del potencial eléctrico obtenido al resolver la ecuacion discretizada , y
el campo del flujo de corriente después de haber obtenido el gradiente del potencial.
Vemos en la gréfica que el valor mayor del potencial eléctrico se concentra en
la parte central del eje r, seccion que corresponde a la parte superior del electrodo
interno, y se dispersa hasta llegar al valor de cero en los laterales, en donde se en-
cuentra el electrodo restante.
Asimismo, en la grafica [A.2b] observamos con vectores la difusion de la corriente, la
cual hace un recorrido del electrodo interno al externo. Esto concuerda con la direc-
cion del flujo de corriente tedrica. Finalmente, expongo una grafica del perfil de la
componente radial de la densidad de corriente obtenida por el programa numérico
y una aproximacion exponencial de la misma. Esto con la intencién de obtener una
expresion mas apegada al problema real, para introducirla en el programa numérico
que resuelve el problema de la dinamica del fluido.
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Figura A.2: Gréficas correspondientes a (a) Distribucion del potencial eléctrico en una sec-
cion transversal del sistema. (b) Flujo de corriente en una seccion transversal del sistema.
(c) Perfil de la componente radial de la densidad de corriente.
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B Solucién analitica para la cavidad circular céncava
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