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INTRODUCCION

En los anales de la historia econdémica, encontramos curiosos relatos sobre la evolucion
del concepto de dinero. En épocas antiguas, los romanos, ingeniosos como siempre, em-
pleaban conchitas de mar como medio de intercambio. En un inicio, la humanidad utilizaba
objetos de valor intrinseco, como conchitas, huesos y otros enseres, como moneda de canje.
Este primitivo sistema evolucion6 gradualmente hacia el uso de metales preciosos, marcando
asi el nacimiento de las primeras monedas acufiadas.

A medida que la civilizacién avanzaba, el dinero se consolidaba como una herramienta
esencial en las transacciones economicas. No obstante, el devenir histérico nos lleva a un ca-
pitulo mas contempordneo: la era de las criptomonedas. Los bitcoins y otras formas digitales
de valor han emergido como una revolucionaria forma de activo financiero, alejdndose del
convencional papel de las monedas tradicionales.

No obstante, cabe destacar que estas criptomonedas, a pesar de su creciente relevancia en
el ambito financiero, no funcionan actualmente como medios de intercambio cotidianos. En
su lugar, han adoptado el papel de activos financieros, actuando como vehiculos de inversiéon
o resguardo de valor. Este cambio de paradigma nos lleva a explorar un desafio fundamental
en la actualidad: la volatilidad.

La volatilidad, estudiada con ahinco desde la década de 1950, revela la presencia de cam-
bios abruptos que pueden manifestarse de maneras impredecibles. Las repercusiones de la
volatilidad no solo se limitan al &mbito econdmico, sino que también influyen en la vida
diaria de las personas y tienen un impacto macroecondmico significativo en los paises. Este
problema contemporaneo, de dificil abordaje y de gran interés, plantea desafios tanto para
los individuos como para los gobiernos.

En este contexto, resulta evidente que la volatilidad se ha convertido en un tema de suma
importancia en la esfera econdmica global. La evolucion del dinero desde las conchitas de
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mar hasta las criptomonedas destaca la complejidad inherente a este fenomeno. Concluir que
la volatilidad es un problema de suma relevancia y, al mismo tiempo, un desafio fascinante,
nos invita a explorar las distintas facetas de este fendmeno que continda marcando el curso
de nuestra historia financiera y econdémica.

Este estudio se adentrard en la naturaleza de la volatilidad, explorando sus implicaciones
en la vida diaria y macroeconémica, destacando asi su complejidad y su posicién como tema
de interés apremiante.

Analizaremos que uno de los problemas que existen en torno al modelo de movimiento
browniano geométrico para los precios es que se asume, entre otras cosas, que la volatilidad
es constante. Se sabe desde hace tiempo que esta hipétesis no es de todo cierta y la evidencia
sugiere que la volatilidad (que es un factor de riesgo para los participantes de algtin merca-
do financiero) cambia constantemente debido a diversos factores. Debido a esta variabilidad
temporal de la volatilidad, se ha propuesto una pléyade de modelos conocidos como mo-
delos de volatilidad estocéstica. En el presente proyecto se pretende introducir un modelo
relativamente sencillo de volatilidad estocdstica con el cual el problema de la estimacion de
pardmetros sea mucho mds simple. Este modelo se basa esencialmente en suponer que la vo-
latilidad es constante durante periodos de tiempo de duracion aleatoria. Esto esencialmente
quiere decir que en la ecuacién base del modelo

dSt = /LStdt + O'tStth, (01)

se asume que la volatilidad o, es un proceso estocdstico a tiempo continuo no se rige por una
ecuacion diferencial estocdstica, pero si sigue siendo un proceso tipo Markoviano,

{at:tER+},

siendo o, constante por tramos, donde los tiempos de permanencia (durante los cuales o
es constante) tienen alguna distribucion estacionaria y los valores de o, también siguen una
distribucién estacionaria e independiente de la distribucion de los tiempos de permanencia.
El principal objetivo de este estudio es caracterizar analiticamente el proceso S; para poder
proponer estimadores de los pardmetros de las distribuciones correspondientes.



Capitulo I
ANTECEDENTES

1.1. Objetivos de la investigacion

1.1.1. Objetivo general

Introducir un modelo de volatilidad estocastica, combinando una ecuacion diferencial
estocdstica y un proceso estocdstico discreto para modelar la volatilidad en series de tiempo
de rendimientos logaritmicos y aplicarlo al problema de estimacién de parametros.

1.1.2. Objetivos particulares

1. Estudiar un modelo de volatilidad estocéstica, en donde la distribucion se pueda obtener
de manera analitica.

2. Aplicar una metodologia para obtener estimaciones de los pardmetros involucrados en
el modelo.

3. Usar simulaciones numéricas para hacer pruebas de los estimadores propuestos.

4. Aplicar la metodologia propuesta para analizar series de tiempo financieras reales.

1.1.3. Resultados esperados

1. Esperamos que el modelo propuesto tenga una solucién analitica que se pueda escribir
en términos de funciones elementales o funciones especiales.
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2. Esperamos que la solucion analitica para la distribucidn de rendimientos logaritmicos
sirva para obtener expresiones para estimadores de los pardmetros involucrados.

3. Esperamos que el modelo propuesto sea suficientemente preciso para describir series
de tiempo financieras, especificamente, para los rendimientos logaritmicos.

1.2. Sistemas Financieros

1.2.1. Criptomonedas

Las criptomonedas suponen una alternativa de inversion que tienen como objetivo la des-
centralizacion. En ese sentido, segtn el Banco Central Europeo Ref. [22], las criptomonedas
se definen como “una representacion digital de valor, no emitida por ninguna autoridad cen-
tral, institucion de crédito o emisor de dinero electrénico reconocido que, en ciertas ocasio-
nes, puede ser utilizada como medio de pago alternativo al dinero”. En su defecto, siguiendo
a Ref. [50], las criptomonedas también se pueden definir como ““un sistema de pago a través
de Internet, basadas en un sistema peer to peer o red entre iguales (P2P), que contienen un
elemento de seguridad basado en la criptografia y en donde el valor es transmitido electréni-
camente entre las partes”. En torno al tema de la funcién social de las criptomonedas, existe
un debate acerca del cumplimiento pleno de las caracteristicas basicas del dinero, que son,
de acuerdo con Ref. [50], medio de pago, unidad de cuenta y depdsito de valor. Otros autores
como Ref. [55] afirman que se cumplen ciertas funciones, como el medio de intercambio. En
cuanto a la funcionalidad operativa de las criptomonedas, estas funcionan bajo un sistema
llamado peer to peer (P2P), en el cual Ref. [31]], se entiende como “una red informética que
no tiene clientes y servidores fijos, sino una serie de nodos que se comportan a la vez como
clientes y como servidores de los demds nodos de la red”. La Facultad de Ciencias Sociales y
Humanidades de la Universidad Nacional de Misiones Ref. [[17]] define a los nodos como “una
serie de bloques de informacion textual o multimedia que componen en si mismos una unidad
de sentido”. En otras palabras, estos nodos permiten a los usuarios ampliar la informacion y
profundizarla a partir de diferentes enfoques. De acuerdo con Ref. [39]], las principales carac-
teristicas de las criptomonedas son la virtualidad, un sistema descentralizado, independiente y
transparente, la vision integral y facil acceso, el anonimato, la alta operatividad y los avances
tecnologicos aplicados. Es importante abordar la tecnologia base de las criptomonedas; esto
es las cadenas de bloque o Blockchain. Por otra parte Ref. [24]] expone que se puede entender
como un gran libro contable en el que todos tienen libre acceso. En este caso, se trata de una
tecnologia para el registro y transmisioén de informacién que funciona sin un ente central que
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lo controle. Por esto, técnicamente, se puede entender como una base de datos distribuida, en
la cual las informaciones enviadas por los usuarios y demds datos vinculados pasan por un
proceso de verificacion y, posteriormente, son agrupadas en intervalos de tiempo conocidos
como “bloques”, los cuales al unirse logran formar una cadena. Ref. [S6]

1.2.2. Bitcoin

El bitcoin es un tema bastante analizado en la actualidad debido a su importante creci-
miento en los ultimos afios, y porque se trata de un sistema de dinero digital que no cuenta
con politicas de estado a nivel nacional o internacional, y que tampoco los respaldan las cor-
poraciones dedicadas a las transacciones financieras. La palabra “bitcoin” se acufi¢ de los
términos: “bit” que expresa una unidad de informacién (digito binario) en el &mbito informéa-
tico y “coin” una palabra de la Inglaterra medieval que significa moneda o también acuiar. El
bitcoin en palabras llanas se puede definir como la nueva moneda digital encriptada y descen-
tralizada impulsado por sus usuarios sin una autoridad o intermediarios, que se utiliza como
factor de cambio, mediante el uso de la web Ref. [33]]. Por su parte, Ref. [2], define al bitcoin,
al igual que Ref. [38]], como una moneda virtual e intangible, que no se puede palpar, pero
que en ciertas plataformas digitales sirve como medio de pago, que, si bien puede aumentar
o disminuir dentro de una cuenta digital, esta no puede ser monetizada. Ref. [43]]

1.2.3. Rendimientos Logaritmicos
El rendimiento aritmético que conocemos viene definido de la siguiente manera:

P,
e 1.1
= (1.1)

J
siendo { P;} la serie de precios, y cumpliendo que i > j.
Por su parte, el rendimiento logaritmico, se calcula de la siguiente forma:

R; =log <%) . (1.2)
J

Si asumimos que los precios se distribuyen log-normalmente, entonces log (1 + ;) se distri-
buye normalmente. En la realidad veremos que nuestra gran lucha serd frente a la modeliza-
cién de la curtosis (la cual se definird en la Seccién [I.2.9)., ya que la suposicién no es del
todo cierta.
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En la Figura[I.1] se muestra como difieren las dos formas de cdlculo y el error que podemos
provocar, que es perfectamente cuantificable. Ref. [[16]

Equivalencia entre Rendimientos Aritméticos y Logaritmicos

—— Rendimiento Aritmeético
0.4 Rendimiento Logaritmico
0.2 4
s -
2 0.0 A
u
E
2
_02 -
&
_04 |
_06 |
T T T T T T T T T
—-100 75 -50 —25 0 25 50 75 100
Periodos

Figura 1.1: Gréfica de equivalencia entre rendimientos aritméticos y logaritmicos.

La mayoria de los estudios financieros involucran rendimientos, en lugar de precios, de ac-
tivos. En la Ref. [12] da dos razones principales para utilizar las rentabilidades. En primer
lugar, para los inversores promedio, el rendimiento de un activo es un resumen completo y
sin escalas de la oportunidad de inversion. En segundo lugar, las series de rentabilidad son
mads faciles de manejar que las series de precios porque las primeras tienen propiedades esta-
disticas mds atractivas. Sin embargo, existen varias definiciones de rendimiento de activos.

1.2.4. Series de tiempo financieras

Definicion 1 Las series de tiempo son colecciones de observaciones sobre un determinado
fenomeno efectuadas en sucesivos momentos del tiempo, usualmente equiespaciados.
Corresponde a una realizacion de un proceso generador de datos.
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REZAGOS ADELANTOS

Figura 1.2: Ejemplo de series temporales.

= Serie estocdstica: una parte conocida (sistemadtica) susceptible de predecir y de una
parte totalmente desconocida (aleatoria).

= Serie deterministica: el futuro se puede predecir sin error. Es una variable que esta
determinada o fija y que no cambia de una muestra a otra.

Comparacion entre Grafica Estocastica y Deterministica

1.0 1
0.5 4
s
T 001
_05 |
104 — Determlnlstlca
—— Estocastica
T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Figura 1.3: Gréfica estocdstica vs deterministica.

La investigacidon cientifica asume como una de sus primeras tareas, identificar las cosas (ca-
racteristicas o factores) que participan en un fenémeno. Los graficos son la forma més efectiva
de identificar efectos de eventos que inciden en los datos. De ser posible, estos eventos deben
ser ajustados o incluidos en el modelo. Un grafico permite observar: Ref. [[13]]



CAPITULO I. ANTECEDENTES 13

» Frecuencia de los datos.
» [a tendencia.

= Los valores extremos.

= [a dispersion.

= Cambios estructurales.
= Cambios de pendiente.

m [a estacionalidad.

1.2.5. Precios

Definicion 2 El precio es el pago o recompensa que se asigna a la obtencion de bienes o
servicios o, mds en general, a una mercancia cualquiera.

A pesar de que tal pago no necesariamente se efectiia en dinero, los precios son generalmente
referidos o medidos en unidades monetarias. Desde un punto de vista general, y entendiendo
el dinero como una mercancia, se puede considerar que bienes y servicios son obtenidos
por el trueque, que, en economias modernas, generalmente consiste en intercambio por, 0
mediado a través del dinero. Ref. [32]

1.2.6. Fluctuaciones

Definicion 3 Fluctuacion: Del latin fluctuatio, la fluctuacion es el acto y las consecuencias
de fluctuar. Este verbo hace referencia a la oscilacion (incrementary reducir de manera alter-
nada) o a vacilar. El concepto tiene distintas aplicaciones de acuerdo al contexto. Ref. [44]

Definicion 4 Fluctuacion economica: La fluctuacion de la economia se refiere a los cons-
tantes cambios que esta experimenta en un determinado periodo con respecto al periodo
anterior.

La fluctuacion ocurre cuando se producen altas y bajas que tienen que ver con la oferta y la
demanda en los mercados, lo que demuestra una gran inestabilidad. Estos cambios pueden
obedecer a causas econdmicas, politicas y sociales. Ref. [23]



CAPITULO I. ANTECEDENTES 14

1.2.7. Activos subyacentes

Definicion 5 Un activo subyacente es un bien: un bien material (como el oro o el trigo) o un
bien financiero (como las acciones de determinada empresa o una divisa) que tiene un precio
en el mercado, que depende de su cotizacion en ese mercado en cada momento.

Definicion 6 Activos subyacentes financieros: En este caso el activo subyacente da lugar a
una opcion de compra, en determinadas condiciones fijadas de antemano, y consiste en acti-
vos financieros que se negocian y cotizan en mercados financieros. Hablamos de: Ref. [52)]

= Activos de renta variable como las acciones (y otros titulos) de empresas que cotizan
en bolsa.

= Activos de renta fija;, normalmente de deuda piiblica como las letras del Tesoro.

= Divisas: monedas convertibles y fuertes que cotizan en los mercados internacionales.
= Opciones sobre futuros, aqui el activo subyacente es, a su vez, otro producto derivado.
» Tipos de interés o indices de referencia de tipos de interés como el euribor.

» Indices selectivos de los mercados como el Dow Jones, o el IBEX35.

1.2.8. Volatilidad

En la literatura financiera, se define la volatilidad como una medida de la intensidad de
los cambios aleatorios o impredecibles en la rentabilidad o en el precio futuro de un titulo. En
la representacion grafica de una serie historica de rendimientos, se asocia la volatilidad con la
amplitud de las fluctuaciones del mismo. En general, la volatilidad se caracteriza: Ref. [34]

= Exceso de curtosis (la cual se definird en la Seccion[1.2.9). Ref. [31]] y Ref. [18].

= Periodos de alta y baja volatilidad, también conocidos como conglomerados de vola-
tilidad (volatility clusters), es decir, si la volatilidad es baja o elevada en un periodo,
tiende a seguir este comportamiento. Ref. [31]] y Ref. [13]].

= De manera ocasional, se producen valores altos de volatilidad, que se interpretan como
discontinuidades de salto en los precios. Ref. [20].

= Periodos de alta o baja volatilidad tienden a estar precedidos de periodos en los que la
volatilidad es mds moderada a largo plazo. Ref. [26] y Ref. [20].
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= Comportamiento asimétrico de las series de volatilidades, segtin informaciones de los
mercados financieros. Ref. [[L1]].

= Movimientos conjuntos de la volatilidad, es decir, que al estudiar en diferentes mer-
cados series distintas, pero del mismo concepto (cotizaciones, tipos de interés, entre
otros), se observa que los movimientos importantes en un mercado estin relacionados
con movimientos importantes en otro mercado. Ref. [13].

A partir de un andlisis de la serie temporal de varianza realizada utilizando datos recientes de
alta frecuencia, en la Ref. [4] demostraron que el logaritmo de la varianza realizada se com-
porta esencialmente como un movimiento browniano fraccionario con exponente de Hurst H
de orden 0.1, en cualquier escala de tiempo razonable. Por otro lado, desde la perspectiva de
la fijacién de precios de opciones, es bien sabido que los modelos estocdsticos de volatilidad
markovianos convencionales de baja dimension, como los modelos Hull y White Ref. [28]],
Heston Ref. [49] y Sabr Ref. [29], generan superficies de volatilidad implicita cuyas formas
difieren sustancialmente de las de la superficie de volatilidad observada empiricamente. Es un
hecho estilizado que, al menos en los mercados de valores, aunque el nivel y la orientacién
de la superficie de volatilidad cambian con el tiempo, la forma general de la superficie de
volatilidad no cambia, al menos en una primera aproximacion. Esto sugiere que es deseable
modelar la volatilidad como un proceso homogéneo en el tiempo, es decir, un proceso cuyos
parametros son independientes del precio y del tiempo.

La volatilidad se refiere a la magnitud de las fluctuaciones en el valor de un activo en un pe-
riodo de tiempo especifico. Una alta volatilidad indica que los precios pueden experimentar
cambios significativos en un corto periodo, mientras que una baja volatilidad sugiere movi-
mientos mds estables y predecibles.

= Medicién de volatilidad: En finanzas, la volatilidad se mide comunmente utilizando la
desviacién estdndar de los rendimientos de un activo en un intervalo de tiempo especi-
fico. La volatilidad histérica se calcula retroactivamente a partir de los datos de precios
pasados, mientras que la volatilidad implicita se deriva de las opciones del mercado.

= Importancia en procesos estocdsticos:

1. Modelacién de precios de activos financieros: Los procesos estocdsticos, como
los movimientos brownianos y sus extensiones, son fundamentales para modelar
la evolucién de los precios de activos financieros. La volatilidad se incorpora a
menudo en estos modelos para capturar la variabilidad de los precios y reflejar
mejor la realidad del mercado.
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2. Valoracion de opciones: En la teoria de opciones, la volatilidad es un componente
esencial. La férmula de Black-Scholes, utilizada para valorar opciones financieras
europeas, incluye la volatilidad como uno de sus pardmetros clave. Una volatili-
dad mads alta implica opciones méds caras debido a la posibilidad de movimientos
de precios mas grandes.

3. Gestién de riesgos: La volatilidad es crucial para la gestion de riesgos financieros.
Permite a los inversores y gestores de carteras evaluar la probabilidad de pérdidas
significativas y ajustar sus estrategias de inversion en consecuencia.

4. Prediccion de mercados: La volatilidad histérica se utiliza para proyectar la vo-
latilidad futura, lo que es esencial para la prediccion de precios y la toma de
decisiones en los mercados financieros.

1.2.9. Curtosis

El concepto de curtosis forma parte de la literatura desde hace mds de cien afos, cuando
Pearson Ref. [40] introdujo el concepto en 1905, por lo tanto, no se trata de un tema nuevo
y a simple vista tampoco complejo; sin embargo, Finucan Ref. [21] advirti6 sobre el peligro
de la simplificacién hecha en algunos libros que reducian la curtosis a algo simplemente re-
lacionado al pico de la distribucidon. Greene Ref. [53]] define la curtosis como “una medida
del grosor de las colas de la distribucion”.

La curtosis mide el grado en que una distribucién se aleja de la distribucion normal, res-
pecto al nivel de achatamiento o apuntamiento de su curva, estudiando la concentracién de
valores en la zona de la media, cuanto mayor sea la concentracion en esta zona, mayor sera
su apuntamiento, por el contrario, si la concentracion en la zona central es baja se dird que la
curva achatada Ref. [[19]].

La distribucién normal tiene una curtosis igual a tres, cuando esto sucede se dice que la
distribucién es mesocurtica, puede ser que la distribucién sea mds achatada, esta se conoce
como platictrtica, y la curtosis toma valores menores a tres. El caso contrario se presenta
cuando los datos estdin muy concentrados alrededor de la media, lo que genera una forma de
la distribucién més empinada, en este caso se trata de una distribucion leptocurtica y la curto-
sis toma valores mayores a tres. La curtosis de denotara con la letra k. Lo dicho anteriormente
se muestra en la Figura[T.4]
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Distribuciones con diferentes niveles de curtosis

I Mesoclrtica
BN Leptoclrtica

041 BEEE Platicurtica

0.3

Frecuencia

0.1+

o
0.0 - T
-10 =5 0 5 10
Valor

Figura 1.4: Ejemplo de una distribucién mesocurtica (k = 3), una leptociirtica (k > 3) y una
platicurtica (k < 3).

Definicion 7 El concepto de curtosis fue introducido en el contexto estadistico por Pearson

(1905) basado en el griego kurtos (curvado o arqueado), y la define como: Ref. [lI|]

E(x —p)t

k= .
Var(z)?

(1.3)

1.3. Modelos Matematicos

1.3.1. Procesos estocasticos

Definicion 8 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias

(Xt)er, (1.4)
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indexadas por un conjunto Ty definidas en algiin espacio de probabilidad (X2, F ,P). In-
terpretamos al conjunto de indices T' como un pardmetro temporal; para nosotros T' serd
{0, ...,n}, N, algiin intervalo [0,t] o [0, ).

A continuacién se ofrecen ejemplos variados de fendmenos que se pueden modelar con pro-
cesos estocdsticos.

Electrocardiograma.

Terremotos.

El clima.

El segundo concreto de un partido en el que un jugador anota un gol.

Numero de personas que dicen una palabra concreta alrededor del mundo.

Por tanto, para cada instante ¢ tendremos una variable aleatoria distinta representada por X,
con lo que un proceso estocdstico puede interpretarse como una sucesion de variables alea-
torias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo. Por ejemplo, si observamos
s6lo unos pocos valores de ¢, tendriamos una imagen similar a la de la figura siguiente:

Funciones de densidad de variables aleatorias a lo largo del tiempo

0.8 4 — o0=0.5
o=1

— 0=15
0.7 4

0.6 4

0.5 4

0.4 4

Xt

0.3

0.2

0.1+

0.0 4

Figura 1.5: Ejemplo de procesos estocdsticos.
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Dependiendo de como sea el conjunto de subindices 7" y el tipo de variable aleatoria dado
por X, se puede establecer la siguiente clasificacion de los procesos estocasticos:

1. Siel conjunto 7" es continuo, por ejemplo RT, diremos que X; es un proceso estocéstico
de tiempo continuo.

2. Si por el contrario 7" es discreto, por ejemplo N, diremos que nos encontramos frente a
un proceso estocdstico de tiempo discreto.

3. Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X; es de tipo continuo, diremos que el
proceso estocastico es de estado continuo.

4. Si para cada instante ¢ la variable aleatoria X, es de tipo discreto, diremos que el pro-
ceso estocastico es de estado discreto. Ref. [9]

Produccion Mensual y Estado de Maquinas
1.0

F Lo

0.8 1
r0.8

0.6 1

=]
(=1}
Estado de Maquinas

1
FS

0.4 4

r0.2
0.2 1

r 0.0

0.0

T T T T T T
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

Figura 1.6: Proceso de estado discreto y tiempo discreto.
(a)Unidades producidas mensualmente de un producto.
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Sefal Telegréfica - Unidades Producidas

1.0+

0.8 4

0.6

0.4 4

Unidades Producidas

0.2 4

0.0 1

0 2 4 6 8
Tiempo (t)

Figura 1.7: Proceso de estado discreto y tiempo continuo.

(b)Unidades producidas hasta el instante .

Proceso Estocastico Continuo en Tiempo Continuo

Valor del Proceso

T T T T T
200 400 600 800 1000
Tiempo

o4

Figura 1.8: Proceso de estado continuo y tiempo discreto.

(c)Velocidad de un vehiculo en el instante ¢.

20
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1.3.2. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocéstico. Fueron teorizadas por el ma-
tematico ruso Andrey Markov alrededor de 1905 con la finalidad original de crear un modelo
probabilistico para inferir la frecuencia de vocales en poemas y textos, es decir, con la fi-
nalidad de estudiar el lenguaje. Son una herramienta matematica relativamente sencilla de
ejemplificar en diagramas por medio de circulos y flechas, siendo los circulos los estados y
las flechas las formas de pasar de un estado a otro, las cuales suelen tener un peso probabilis-
tico, es decir, en el diagrama el peso de las flechas que salen de un estado a otro debe tener
suma igual a uno como en el ejemplo de la Figura[I.9] Ref. [48].

I1-p I -q

>~
q

Figura 1.9: Ejemplo una cadena de Markov de dos estados.

1.3.3. Proceso de Wiener

Definicion 9 Segiin Finnegam Ref. [36]], el proceso de Wiener, es un proceso estocdstico de
tiempo continuo que se caracteriza por tener tres propiedades importantes:

1. Wy = 0 (proceso de Wiener enelt = 0).

2. Tiene incrementos independientes. Lo que significa que la distribucion de probabilidad
de los cambios en el proceso en cualquier intervalo temporal es independiente de la
de cualquier otro intervalo. Asi pues, si la variable aleatoria, W, sigue un proceso de
Wiener sus variaciones (AW,) para cualesquiera dos pequerios intervalos de tiempo
(At) son independientes siendo su pardmetro de correlaion igual a cero.
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3. Las variaciones en el proceso son producidas en un intervalo finito de tiempo y se
distribuyen normalmente, con una varianza que aumenta linealmente con el intervalo
temporal; Wy — W, = dWy/t — s ~ N(0;1/t — s,Vs < t) (donde dW es una variable
aleatoria de tipo N (0, 1)).

4. El proceso de Weiner es casi-seguramente continuo.

El proceso de Markov implica que sélo la informacién actual es importante a la hora de
establecer los valores futuros esperados del proceso. Ref. [[14]].

1.3.4. Ecuacion Diferencial Estocastica

Definicion 10 Decimos que un proceso estocdstico a tiempo continuo X, : t > 0 es de tipo
difusivo si cumple con la ecuacion diferencial estocdstica:

dXt = f(t, Xt)dt + U(t, Xt)th7
donde W es el proceso de Wienery [y o son dos funciones dadas.

Las ecuaciones diferenciales estocdsticas generalmente se resuelven de manera numérica y
muy pocas veces se pueden resolver de manera exacta.Una descripcion estdndar de las solu-
ciones es a través de su distribucion, la cual se puede obtener resolviendo lo que se conoce
como la ecuacién de Fokker-Plack.

oP 0 1 oP

Esta metodologia se ilustrard mds adelante con los casos del movimiento browniano y breve-
mente el movimiento browniano geométrico. Antes de proceder con dichos ejemplos convie-
ne introducir una herramienta que es muy util en este caso: La funcidn caracteristica de una
variable aleatoria X .

Definicion 11 (Funcion caracteristica). La funcion caracteristica de la variable aleatoria

X es la funcion
o

o(t) == E [e"] :/ e fx (x)dx.

definida para cualquier niimero real t. El niimero i es la unidad de los niimeros imaginarios.
Ref. [45]].
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La funcién caracteristica es de utilidad ya que tiene algunas propiedades que nos ayudan
a resolver varios problemas. Particularmente es importante la propiedad de la funcién ca-
racteristica de la convolucién de dos distribuciones que se asocia con la suma de variables
aleatorias.

Teorema 1 Teorema de la convolucion: Sea X una variable aleatoria con funcion de densi-
dad fx(x), yY una variable aleatoria con funcion de densidad fy (y). Entonces la variable
aleatoria Z -= X + Y tiene como distribucion la convolucion de las distribuciones fx y fy,
es decir:

f20) = [ Felu) e = wydu,
(se asume que X y 'Y son idependientes).

Teorema 2 Si X y Y son dos variables aleatorias independientes con densidades fx y fy,
respectivamente, entonces la funcion caracteristica de la suma Z = X + 'Y es el producto
de las funciones caracteristicas:

bz(t) = ox()py (1).

1.3.5. Movimiento Browniano Geométrico

El movimiento browniano geométrico es una extension del concepto de movimiento
browniano, que describe el comportamiento estocastico de particulas en suspensién en un
fluido. A diferencia del movimiento browniano tradicional, que modela el cambio en la po-
sicién de una particula en funcion del tiempo de manera lineal, el movimiento browniano
geométrico introduce un componente multiplicativo en la dindmica, lo que lo hace especial-
mente interesante y relevante en diversas aplicaciones.

En 1827, el botanico Robert Brown (1773-1858) Ref. [54] descubrid, a través del micros-
copio que, pequeiiisimas particulas, originadas a partir de granos de polen en suspension en
el agua, realizaban un movimiento riguroso, irregular e incesante, como si fueran pequefos
seres vivientes. El observé que particulas muy finas de varios minerales, seguian el mismo
movimiento.

El movimiento browniano geométrico es un proceso estocdstico en tiempo continuo que re-
sulta de una transformacién de un proceso de Wiener. Tiene como particularidad el no per-
mitir que los precios de los activos tomen valores negativos. Ref. [37]]. (Un ejemplo de este
movimiento browniano geométrico en el pasé del tiempo estd dado por la Figura[I.10).
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Definicion 12 La ecuacion diferencial estocdstica que obedece este proceso se puede escri-
bir como sigue:

dSt = IMStdt + UStth, (15)

donde {W, : t € R"} es el proceso de Wiener. Las constantes 'y o son llamadas dentro del
contexto de las matemdticas financieras tasa libre de riesgo y volatilidad, respectivamente y
{St}1>0 el precio de un activo financiero en tiempo t.

Exolucién del movimiento browniano geométrico.

— 11
1w
-_— 3
—— Media
3_
l_
T T

0 20 40 60 80 l[l}[]l
Tiempo

Frecuencia
%]

Figura 1.10: Ejemplo de la evolucién del movimiento browniano geométrico.
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1.3.6. Ecuacion Black-Scholes

En la vida real la cotizacion de los precios de activos es realizada en intervalos de tiempo
discretos. Si se utilizara dt como intervalo de tiempo en la practica para valuar opciones se
tendria que hacer frente a un inimaginable nimero de datos, pero en los modelos matematicos
en tiempo continuo presentados se utiliza dt — 0, ya que es mucho mds eficiente resolver
la diferencial resultante de lo que seria resolver el problema de valuar opciones por una si-
mulacién directa en tiempo real.

El lema de Ito es el resultado més relacionado con procesos de tipo difusivo; este relaciona
el pequefio cambio en una funcién de las variables del proceso y del tiempo, con el pequefio
cambio en la misma variable aleatoria. La ecuacion del lema de Ito es la siguiente: Ref. [40]

of of 1., ,0%f Of

2 o2
e — L4 2 ) 1.
df =08 SdW—I—(uS S+205 324— t)dt (1.6)

El lema de Ito nos permite entre otras cosas llegar a la ecuacién de Black-Scholes la cual se
presenta a continuacion de esta seccion el cual se platicard de manera breve.

Esta ecuacién es muy popular y representa la base para valuar muchos y muy diversos pro-
ductos derivados, ya que para diferentes condiciones de frontera sus soluciones representan
los precios de los distintos derivados financieros que se encuentran disponibles en el mercado.
Los supuestos bésicos del modelo de Black-Scholes son:

= El activo subyacente es una accion que no paga dividendos durante la vida del contrato.

= El precio del activo subyacente es guiado por un movimiento browniano geométrico;
es decir, el precio es log-normal y los rendimientos son normales.

= [a volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante a través del tiem-
po.

= [as ventas en corto plazo del subyacente en cuestion son permitidas; podemos vender
el activo subyacente aunque ain no lo tengamos.

= El mercado del subyacente es liquido y divisible; es decir, podemos vender o comprar
el subyacente en cualquier fraccién de unidad.

= No hay costos de transaccion, esto es, que no existen comisiones € impuestos.

= El mercado opera en forma continua (no hay fines de semana, ni dias festivos).
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= [Los mercados estdn en equilibrio; es decir, no existen oportunidades de arbitraje. En
otras palabras, todos los portafolios construidos libres de riesgo nos deben dar el mismo
rendimiento.

= Existe un mercado de crédito, un sistema bancario en el que los agentes podemos pres-
tar o pedir prestado a una tasa de interés constante a todos los plazos y libre de riesgo
de incumplimiento.

La ecuacién Black-Scholes es:

dc 1 0? 0
8—; + 5025‘3—6 + Str—c

—rc=0. 1.
(95? a5, rc=20 (1.7)

donde el cambio en el precio del activo subyacente .S; al tiempo ¢ es determinado por el
movimiento Browniano, o > 0 es la volatilidad subyacente. La tasa de interés libre de riesgo
estd denotada por r, se escribe el valor de una opcién como ¢(S, t). Ref. [25].

1.3.7. Limitaciones (la sonrisa de la volatilidad)

La férmula de valuacion de opciones de Black-Scholes ha sido y es una de las més amplia-
mente utilizadas en la practica en el campo de la Economia Financiera. La férmula original
planteada por Black y Scholes en 1973 Ref. [S]] permite obtener un precio tedrico para una
opcidn sobre acciones que no pagan dividendos en funcidn del valor actual del activo subya-
cente, el precio del ejercicio, el tiempo que falta para el vencimiento, el tipo de interés libre
de riesgo y la volatilidad del activo subyacente. Con posterioridad se ha perfeccionado el mo-
delo permitiendo, por ejemplo, que el subyacente pague dividendos conocidos previamente,
lo que permite extender la férmula para valorar opciones sobre indices bursatiles y divisas.
Asimismo, han aparecido férmulas para valorar otro tipo de opciones mas complejas, como
pueden ser opciones americanas o exéticas.

De las variables mencionadas anteriormente, la inica que es desconocida a la hora de valorar
una opcion es la volatilidad del subyacente. Por tanto, obtener una buena estimacion de la
volatilidad es crucial para valorar una opcion. Como es sabido, la volatilidad es una medida
de la incertidumbre sobre el comportamiento futuro de un activo, que se mide habitualmente
como la desviacion tipica de la rentabilidad de dicho activo.

Una posibilidad para estimar la volatilidad es acudir a una serie histérica de precios del activo
subyacente. La desviacion tipica de las rentabilidades del subyacente calculada a partir de la
serie histdrica puede ser empleada como una estimacién de la volatilidad de dicho activo.
Otra posibilidad ampliamente difundida para estimar la volatilidad es acudir a lo que se ha
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dado en llamar volatilidades implicitas. La volatilidad implicita en el precio de mercado de
una opciodn es el valor de la volatilidad que, introducido en la férmula de Black-Scholes, pro-
porciona un valor tedrico igual al valor de mercado de la misma.

El principal problema que presenta el célculo de la volatilidad implicita en el precio de mer-
cado de una opcién es que no es posible invertir la férmula de Black-Scholes para despejar
la volatilidad en funcién del precio de la opcidn y del resto de variables. Una vez obtenida
la volatilidad implicita en el precio de mercado de una opcion, puede emplearse para valorar
otras opciones negociadas posteriormente.

A pesar de la gran popularidad de la férmula de Black-Scholes, en los tltimos afios han apa-
recido multitud de estudios poniendo de manifiesto importantes sesgos en el comportamiento
empirico de dicha férmula, sobre todo después del “crash” de 1987. Por ejemplo, Rubinstein
(1994) Ref. [47]] encuentra que, para opciones sobre el indice S& P 500, el modelo de Black-
Scholes funcioné relativamente bien hasta 1986. Sin embargo, a partir de 1987 la situacion
comenzd a deteriorarse, obteniéndose errores de valoracion que aproximadamente doblaban
los del afio anterior. Desde 1987 los errores han sido cada vez mayores. Estos resultados han
sido confirmados por trabajos posteriores no s6lo en el mercado americano, sino también en
otros mercados. Ademas de esa creciente divergencia entre los precios de mercado y los obte-
nidos mediante la férmula de Black-Scholes, cuando se invierte dicha férmula para obtener la
volatilidad implicita en el precio de mercado de las opciones, se encuentra sistematicamente
que las volatilidades implicitas tienden a estar relacionadas con el precio de ejercicio. Esta
caracteristica empirica contradice la férmula de Black-Scholes, ya que dado que la volati-
lidad es una caracteristica del activo subyacente, todas las opciones sobre el mismo activo
deberian tener la misma volatilidad implicita.

La relacién empirica que se observa entre la volatilidad implicita y el precio de ejercicio se
ha dado en llamar sonrisa de volatilidad (volatility smile en la literatura anglosajona). Se ha
encontrado una relacion positiva entre las volatilidades implicitas y el plazo de expiracion de
las opciones (efecto estructura temporal de la volatilidad), si bien la magnitud de este efecto
plazo para el vencimiento es considerablemente menor que la del efecto precio de ejercicio.
Estos resultados han sido confirmados por otros estudios similares (Ref. [42] Ref. [41]), en
el mercado espainol. Asi, aunque la forma exacta y la magnitud de estos efectos varia de dia
en dia, las asimetrias persisten y contradicen el modelo de Black- Scholes, que asume una
volatilidad constante.

Para tratar de comprender el efecto sonrisa de volatilidad, Hull (2002) Ref. [27] analiza la re-
lacidn existente entre la forma de la sonrisa de volatilidad y la distribucion que se asume para
el valor del activo subyacente en el momento del vencimiento. El modelo de Black-Scholes
asume que la distribucién de la rentabilidad del activo subyacente durante el tiempo que falta
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para el vencimiento de la opcion es normal. Los citados efectos de volatilidad no constante
estarian sugiriendo que los participantes del mercado estin atribuyendo implicitamente una
distribucién distinta de la asumida por Black-Scholes.

Es frecuente observar que la volatilidad del precio de las acciones tiende a aumentar cuan-
do los precios disminuyen, engrosando “la cola” izquierda de la distribucion, posiblemente
como consecuencia del mayor riesgo percibido por los inversores para las acciones de la em-
presa en cuestion. Andlogamente, la volatilidad del precio de las acciones tiende a disminuir
cuando los precios suben, “aligerando” la cola derecha de la distribucién, como consecuen-
cia del menor riesgo percibido. Segiin Rubinstein (1994) Ref. [47] , el “crash” de octubre de
1987 cambid el punto de vista de los participantes del mercado sobre las opciones, asignando
mayores probabilidades a grandes caidas que a grandes subidas en el precio del subyacente.
Dada la contundente evidencia empirica existente en contra de los supuestos de la formula de
Black-Scholes, los investigadores han tratado de proponer modelos alternativos que traten de
incorporar el efecto volatility smile.

Existen modelos que permiten que la volatilidad no sea constante como en el modelo de
Black-Scholes, sino variable, ya sea permitiendo que la volatilidad sea aleatoria o una fun-
cion del precio de ejercicio, en ambos casos a costa l6gicamente de introducir una mayor
complejidad matemadtica. Ref. [40].

1.3.8. Nuestro Problema

Primera hipdtesis: La muestra es normal pero viene segmentada en bloques donde varia
unicamente el tamafio de la desviacién estandar.

Ni =n1, Ny = ny +ng, N3 = ny + ng + na,

m
N = E ng,
=1

con m igual al nimero de bloques en la muestra. Cada bloque se supone que contiene 7
muestras de una distribucién normal: N (0, o). Dénde oy, es la desviacién estdndar del k-
€simo bloque y ny es el tamafio de muestra del k-ésimo bloque.
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La distribucién seréd entonces de la siguiente forma:

n
P, = Nk Vk e {1,2,...,m},

fl@) = > i filo)
k=1

22

felz) = ;ﬁ (1.8)

Si f es la distribucién de la muestra total entonces:

yo= E[X]:/OO o f (z)dz
= / Zpkfk

k=1
= Zpk/ zf(x

Esto ocurre porque [*_z f(z)dz = E[X,] = 0. Hay otro problema: los o}, son por hipétesis
también variables aleatorias. Necesitamos un modelo razonable y/o apropiado para oy.
Segunda hipdtesis: Suponemos ahora que {0y }", _, son realizaciones de alguna variable alea-
toria Y y ademds dichas realizaciones son independientes.

La funcién de distribucién de la muestra total se escribe como sigue:

> b Fi(x)
F(z) = P_(ng),

F(z) = P(X,<z)= / fuly)dy, (1.9)

donde f(x) = F(z), X eslavariable aleatoria de la muestra total {1}, 222, ..., 7,1}, 1,02, ...},
X}, es la variable aleatoria que representa a la muestra del k-ésimo bloque {xlk, LA }
X}, ~ N(0,04) y {X:} son independientes. Si {Z;}",_, es una coleccién de variables alea-
torias i.i.d. (independientes e idénticamente distribuidas) con distribucién normal estdndar,
N(0,1) entonces X} se pueden escribir en términos de Zj, es decir: Xy, = o037 estamos
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suponiendo que cada bloque se genera a partir de una variable aleatoria que es el producto de
dos variables aleatorias independientes.



Capitulo 11
METODOLOGIA

2.1. Transformada de Fourier

En esta seccion vamos a presentar una serie de conceptos que nos ayudaran a resolver el
problema planteado. Primero vamos a presentar el concepto de la transformada de Fourier,
que es una transformacion de funciones que nos permite resolver la ecuacion de difusion
como se verd més adelante. Esta ecuacién, como mencionamos anteriormente es la que nos
proporciona la evolucién de la distribucion del movimiento browniano.

Sea p(z) : R — R una funcién real que pertenece a la familia de las funciones cuadrado
integrable, es decir:

/_OO lp(z)*dz < co. (2.1)

[e.9]

Entonces, la transformada de Fourier de ¢ () se define como:

FA®) = = [ ol e, 2

donde F es funcidn, ¢ el argumento y £ la variable de la "nueva funcién".
Un ejemplo del célculo de la transformada de Fourier de una funcién se presenta a continua-
cién. Tomemos la funcién ¢(x) = e~*’, entonces calculando la integral anterior obtenemos

lo siguiente:
p(k) = L /00 e ey = L /OO e~ " ke g (2.3)
4 V2T J o V2T J - ' '

31
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Para resolver esta integral hay que tomar en cuenta que ésta tiene la forma de la familia
de Gauss. Las integrales de Gauss se pueden evaluar exactamente y de manera particular.

Sabemos que:
/ e_$2d:v:/ e 2y = g 2.4)

T

. .z — 2
Entonces, para evaluar la transformada de Fourier de la funcién ¢(z) = e™*, tenemos que

escribir el integrando de la[2.3] como la exponencial de un cuadrado perfecto:

ik vk ik vk k?
2 ik — 22 ol Wyo  (Wyo Wy N
x4 ikx x+(2)m+(2) (2) (:z:+2)+2

Con este resultado podemos ver que la integral que necesitamos evaluar queda como:
1 o iky2_ k2
(k) = —/ e T2 Y 2.5)
p(k) N (

Haciendo cambio de variable con u = x + %, tenemos que:

p(k) = \e/ﬁ/_ e du = /. (2.6)

La cual ffoooe_“2 du es la integral de Gauss.

o(k) = Ee? (2.7)

Nota: para obtener la transformada inversa, es decir recuperar ¢(x) a partir de ¢(k) hay que
resolver la integral:

1 [ :
gp(x)zﬁ / G(k)e*dk. (2.8)

Observacion 1 La transformada de Fourier esencialmente es una especie de funcion que
nos cambia una funcion por otra y son objetos que se le llaman funcionales y esta transfor-
macion esta dada por la ecuacion, es decir, 2.8} y esta transformacion de la funcion ¢ a la
funcion o(k) tiene varias propiedades. Una de ellas es la ecuacion @ que nos transforma
las derivadas y las convierte en una multiplicacion por la variable k la variable independien-
te de la transformada y de hecho es una propiedad que se puede iterar, por ejemplo tenemos
la formula para la segunda derivada que en este caso esta transformacion nos deja una
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multiplicacion dos veces el mismo factor ik de manera que la transformada de la segunda
derivada termina siendo la ecuacion |2.10

dp L
Fa {%] (k) = ik-@(k,t), 2.9)
& p -
Fa {@} (k) = (ik)*- @(k.1), (2.10)
9¢ _ [T ik — 2/00 Cike g 0Pk, 1)
Fa [Gt] (k) = - 51 ¢ dr = pr 7004,0(m,t)e do = 5 (2.11)

2.2. La distribucion del movimiento browniano

La ecuacion de difusién y su relacion con el movimiento browniano

La ecuacién diferencial estocéstica (EDS) mds general es:
dX; = f(t, Xy)dt + o(x, X;)dW,, (2.12)
pero tomando los valores f = 0y o = 1 tenemos que la ecuacion se reduce a la siguiente:
dX; =dW, = X, = W,. (2.13)
Si p(z,t) es la densidad de X; entonces obedece la ecuacién diferencial parcial:

dp 1%

9t~ 2022 (2.14)

con la condicion inicial p(z,t = 0) = @o(x) = d(z).

Un caso un poco mas general que éste, corresponde al caso en que la funcién f(t, z) es cons-
tante asi como o (¢, x). Cuando remplazamos por p y o dichas funciones, entonces obtenemos
la ecuacioén diferencial parcial siguiente:

Op __0p 0%
ot~ Por T2 ap

. 2
Por comodidad vamos a denotar por D = %-.

Resolvemos %—f = D(ik)*p(k,t) = —DKk*@(k,t) usando la técnica de la transformada de

(2.15)
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Fourier: -
Pl 0)i= Folo(a )] = [ plate M. (2.16)
La ecuacidn anterior se transforma en:
95
a—f — —DI23(k,1). 2.17)

Resolviendo o(z,t) = [* co(k)e PF ez dk:

G(k,t) = c(t)e P*L. (2.18)

Regresamos la funcién al espacio real:

o(z,t) = \/% /_00 G, t)e *dk. (2.19)

Pero antes de regresar al espacio real hay que determinar la constante ¢(k); se usa la condicién
inicial: . -
o(k,t=0)=c(k ——/ z)e *dy, 2.20
B ) = c(k) \/ﬂ_m%() (2.20)

¢(k) es la “condicién inicial” en el espacio de Fourier.

Hay una técnica por lo cual nosotros podemos obtener la densidad de probabilidad del pro-
ceso de Wiener y se hace mediante la ecuacion que en fisica se conoce como la ecuacion de
difusion.

Y ahora vamos a ver como se resuelve la ecuacion de difusién mediante la transformada de

Fourier.
La ecuacidn de difusion esta dada como:
Op 0%
— =(C— 2.21
ot ox?’ ( )
donde C = cte.

Buscamos una funcion que satisfaga las siguientes condiciones:

o(x,t =0) = po(z), (2.22)

¢o(x) es una funcién dada y se le llama condicién inicial.
Condicion de frontera: lim, . (¢(x,t)) = 0.
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Técnica de solucidn: La transformada de Fourier:

35

La ecuacion 2.9 es crucial para resolver el problema porque se trata de una propiedad de la
transformada de Fourier esto porque la transformada de Fourier provoca que las derivadas en
el espacio de Fourier cambien simplemente por una multiplicacién por la variable correspon-

diente (la variable del espacio de Fourier).
Se trasforma la ecuacion de difusion:

D g 5
i D(ik)*p(k,t) = —DE*@(k,t).
Entonces:

o(k,t) = coe_Dk2t,

con ¢y = cte de integracién y la cual posiblemente es funcion de k.
Tenemos que la transformada de Fourier de la solucidn es:

Gk, t) = co(k)e P¥1,

La transformada inversa nos da la solucién que buscamos:

olx,t) = / co(k)e Pt g,

—00

dSt = /,LStdt + O'Stth,
f(t> St) = HSt, U(t, St) = 05y,
9 9 1 0?
Fr —%[WJSO(% )] + 5@[03390(96%)]-

Ecuacién del movimiento browniano geométerico

Transformacidén de la ecuacién para el movimiento browniano geométrico.

1
[ASt = MStAt+UStAWt]§,
t
— ASSt =pulAt+o AW,
t
AS,
— L= A(log(S))).

St

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
(2.28)

(2.29)

(2.30)
(2.31)

(2.32)
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Donde ATft es el “rendimiento logaritmico”.

Ahora vamos a adentrarnos en el estudio de la obtencién de la densidad de probabilidad
de los precios S;. Como se menciond al inicio de este trabajo, el proceso S; estd regido
por la ecuacion [2.27] una ecuacién diferencial estocdstica. Al asociar esta ecuacién con una
ecuacion diferencial parcial, obtenemos la correspondiente distribucion, representada por la
ecuacion [2.29] Es importante sefialar que resolver la ecuacién [2.29 no es tan directo como
resolver la ecuacion de difusién utilizando la transformada de Fourier. Por lo tanto, en lugar
de abordar directamente la ecuacién [2.29] optaremos por una transformacion de las variables
de precios a rendimientos, lo cual simplificard la resolucién. Para esto, primero definimos
los incrementos en los precios. Observamos que, segiin la ecuacion [2.27] estos incrementos
estan dados por la ecuacién @ de la cual, al dividir entre S;, obtenemos la igualdad de la
ecuacion @ Aqui, As—ft representa el rendimiento logaritmico cuando el incremento de ¢
tiende a cero. Tomando el limite cuando At — 0, definimos R; := log(S;), entonces:

Para la distribucién de R;, resolveremos la EDP:

dp ¢ 0

o~ Por T2 239

Por lo tanto, la ecuacion diferencial estocastica para los rendimientos logaritmicos, es decir,
Ry, estd representada por la ecuacion [2.33] En realidad, esto implica que debemos resolver la
ecuacion de difusion. A partir de este punto, aplicaremos la técnica previamente desarrollada
para resolver la ecuacion[2.34]

Definicion 13 Decimos que un proceso estocdstico tiene (existe) un k > 0 tal que para todo
t >k, Fi(z) = Fy(x) se tiene que su distribucion a cada tiempo es la misma. X, :t € T

Entonces si F; () es la funcién de distribucién de X entonces F;(x) = Fy(x)Vt,t € T Ahora
veamos:

AP, = Po— Py =pPy+oP AW, (2.35)
AP d
- = - = w+oPa AW, = log(R), (2.36)
P AP,

oo = P_ AW, = 2.37
Ptq) P w4 oy t = Tt, ( )
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AW, son i.i.d. (independientes e idénticamente distribuidas) con distribucién normal, media
cero y varianza 1.

2.2.1. Funcion de Bessel modificada de segundo tipo

La introducciéon de modelos de probabilidad cada vez mds complicados en diferentes
campos de aplicacién genera demandas cada vez mayores de herramientas matematicas nece-
sarias. Una caracteristica de esta tendencia general consiste en la necesidad de incluir algunas
funciones trascendentales superiores en los aparatos analiticos utilizados actualmente. En la
teoria de la probabilidad, la integral de error es de importancia bésica y también se utiliza
a menudo la funcién gamma incompleta. Se pueden encontrar considerables posibilidades
de aplicacién para la funcién de Bessel modificada del segundo tipo (o funcién de Hankel
modificada), que también se denomina funcién de MacDonald.

Es bien sabido que la ecuacion diferencial generadora de funciones de Bessel tiene la forma:

1" 1 ! 2
u +(—)u+(1—n—2)u:0, (2.38)
4 4

cuya solucion particular es la funcién de Bessel de primer tipo de orden n

T(z) =3 (1" <§>2m+n T(m +1)T(m +n + 1))~ (2.39)

Sustituyendo z en[2.38 obtenemos la ecuacion de Bessel modificada

1 1 / n2
u +|-]u + 1—|——2 u =0, (2.40)
z z

cuya solucion general puede escribirse en la forma:
u=C11,(2) + Co K, (z), (2.41)

donde
I,(2) = exp(—nmi/2)J, [z - exp(mi/2)], (2.42)

es la funcién de Bessel modificada de primer tipo y

K, (2) = 7(2sin(nm)) I, (2) — L,(2)], (2.43)
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es la funcion de Bessel modificada de segundo tipo o la funcién de MacDonald. Otra forma
de escribir funcién de Bessel modificada de segundo tipo es: Ref. [30]

1 [~ 1
Kv(:(]) = 5/O 67($/2)(8+g)81}71d5, (2.44)

2.2.2. Meétodo de los momentos

En estadistica, el método de momentos es un método de estimacion de los pardmetros
poblacionales.
Se empieza derivando ecuaciones que relacionan los momentos poblacionales (p.e., los va-
lores esperados de potencias de la variable aleatoria que estamos considerando) a los para-
metros de interés. Por lo tanto, la muestra estd definida y los momentos de poblacién estan
estimados de la muestra. Las ecuaciones son entonces solucionadas para los pardmetros de
interés, utilizando los momentos de muestra en lugar de los (desconocidos) momentos pobla-
cionales. Esto resulta en estimaciones de aquellos pardmetros.
El método de momentos fue introducido por Pafnuti Chebyshov en 1887 Ref. [10] en la
demostracién del teorema del limite central.

Método

Suponga que el problema es estimar los & pardmetros desconocidos 6, 6s,--- , 0, que
caracterizan la distribucién fy, (w; 0) de la variable aleatoria 1. Ref. [6]. Supdngase también
que los primeros ¢ momentos de la verdadera distribucion (los "momentos poblacionales")
pueden ser expresados como funciones de los 6’s:

M1 = E[W] = gl(ela027' o 7975)
M2 = E[W2] = 92(017927 U 78t)

H’t - E[Wt} = gt(91702; e 7915)'
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Supdngase que extraemos una muestra de tamafio n, obteniendo los valores wy, - - - , w,,. Para

j=1,---k,sea
n
ﬁ-:l E w!
J n 10
i=1

el j-€simo momento muestral, una estimacion de u;. El estimador del método de los momen-
tos para 0,6, - - - , 0; denotados por 61,65, - - - , 0, estd definido como la solucion (en caso de
que exista) de las ecuaciones:

ﬂl = E[W] = gl(élaé27 e 7ét>

/:LQ = E[WQ] = QQ(él,éQ, e 791‘)

~

/lt == E[Wt} = gt(élaé27 e 79t)'

Ventajas y desventajas del método de los momentos

El método de los momentos es bastante sencillo y brinda estimadores consistentes (bajo
suposiciones muy débiles), aunque estos estimadores son a menudo sesgados.
En algunos casos, cudndo estimamos pardmetros de una familia conocida de distribuciones
de probabilidad, este método es sustituido por el método de méxima verosimilitud de Fisher
Ref. [8]], porque con médxima verosimilitud los estimadores tienen probabilidad mas alta de
ser cercanos a las cantidades que estimamos y son menos sesgadas.
Aun asi, en algunos casos las ecuaciones del método de maxima verosimilitud pueden ser in-
tratables sin ayuda de ordenadores, mientras que el método de estimadores de los momentos
pueden ser mds accesible y facilmente calculado a mano.
Las estimaciones por el método de los momentos pueden ser utilizadas como la primera apro-
ximacion a las soluciones de las ecuaciones de verosimilitud, y podemos encontrar sucesivas
mejoras en las aproximaciones por el método de Newton-Raphson. De este modo el método
de momentos puede ayudar a encontrar estimaciones del método de mdxima verosimilitud.
En algunos casos, infrecuentes con muestras grandes pero no tan infrecuentes con muestras
pequenas, las estimaciones dadas por el método de momentos estdn por fuera del espacio
paramétrico, por lo que no tiene sentido confiar en ellos. Este problema nunca surge en el
método de maxima verosimilitud. También, estimaciones del método de los momentos no
son necesariamente estadisticos suficientes, p.e., a veces fallan en tener en cuenta toda infor-
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macion pertinente en la muestra.

Cuéndo estimamos otros parametros estructurales (p. €j., pardmetros de una funcién de utili-
dad, en vez de pardmetros de una distribucién de probabilidad conocida), las distribuciones
de probabilidad apropiadas pueden ser desconocidas, por lo que en tal caso es preferible el
método de los momentos al de maxima verosimilitud. Ref. [[7]].

2.3. Lema de Ito

Para poder analizar el lema de Ito es necesario el siguiente resultado, el cual tiene proba-
bilidad uno:
dW? — dt, cuando dt — 0. (2.45)

Entonces, entre mds pequefio se vuelve dt, mds cerca se encuentra dWW/? de ser igual a dt.

Supdngase que f(S) es una funcién lisa, continua, derivable dos veces y que depende de S
y olvidese por un momento que S es una variable estocdstica. Si se varfa S en una pequefia
porcién dS entonces claramente f también varia en una pequefa cantidad. De las series de

Taylor es posible escribir

Cdf . 1&f
df = ﬁdS—i— §d_52 + e, (2.46)

donde los puntos suspensivo denotan al resto de los términos que son mds pequefios que los
que hemos escrito. Ahora recuérdese que d.S esta dado por

% = pdt + odW. (2.47)

Aqui dS es un simple nimero, aunque aleatorio, y entonces elevandolo al cuadrado encon-

tramos:
dS? = (uSdt + 0SdW)? = 62S2dW? + 20 uS?dtdW + 12S%dt?. (2.43)

Aplicando las reglas del cdlculo estocéstico se sigue que
dS? = a*S*dW?>.

Dado que dW? — dt
dS? — o2 S%dt.
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Resultado en|2.46] conservando los términos a primer orden de dt y usando la definicién d.S
de se encuentra que

_df 1 2 df
af = 7S (uSdt + o SdW') + SdSth
_ df df 1 2 2 f
- anSdW+( uS s+ 5008 St ) (2.49)

El lema de Ito relaciona un pequefio cambio en una funcién de una variable aleatoria al pe-
quefio cambio en la variable misma.
Obsérvese que[2.49 estd formada por un componente aleatorio proporcional a W y un com-
ponente deterministico proporcional a dt. Al respecto, esto soporta una semejanza con la
ecuacion [2.46] La ecuacién [2.49) es también una receta, ahora para determinar el comporta-
miento de f,y f por si misma sigue un comportamiento aleatorio.
Como un ejemplo simple, considérese la funcién f(S) = log S. Diferenciando esta ecuacién
tenemos

df 1 d? 1

as = s’ Y is? ~ 5%
Usando[2.49]

df = (,u — %a2> dt + odW.

La cual es una ecuacién diferencial estocéstica de coeficiente constante. El salto df esta nor-
malmente distribuido y esto explica por qué la ecuacién [2.47)es una caminata aleatoria log-
normal. El resultado de [2.49] puede ser generalizado considerando una funcién dependiente
de una variable aleatoria Sy del tiempo, f(S,t). Se puede expandir f(S + dS,dt) en una
serie de Taylor de (S, t) para tener,

f 0*f

of 2
atdt+28S2dS +o

Usando la expresion paradS'y para dWW? se encuentra que la nueva expresién para

df es:
of 0f 1,0  Of
anW +< S@S+ o°S 05’2 e dt. (2.50)

df = 5dS +

df =08
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2.4. Nuestro modelo

Activo financiero diesefiado.

0.4
n 0.2
o
L
[
E 0.0 1
._E
@ —0.2 4
oS
_0.4 -
—— Rendimiento
—0.6 4 —— \bolatilidad
T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000
Tiempo

Figura 2.1: Comparacién rendimientos con volatilidad constante por tramos.

Nuestro modelo:
dPt = ,LLPfdt + UtPttha (251)

donde oy = %, parat € [T}, T, 1) y

T, = ) m,VneN, (2.52)
k=0
Y2~ Gamma(k, ), (2.53)

donde 7y := 0y {7; : k£ € N} es una coleccion de variables aleatorias i.i.d. (independientes e
idénticamente distribuidas) con distribucién exponencial con parametro 7,

(1) = %e_t/T.

En este caso hay que hacer notar que el pardmetro 7 se puede interpretar como la duracién
promedio de los bloques de varianza constante, en otras palabras, la varianza del proceso
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Rendimientos Modelo Gaussiano

—— Rendimiento

Rendimientos Serie temporal logaritmica de los BTC 2018.

0.03 -

0.02

0.01 4
-6
0 2000 4000 6000 8000 10000
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—0.6 4

o 5000 10000 15000 20000 25000
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Figura 2.2: Comparacién del modelo gaussiano y el modelo gamma.

cambiard cada 7 unidades de tiempo. También es necesario mencionar que los pardmetros
k y A controlan las propiedades estadisticas de la magnitud de la varianza asi como de su
variabilidad. De hecho el tamafio de la varianza promedio estd dado por el promedio de dicha
distribucién (es decir, por la esperanza de Y?), mientras que la variabilidad de la volatilidad
estd dada por la varianza. Sabemos que estas cantidades se pueden escribir explicitamente en
términos de los pardmetros k£ y A como sigue:

E[¥?] = kA, Var(¥?) = kA%

Una vez que se tienen definidas estas distribuciones, estamos en disposicion de calcular los
rendimientos (asi como los precios) siguiendo las ecuaciones en diferencias finitas:

Apt = ILLBAt + O'tPtAWt7
AP,
Rt = P t = MAt + O'tAWt.
t

Cuando o, permanece constante R; sigue un movimiento browniano.
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Si p = 0 entonces Ry = o, AW, con W, ~ N (0, At), durante los intervalos de tiempo donde
o €S constante.

En la Figura 2.1 podemos apreciar una realizacién de los rendimientos con volatilidad varia-
ble de acuerdo al modelo que proponemos. En este caso se simuld una serie de tiempo con
duracién de ¢t = 263 unidades de tiempo. El tiempo de muestreo se tomé como 6t = 0.01, y
se utilizaron los pardmetros 7 =5, A =1y k = 1.

En la Figura[2.2) mostramos la representacién del modelo gaussiano (varianza constante) y el
modelo gamma, comparados con datos reales del BTC del 2018 que a simple vista se parece
mas al modelo gamma que al modelo gaussiano.

Una de las hipétesis bésicas que se utiliza en matemadticas financieras es que los precios de
cualquier activo subyacente (por ejemplo, lo precios de acciones de una compaiiia que cotiza
en la bolsa, o el precio de materia prima como el petréleo) se pueden modelar a partir de
un movimiento browinano geométrico. La ecuacidn diferencial estocdstica que obedece este
proceso se puede escribir como sigue

dSt = MStdt + O'Stth, (254)

donde W, : t € R+ es el proceso de Wiener. Las constantes 1 y o son llamadas dentro del
contexto de las matematicas financieras tasa libre de riesgo y volatilidad, respectivamente.
La forma de modelar la evolucién de los precios de activos subyacentes mediante un proceso
browniano geométrico es la base de teoria de Black-Scholes que resuelve el problema de ob-
tener el costo de diversos derivados financieros como las opciones (europeas o americanas) o
instrumentos financieros que pagan dividendos.

Uno de los problemas que existen en torno al modelo de movimiento browniano geométrico
para los precios es que se asume, entre otras cosas, que la volatilidad es constante. Se sabe
desde hace tiempo que esta hipdtesis no es de todo cierta y la evidencia sugiere que la volati-
lidad (que es un factor de riesgo para los participantes de algin mercado financiero) cambia
constantemente debido a diversos factores, entre los que se puede mencionar, por ejemplo, la
inestabilidad politica o social (como el caso de una pandemia o de una guerra). Debido a esta
variabilidad temporal de la volatilidad, se ha propuesto una pléyade de modelos conocidos
como modelos de volatilidad estocdstica, los cuales se basan principalmente en ecuaciones
diferenciales estocdsticas acopladas. Gran parte de la dificultad con estos modelos es que la
estimacién de los pardmetros es sumamente complicada, debido a que no se cuenta muchas
veces con soluciones analiticas de las ecuaciones del modelo en cuestion. En el presente pro-
yecto se pretende introducir un modelo relativamente sencillo de volatilidad estocdstica con
el cual el problema de la estimacion de pardmetros sea mucho mas simple. Este modelo se
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basa esencialmente en suponer que la volatilidad es constante durante periodos de tiempo de
duracion aleatoria. Esto esencialmente quiere decir que en la ecuacion base del modelo

dSt == ,LLStdt + O'Stth, (255)

se asume que la volatilidad o; es un proceso estocdstico a tiempo continuo y que no se rige
por una ecuacion diferencial estocdstica, pero si sigue siendo un proceso tipo markoviano (el
cual se puede describir mediante una ecuacién maestra),

ot € R+, (2.56)

siendo o, constante por tramos, donde los tiempos de permanencia (durante los cuales oy
es constante) tienen alguna distribucion estacionaria y los valores de o, también siguen una
distribucion estacionaria e independiente de la distribucion de los tiempos de permanencia.
El principal objetivo de este estudio es caracterizar analiticamente el proceso S; para poder
proponer estimadores de los pardmetros de las distribuciones correspondientes.

2.4.1. Primeras estimaciones

Vamos a ver mis andlisis respecto a los bitcoins con la informacién obtenida en internet.
Estos son las graficas de los bitcoins del 2016 y 2018.
Las siguientes graficas muestran claramente que [?; no normales, es decir que los rendimien-
tos no son normales en la vida real.
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Histograma logaritmico 2016. Histograma normal 2016.
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Figura 2.3: Histograma del logaritmo del bitcon del afio 2016 solo el margen.
Histograma logaritmico 2018. Histograma normal 2018.
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Figura 2.4: Histograma del logaritmo del bitcon del afio 2018.

Se puede notar que la determinacién de si los rendimientos son normales o no estd rela-
cionada con la forma de la curva, donde la normalidad se caracteriza por una curva de tipo
parabolico invertido. Sin embargo, en la realidad, los rendimientos no siguen esta distribucién
normal. Este hecho se puede apreciar en la Figura[2.4](b), donde se ha eliminado el relleno del
histograma para una mejor visualizacién, como se muestra en la Figura[2.3|(b). Esta observa-
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cién confirma que, en nuestro caso, la distribucién no sigue una forma de pardbola invertida,
como se destaca en la Figura[2.4](b) y Figura[2.3](b).
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RESULTADOS

3.1. Estadistica de rendimientos

En la presente seccion, abordaremos la resolucién analitica del modelo propuesto a tra-
vés de la aplicacion de la Distribucion KB de Bessel. Esta estrategia se ha empleado con el
objetivo de alcanzar una comprension detallada y mateméaticamente sélida de las relaciones
subyacentes dentro del marco tedrico propuesto. A través de la consideracion cuidadosa de
los parametros y condiciones del modelo, hemos identificado una distribucién que permite
abordar analiticamente las incognitas planteadas. Este enfoque no solo brinda una solucién
precisa, sino que también proporciona valiosas perspectivas sobre la naturaleza intrinseca del
fendmeno estudiado. En las secciones siguientes, se presentard de manera detallada el desa-
rrollo analitico, seguido de un anélisis exhaustivo de las implicaciones derivadas de la solu-
cién obtenida. Este ejercicio de resolucion analitica constituye un componente fundamental
para fortalecer la fundamentacidn tedrica de nuestro modelo y contribuye significativamente
a la comprensién profunda de los fendmenos en consideracion.

3.1.1. Distribuciéon KB (Bessel)

Esta distribucion fue estudiada por Oldrich Kropac Ref. [30] en donde ofrece un compen-
dio de las propiedades principales de algunas distribuciones definidas por medio de funciones
trascendentales y que se originan en diversas aplicaciones de la teoria de probabilidad. Par-
ticularmente en dicho trabajo se presentan las principales propiedades de la distribucién que
hamos llamado KB de Bessel. Vale la pena mencionar brevemente algunas propiedades que
serdn de utilidad més adelante. En relacion a los pardmetros de la distribucion podemos decir

48
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que controlan hasta cierto punto caracteristicas cualitativas que son de interés en el estudio
de la volatilidad.
El pardmetro « es una cantidad que controla la agudeza de la distribucion, esto es, controla
que tan “fina” o “puntiaguda” es la moda de la distribucién. Cuando el pardmetro « es un
valor grande, la moda de la distribucién toma una forma “achatada” muy similar a cémo luce
una distribucién normal. Sin embargo, cuando dicho pardmetro de acerca a cero, la moda se
hace mas aguda como la punta de una lanza. Este comportamiento se muestra cualitativamen-
te en la Figura[3.1] a).
Por otro lado, el pardmetro b controla el ancho de la distribucién, lo que lo convierte en el
equivalente del pardmetro o (la desviacidn estandar) de la distribucién normal. Sin embargo,
en este caso, el pardmetro b no es directamente la desviacion estandar, como se verd mas ade-
lante. Cuando b se hace grande, el ancho de la distribucién crece, mientras que si b se hace
pequefio, entonces la distribucién se hace angosta, tal como se puede apreciar en la Figura[3.1]
b).

La distribucién K B de Bessel se define como:

I R S A 2
X ~ KB(a,b), flz) = NCETR0 (T) K, 1 <7> : (3.1)

En el marco de nuestro planteamiento tedrico, la expresion que describe la variable b se
establece como b = % y a = k. Noten que existen dos propiedades fundamentales en esta
distribucion la agudeza que esta dada por o y el ancho de la distribucién que esta dado por b.

3.1.2. Distribucion de rendimientos: modelo de varianza gamma

En esta seccién vamos a obtener la distribucion de los rendimientos partiendo de la hip6-
tesis de que la varianza cambia a lo largo del tiempo siguiendo el modelo gamma.
Como punto de partida supone que los datos de rendimientos vienen segmentados por blo-
ques de varianza fija. La varianza de cada uno de estos bloques sigue una distribucién de tipo
gamma con pardmetros Ay k:

fe2(s) = =5~

Ahora si denotamos por X, la muestra aleatoria segmentada por bloques de varianza fija,
tenemos entonces que el indice j varia de 0 a ny, siendo n; el nimero de muestras del bloque
k, mientras que el indice & varia de 0 a m, siendo m el nimero de bloques. El nimero total de
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Comparacién con a’s distintas Comparacién con b’s distintas
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Figura 3.1: Distribucién KB de Bessel para diferentes valores de los pardmetros.

En el panel a) se muestra como cambia la distribucién variando el pardmetro a.. Obsérvese
como la agudeza del la distribucidn se hace mas pronunciada conforme « tiende a cero. En
el panel b) se muestra la distribuciéon KB para diferentes valores del pardmetro b. En este
caso, conforme b se hace grande, la anchura de la distribucién también lo hace.

muestras es entonces N = n; + ns + - - - + n,,. Denotaremos por a,%, la varianza del k-ésimo
bloque. Alternativamente podemos representar las variables aleatorias X ;, como:

Xk = SnZ;, (3.2)

siendo i, la variable aleatoria que representa la desviacion estdndar fija oy, del k-ésimo blo-
que. Es claro que la distribucién de X, se puede obtener a partir de la distribucién de X2, es
decir, a partir de fx2(s):

Do e

0.
F(k:) , g >

fs(o) =20
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Hay que hacer notar también que las variables aleatorias Z; se suponen independientes e
idénticamente distribuidas con distribucion normal estdndar, es decir, que las variables Z;

tienen funcidn densidad:
1 2
z) = e 2,
f Z ( ) \/%

Como hemos supuesto que las variables aleatorias que representan la muestra de rendimientos
logaritmicos, X, son independientes, entonces la distribucion colectiva de toda la muestra
se puede obtener como la distribucion del producto de variables Y., y Z;. Es decir, si la varia-
ble aleatoria X representa la distribucién colectiva de la muestra X; , entonces la distribucion
X estd dada por:

feto)= [ ts (g) ol ™y = [ fsfz (5) I dy.

la cual es simplemente la férmula para la densidad del producto de dos variables aleatorias
Ref. [45]. Este hecho se puede justificar alternativamente si pensamos en la distribucion de
X como la probabilidad de obtener una muestra seleccionada aleatoriamente del conjunto
X - Esto es, si buscamos la probabilidad de que X sea menor que un valor determinado z,
podemos escribir:

P(X <z) = Zka(Xk <z)= Zka(aka <)

k=1 k=1
= Y mP(SZ<2)=P(SZ<2)> m,
k=1 k=1

(3.3)

donde py = ny/N se puede interpretar como la probabilidad de seleccionar la variable alea-

toria (o la muestra) X, del conjunto de variables X ;. Notese también que hemos omitido

los subindices de las variables >J;, y Z; debido a que son variables independientes con idénti-

ca distribucién. Entonces podemos nota que, las sumas de las pg, en la ecuacién anterior, es
n

igual a uno:
m 1 m
domk=) v =mvo =L
k=1 k=1

Entonces, de forma resumida podemos escribir que:

B

m
k=1

P(X <) = P(XZ < 1),
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de donde se sigue que la distribucién de X es la distribucion del producto 7

f@ = [ " oz (gy) ﬁdy'

Sin embargo, si las densidades de X y Z son independientes, entonces la densidad conjunta
del producto de ambas se expresa como el producto de las densidades individuales. Esto
significa que si fz(z) representa la densidad de Z y fx(o) representa la densidad de ¥, bajo
la asuncién de independencia, la densidad conjunta se calcula como:

foz(o,2) = fu(o)fz(2),
fZ(Z) = e 7,

_.
|

, 2
o) — 5\/7—71_6 2 st0>0
falo) { 0sio < 0

Como en nuestro modelo tenemos que Z ~ N(0,1) y 3? ~ gamma(k, \) tenemos que las
funciones de densidad estdn dadas por:

1 2
fZ(Z) = \/%6 )
2\k—1

fa(o) = 20 LT) e

(k)
para z € Ry s < 0. En consecuencia, tenemos que la densidad de X se puede calcular como

sigue:

R O.X 7o L VR )
) = y———+~—X e VW ——e 2°2d
Fele) /o 7T v

— / (AyQ)k—le—(/\y2+l‘2/2y2)Qdy’ (3.4)
0
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usando el cambio de variable tomando a u = \/ﬁy'z ,du = m?ydy, con u € [0, 00), ol =

A/ 2 T
22 <%> - % (96) WI | y' = \ﬁ|x|u y |y| = ‘2/\| N 1/4 entonces:

u 2

k—1 e} " k—1 —1/2 71/4—1/2 .
frlz) = u/ v/l <ﬂu> (lz|~7%)(2A) 2] -rselu g
V2rl(k) V2 u NoN
k(9)\)1/4 =1 q1/2 oo o
A\/ = ( a ) -] eV (wr ) =51, (3.5)
2rT (k) \V2A V2X

Con todo esto tenemos finalmente que la densidad de X se puede escribir como:

A
Fx(@) = Cualal 2K (2\@ |x|> . (3.6)

la cual como puede verse corresponde a una distribucion KB de Bessel.

Teorema 3 Si X > 0 es una variable aleatoria con densidad fx (x), buscamos la densidad

deY =X, ie, Iy (y)
Fy(y) = P(Y <y) = P(VX < y) = P(X <y*) = Fx(y*).

Para obtener las densidades derivadas respecto a y:

d d
fr(y) = d—yFY(?/) = d—yFX(QZ) = fx(y*)2y,
fs(o) = 20()\?2’;_1)\6M2, o> 0.

Con la ecuaci(’)npodemos notar que o = k — % yb= \/% = (2)\)*%. Sustituyendo los
valores obtenemos que:

1
1 1 ]\ "7z 1 | A S ||
= —-—-————-— _— = _— 2b 2K _
T = ( b ) Nl b )
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lo que se sigue del hecho de que:

1
b3 ((2/\)7%> ’ 95(k+3) . \3(k+3) A3 (k+3)
— = = 2 . . .7
ok—3 ok=3 ok—3 95 (k+3) (3.7)

3.2. Estimacion de parametros

En esta seccion vamos a presentar una breve resefia de los cdlculos relacionados con la

estimacion de los pardmetros de la distribucion KB de Bessel que encontramos en la seccién
anterior para la descripcion de los rendimientos logaritmicos.
Comencemos observando que la distribucion KB de Bessel estd definida por medio de una
densidad de probabilidad que es par, es decir, que satisface la propiedad: f(z) = f(—=x).
Esto quiere decir que el producto 22" f(z) es en consecuencia una funcién impar, para todo
n € N. Asi:

B[X*H = /OO ?" 1 f(x)dr = 0,

my; = E[X]:O,
msy = E[X°]=0.

Para los momentos pares de la distribuciéon KB de Bessel se conoce una férmula exacta que
se puede encontrar en el articulo de Oldfich Kropac. Ref. [30]:

ma(n) = 72 (26)%T (l +n+ %) r <z + %) [F (n + %)} _1.

Para aplicar el método de los momentos, se requiere determinar al menos dos momentos. Por
consiguiente, a continuacion, procederemos a calcular los dos primeros momentos pares.

[N

me = EX = 5t @PT )T (§) ()

— 2 3b2an/7 = 2ab. (3.8)
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Nétese que Var(X) = E[X?] — (E[X])?, oo Var(X) = 2aby std(X) = v2ab.
my = E[X*Y= T2 (2b)4F(2 +a)l oy L
2) I'«)
= 12v*a(l +a) = 12a(1 + a)b*. (3.9)
st = ! zn:(x —z)?
n—14< ’ ’
my = 1 i(m-f
4 n - 1) -
Asi obtendremos nuestros parametros:
. my
A s2 1 m
2 _ 2 _ M 4 11
b - 23 (334 ) . 3.11)

3.3. Ajustes con datos sintéticos

Para probar la efectividad de los estimadores obtenidos por el método de los momentos,
vamos a realizar un experimento numérico con datos obtenidos de manera artificial.
Para este propdsito primero elaboramos un cédigo en Python para generar datos con el mo-
delo de varianza gamma que fue descrito en la Seccién [2.4]
Los resultados revelaron que el modelo propuesto exhibe un ajuste notablemente bueno con
los datos sintéticos utilizados en el estudio. La consistencia entre las predicciones del modelo
y los datos generados artificialmente sugiere que el enfoque adoptado es robusto y capaz de
generalizar efectivamente a situaciones del mundo real.
A continuacién, se presentan los resultados derivados mediante el uso del lenguaje de pro-
gramacién Python para un conjunto de datos sintéticos mostrados en la Tabla [3.1] las cuales
fueron representadas graficamente, exhibiendo los correspondientes gréficos que ilustran di-
chas representaciones.
Ademads de la estimacién de los pardmetros de la distribucién KB, se realiz6 también la es-
timacién de la volatilidad en funcién del tiempo empleando la técnica de deslizamiento de
ventana. Esta técnica consiste en estimar la volatilidad mediante el cdlculo de la desviacion



CAPITULO III. RESULTADOS 56

Parametro Valor
My 19140.497
m —0.018
52 34.052
Q 0.222
b2 76.657
A 0.007
b 8.755

Tabla 3.1: Parametros datos sintéticos.
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Figura 3.2: Estimaciones de la volatilidad.

estdndar en una ventana de determinado tamafio, el cual denotamos por w (especificamente,
w es un numero entero indicando el nimero de datos en dicha ventana de tiempo). Esta ven-
tana de datos se desliza a lo largo de la serie de tiempo y en cada deslizamiento hecho, se
realiza la estimacion de la desviacion estandar. Este procedimiento resulta en una curva que
muestra la evolucién de la volatilidad a lo largo del tiempo con una precision que depende del
tamafo de la ventana w y con una continuidad controlada por el tamafio del deslizamiento s.
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Estimadores para los datos sinteticos. Estimadores logaritmicos para los datos sinteticos.
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Figura 3.3: Gréfica de los estimadores sintéticos comparada con la grafica logaritmica.

En la Figura[3.2]se puede apreciar el resultado de este proceso de estimacion de la volatilidad,
usando los datos sintéticos mencionados anteriormente. Para este caso se uso un tamaiio de
ventana w = 100 y un deslizamiento de s = 0.01. Né6tese como la estimacién de la volati-
lidad (linea negra) con este método se alcanza a reproducir de manera adecuada, lo que se
puede apreciar de la comparacion entre esta estimacion y la volatilidad real (linea roja) en el
experimento numérico controlado. También hay que hacer notar que las estimaciones de los
parametros de la distribuciéon KB alcanzan a reproducir de manera adecuada el histograma de
frecuencias mostrado en la Figura[3.3]

3.4. Ajustes con datos reales

A continuacién vamos a presentar los resultados de las estimaciones de pardmetros de la
distribucién KB de Bessel empleando datos reales de series de tiempo financieras. Los datos
utilizados corresponden al bitcoin entre los afios 2015 y 2022 y al ethereum entre los afios
2017-2022. Esta base de datos fue obtenida de la Ref. [33]], en donde J. Morales Herrera reali-
z0 la limpieza y el pre-procesamiento de los datos. La frecuencia del registro de los precios
tanto del bitcoin como del ethereum es de un minuto, y se hizo el proceso de estimacion de
parametros utilizando los datos de cada afio natural, esto con el fin de observar la evolucién
en el tiempo de la distribucién de rendimientos asi como de la volatilidad misma. A continua-
cion iremos mostrando las estimaciones correspondientes para cada criptomoneda por cada
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ano natural.

34.1. BTC 2022

Parametro Valor
i 5.574 x 1011
m —92.144 x 107
52 8.754 x 10707
o 0.043
b2 1.017 x 10~%
A 49141.087
b 0.003

Tabla 3.2: Parametros datos BTC 2022.

Los resultados de la Tabla [3.2] fueron representadas grificamente, exhibiendo los corres-
pondientes graficos que ilustran dichas representaciones.
En esta representacion la Figura [3.4] se expone la relacién entre la volatilidad y el tiempo
durante el afio 2022. Observamos que los datos reales no respaldan completamente nuestra
hipdtesis de que la volatilidad es constante por segmentos, ya que la grifica no refleja de
manera suficientemente marcada este comportamiento.
En la Figura [3.5] observamos la distribucién empirica de BTC en 2022. El histograma azul
representa la distribucién empirica, mientras que la linea roja punteada representa la densidad
de probabilidad del modelo que hemos aplicado, ajustdndolo mejor a los datos presentes en el
histograma. En la representacion a la derecha, se utiliza una escala semi-logaritmica, donde
el eje y muestra el logaritmo de la frecuencia de ocurrencia frente al rendimiento. Se nota que
el ajuste no es Optimo, lo cual se atribuye a la razén mencionada anteriormente. Inicialmente,
nuestra hipétesis planteaba una volatilidad constante por tramos, pero esta estimacion revela
que la hipétesis original no se cumple completamente.
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std Estimaciones del BTC del afio 2022
0.00250

—— Estimacion

0.00225 A
0.00200 A 1
0.00175 A 1
0.00150 A

0.00125 A

0.00100 A

0.00075 A W

0.00050 4

T T T T T
0 100000 200000, . 300000 400000 500000
Minutos

Figura 3.4: Gréfica de los estimadores BTC 2022.

Estimadores para el BTC del afio 2022. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2022.
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Figura 3.5: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréafica logaritmica.
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34.2. BTC 2021

Parametro Valor
My 1.914 x 10710
m 8.076 x 10797
52 1.679 x 10797
a 0.046
b2 1.816 x 10~
A 0.046
b 1.816 x 1079

Tabla 3.3: Parametros datos BTC 2021.

Los resultados de la Tabla [3.3] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.
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Figura 3.6: Gréfica de los estimadores BTC 2021.

Realizamos el mismo andlisis con los datos correspondientes a BTC en 2021 (Figura [3.6).
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Al retroceder en el tiempo, observamos en la grafica que existen regiones donde la hipétesis
se cumple; en estos segmentos, la volatilidad parece mantenerse constante durante periodos
relativamente cortos. Sin embargo, en la mayor parte de la grafica, la hipétesis no se verifica
completamente.

Estimadores para el BTC del afio 2021. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2021.
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Figura 3.7: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

Ahora presentamos nuevamente el histograma de frecuencias frente al rendimiento (Figu-
ra[3.7), tanto para los datos obtenidos de manera empirica como para la densidad de probabi-
lidad del modelo KB del afio 2021. Como se puede apreciar, debido a que la hipdtesis de una
volatilidad constante por tramos no se cumple completamente, el ajuste no es completamen-
te satisfactorio. Sin embargo, es importante destacar que a diferencia del modelo gaussiano,
logramos al menos replicar con el modelo KB la agudeza de la distribucién, aunque el pico
no sea precisamente exacto.
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3.4.3. BTC 2020

Parametro Valor
Ma 2.198 x 10710
m 2.281 x 10796
52 1.28 x 1079
a 0.022
b2 2.799 x 1079
A 17863.106
b 0.005

Tabla 3.4: Parametros datos BTC 2020.
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Los resultados de la Tabla [3.4] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.
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Figura 3.8: Gréfica de los estimadores BTC 2020.

En este punto la Figura [3.8] se evidencia la existencia de intervalos donde la volatilidad pa-
rece mantenerse constante.
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Estimadores para el BTC del afic 2020. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2020.
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Figura 3.9: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

Observen que en la Figura[3.9], gracias a estas particularidades, en este contexto el ajuste ha
mejorado, ya que en cierto sentido, la hipétesis de la volatilidad constante por tramos parece
haberse cumplido ahora para una gran cantidad de los datos presentados.

344. BTC 2019

Parametro Valor
My 2.496 x 1010
m 5.575 x 10797
s 1.211 x 107%
a 0.018
b2 3.377 x 107%
A 14808.029
b 0.006

Tabla 3.5: Parametros datos BTC 2019.

Los resultados de la Tabla [3.5] fueron representadas grificamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréaficos que ilustran dichas representaciones.
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Estimaciones del BTC del afio 2019
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Figura 3.10: Grafica de los estimadores BTC 2019.

En esta representacion de la Figura[3.10], se observan datos mds consistentes aunque de mag-
nitud reducida; sin embargo, atin no logramos satisfacer completamente el requisito.

Estimadores para el BTC del afio 2019. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2019.
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Figura 3.11: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.
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Observamos que el ajuste de la Figura [3.T1] continda siendo adecuado para reproducir las
caracteristicas fundamentales de la distribucion empirica mediante la aplicacion de la linea
punteada roja.

3.4.5. BTC 2018

Parametro Valor
My 7.519 x 1071
m —1.823 x 1079
52 1.979 x 1079
« 0.185
b2 5.344 x 1079
A 93571.183
b 0.002

Tabla 3.6: Parametros datos BTC 2018.

Los resultados de la Tabla [3.6] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.
En esta instancia la Figura [3.12] la hipétesis parece verificar su validez en un perfodo de
tiempo mds extenso, donde se muestra aparentemente mds significativa. Al examinar el his-
tograma, esta tendencia se hace evidente. Indudablemente en la Figura[3.13] la adaptacion es
considerablemente més eficaz que en los afnos precedentes.
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Figura 3.12: Grafica de los estimadores BTC 2018.

Estimadores para el BTC del afio 2018. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2018.
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Figura 3.13: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréifica logaritmica.



CAPITULO III. RESULTADOS 67

3.4.6. BTC 2017

Parametro Valor
My 4.721 x 10710
m 4.697 x 1079
52 3.124 x 1079
« 0.066
b2 2.362 x 10~%
A 21166.945
b 0.005

Tabla 3.7: Parametros datos BTC 2017.

Los resultados de la Tabla [3.7] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes graficos que ilustran dichas representaciones.

Estimaciones del BTC del afio 2017
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Figura 3.14: Gréfica de los estimadores BTC 2017.
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Aqui nuevamente la Figura [3.14] se evidencia que la condicién se satisface en algunos seg-
mentos, mientras que en otros no.

Estimadores para el BTC del afic 2017. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2017.
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Figura 3.15: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

La adaptacion mejora ligeramente en comparacion con el periodo de 2019-2022, ya que la
Figura[3.15|roja se alinea de manera mds cercana con el histograma.

3.4.7. BTC 2016

Parametro Valor
My 6.656 x 107!
m 1.312 x 1079
52 1.714 x 1079
« 0.153
b2 5.615 x 1079
A 89047.16
b 0.002

Tabla 3.8: Parametros datos BTC 2016.
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Los resultados de la Tabla [3.8] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.

d Estimaciones del BTC del afio 2016
st
0.0030 - —— Estimacion

0.0025

0.0020

0.0015

0.0010

T T T T T
0 100000 20000&_ 300000 400000 500000
inutos

Figura 3.16: Grafica de los estimadores BTC 2016.

Se nota claramente que la hipétesis vuelve a incumplirse en esta instancia la Figura[3.16]

El ajuste, que previamente mostraba cierta eficacia en los afios 2018 y 2017, ha perdido su
calidad (Figura [3.17). En este contexto, la distribucién de los rendimientos se amplia y los
intentos de ajuste no resultan satisfactorios.
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Estimadores para el BTC del afic 2016. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2016.
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Figura 3.17: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

3.4.8. BTC 2015

Parametro Valor
o 1.066 x 1079
m 2.738 x 10796
52 2.665 x 10796
« 0.02
b2 6.556 x 1070
A 7626.179
b 0.008

Tabla 3.9: Parametros datos BTC 2015.

Los resultados de la Tabla [3.9] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréaficos que ilustran dichas representaciones.
Aqui se evidencia que durante ciertos lapsos temporales, nuestra suposicion se verifica (Fi-

gura[3.18).

La adecuacién mejora ligeramente en comparacién con el afio 2016 (Figura[3.19).
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Figura 3.18: Grafica de los estimadores BTC 2015.
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Figura 3.19: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréifica logaritmica.
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3.4.9. ETH 2022

Parametro Valor
My 1.422 x 10710
m ~3.014 x 1079
s 1.858 x 10706
a 0.079
b2 1.183 x 10~
A 42259.638
b 0.003

Tabla 3.10: Parametros datos ETH 2022.
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Los resultados de la Tabla[3.10|fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.

Estimaciones del ETH del afio 2022
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Figura 3.20: Grafica de los estimadores ETH 2022.
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En la representacion grafica correspondiente al afio 2022 del ETH (Figura [3.20), se presenta
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la relacion temporal de la volatilidad. Observamos que la hipétesis que postula la constancia
por tramos de la volatilidad no parece ser completamente respaldada por los datos empiricos.
Esta conclusién se deriva de la visualizacion grafica, donde no se evidencia de manera sufi-
cientemente clara el comportamiento distintivo asociado con la constancia por tramos de la
volatilidad, contrariamente a lo postulado en nuestra hipétesis.

Estimadores para el ETH del afio 2022. Estimadores logaritmicos para el ETH del afic 2022.
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Figura 3.21: Gréfica de los estimadores reales comparada con la grafica logaritmica.

En esta representacion, se exhibe la distribucion empirica del ethereum (ETH) correspon-
diente al afio 2022 (Figura [3.21). El histograma en tono azul refleja la representacién gréfica
de la distribucién empirica, mientras que la linea roja punteada representa la densidad de pro-
babilidad del modelo adoptado, el cual se ajusta de manera 6ptima a los datos presentados en
el histograma.

En la representacion semilogaritmica a la derecha, se observa una proyeccién similar, don-
de el eje y refleja el logaritmo de la frecuencia de ocurrencia frente a los rendimientos. Se
destaca que el ajuste no exhibe una precision satisfactoria, en consonancia con la hipdtesis
inicial que postulaba una volatilidad constante por tramos. Este desajuste en la estimacién
evidencia que la hipétesis original no se cumple completamente, lo cual puede atribuirse a la
variabilidad intrinseca en la volatilidad a lo largo del tiempo.

3.4.10. ETH 2021

Los resultados de la Tabla[3.1T|fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes graficos que ilustran dichas representaciones.
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Parametro Valor
My 1.74 x 1079
m 3.447 x 10796
52 3.092 x 10796
o 0.017
b2 9.225 x 1079
A 5419.769
b 0.009

Tabla 3.11: Parametros datos ETH 2021.
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Figura 3.22: Grafica de los estimadores ETH 2021.

Realizamos andlogamente el procedimiento con los datos correspondientes a ethereum del
afio 2021 (Figura [3.22). Al retroceder en la serie temporal, se observa que en determinadas
regiones de la gréfica se verifica la hip6tesis, dado que la volatilidad parece mantenerse cons-
tante durante periodos de tiempo relativamente cortos. No obstante, para la mayor parte de la
gréfica, dicha hip6tesis no se cumple.

Ahora procedemos a exhibir nuevamente el histograma de frecuencias comparando los ren-
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Estimadores para el ETH del afio 2021.
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Figura 3.23: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.
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dimientos obtenidos empiricamente con la densidad de probabilidad del modelo KB corres-

pondiente al afio 2021 (Figura [3.23). Se observa que, debido a la no completa satisfaccién

de la hipétesis de volatilidad constante por tramos, el ajuste obtenido no es completamente
satisfactorio. Es importante destacar que, a diferencia del modelo gaussiano, el modelo KB
logra reproducir la agudeza en la distribucién, aunque el pico no se ajusta de manera precisa.

3.4.11. ETH 2020

Parametro Valor
o 1.649 x 1079
m 5.413 x 1079
52 3.257 x 1079
« 0.019
b2 8.277 x 10~%
A 6040.833
b 0.009

Tabla 3.12: Parametros datos ETH 2020.
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Los resultados de la Tabla[3.12]fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.
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Figura 3.24: Grafica de los estimadores ETH 2020.

En este contexto, se observa la presencia de segmentos en los cuales la variabilidad parece
mantenerse constante (Figura[3.24)).
Observamos que, en virtud de dichas propiedades, en esta instancia, la calidad del ajuste ha
mejorado significativamente, ya que la hipdtesis de la volatilidad constante por segmentos
parece haber sido corroborada de manera mds efectiva para una extensa cantidad de datos
que hemos presentado (Figura[3.23)).
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Estimadores para el ETH del afio 2020. Estimadores logaritmicos para el ETH del afio 2020.
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Figura 3.25: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

3.4.12. ETH 2019

Parametro Valor
My 1.894 x 1010
m 2.735 x 1079
52 2.76 x 107
« 0.137
b2 1.001 x 107
A 49746.439
b 0.003

Tabla 3.13: Parametros datos ETH 2019.
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Los resultados de la Tabla[3.13|fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-

pondientes graficos que ilustran dichas representaciones.

La representacién gréfica exhibe datos relativamente estables (Figura [3.26), aunque de mag-
nitud reducida; sin embargo, atin no se satisface completamente el requisito establecido.
Se puede observar que la idoneidad persiste de manera relativamente eficaz para emular las
propiedades fundamentales de la distribucién empirica mediante la aplicacion del ajuste re-

presentado por la linea punteada de color rojo Figura[3.27]
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Figura 3.26: Grafica de los estimadores ETH 2019.
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Figura 3.27: Gréfica de los estimadores reales comparada con la grafica logaritmica.
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3.4.13. ETH 2018

Parametro Valor
o 2.501 x 109
m —2.507 x 10707
52 4.321 x 10797
a 0.023
b2 9.431 x 107
A 5301.762
b 0.009

Tabla 3.14: Parametros datos ETH 2018.

Los resultados de la Tabla[3.14] fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes gréficos que ilustran dichas representaciones.
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Figura 3.28: Grafica de los estimadores ETH 2018.

En este contexto, la hipétesis parece corroborarse en un periodo temporal extendido (Fi-
gura [3.28)), evidenciando una magnitud aparentemente superior al examinar el histograma
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correspondiente.
Estimadores para el ETH del afio 2018. Estimadores logaritmicos para el ETH del afio 2018.
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Figura 3.29: Gréfica de los estimadores reales comparada con la gréfica logaritmica.

La calibracién exhibe notable mejora con respecto a los periodos previos (Figura[3.29).

3.4.14. ETH 2017

Parametro Valor
My 1.534 x 10708
m 1.398 x 107%
52 1.006 x 107%
6] 0.0201
b2 0.0002
A 2007.204
b 0.016

Tabla 3.15: Parametros datos ETH 2017.

Los resultados de la Tabla[3.15|fueron representadas graficamente, exhibiendo los corres-
pondientes graficos que ilustran dichas representaciones.
En esta instancia, podemos observar una vez mas que la condicidn se satisface en segmentos
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Figura 3.30: Grafica de los estimadores ETH 2017.

especificos, aunque en otros no se verifica (Figura [3.30).
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Figura 3.31: Gréfica de los estimadores reales comparada con la grafica logaritmica.
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La calibracion exhibe una mejora marginal en comparacion con el periodo comprendido en-
tre los afios 2019 y 2022, dado que la concordancia entre la representacion grafica en color
rojo y el histograma es mds pronunciada (Figura [3.31).

Este hallazgo proporciona una base sélida para futuras investigaciones y aplicaciones prac-
ticas del modelo en situaciones del mundo real. La capacidad del modelo para ajustarse de
manera efectiva a datos sintéticos establece un precedente alentador para su posible imple-
mentacion en contextos mas complejos y variados.

En el presente andlisis, procederemos a realizar una comparacion integral de las estimacio-
nes, examinando las dindmicas observadas en los inicios de la existencia de bitcoin (BTC)
y durante el periodo de la pandemia. Nuestro objetivo es determinar la presencia de caracte-
risticas relevantes y evaluar la capacidad de nuestra técnica para distinguir entre estos afios
significativos. Se destaca que en el afio 2015, se observa una agudeza en la distribucion de
rendimientos que se asemeja a una forma de V invertida. Esta configuracién puede atribuirse
al surgimiento inicial de bitcoins en el panorama financiero mundial. En contraste, en el afo
2018, 1a V invertida muestra un pliegue hacia afuera, reflejando un evento de colapso en dicho
afio, donde los BTC experimentaron una notable caida. El afio 2020, marcado por el inicio de
la pandemia, se caracteriz6 por una alta volatilidad en los BTC. Finalmente, en el afio 2021,
se observa una estabilizacion en las dindmicas de los BTC. Este andlisis persigue identificar
patrones y comportamientos distintivos en la evolucién temporal de bitcoin, contribuyendo
asi a la comprensién de sus variaciones a lo largo de eventos significativos (Figura[3.32)).
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Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2015. Estimadores logaritmicos para el BTC del afio 2018.
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Figura 3.32: Comparacién agudeza BTC.

En el presente andlisis, procederemos a realizar una comparacion integrada de las estima-
ciones correspondientes, con el objetivo de examinar las dindmicas ocurridas durante el sur-
gimiento inicial de ethereum (ETH) y durante el periodo de la pandemia. Buscaremos iden-
tificar posibles caracteristicas relevantes y determinar la capacidad de nuestra metodologia
para distinguir entre estos afios significativos. Observamos que en el afio 2017, la distribu-
cién de rendimientos exhibe una agudeza similar a una funcién en forma de V invertida, lo
cual puede ser atribuido al proceso de introduccién de ethereum en ese periodo. En el afio
2019, esta configuracién en forma de V invertida presenta una inclinacién hacia afuera, in-
dicando una disminucion del 4 % en los ETH durante ese afio. En el afio 2020, se observa
una nueva caida en el valor de ETH en marzo y abril, atribuida a los efectos de la pandemia.
Por dltimo, en el afio 2021, se percibe una estabilizacion en el mercado de ETH. Este andlisis
nos permitird evaluar si nuestra técnica puede discernir y caracterizar de manera efectiva los
eventos clave en estos periodos temporales (Figura[3.33).
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Estimadores logaritmicos para el ETH del afio 2017. Estimadores logaritmicos para el ETH del afio 2019.
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Figura 3.33: Comparacién agudeza ETH.

Observaciones finales:

= Aunque no se logra un ajuste ptimo en términos de precision, el modelo exhibe atri-
butos que caracterizan al modelo base (MBG) determinado por la distribucién normal
de rendimientos logaritmicos.

= Con el empleo de este modelo, es posible caracterizar una propiedad distintiva, espe-
cificamente la “agudeza” presente en la distribucidn, la cual no se manifiesta en una
distribucion normal, mediante la utilizacién de distribuciones normales.



Capitulo IV
DISCUSION Y CONCLUSIONES

En conclusion, este trabajo presenta un modelo de volatilidad variable que sugiere que los
rendimientos logaritmicos sigan siendo normales, pero con una desviacion estandar constante
por intervalos de tiempo aleatorio. A través de este modelo, se logra obtener una distribucién
expresada en términos de la distribucién K B(a, b) de Bessel, cuyos pardmetros dependen del
modelo propuesto £ y A\. Ademds, se derivan férmulas para la estimacién de los pardmetros
de la distribucion de Bessel, mostrando consistencia con estimaciones realizadas en datos
sintéticos.

La aplicaciéon del modelo en el andlisis de datos reales de bitcoin y ethereum revela que
los rendimientos logaritmicos del modelo son cualitativamente similares a los obtenidos con
datos reales, y en algunos casos, se observa un comportamiento consistente con la hipdtesis
de varianza constante por tramos. Asimismo, el modelo proporciona una explicacion de la
“agudeza” en las distribuciones de rendimientos reales como resultado de la variacién en la
desviacion estandar de los rendimientos, modelada con la distribucién gamma, una caracte-
ristica que no exhibe el modelo normal con desviacion estdndar constante.

Es importante sehalar que, aunque el ajuste de los pardmetros del modelo no reproduce con
precision todas las caracteristicas cualitativas de las distribuciones empiricas, logra capturar
algunas propiedades genéricas destacadas. En resumen, este enfoque ofrece una herramien-
ta valiosa para entender la volatilidad en los rendimientos financieros y puede ser ttil en la
modelacién de fenémenos relacionados con la variabilidad en diferentes contextos.
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