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Resumen

Una forma de estudiar la naturaleza es fragmentandola en subsistemas. Posteriormente se
realizan experimentos y la informacién obtenida se recopila en secuencias de datos llamadas
series de tiempo. A partir de estas series de tiempo se busca identificar qué tipo de dinamica
presenta el sistema. Entre las opciones se encuentran dinamicas deterministas o estocasticas.
En caso que el sistema sea determinista entonces puede que su dinamica sea lineal, no lineal,
periddica, cuasiperiodica o cadtica. También existen sistemas que se encuentran en un régimen
de criticalidad. Conocer en qué tipo de régimen dindmico se encuentra un sistema es funda-
mental para entender su funcionamiento y, cuando es posible, realizar predicciones.

El problema es que detectar signos de determinismo con un nivel de significancia bien estableci-
do a partir de series de datos empiricos es altamente complicado. Esto dificulta poder distinguir
entre comportamientos cadticos y estocasticos. De igual manera, identificar comportamientos
no lineales en datos empiricos no es sencillo. Generalmente, estas dificultades se deben a que
en los experimentos reales no se conocen las ecuaciones dinamicas del sistema, ni tampoco
la dimension de su espacio de estados. Existen métodos que permiten la reconstruccién del
espacio de estados pero solamente son aplicables a series de tiempo que sean deterministas,
estacionarias, con bajos niveles de ruido y de baja dimensién. Estas propiedades muy rara vez
las cumplen los datos empiricos. Ademas, durante el proceso de reconstruccion del espacio de
estados se requiere del ajuste artesanal de varios pardametros, lo cual puede llevar facilmente a
errores.

En esta tesis se presenta un nuevo indice estadistico J basado en las fases de Fourier que permi-
te identificar comportamientos deterministas con un nivel de significancia bien establecido, lo
cual permite establecer una definicion de qué es ruido. Ademas, este indice J detecta las carac-
teristicas no lineales de las series de tiempo, es resistente al ruido y proporciona una resolucion
de tiempo-frecuencia mediante un enfoque de doble ventana de ejecucién. También es sensible
al grado de irregularidad presente en la dindamica del sistema, esto implica que potencialmente
podria distinguir entre dindmicas regulares y cadticas.

Para mostrar la utilidad del indice J se aplica a modelos dindmicos tedricos y a registros prove-
nientes de sistemas reales. Como modelos tedricos se estudian los mapeos logistico y de Hénon,
asi como los modelos continuos de osciladores tipo Rossler, Lorenz y de van der Pol. En el caso
de sistemas reales se trabaja con datos provenientes de registros intracraneales de un pacien-
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v Resumen

te con epilepsia, registros de fluctuaciones de densidad en un paleolago ubicado en Tlaxcala,
México y registros de paleoclima provenientes de Antartida y Groenlandia.

También se presenta un nuevo método basado en las fases de Fourier para detectar puntos
criticos a partir de informacion espacial contenida en una imagen asociada a un estado dindmico.
Este método se aplica en simulaciones de modelos de percolacion en dos dimensiones.
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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente existe un consenso en la comunidad cientifica en cuanto a que muchos de los
sistemas presentes en la naturaleza y sociedad se comportan como sistemas complejos [1, 2, 3].
Algunos ejemplos de estos sistemas son: 1) Cerebro humano [1, 4, 5]: La complejidad de es-
te érgano se puede observar en sus distintos niveles de organizacion que van desde la accion
individual de sus 10! células neuronales hasta la estructura de la red neuronal en la que se
estima existen unas 10! conexiones. 2) Sistema cardfaco [6, 7]: Debido a las distintas funcio-
nes cardfacas que realiza (como la senializaciéon de ondas eléctricas, la contracciéon mecénica y
el flujo sanguineo) y a sus dindmicas de muiltiples escalas (que van desde el comportamiento
celular hasta las cAmaras del corazén y el érgano completo), el sistema cardiaco requiere de un
andlisis desde el punto de vista de los sistemas complejos. 3) Clima global [8, 9, 10]: El clima es
el promedio a largo plazo del comportamiento dindmico del sistema formado por las complejas
interacciones entre océano-atmdsfera-Tierra [11]. 4) Mercados financieros [12, 13, 14]: Son uno
de los sistemas mas complejos que existen debido a que es muy complicado estimar el ntimero
de factores que intervienen en los mercados, el impacto que tienen y la forma en que estan
interrelacionados.

A pesar de la gran importancia que tienen los sistemas complejos, no existe una tnica definicién
sobre qué es un sistema complejo. En la literatura se pueden encontrar diversas definiciones
que son vélidas dependiendo el problema que se esté estudiando [15, 16, 17, 18]. Adn asi, la
mayoria de definiciones concuerdan en que los sistemas complejos deben tener un conjunto de
caracteristicas esenciales. Por ejemplo: un gran nimero de unidades dindmicas que interactian
entre si, multiples niveles de organizacion, variabilidad y adaptabilidad, invarianza de escala,
retroalimentacién, comportamientos emergentes y la no linealidad [19].

Por si sola, la no linealidad no es una condicién necesaria ni suficiente para tener un sistema
complejo. Existen sistemas complejos que son lineales [20], y también existen sistemas no li-
neales que no son complejos [15]. Atn asi, se observa que muchos sistemas complejos poseen
algiin tipo de no linealidad [15]. El caos también esta relacionado con la complejidad, aunque
no todos los sistemas complejos son cadticos ni viceversa [22]. En la teorfa cldsica de los siste-
mas dindmicos se considera que la no linealidad es una propiedad necesaria, pero no suficiente,
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para la existencia de dindmicas cadticas [3]. Otras propiedades necesarias para el caos son la
dependencia a condiciones iniciales y el determinismo [21]. Entonces, para el estudio de siste-
mas que existen en el mundo real es sumamente importante tener la capacidad de identificar
y analizar correctamente los signos de determinismo y no linealidad presentes en sus series de
datos. Resolver estas cuestiones es el punto central de este trabajo.

Al trabajar con datos empiricos que provienen de sistemas reales, identificar si estos contienen
algun indicador de comportamiento determinista con un nivel de significancia bien establecido
es una tarea para nada sencilla [23, 24]. Y esto es un punto crucial para poder distinguir entre
una dindmica cadtica y una estocastica. Tampoco es facil identificar cudles son los componentes
no lineales de la dindmica que se estd analizando [29]. Estas dificultades se deben principal-
mente a que las caracteristicas no lineales y deterministas, al igual que toda la informacién
dinamica del sistema, se manifiestan en el espacio de estados que por lo general no es accesible
de manera directa. Es mas, en muchas situaciones ni siquiera es posible conocer la dimensién
del espacio de estados. Una forma de resolver esta problematica es reconstruir un espacio de
estados topologicamente equivalente al original mediante un procedimiento de embedding que
requiere el ajuste empirico de varios parametros [25, 27]. Ademads, la correcta reconstruccién del
espacio de estados solamente es posible si los datos son estacionarios, tienen una alta relacion de
senal/ruido y se han medido en un sistema de baja dimension [25], condiciones que raramente se
cumplen en los sistemas del mundo real. Y en los casos en que si es posible la reconstruccién del
espacio de estados, el analisis de la topologia del atractor reconstruido necesita del ajuste nada
trivial de un conjunto de varios parametros [25, 27]. Una alternativa es utilizar medidas tedricas
de la informacién, pero éstas también conllevan sus propias dificultades [29]. Otro problema
es que al trabajar en la modalidad univariante es necesario comparar los resultados con datos
sustitutos, y los datos sustitutos generados por la transformada de Fourier pueden fallar en
representar adecuadamente la hipétesis nula de que el ruido comparte las mismas propiedades
lineales que los datos originales [28, 29].

En este trabajo se propone un nuevo indice estadistico J basado en la informacién no lineal
contenida en las fases de Fourier que es facil de implementar, no involucra el ajuste de parame-
tros y que no esta sujeto a las restricciones presentes en los métodos discutidos anteriormente.
Ademas, este nuevo indice permite detectar signos de determinismo con un nivel de significancia
bien establecido, es robusto ante ruido y puede aplicarse a sistemas de alta dimensionalidad.
También es capaz de extraer caracteristicas no lineales de las series de tiempo evitando de esta
manera la comparacion con datos sustitutos [30]. Esta nueva metodologia se presenta como una
alternativa para aquellas situaciones en las que no es posible o es muy laborioso realizar una
reconstruccion del espacio de estados.

La criticalidad es otro concepto que esta intimamente relacionado con la complejidad y la no
linealidad. Se considera que los sistemas complejos se encuentran en un punto critico, el cual
es un punto intermedio entre el orden y el desorden [22, 31|. Las caracteristicas que hacen
que un sistema sea complejo son las mismas que se presentan cuando un sistema se acerca al
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punto critico de una transicién de fase de orden-desorden [31]. En el punto critico todas las
partes del sistema presentan un alto grado de conectividad y surgen nuevas propiedades como
la universalidad, auto similitud, invarianza de escala y leyes de potencia [19, 22, 31]. Por tanto,
es sumamente importante contar con la capacidad de identificar los puntos criticos. Desafortu-
nadamente, encontrar la criticalidad en sistemas reales a partir de sus datos empiricos es muy
complicado debido a que por lo general no se conocen las ecuaciones dinamicas del sistema.
Ademas, en muchos experimentos no es posible variar el pardmetro de orden del sistema.

Haciendo uso de las herramientas y conocimientos adquiridos en la elaboracion del indice J,
en este trabajo también se presenta una nueva metodologia basada en las fases de Fourier pa-
ra detectar el punto critico en un modelo de percolacién. Lo novedoso del método es que la
deteccién del punto critico se realiza analizando tnicamente la informacion espacial contenida
en imagenes procedentes de simulaciones del modelo de percolacion. Por tanto, no es necesario
conocer las ecuaciones dindamicas del sistema.

En resumen, en este trabajo se atacan las siguientes probleméticas: 1) Identificar componentes
deterministas con un nivel de significancia bien establecido, 2) Proporcionar una definicién de
ruido, 3) Diferenciar caos de ruido y 4) Identificar cuando un sistema opera en un punto critico
a partir de imagenes.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 2 se presentan los antecedentes
tedricos sobre el andlisis no lineal de series de tiempo. También se mencionan las principales
dificultades que conlleva la aplicacion de los métodos clasicos de analisis no lineal. Después, en
el capitulo 3 se demuestra que la informacién no lineal de un sistema se encuentra en las fases de
Fourier y se muestran algunos trabajos previos donde es evidente la importancia de las fases de
Fourier. Posteriormente, en el capitulo 4 se presenta el indice estadistico .J, se muestra a detalle
la forma de calcularlo y se examinan sus caracteristicas. El capitulo 5 contiene aplicaciones del
indice J a modelos tedricos y datos del mundo real. En especifico datos provenientes de EEG
y de variaciones de densidad en un paleolago. En el capitulo 6 se presenta un método para
detectar puntos criticos en imagenes que también se basa en las fases de Fourier. Por tltimo, en
el capitulo 7 se hace un resumen de los resultados presentados y se plantean posibles trabajos
para el futuro.
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Capitulo 2

Analisis no lineal de series de tiempo

El analisis no lineal de series de tiempo estd basado en un conjunto de ideas, métodos y
técnicas que se utilizan para estudiar y modelar la dindamica de series de tiempo que presentan
caracteristicas e interacciones no lineales entre sus componentes. Permite identificar patrones,
tendencias y estructuras no lineales en los datos y puede proporcionar una comprensién mas
profunda de la dindmica subyacente en las series de tiempo.

Dentro de la dinamica no lineal se encuentra el estudio de los sistemas dinamicos no lineales,
area que es de suma importancia para el andlisis no lineal de series de tiempo. Estas teorias
exploran sistemas dindamicos intrincados y cémo es que pequenas variaciones en las condiciones
iniciales pueden tener un impacto significativo en la evolucién del sistema a largo plazo. En el
analisis no lineal de series de tiempo se busca identificar y comprender estos comportamientos
cadticos o no lineales presentes en los datos.

En este capitulo primero se presenta una breve resena histérica sobre el desarrollo histérico
del analisis no lineal. Después se realiza una discusiéon sobre qué es un sistema no lineal y sus
caracteristicas. Por ltimo se da un repaso sobre las técnicas y procedimientos convencionales
que se aplican en el analisis no lineal de series de tiempo.

2.1. Desarrollo historico

Histéricamente, el estudio de los sistemas no lineales se remonta al ano 1665 con los trabajos
sobre relojes de péndulo y sincronizacion realizados por Christiann Huygens. En una carta di-
rigida a su padre, Huygens relata que cuando en una viga se colocan dos relojes idénticos y se
permite que sus péndulos oscilen libremente durante unos 30 minutos, se observa que estos se
sincronizan con el mismo periodo y amplitud pero oscilando en direcciones opuestas [33]. Para
explicar este fenémeno Huygens utilizé sofisticados argumentos geométricos que involucraban
términos no lineales [34].

El siguiente gran avance en el campo fue hecho por Henri Poincaré a finales de la década de
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1890 [35]. Al trabajar en el problema restringido de los tres cuerpos demostré que no es posible
obtener una solucién analitica al problema debido a la sensibilidad del sistema a las condi-
ciones iniciales. También observd que esta caracteristica provoca la imposibilidad de realizar
predicciones a largo plazo sobre la dinamica del sistema, a pesar de que las ecuaciones que lo
rigen son deterministas. Poco tiempo después, en 1892, Aleksandr Lyapunov propuso en su tesis
doctoral un criterio de estabilidad para sistemas dindmicos [36]. Este resultado senté las bases
para el estudio de la estabilidad en sistemas no lineales. En las décadas posteriores hubo otras
importantes contribuciones realizadas por cientificos como Birkhoff, Kolmogorov, Balthasar,
Arnold y Moser, entre otros [37].

El gran auge de la dindmica no lineal como campo de investigacién surge en la segunda mitad
del siglo XX, en gran parte gracias al avance en el computo cientifico. Las nuevas computado-
ras tenian més poder de calculo y eran capaces de realizar integracién numérica, un método
fundamental para el anélisis de ecuaciones no lineales. En 1960 Edward Lorenz, aprovechando
estos nuevos desarrollos computacionales, publicé su trabajo sobre un modelo atmosférico con
comportamiento caético [38]. Aunque actualmente este articulo es considerado como uno de los
trabajos pioneros y més relevantes dentro de la teoria de caos, en el momento de su publicacion
no llamoé mucho la atencién de los cientificos probablemente por quedar oculto en una revista
climatolégica.

A continuacién se muestra una linea de tiempo para algunos de los resultados méas importantes
en el desarrollo histérico del analisis no lineal:

» 1665: Christiaan Huygens reporta los primeros indicios de comportamiento no lineal en
sistemas fisicos al observar la sincronizacién de dos relojes colgados de la misma base [34].

= 1873: James Clerk Maxwell da una conferencia en Cambridge sobre determinismo en la
que habla sobre la dependencia a condiciones iniciales y la capacidad de hacer predicciones
[39].

= 1892: Henri Poincaré utiliza métodos geométricos para estudiar sistemas dindmicos no
lineales [35].

= 1901: Ivar Bendixson publica un teorema que permite demostrar la existencia de soluciones
periddicas y clasificar los tipos de comportamientos posibles para sistemas dinamicos
continuos de dos dimensiones [40]. Este teorema se conoce como teorema de Poincare-
Bendixson.

= 1902: J. Willard Gibbs hace la primer referencia explicita al espacio de estados' como un
espacio geométrico abstracto en el que se pueden estudiar las propiedades dindmicas de
un sistema [41].

= 1927: George David Birkhoff desarrolla la teoria de los sistemas dindmicos dispersivos
[42].

'En la publicacién original Gibbs lo llama espacio fase.
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= 1948: Norbert Wiener introduce el concepto de ruido y estudia su influencia en los sistemas
dindmicos [43].

= 1960: Edward Lorenz presenta el concepto de caos determinista en un modelo climatologi-
co [38].

= 1967: Stephen Smale publica un articulo en el que presenta la herradura de Smale. Esto
ayuda a comprender la relacién entre la dindmica homoclinica y el caos [44].

= 1975: Benoit Mandelbrot introduce el término fractal y desarrolla la geometria fractal que
sirve para describir objetos y fenémenos naturales con estructuras no lineales [45].

= 1975: Mitchell Feigenbaum descubre la universalidad en las bifurcaciones de periodos en
los sistemas dindmicos cadticos [46].

= 1980: Joseph Auslander y James A. Yorke presentan el concepto de caos topoldgico y
muestran que cualquier mapeo con periodo tres debe tener subconjuntos caéticos [50].

s 1980: Packard, Crutchfield y Farmer proponen una técnica para reconstruir el espacio de
un sistema dindmico [49].

= 1981: Floris Takens formaliza la teoria para la reconstruccién del espacio fase en sistemas
dindmicos [47].

= 2004: Kantz y Schreiber publican su libro titulado “Nonlinear Time Series Analysis”junto
con la paqueteria de c6digo abierto TISEAN [25].

2.2. Sistemas lineales y no lineales

Entender las propiedades y caracteristicas dindmicas de los sistemas es importante porque,
de acuerdo con la corriente filoséfica del sistemismo, todo lo que existe es un sistema o forma
parte de un sistema. Los sistemas se pueden catalogar en lineales y no lineales, asi como en
deterministas y estocasticos. Antes de comenzar con la dicotomia entre los sistemas lineales y
no lineales es conveniente definir qué es un sistema.

Desde el punto de vista etimoldgico, la palabra sistema proviene de la raiz griega cvoTnua
(systema), la cual estd formada por el prefijo syn (reunir o juntar) y el término histanai (per-
manecer). Entonces un sistema se refiere a una “coleccién de objetos que conforman una unidad,
permanecen juntos e interactian entre si de manera directa o indirecta”.

Un sistema puede pensarse como un objeto que a partir de cierta entrada genera una salida. Si
llamamos S al sistema, = a la entrada y y a su salida podemos representar al sistema como la
funcion:

y = S(z). (2.1)

La principal caracteristica de un sistema lineal es que su salida es proporcional y puede ser
determinada directamente a partir de la entrada. Por ejemplo, sabemos que la elasticidad de
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un resorte antes de llegar al limite elastico estda determinada por ley de Hooke F' = kx para
x < 1. Esta ley dice que al aplicar una fuerza F' al resorte este se elongara una distancia x, y
cuando se aplique una fuerza 2F" entonces la distancia sera 2x. Aqui podemos observar que la
entrada F' del sistema es directamente proporcional a la salida x por un factor k que representa
la constante eldstica del resorte. Al graficar x vs F' se obtiene una linea recta como se muestra en
la figura 2.1 dentro de la region elastica. Esta grafica, que se representa mediante una ecuacién
lineal de la forma y = max + b, es una de las razones por la que se les llama sistemas lineales.
Entonces, los sistemas lineales al igual que cualquier operador lineal cumplen con la propiedad
de distribucion sobre la suma y sacar escalares:

S(axy + fra) = aS(x1) + BS(22). (2.2)

De la ecuacion 2.2 se deduce que los sistemas lineales cumplen con el principio de superposicion,
es decir, son aditivos e invariantes de escala.

A

Region
plastica

Region
elastica

>
X

Figura 2.1: Grafica que muestra como cambia la elongacién de un resorte con respecto a la fuerza aplicada.
Dentro de la regién eldstica (rectangulo azul) el comportamiento es lineal y deja de serlo cuando entra a la
regién de plasticidad (rectdngulo naranja).

Una consecuencia relevante de que un sistema lineal cumpla con el principio de superposicién
es que puede descomponerse en partes mas simples. Esto significa que cada parte del sistema
puede estudiarse por separado y la suma de estos resultados sera equivalente a estudiar el sis-
tema completo.

El problema con los sistemas lineales radica en que no son capaces de representar integramente
a la naturaleza. La mayoria de los modelos lineales que existen surgen al hacer idealizaciones
y simplificaciones de la naturaleza, por lo que solamente funcionan de manera local o apro-
ximada con respecto a la magnitud del fenémeno que estudian. Es decir, los modelos lineales
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unicamente son aproximaciones a la naturaleza. Por ejemplo, la ley de Hooke solamente es
valida para algunos metales y rangos de esfuerzos, pues cuando se llega a la region plastica el
comportamiento deja de ser lineal (figura 2.1). De igual manera, cuando el resorte se estira el
comportamiento pasa a ser modelado por la ecuaciéon F' = kjx + koz® + ... que ya no es lineal
pues la variable x aparece con potencias distintas a 1.

Un sistema no lineal es aquel que no cumple con el principio de superposicion y por tanto la
salida y del sistema no es proporcional a la entrada x, entonces una pequena causa (entrada)
puede tener grandes efectos (salida). Otra caracteristica es que la suma de dos soluciones del
sistema no es una solucién, por lo que no se puede obtener una idea del comportamiento de
todo el sistema estudiandolo por partes. Es decir, el todo es distinto a la suma de sus partes.
Estas diferencias entre un sistema lineal y uno no lineal hacen que el estudio, y las herramientas
que se usan, sean distintas para cada tipo de sistema.

Hasta este punto parece que es facil diferenciar entre un comportamiento lineal y uno que no
lo es. Pero al estudiar datos provenientes del mundo real no es tan simple, pues un mismo
fendmeno puede tener caracteristicas de ambos. Ademas, los comportamientos irregulares no se
pueden atribuir de manera directa a una naturaleza no lineal, ya que también pueden deberse
a procesos aleatorios [26]. En la siguiente seccién se discute con mayor profundidad el andlisis
de las series de tiempo.

2.3. Analisis de series de tiempo

Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones (datos) ordenadas en el tiempo rea-
lizadas sobre un sistema. El tiempo al que se registran las observaciones es discreto y puede ser
regular o irregularmente espaciado. Analizar series de tiempo consiste, basicamente, en calcu-
lar unos cuantos parametros que permitan extraer informacion sobre las caracteristicas de los
datos y del sistema que los gener6 [27]. En esta seccion se describe la forma clésica de realizar
el analisis para series de tiempo no lineales.

Un sistema dindmico es un modelo con una regla (ecuaciones) de evolucién en algin espacio
de estados® que determina de manera univoca todos sus estados dindmicos futuros a partir
de ciertas condiciones iniciales. El espacio de estados, con dimensién igual al nimero de gra-
dos de libertad del sistema, es un espacio abstracto donde se encuentran todos los posibles
estados dinamicos del sistema de manera que cualquier punto del espacio fase representa un
estado dindamico del sistema. Es decir, el espacio de estados contiene la minima informacién
necesaria para caracterizar completamente la dindmica de un sistema. Ademas, cualquier punto
del espacio fase puede servir como condicién inicial del sistema. La linea que conecta estados

2Por espacio de estados nos referimos al conjunto de todos los posibles estados dindmicos que puede tener
un sistema. En otras dreas de la fisica este espacio se conoce como espacio fase, pero en este trabajo no usamos
esa nomenclatura para evitar confusiones con el espacio de fases de Fourier que se introducira més adelante.
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consecutivos a partir de una condicién inicial se llama trayectoria y tiene estrecha relaciéon con
la evolucién temporal del sistema. Esto significa que al estudiar las trayectorias en el espacio
de estados somos capaces de extraer informacién sobre el comportamiento real del sistema.
Para un sistema dinamico que sea disipativo todas las trayectorias convergen a un subespacio
llamado atractor. La estructura del atractor proporciona informacion sobre la dindmica del
sistema: entre mas complicada sea la estructura del atractor mas complicada sera la dinamica
del sistema. Algunos de los métodos mas usados para caracterizar al atractor son: seccién de
Poincaré, mapas de recurrencia, dimension del atractor, dimensién de correlacién, entropia de
Shannon y exponentes de Lyapunov.

2.3.1. Reconstruccion del espacio de estados

Dada la cantidad de informacion que se puede extraer a partir del espacio de estados es
evidente la importancia de obtenerlo. El problema al trabajar con series de tiempo del mundo
real es que muy rara vez se tiene acceso directo al espacio de estados completo debido a que
las mediciones obtenidas solamente son una proyeccién del espacio de estados y no se conocen
las ecuaciones que gobiernan el sistema. Por ejemplo, puede ser que el espacio de estados de un
sistema esté formado por 100 variables pero las mediciones solamente nos permiten el acceso a
una sola serie de tiempo. Es decir, cada secuencia de mediciones que se realiza es un subconjun-
to unidimensional del espacio de estados. Para resolver esta problematica es necesario realizar
una reconstruccion del espacio de estados.

La reconstruccion del espacio de estados se lleva a cabo bajo los supuestos de que el sistema
que se esta estudiando es determinista, tiene bajos niveles de ruido y es disipativo por lo que
posee un atractor inmerso en su espacio fase original de dimensién d. El método estandar para
realizar la reconstruccién del espacio fase se basa en realizar un embedding® sobre la serie o
conjunto de series de tiempo que se tienen disponibles. El embedding consiste en construir una
secuencia de vectores con dimensién m mediante un retraso temporal 7 a partir de la serie de
tiempo original, donde m es la dimension del espacio fase reconstruido y 7 es la separacion
temporal entre las componentes de los vectores.

La eficacia del embedding se sustenta en los teoremas de Whitney y Takens. El teorema de
Whitney [74] asegura que toda variedad diferenciable d-dimensional puede ser embebida (in-
crustada) en un espacio euclidiano con dimensién 2d + 1. Esto nos asegura que si m > 2d + 1
entonces el atractor en el espacio fase reconstruido serd equivalente al atractor original. El
teorema de Takens [47] afirma que el atractor reconstruido es topoldgicamente equivalente al
atractor original, por lo que posee las mismas propiedades dinamicas como la dimensién to-
poldgica, el espectro de Lyapunov y la entropia. Posteriormente Sauer et al. [48] mostraron que

3La traduccién al espafiol es embebido. Sin embargo, en el 4rea es comtin el uso de la palabra en inglés.
4La dimensién de embedding 2d + 1 es la 6ptima para el caso general. Pero existen situaciones en que la
dimensién de embedding adecuada es menor a 2d + 1. Por ejemplo, un sistema tipo Rossler.
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para un fractal A con dimensién D4, un mapeo diferenciable de clase C* de A sobre un espacio
R™ es un buen embedding para A siendo m > 2D 4.

El éxito en la reconstruccién del espacio fase depende directamente de encontrar los valores
6ptimos para los parametros 7 y m. Cuando se elige un valor de 7 menor al 6ptimo el atractor
reconstruido no se despliega adecuadamente debido a que los m vectores estan fuertemente
correlacionados o enredados . Si 7 es muy pequeno el atractor reconstruido resulta en una recta
pues las coordenadas de los m vectores son practicamente las mismas. En cambio, cuando los
valores de 7 son mayores al valor éptimo los m vectores son casi independientes y provocan que
el atractor reconstruido resulte en una nube de puntos decorrelacionados linealmente y sin de-
masiada estructura. En ambos casos, 7 menor o mayor al valor 6ptimo, el atractor reconstruido
deja de ser adecuado para un andlisis posterior. En la figura 2.2 se muestra el efecto del valor
de 7 en la reconstruccion de un atractor a partir de la variable x de un oscilador tipo Rossler
en régimen caotico. Se puede observar que para 7 = 1 el atractor reconstruido es una recta,
mientras que para 7 = 100 el atractor reconstruido presenta “pliegues”que no posee el atractor
original.

Figura 2.2: Efecto del valor de 7 en la reconstruccién de un atractor mediante la técnica de embedding. El
embedding se realizé sobre una serie de datos provenientes de la variable = de un oscilador tipo Réssler en
estado cadtico (a,b=0.2,¢=18) con m =3y 7 = 1,10, 20, 30, 100.

Para encontrar el valor 6ptimo de 7 se han propuesto varios métodos. Una opcion es elegir
7 igual al valor de retraso temporal en el que por primera vez la funcién de autocorrelacién
cruza por cero. El problema con este método es que la funcién de autocorrelacién solamente
es sensible a interrelaciones lineales. Otra opcion més conveniente es elegir 7 como el valor en
el que la funciéon de informacién mutua tiene su primer minimo. En este caso el 7 adecuado
es aproximadamente un cuarto del periodo dominante, valor que coincide con el minimo de la
informaciéon mutua y con el primer cero de la funcién de autocorrelacion. El problema con el
criterio de la informacién muta es que funciona bien para embedding en 2 dimensiones, pero no
necesariamente funciona en dimensiones mds altas [52]. Un problema adicional en la eleccién
de 7 es que todos los métodos antes mencionados suponen que los datos de la serie de tiempo
se registraron de forma equiespaciada, lo cual no siempre ocurre.

Elegir la dimensién minima m del embedding para series de tiempo provenientes del mundo
real es una tarea complicada debido a que casi nunca se conoce la dimensién d del espacio de
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estados original. Cuando se elige una dimension de embedding més pequena que la adecuada las
trayectorias del atractor reconstruido no se despliegan adecuadamente. Y cuando la dimension
de embedding es mayor a la ideal puede aparecer un sobre ajuste en las trayectorias del atractor
reconstruido, ademés de un costo computacional adicional al requerir méas datos. En cualquier
caso el atractor reconstruido no reflejara las propiedades dinamicas del sistema original.

Kennel et al. [75] propusieron el método de falsos vecinos cercanos (FNN) que sirve, en princi-
pio, para determinar la minima dimensién de embedding m necesaria para desdoblar de forma
correcta el atractor reconstruido. La metodologia de FNN se basa en la suposicién de que
cuando dos puntos, pertenecientes al atractor de dimensiéon m, se encuentran cerca uno del
otro también permaneceran cercanos en atractores con dimensiones mayores a m. En cambio,
cuando se elige una dimensién de embedding menor a m puede suceder que algunos puntos
que en realidad estan separados en el atractor original parezcan estar cercanos en el atractor
reconstruido como consecuencia de proyectar el atractor original en un espacio de dimension
menor. Estos puntos se denominan falsos vecinos cercanos.

Para datos sin ruido y que provienen de un sistema determinista se espera que el porcentaje de
falsos vecinos cercanos se aproxime a cero a medida que se alcance el valor de m. Esto indica
que el atractor reconstruido se ha desdoblado correctamente.

A continuacion se detalla el procedimiento para calcular FNN que aparece en el articulo original
[75]. A partir de una serie de tiempo x(n) = (to+ndt) se crean vectores utilizando una dimensién
de embedding con valor m y un retraso temporal 7 que se elige como el valor en el que aparece
el primer minimo en la funcién de informaciéon mutua para x(n):

y(n) = (z(n),z(n+71),....,x(n+ (m—1)7)). (2.3)

Posteriormente se toma cada y(n) del espacio m y se calcula su distancia euclidiana R(m) con
sus vecinos mas cercanos. Después se calcula la distancia R(m + 1) para los mismos puntos
pero ahora en una dimensién m + 1. Para determinar los falsos vecinos se establece el siguiente
criterio [75]:

R*(m +1) — R*(m)
\/ R2<m) > Rtol7 (24)

donde Ry, es un valor limite que se escoge heuristicamente. Todo el proceso anterior se repite
aumentando el valor de m hasta que la proporcién de falsos vecinos cercanos se aproxime a cero
y se mantenga estable.

Los autores senalan que el método de FNN falla cuando los datos contienen alguna cantidad
de ruido. Por ejemplo, cuando se busca el valor minimo de m para series de ruido blanco los
criterios del método concluyen que el sistema puede ser embebido en un espacio de dimensién
finita y pequena. Esto es un error porque se conoce que el ruido tiene asociados atractores de
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dimensién infinita. Este problema se debe a que en el ruido dos puntos que son vecinos no
necesariamente son cercanos entre si, por lo que siempre se encontrara un porcentaje de falsos
vecinos. Para solventar este problema se proporciona un segundo criterio [75]:

R(m+1)

> Rig, 2.5
. ol (2.5)

donde R4 es un estimado del tamano del atractor cuyo valor no se conoce y por tanto también
se elige de forma heuristica. El problema con esta metodologia es que los criterios de cerca y
separados se definen de manera artesanal, lo cual puede dar lugar a errores en la reconstruccion
del espacio de estados.

Algunos autores sugieren que para realizar un buen embedding es mejor tomar el producto
7(m — 1) en lugar de 7 y m de manera separada [51].

Otro aspecto importante para la reconstruccién del espacio fase, que frecuentemente se pasa
por alto, es que las distintas variables o mediciones de un mismo sistema no siempre son igual
de ttiles para extraer informacién sobre la dinamica subyacente. Este hecho repercute direc-
tamente en las métodos que se usan para determinar 7 y m de manera éptima pues significa
que no todas las mediciones de un sistema son igual de ttiles para la reconstruccion del espacio
fase. Por ejemplo, se ha demostrado [53] que cada variable perteneciente a un oscilador tipo
Rossler contiene niveles distintos de informacién dinamica sobre el sistema, resultando mas facil
reconstruir el atractor a partir de las variables x y y que usando la variable z .

La cantidad de ruido contenida en las series de tiempo también es un factor relevante pa-
ra la reconstruccion del espacio de estados. En la figura 2.3 se muestran los resultados al
realizar una reconstruccién del espacio fase a partir de series de tiempo contaminadas con
ruido. En este ejemplo el embedding se realizé sobre la variable  de un oscilador tipo Ross-
ler en régimen cadtico contaminada con una pequena cantidad de ruido (Signal Noise Ratio
SNR = 0Osenal/Oriido = 7.94). En la reconstruccion se usé como dimensién de embedding
m = 3. Se puede observar que aunque m sea el valor éptimo no se logra obtener una buena
reconstruccion del atractor sin importar el valor de 7.

t=1 =10 =20 7 =230 7 =100

Figura 2.3: Reconstruccién del espacio fase a partir de una sefial con ruido utilizando distintos valores de 7.
La reconstruccién se realizé sobre una serie de tiempo proveniente de la variable x de un oscilador tipo Rossler
en régimen cadtico con a,b = 0.2 y ¢ = 18. La senal tiene un Signal Noise Ratio SN R = 0senai/0ruido = 7.94.
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La conclusion de esta seccidon es que la reconstruccion del espacio de estados para datos reales
no es una tarea sencilla debido a las carencias de los métodos empleados y a las propiedades
que deben satisfacer los datos. Para realizar una correcta reconstruccion del espacio de estados
es necesario tener una cantidad suficiente de datos y que sean estacionarios, de baja dimensién
y con bajos niveles de ruido. Atn asi, en el supuesto de que se llegasen a cumplir los requisitos
anteriores, existen varios pasos cruciales en la metodologia que no estan bien establecidos y
que deben realizarse de manera artesanal dando lugar a errores y malas interpretaciones de los
resultados.

2.3.2. Analisis del atractor

Una vez que se logra la reconstruccion del espacio fase, cuando es posible, el siguiente pa-
so es estudiar las propiedades del atractor para obtener conclusiones sobre la dindmica del
sistema. Esto se realiza mediante el estudio de alguna medida invariante que permita carac-
terizar al sistema dindmico. Por ejemplo, los exponentes de Lyapunov (LE) A; y la entropia
de Kolmogorov-Sinai (KS) hgxgs generalmente son suficientes para caracterizar los principales
aspectos concernientes a la predictibilidad de un sistema. Esto es debido a que son cantidades
matematicas bien definidas relacionadas con propiedades intrinsecas de un sistema dindmico,
son invariantes ante cambios de variables e independientes de la norma que se esté utilizando.
Debido a la relevancia de los exponentes de Lyapunov en este trabajo es que a continuacién se
describen sus principales ventajas y desventajas.

2.3.3. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov A son una medida muy utilizada en el analisis de sistemas
no lineales debido a que son capaces de distinguir entre dindmicas regulares y cadticas®. Es-
tos exponentes cuantifican la tasa de convergencia, o divergencia, entre orbitas cercanas en el
atractor conforme el sistema evoluciona en el tiempo. Exponentes positivos indican una diver-
gencia exponencial entre trayectorias cercanas, siendo esto un indicativo de dinamicas cadticas.
El nimero de exponentes \; es igual a la dimensién del espacio fase del sistema.

Obtener los exponentes de Lyapunov para sistemas dinamicos cuyas ecuaciones dindmicas son
conocidas es algo relativamente directo. Pero calcularlos a partir de series de tiempo prove-
nientes de un sistema cuyas ecuaciones no conocemos ni tampoco la dimensién del espacio de
estados, suponiendo que es determinista, es una tarea bastante delicada. Esto se debe a que una
serie de tiempo posee informacion limitada acerca de cudles son las direcciones de contraccién
o divergencia en el espacio fase.

Generalmente, los métodos para calcular los exponentes de Lyapunov a partir de un serie de
tiempo (univariante) se basan en la reconstruccion del espacio fase [54]. El problema surge en

5Para caos tomaremos la siguiente definicién: “Comportamiento aperiédico a largo plazo en un sistema
determinista que exhibe una dependencia sensible de las condiciones iniciales”[3].
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que usualmente la dimensién de embedding m es mayor que la dimensién d del espacio fase
original. Esto provoca que se tengan m — D exponentes de Lyapunov que no estan relacionados
con la dinamica del sistema. Estos exponentes extra se conocen como exponentes parasitos o
espurios. A pesar de que se han propuesto diversos métodos para diferenciar los exponentes
verdaderos de los espurios [55] en la préctica muchas veces es casi imposible lograrlo [56].

Otro problema es que todos los métodos que se utilizan para obtener tanto el maximo exponen-
te de Lyapunov como todo el espectro de exponentes requieren fijar un conjunto de parametros
con reglas un tanto heuristicas que dependen de la habilidad y experiencia del investigador.
Ademas, los resultados obtenidos son fuertemente dependientes de la eleccion de los parame-
tros, la longitud de la serie de tiempo, su grado de estacionalidad y la cantidad de ruido que
pueda tener. También deben tomarse en cuenta las imprecisiones numéricas de los equipos que
se usan para realizar los calculos, pues estas se van acumulando en cada integracién del méto-
do. Esto puede provocar que el método arroje un exponente positivo incluso para sistemas que
originalmente no presentan comportamiento caético [57].

El ruido presente en las series de tiempo también afecta el calculo de los exponentes de Lya-
punov. Se han publicado varios ejemplos donde se muestra que la estimacién de los exponentes
de Lyapunov falla en distinguir caos de ruido en una serie de datos, provocando conclusiones
erréneas acerca de una dinamica cadtica ain cuando se tiene una dindmica periddica o comple-
tamente aleatoria [23, 58, 59]. Esto significa que encontrar exponentes positivos de Lyapunov
en una serie de datos no es una prueba definitiva de la existencia de caos.

Entonces, al obtener un exponente de Lyapunov positivo el asunto primordial deberia ser de-
terminar si el origen de esta dindmica es determinista o no. Si se puede confirmar con total
seguridad que el origen es determinista entonces se concluye que la senal es realmente caotica.
Una forma de buscar determinismo es probando si las propiedades estadisticas obtenidas de la
senal original como por ejemplo A, se pueden obtener a partir de una senal con origen estocastico
que comparta las mismas propiedades estadisticas lineales como la distribucién de amplitudes
y espectro de potencia con la senal original. Este procedimiento es un tipo de generacién de
datos sustitutos.

2.3.4. Datos sustitutos

El método de datos sustitutos fue presentado originalmente como una prueba de no linealidad
en el trabajo de Theiler et al. [58]. La idea bésica es que a partir de una serie original de datos
se crea un ensamble de datos, llamadas datos sustitutos, que comparten las mismas propiedades
estadisticas lineales que la original pero que pueden ser descritas completamente mediante un
modelo estocastico lineal. Para esto todas las no linealidades presentes en los datos sustitutos
son removidas. Posteriormente se aplica alguna medida no lineal tanto a la serie original como
a las series sustitutas. Si se observa que los resultados de la serie original se desvian significa-
tivamente de la distribucion de resultados de las series sustitutas, entonces se puede concluir



18 CAPITULO 2. ANALISIS NO LINEAL DE SERIES DE TIEMPO
que es poco probable que la serie original tenga un origen estocastico.

Cuando se quiere verificar la existencia de alguna estructura temporal en las series de tiempo
se pueden emplear datos sustitutos generados mediante una permutacion aleatoria. Estos datos
sustitutos conservan la misma media, varianza y distribucién que los datos de originales. Pero
al venir de una permutacion han perdido cualquier estructura temporal que pudieran tener los
datos originales. En este caso la hipdtesis nula es que los datos originales son completamente
descritos por variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (ruido blanco).
Para datos que claramente muestran alguna correlacién temporal es mas apropiado emplear la
hipétesis nula de que los datos pueden ser modelados mediante un proceso Gaussiano lineal-
mente autocorrelacionado. Theiler et al. [58] mostraron mediante el cédlculo de la dimensién de
correlacion que este tipo de datos sustitutos no son adecuados para una prueba de no linealidad.

Los datos sustitutos se pueden emplear para determinar si la dindmica de un sistema exhibe
alguna caracteristica de determinismo o si es el resultado de un proceso puramente ruidoso.
Esta es una pregunta nada trivial, especialmente en los sistemas reales que regularmente tie-
nen una baja tasa de senal/ruido. En estos casos es muy importante elegir la hipétesis nula
adecuada asi como la forma de generar los datos sustitutos, pues de estas elecciones van a de-
pender los resultados de la prueba. Existen distintos métodos dependiendo si la hipdtesis nula es
que la senal proviene de ruido blanco (descorrelacionado) o de ruido coloreado (correlacionado).

Cuando se quieren estudiar sistemas con variables correlacionadas los datos sustitutos genera-
dos por ruido blanco y permutacion aleatoria no son el método adecuado. Se requieren datos
sustitutos que mantengan las mismas correlaciones que los datos originales. Esto significa que
los datos sustitutos deben tener la misma funcién de autocorrelacion que los datos originales
pero con todas las componentes deterministas removidas. La hipdtesis nula es que las datos
son generados por un proceso lineal aleatorio y que pueden ser completamente descritos por
caracteristicas lineales como la media, desviacion estandar y la funciéon de autocorrelacién.
El teorema de Wiener-Khinchin [61] demuestra que la funcién de correlacién se conserva si
se preserva el espectro de potencia. Entonces, preservar el espectro de potencia mientras se
aleatorizan las fases de Fourier de los datos originales proporciona datos sustitutos en los que
cualquier estructura no lineal se ha destruido.

Existen varios tipos de datos sustitutos para probar la no linealidad en datos. Entre los mas
populares se encuentran los generados por Transformada de Fourier (FT) [58], Transformada
de Fourier con Amplitud Ajustada (AAFT) [62] y Transformada de Fourier Iterativa con Am-
plitud Ajustada (IAAFT) [63].

Los datos sustitutos generados mediante la transformada de Fourier no son adecuados cuando
los datos originales no tienen distribucién normal. La efectividad del método AAFT depende
de que la distribucion de los datos originales sea continua para que exista una transformaciéon
de la distribucién original a una distribuciéon normal. El método de TAAFT produce ensambles
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de datos sustitutos que, por construccion, tienen exactamente el mismo espectro de potencia
y distribucion en el tiempo. Este conjunto de sustitutos no es consistente con la hipotesis nula
de que los datos originales son realizaciones estadisticamente independientes de una transfor-
macién no lineal de un proceso estocastico lineal. Este efecto fue demostrado en el articulo de
Kugiumtzis [64], donde muestra que una varianza muy pequena en el espectro de potencia en
los datos sustitutos generados mediante AAFT y IAAFT provoca falsos rechazos de la hipotesis
nula al usar predictores estadisticos no lineales. Ademés, en los trabajos de Réht et al. [28] y
Martinez et al. [29] se ha mostrado que los métodos de AAFT e TAAFT generan conjuntos de
datos sustitutos con correlaciones en las fases de Fourier provocando que estas series tengan
algunos componentes no lineales. Entonces, al usar sustitutos que poseen caracteristicas no
linealidades puede ocurrir que no se detecten ciertas caracteristicas no lineales presentes en las
series de datos estudiadas. Estas fallas en la generacion de datos sustitutos provocan que las
medidas para detectar determinismo y no linealidad que se aplican de forma univariante, y que
por tanto necesitan una comparaciéon con datos sustitutos, no funcionen.
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Capitulo 3

Fases de Fourier

3.1. Transformada de Fourier

3.1.1. Antecedentes historicos

La transformada de Fourier es un operador lineal que permite establecer una relacién biyec-
tiva entre una senal en el dominio del tiempo y una senal en el dominio de frecuencias. Algunas
de sus aplicaciones se pueden observar en el procesamiento de imagenes, audio y video, crista-
lografia, espectroscopia, disenio de lentes, criptologia, diseno y anélisis de circuitos, mecanica
y computacion cuantica, solucion de ecuaciones matemaéticas y analisis de senales de tiempo.
Debido a su amplia gama de usos, tanto en ciencia basica como aplicada, es que se considera
como una de las herramientas matematicas més importantes.

El analisis de Fourier o andlisis arménico es la rama de las matematicas que se encarga de
estudiar la transformada de Fourier. Sin embargo, la historia de los origenes y fundamentos del
analisis de Fourier se remonta varios anos antes a los trabajos realizados por Joseph Fourier
en 1822. En 1750 Leonard Euler [66] publicé un trabajo en el que describe la propagacién del
sonido en un medio eldstico utilizando series trigonométricas. Posteriormente en 1753 Euler [67]
presenté las férmulas para obtener lo que mas tarde se llegaria a conocer como coeficientes de
Fourier, los cuales sirven para representar una funcion periédica de variable real en series. Otros
contemporaneos de Euler también se interesaron en el tema e hicieron avances. Por ejemplo, en
1753 Daniel Bernoulli [68] describi6 la forma de una cuerda vibrante mediante series de senos
y cosenos. Por esta misma época Louis Lagrange estaba interesado en el problema de cémo
obtener informaciéon de una érbita a partir de un conjunto finito de observaciones. En 1759
publicé su solucion al problema utilizando interpolaciones trigonométricas para aproximar las
érbitas [69]. Este método es una extensién de los trabajos de Euler y resulta ser similar a los
que se usan actualmente para obtener la transformada de Fourier discreta, con la limitante que
el método de Lagrange solamente es valido para funciones pares.

El siguiente gran avance en el desarrollo de la transformada de Fourier fue realizado por el
matematico Carl Friedrich Gauss. En su articulo de 1805 “Theoria interpolationis method nova
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tractata” [70] generalizo los trabajos de interpolacion trigonométrica a cualquier tipo de funcién
periddica, tanto par como impar. En este trabajo Gauss proporciona un conjunto de ecuaciones
que permiten encontrar los coeficientes necesarios para expresar una funcién periddica como la
suma de series formadas por senos y cosenos. Este es el primer algoritmo conocido para calcu-
lar la transformada rapida de Fourier. Aun asi es una de las contribuciones menos conocidas
de Gauss. Algunas razones por las que se perdio este trabajo son que Gauss dedujo su méto-
do utilizando funciones trigonométricas reales haciendo dificil su asociacion con las funciones
exponenciales complejas utilizadas en los métodos modernos. También esta el hecho de que
Gauss utilizé una notaciéon poco convencional para el lector moderno. Por ejemplo, utilizaba el
simbolo 7 para expresar la longitud de una serie. Otra causa que el trabajo se publicé de forma
postuma en un compendio de varios volumenes escritos en latin [71].

El desarrollo moderno del analisis de Fourier comienza con publicacién del articulo “Théorie
analytiqe de la chaleur” [72] escrito en 1822 por el Barén Jean-Baptiste Joseph Fourier. En este
trabajo Fourier expresa que cualquier funcion arbitraria puede ser expandida en una combina-
cién de series trigonométricas. Este resultado no fue bien recibido por la Academia Francesa
de Ciencias, incluso Lagrange se puso de pie al escucharlo y sostuvo que era imposible. La
principal objecién era que una funcién discontinua no puede ser descrita como la combinacién
de funciones continuas.

A pesar de las objeciones, la Academia no podia ignorar los resultados de Fourier pues estos
coincidian con los experimentos realizados. Bajo estas circunstancias es que el trabajo de Fou-
rier gan6 un premio otorgado por la misma academia actuando como jueces Laplace, Lagrange
y Legendre. Al momento de anunciar el premio los jueces dieron la siguiente advertencia: “Lo
novedoso del tema, junto con su importancia, nos ha decidido a otorgar el premio, aunque
observamos que la forma en que el autor llega a sus ecuaciones no estd exenta de dificulta-
des y que su andlisis para integrarlas todavia deja algo que desear tanto en generalidad como
rigor” [73]. Posteriormente, cientificos como Dirichlet y Lebesgue dieron mayor formalismo ma-
tematico a los resultados de Fourier encontrando las condiciones bajo las cuéles son vélidos. En
el articulo de Bracewell [73] se encuentra una descripcién mas detallada sobre la vida de Fourier.

3.1.2. Formulacion matematica

La transformada de Fourier pertenece a la familia de transformadas integrales. Una trans-
formada integral expresa una relacién entre dos funciones f y g. Matematicamente se expresa
segin la ecuacién 3.1 donde a, b y K(z,t) (conocido como kernel) deben ser los mismos para
todo el conjunto de pares de funciones f(t) y g(x).

g(x):/ f) K (z,t)dt. (3.1)

Para enfatizar que la ecuacién 3.1 actiia como un operador entre las funciones f(t) y g(x) suele
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expresarse como:

g(x) = Lf(1). (3.2)

Dado que el operador £ debe ser lineal entonces la ecuacion 3.1 satisface las condiciones:

b b
/[fl( )+ fo(O)] K (x, t)dt = / [L(K (z t)dt+/ fo(t)K (z,t)dt, (3.3)

/f( atdt—c/f (3.4

La definicion de la transformada de Fourier depende del area en la que se proponga. Sin embargo,
todas las definiciones comparten una forma en comun y pueden entenderse como una especie
de mapeo entre una funcién f(t) que depende del pardmetro ¢ y otra funcién g(w) que depende
de w. En este trabajo utilizamos la definicion 3.1.

Definicién 3.1. Dada una funcién f(t) € L*(R), integrable en sentido de Lebesque, definida
de R a C. Se define la transformada de Fourier de f(t) como la funcion F : R — C, dada por:

FL) / F()e . (3.5)

En la definicién 3.1 f(¢) es una funcién en el dominio del tiempo y g(w) una funcién en el dominio
de las frecuencias. Algunos autores agregan el factor 1/v/2 al inicio de la integral para guardar
la simetria entre la transformada de Fourier y su transformada inversa. La transformada inversa
de Fourier se define como:

1 [~ ,
H = — zwtd ' 3.6
10 =5 | glea (3.6
También existen las versiones discretas para la transformada de Fourier:
N-1
X = Z Lok (3.7)
n=0
y para la transformada inversa:
N-1
Ty = Z Xpenk, (3.8)
k=0

Otra forma comun de expresar la transformada de Fourier es como una funcién compleja de la
forma:

F{S(t)} = a(w) + ib(w), (3.9)

donde S(t) es una senal en el dominio del tiempo, a(f) es la parte real de la transformada y
b(f) la parte imaginaria. Utilizando la identidad de Euler la ec. 3.9 se puede reescribir como:

FLS()} = Aw)e™™, (3.10)
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siendo A(w) = /a?(w) + b?*(w) la amplitud de Fourier y ®(w) = arctan(b(w)/a(w)) el dngulo
de fase.

En el area del procesamiento de senales se define la energia de una senal S(t) como:

o /oo 15(8)[2dt. (3.11)

—00

Usando la relacion del teorema de Parseval se llega a que:

/ |S(t)2dt = / | F(S(t))Pdw :/ | A(w)]?dw. (3.12)
La relacién 3.12 permite evaluar la energia de una senal S(¢) al integrar el cuadrado de las
amplitudes de su transformada de Fourier. En otras palabras: La energia de una senal en
el dominio del tiempo es igual a la energia de su transformada de Fourier en el dominio de
frecuencia !. Para describir cémo se distribuye la energia asociada a la sefial sobre las frecuencias
se define la densidad espectral de energia como:

P(w) = |F(S@))I* = [A(w)[. (3.13)

También es posible establecer una relacién entre la densidad de energia espectral P(w) y la
funcién de autocorrelacién C(r) = [ S(t)S(¢t+7)dt. Comenzamos aplicando la transformada
de Fourier a la funcion de autocorrelacion:

FC(r) = /_ Z [ /_ Z S(t)S(tJrT)dt] e dr

= /: S(t) U: S(t+7’)6_imdr} dt

Ahora hacemos el cambio de variable o =t + 7, por tanto 7 = 0 — t y d7 = do. Entonces:

F(C(r) = / T s { /_ N S(a)e‘i‘”("_t)da] dt

—00

_ [ /_ Z S(z)eiw:;t] [ /_ Z S(O—)emda]
_ [ / Z S(t)e—wdt] * { / Z S(U)e_iwda]

= |Aw)’ (3.14)

La relacién 3.14 se conoce como el teorema de Wiener-Khinchin y establece que la transfor-
mada de Fourier de la funciéon de autocorrelacion es igual a la densidad del espectro de potencia
de la senal. Dado que la funcién de autocorrelaciéon C(7) solamente cuantifica el grado de co-
rrelacion o dependencia lineal de una senal consigo misma a un tiempo 7, entonces se concluye
que la serie de amplitudes de la transformada de Fourier iinicamente contienen la informacién

'Por un factor de 1/2.
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univariante lineal de la senal. El hecho de que la transformada de Fourier sea biyectiva implica
que toda la informacién de la senal en el dominio del tiempo también debe estar presente en
el dominio de las frecuencias. Por lo tanto, el resto de la informacién como las caracteristicas
de determinismo y de no linealidad debe estar codificada en las fases de Fourier ®(w) o en una
posible correlaciéon entre ®(w) y A(w) [29]. En muchas circunstancias esté informacién es la
mas relevante para caracterizar la dindmica de un sistema. En la siguiente secciéon se muestran
ejemplos ilustrativos sobre la importancia de las fases de Fourier.

3.2. Trabajo previo sobre las fases de Fourier ®(w)

En 1961 Srinivasan public6 un articulo titulado “The significance of the phase synthesis” [76]
en el que se pone de manifiesto la importancia que tienen las fases de Fourier al trabajar en el
analisis de estructuras cristalinas utilizando técnicas de cristalografia.

La cristalografia por rayos X se utiliza para determinar la estructura tridimensional de los ato-
mos que se encuentran dentro de un cristal a partir de la funcién de distribucién electrénica
p(x,y,2) = >0 Yok Doy | Fh|e 2™ k+2D "donde h, k y I son los indices de Miller. Este pro-
cedimiento se conoce como “sintesis de Fourier”. La amplitud de p(z,y, z) se obtiene a partir de
la intensidad de los puntos del patrén de difracciéon. En cambio, la fase de p(z, y, z) no se puede
obtener usando los datos experimentales de forma directa. Esto se conoce como el problema de
las fases en cristalografia.

Teniendo en mente los trabajos publicados previamente junto con Ramachandran y su labora-
torio, Srinivasan realizd varios experimentos en los que obtuvo la sintesis de Fourier a partir
de las fases originales y variaciones de la amplitud. En el primer experimento obtuvo la sinte-
sis usando las fases y amplitudes originales, lo cual proporciona la estructura real del cristal.
Un segundo experimento fue normalizar todas las amplitudes conservando las fases originales.
En la tercer sintesis se realizd6 una permutacion aleatoria sobre el conjunto de las amplitudes
conservando nuevamente las fases originales. Y por tltimo, obtuvo la sintesis a partir de un
nuevo conjunto de amplitudes totalmente descorrelacionado con el conjunto de amplitudes ori-
ginales y manteniendo las fases originales. En todos los experimentos anteriores se observé que
la estructura real del cristal se logra recuperar bastante bien siempre y cuando no se alteren
las fases originales, mientras que las amplitudes pueden ser modificadas. La conclusién fue que
en la sintesis de Fourier las fases contienen la mayor cantidad de la informacién necesaria para
conocer la verdadera estructura de un cristal. Ese mismo ano también publicaron estos resul-
tados en la revista Nature [77].

En el ano de 1975 Huang et al. [78] mostré que las fases de Fourier son extremadamente im-
portantes en el desarrollo de filtros para imagenes digitales. Para probar su punto realizé dos
reconstrucciones de una imagen. La primer reconstruccion se obtuvo a partir de las amplitudes
de la transformada de Fourier de la imagen original, mientras que para la segunda reconstruc-
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cién se usaron las fases de Fourier originales. Al comparar las imagenes reconstruidas con la
imagen original observaron que la imagen reconstruida usando las fases era mas cercana a la
original que aquella reconstruida a partir de las amplitudes.

Posteriormente, en 1979 Oppenheim et al. [79] reportaron los resultados de su investigacion
sobre imagenes digitales y fases de Fourier. En su trabajo aplicaban la transformada de Fourier
2D a una imagen digital, posteriormente modificaban las amplitudes y/o fases para después
aplicar la transformada inversa de Fourier 2D y finalmente obtener una nueva imagen digital.
En estos experimentos observaron que aquellas imagenes recuperadas en las que se mantuvieron
las fases de Fourier originales tenian caracteristicas muy similares a las de la imagen original.
Mientras que en las imagenes en las que solamente se mantenian las amplitudes originales no
se podia identificar las caracteristicas de la imagen original. La conclusion del trabajo es que
las fases de Fourier contienen la mayor cantidad de informacién sobre las propiedades de una
imagen. Oppenheim también realizd experimentos similares pero con senales de audio y su
conclusion fue la misma. A continuacién se discuten ejemplos similares a los realizados por
Oppenheim.

Figura 3.1: Esquema del experimento con imdgenes para ilustrar la importancia de las fases de Fourier. Las
figuras a) y b) muestran las imégenes originales a las que se les aplic la transformada de Fourier bidimensional.
Posteriormente se intercambiaron las fases y amplitudes de Fourier y finalmente se recobro una nueva imagen
aplicando la transforma inversa de Fourier bidimensional. La figura c¢) muestra el resultado de combinar las
amplitudes de a) con las fases de b). La figura d) muestra el caso contrario.

En la figura 3.1 se muestran los resultados obtenidos en una variante del experimento realizado
por Oppenheim. Iniciamos con dos iméagenes [4 e I, cada una en escala de grises y con un
tamano de (219, 2!0) pixeles. Posteriormente se aplica la transformada de Fourier 2D a cada
imagen para separar sus A(w) de las fases ®(w). El dltimo paso es aplicar la transformada
inversa de Fourier para recuperar una imagen a partir de la combinaciéon de las fases y ampli-
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tudes. La flecha en color rojo senala la imagen que se obtiene al combinar las amplitudes de 14
(Aa(w)) con las fases de Ip (P(w)). La flecha azul senala el resultado de combinar Ag(w) con
®4(w). En ambos casos se observa que la imagen final exhibe principalmente la informacién
proveniente de la imagen que aporta las fases ®(w), mostrando que las fases contienen mayor
cantidad de informacién que las amplitudes. Esto no significa que las amplitudes de Fourier
sean irrelevantes, pues se puede observar que sin las amplitudes correctas la imagen recobrada
tiene poca definicion en los bordes de las figuras. En general, las amplitudes de Fourier son
relevantes en el caso en que la autocorrelacion lineal sea importante.

Para el ejemplo con senales de audio se tom¢ la grabacion de un hombre diciendo la frase
“Oh yeah, everything is fine”. La figura 3.2.a muestra la intensidad de esta senal a lo largo
del tiempo. Después se calcula a transformada de Fourier a la senal de audio y se realizan los
siguientes experimentos en el espacio de frecuencias: 1) Todas las amplitudes de Fourier son
normalizadas haciéndolas igual a 1 y las fases se conservan en su forma y orden original, 2)
las fases de Fourier se normalizan haciéndolas igual a 1 y las amplitudes se conservan en su
forma y orden original. Finalmente se aplica la transformada inversa de Fourier a las senales
de cada experimento para recobrar una senal en el dominio del tiempo. En la figura 3.2.b
se muestra la intensidad correspondiente a la senal del experimento 1 y en la figura 3.2.c la
intensidad de la senal del experimento 2. Por simple inspeccién visual se puede notar que la
senal del experimento 1 (fases originales) tiene mucho mayor similitud con la senal original
que la senial del experimento 2 (amplitudes originales). En el trabajo de Martinez et al. [29] se
puede encontrar un ejemplo similar e ilustrativo con senales de audio, ademas de un extenso e
interesante analisis sobre la relevancia de las fases de Fourier en el anélisis de senales de tiempo.

a) b) c)

0.00 1.00 2.00 0.00 1.00 2.00 0.00 1.00 2.00
Tiempo (s) Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 3.2: a) Espectro de la intensidad de la sefial de audio correspondiente a la frase: “Oh yeah, everything
is fine”, b) Espectro de la intensidad de la senal de audio obtenido al normalizar a 1 las amplitudes de Fourier
de la senal a), ¢) Espectro de intensidad de la sefial de audio obtenido al normalizar a 1 las fases de Fourier de
la senial a).

Los trabajos mencionados en esta seccién fueron pioneros en llamar la atencion hacia las fa-
ses de Fourier y mostrar su importancia. También abrieron una nueva area en el andlisis y
procesamiento de imagenes y senales de audio. Sin embargo, en estos trabajos asi como en
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los subsecuentes no se discute ningin método capaz de extraer y aprovechar la informacién
contenida en las fases de Fourier.

a), b b)E
Ih »
<
5. J
8 = it
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_E E
= 1 | 1 1 | | 1
0 500 . 1000 0 500 . 1000 0 1000 | 2000
frecuencia frecuencia frecuencia
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Figura 3.3: Espectro de potencia para un oscilador tipo Réssler en régimen a) periédico, b) caético y c)
oscilador tipo Lorenz en régimen cadtico. Espectro de fases para un oscilador tipo Rossler en régimen d)
periddico, e) cadtico y f) oscilador tipo Lorenz en régimen cadtico.

Probablemente, una de las causas por las que se prefiere trabajar con las amplitudes de Fourier
sea que acceder a la informacién encriptada en las fases no es algo directo. Por ejemplo, la
figura 3.3 muestra el espectro de potencia (amplitudes de Fourier al cuadrado) y el espectro de
fases de Fourier para un oscilador tipo Rossler y otro oscilador tipo Lorenz, ambos en régimen
caotico. Las graficas correspondientes al espectro de potencia exhiben una estructura clara que
es facil de interpretar, pues cada pico representa la intensidad con que aparece cierta frecuencia
en la senal. Por ejemplo, cuando el espectro de potencia exhibe una densa cantidad de picos
es probable que la senal corresponda a un sistema cadtico o ruidoso. En cambio, interpretar
el espectro de las fases de Fourier no es tan simple. Se puede observar que este espectro no
presenta una estructura evidente que permita sacar conclusiones directas sobre la dinamica de
la senal a la que pertenece, mas bien la distribucion de las fases parece ser aleatoria. Incluso
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en el caso de sistemas periddicos el espectro de fases no presenta una estructura caracteristica
que sea un indicativo directo del grado de periodicidad en la senal (figura 3.3.d).

En la siguiente seccién se propone un nuevo indice estadistico que permite aprovechar la infor-
macién contenida en las fases de Fourier para analizar series de tiempo.
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Capitulo 4

Indice J

4.1. Introduccion

En la seccién sobre las técnicas empleadas para el andlisis no lineal de senales se mostroé la
importancia de tener acceso al espacio de estados de un sistema, pues a partir de él se pueden
conocer todos los aspectos relevantes para caracterizar la dinamica del sistema. Lamentable-
mente, cuando se trabaja con senales reales es extremadamente raro conocer por completo el
espacio de estados del sistema. En muchas ocasiones ni siquiera se sabe la dimensién correc-
ta que debe tener este espacio. Para resolver estos problemas se han creado métodos, bien
fundamentados matematicamente, que permiten realizar la reconstruccién de un espacio fase
topoldgicamente equivalente al espacio fase original. El problema con estos métodos es que ini-
camente son validos para datos estacionarios, con poca cantidad de ruido, de baja dimensién y
deterministas, caracteristicas que tipicamente no poseen los datos de experimentos reales. En
la seccion dedicada a las fases de Fourier se mostré que toda la informacion no lineal de un
sistema, y por lo tanto los signos de determinismo, se encuentra codificada en la secuencia de
las fases de Fourier o en posibles correlaciones entre las fases y amplitudes de Fourier. También
se discutié que acceder a esta informacién no es una tarea trivial.

En esta seccion se presenta un nuevo indice estadistico que permite aprovechar la informacién
contenida en las fases de Fourier para sacar conclusiones sobre la dinamica de los datos. Este
indice puede ser aplicado de manera directa a todo tipo de datos estacionarios. Es decir, no
es necesario aplicar un pre-procesamiento a los datos, lo cual implica pérdida de informacién,
ni se tienen las restricciones necesarias para la correcta reconstruccion del espacio de estados.
Ademas, no se requiere hacer comparaciones con datos sustitutos, método que no funciona co-
rrectamente para el caso univariante. [28, 29] A esta nueva medida le llamamos indice J.

La hipotesis en la que se sustenta el indice J es que las caracteristicas sobre la dindmica de un
sistema deberian reflejarse en la secuencia de las fases de Fourier. Por tanto, este indice busca
identificar y cuantificar correlaciones en la secuencia del espectro de las fases de Fourier. Con
este propdsito se crea una secuencia de pasos (caminata) sobre la superficie de un toroide de
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dimensién 3 embebido en el espacio de las fases de Fourier. Evaluando los cambios de direccién a
lo largo de la caminata es que el indice J proporciona informacion sobre la dindmica del sistema.
En la siguiente seccién se describe a detalle este proceso y también se discute su interpretacion
dindmica.

4.2. Metodologia

El indice J puede aplicarse tanto a datos univariantes como bivariantes, pero por simplicidad
comenzaremos explicando el método para el caso bivariante. Sean & = {1, z9,....,an} ¥y ¥ =
{y1,y2,...,yn} dos registros simultdneos del mismo sistema cada uno con N elementos. El
primer paso es obtener la Transformada de Fourier Discreta (DFT) para cada registro usando
la férmula 4.1:

N-1

Z xne—ZQT(k‘n/N (41)

n=0

X (fr)

donde N es el nimero de datos en el registro, n es el dato que se esta transformando, f; con
k € [0, N — 1] es la frecuencia de Fourier, x,, es el valor del registro para el dato n y X(fx)
es el valor de DFT para la frecuencia fj. Para hacer mas eficiente el calculo computacional
se emplea el método Fast Fourier Transform (FFT) que reduce el tiempo de calculo al reali-
zar nlog(n) operaciones en lugar de n?, pero que solamente es aplicable a datos con longitud 2".

La informacién sobre la amplitud A(fx) v la fase ®(f;) correspondientes a la parte sinusoidal

—i27kn/N

e que esta asociada a x,, se encuentra contenida en el valor complejo X (fy). Para separar

la amplitud de la fase usamos las formulas 4.2:

AX(f) = |X§\J;k)\ _ \/Re(X(fk))ZA;r Im(X(fk))2’

(X (fr)) = arctan (%)

donde Im(X(fx)) es la parte imaginaria y Re(X(fx)) la parte real de X (fx).

(4.2)

En nuestro andlisis estamos interesados en trabajar con las fases, por lo que desechamos las
amplitudes y nos quedamos tinicamente con las fases correspondientes a los registros originales
ordenadas a partir de la frecuencia mas baja hasta la frecuencia de Nyquist:

r = {q)x(fl)a(px(f2)7@x<f3)77(I)z(fN$)}7 (43)
y = {q)y(fl)7q)y<f2>vq)y(f3)7---vq)y(fNy>}- 4.4

Como las fases ®(f;) son angulos entonces sus valores estan restringidos al intervalo [0, 27]

i KL

y por tanto su espacio de estados se puede representar en un circulo. Esto significa que el
espacio de estados conjunto para las series ®, y ®, es el producto cruz de dos circulos que, to-
poldgicamente hablando, genera un toro tridimensional (figura 4.1). En consecuencia un punto
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Py = (9, (fx), ®y(fr)) se localiza sobre la superficie bidimensional de un toroide tridimensional.

A

Circulo 1

_

Circulo 2

Figura 4.1: Cuando el circulo 2 se mueve a lo largo de la circunferencia del circulo 1 se genera la superficie de
un toroide tridimensional que contiene todos los pares ordenados resultantes de (S1) x (5%) que es el producto
cruz del circulo 1 con el circulo 2.

Estamos interesados en cuantificar los cambios de direccion que ocurren a lo largo de la tra-
yectoria formada por la secuencia de los puntos P,. Para esto es necesario definir un unico
vector de trayectoria que vaya del punto P;_; al punto Pj. En principio, para cualquier espacio
topoldgico de dimensién dos o mayor existe un nimero infinito de trayectorias que unen a dos
puntos. En el espacio del toro también debe considerarse que, debido a su naturaleza ciclica,
para llegar de un punto en su superficie a otro punto se pueden trazar caminos que cruzan
hacia atras o hacia adelante en las direcciones toroidal y poloidal. Para reducir el nimero de
trayectorias posibles solamente consideraremos aquellas que sean geodésicas y que no impliquen
una rotaciéon mayor a 27 ya sea en la direccién toroidal y/o poloidal. Con estas restricciones el
numero de posibles trayectorias se reduce a 9 candidatos.

En la figura 4.2.a se ilustran 2 de las 9 posibles trayectorias geodésicas que unen a los puntos P;
(amarillo) y P (verde) mediante geodésicas. Si Py = (@, (f1), @, (f1) v P2 = (P1(f2), Dy(f2), en-
tonces las 9 trayectorias se obtienen al clonar el punto P; en las posiciones: (9,( f2), @, (f2)+27),
(@u(fo), By (f2) =2, (@( f2) 427, By (), (Du(fo)+2m, Dy (fo) +27), (@,(fo)+2m, B, (fo) —2n),
(D, (f2) = 2w, Dy(f2)), (Pu(f2) — 2w, Dy(fo) + 2m) y (Po(f2) — 27, Py(f2) — 27). La figura 4.2.b
ilustra los clones del punto P, y también 3 de las 9 posibles trayectorias para ir de P, a Ps.
La distancia mas corta se ilustra con la flecha en color rojo. Para definir la caminata sobre la
superficie del toro se elige aquella trayectoria que presenta la conexién con la distancia eucli-
diana més corta.

Entonces, los vectores de trayectoria V; con [ = 1,..., N — 1 representan la geodésica entre dos
puntos con la norma euclidiana més pequena. En la figura 4.2.c se ilustran dos vectores (flechas
rojas) de posicién entre tres puntos consecutivos de la caminata sobre la superficie del toroide.
El siguiente paso es cuantificar el dngulo de desviacién « (fig. 4.2.c) entre cada par de vectores

Vi YVZ+1-
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Figura 4.2: Tlustracién de cémo se define la trayectoria de la caminata sobre el toro. La figura a) muestra
dos caminos distintos sobre la superficie del toro tridimensional para avanzar de P; a P». En la figura b) se
ilustran 3 de las 9 posibles trayectorias para avanzar de P; a P;. La flecha en color rojo indica la trayectoria
con la menor distancia euclidiana, esta es la que se elige para trazar la caminata. La figura c) ilustra dos pasos
subsecuentes de la caminata sobre el toro y el angulo de desviacion «.

Para determinar el angulo o no basta solamente con medir el angulo mas pequeno entre dos
vectores, pues esta informacién no es suficiente para determinar en qué sentido esta girando
Vi41 con respecto a Vj. En la figura 4.3 se ilustra el caso en que los vectores V5 y V3 comparten
el mismo angulo de giro 6 con respecto a V; aun cuando uno esta girando en el sentido de las
manecillas del reloj y el otro vector en sentido contrario. Para resolver esta posible ambigiiedad
es necesario combinar el producto punto y el producto cruz.

~l

Figura 4.3: El valor de 6 puede ser igual para dos vectores que estan girando en direccién contraria. Al conocer
el signo del producto cruz podemos distinguir la direccion de giro y determinar a de manera univoca.
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El angulo 6 mas pequeno entre los dos vectores se obtiene a partir de la ec. 4.5.

0 = arc cos (M) : (4.5)
VAL {[V2]]

Para identificar el sentido del cambio de direccién se calcula el producto cruz entre los dos
vectores como se muestra en la ecuacién 4.6.

z

S O W

(1
P (fl) CI)y(fl)
D, (f2) Py(f2)

Si V; gira en sentido de las manecillas del reloj entonces el término ®,( f1)®y(f2) = Pu(f2) Py (f1)
tiene un valor positivo, y serd negativo cuando el vector gire en sentido contrario. Para apro-

Y

vechar esta informacién definimos la funcién signo (ec. 4.7) cuya salida solamente es un signo
positivo o negativo:

signo = sgn (P (1)@, (f2) = ©o(f2) ®y(f1))- (4.7)
Con la informacién de las ec. 4.5 y 4.7 establecemos los siguientes criterios para evaluar o:
= Si signo > 0:
a=m—10

= Sisigno=0yf0=0:
a=40

s Sisigno=0y 60 <O0:
a=m

= Si signo < O:
a=m+10

En la figura 4.3 se muestra que con los criterios antes descritos el angulo « es distinto para Vs
y V4 aunque 6 sea igual.

Para cuantificar las correlaciones en la secuencia de los angulos « se propone un nuevo indice
estadistico que llamamos J y esta determinado por la ec. 4.8. Por su definicién, este indice solo
puede tomar valores entre 0 y 1. El valor 0 se obtiene cuando « es constante y el valor de 1 se
alcanza cuando © tiene una distribucién uniforme y la cantidad de datos tiende a infinito.

1 N-1
J =1- m Z eia(fl) . (48)
=1

En la figura 4.4 se muestra un pseudocodigo que resume la metodologia empleada para el célculo

del indice J. En la siguiente seccion se estudio el comportamiento y caracteristicas de J.
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Figura 4.4: Diagrama de los pasos necesarios para el célculo del indice J.

Puntos sobre Vectores de ﬁmgulo J
el toroide 3D direccidn alpha

4.3. Interpretacion
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Figura 4.5: a) Proyeccién en el plano = — y de un oscilador tipo Rossler con una dindmica de
periodo 1 (a =b=0.2,¢ =4), b) Espectro de las fases de Fourier ®( f;) para las componentes
xr — 7, ¢) Secuencia de los angulos «.

Con el fin de tener una interpretacion acerca de los valores del indice J y su relacién con el
comportamiento dinamico de un sistema se analizan dos casos limites: un sistema con baja
periodicidad (periodo 1) y otro sistema formado por ruido blanco (alto grado de irregularidad).
Para el caso periddico se eligié un sistema tipo Rossler con periodo 1 (a = b = 0.2,¢ =
4). En la figura 4.5.a se muestra una proyecciéon del atractor en el plano = — y. La figura
4.5.b muestra la distribucién de las fases de Fourier (espectro de fases) para las sefiales © — y.
Se puede observar que las fases no estan homogéneamente distribuidas sino que muestran
cierta estructura de agrupamiento. Al aplicar el procedimiento descrito en la seccion anterior y
utilizando las componentes x y y del sistema Rossler, se obtiene la secuencia de angulos o que
aparece en la figura 4.5.c. Es evidente que en promedio los angulos a = m, lo cual indica que la
caminata sobre el toro sigue una trayectoria mas o menos regular en la que los pasos son hacia
adelante y hacia atras. Al calcular el valor del indice .J para este caso se tiene:

v N v 2!

Para el segundo caso de estudio se analiza un sistema formado por dos senales distintas de

J = 1-— ~1— ~1—

1
=1—|—N|~1-1=0.

ruido blanco que, basandose en las ideas de los datos sustitutos, representan la maxima canti-
dad de desorden posible pues sus valores no guardan ninguna correlacion estadistica entre si.
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Para simular las senales se crearon series de 100,000 datos cada una con numeros aleatorios
uniformemente distribuidos entre 0 y 1. En la figura 4.6.a se muestra una parte de la senal de
ruido blanco utilizada. Las fases de Fourier correspondientes a las senales de ruido no muestran
ningin tipo de estructura (figura 4.6.b), mas bien presentan una distribucién uniforme. En
este caso los dngulos o tampoco parecen presentar algin tipo de estructura (figura 4.6.c). Sin
embargo, al graficar el histograma de los dngulos « (figura 4.7) se observa que la distribucién
presenta cuatro maximos en los valores o = 0,7/2,m,37/2 y 27 (recordar que oy = 0 = 27).
Estos maximos coinciden con los cruces entre los dos lazos que generan el toro sobre el que se
realiza la caminata (lineas negras en la figura 4.2).

a)lO 1
08
0.6
X

04

0.2

00+
0 50 100 150

Figura 4.6: a) Seccién de una senal de ruido blanco donde n es el nimero de datos y x € [0, 1].
b) Espectro de las fases de Fourier ©(f;) para una senial de ruido blanco. ¢) Secuencia de los
angulos «; para una senal de ruido blanco. Se puede observar que no existe ningin tipo de
estructura en esta secuencia.

Debido a la distribucién de los angulos « se tiene que Zfil e ) = 0, asf que:

1 ZN 1
c] =1 N (& Va1 ’j\f(()) ~ 1 0 ~ 1.

=1

4000

3000

2000

1000

3
a

Figura 4.7: Histograma de los dngulos «; para el sistema formado por dos senales de ruido
blanco. La distribucién presenta cuatro maximos en los valores de o = 7 /2, m,37/2 y 2.



38 fndice J

Del estudio de los dos casos anteriores podemos concluir que valores de .J cercanos a 0 estan
asociados con dindmicas simples y periddicas, mientras que valores cercanos a 1 (donde 1
es un valor asintético que solamente se alcanza en el limite de infinitos datos) se presentan
para sistemas con comportamientos completamente irregulares y aleatorios. Esta caracteristica
motiva a utilizar el indice J como una herramienta para detectar signos de determinismo en
las senales.

4.4. Signos de determinismo

Un problema de suma importancia dentro del analisis de senales es determinar si las irre-
gularidades que presenta una serie de tiempo son producto de un proceso estocastico o poseen
una dindmica cadtica y por tanto no lineal y determinista. Conocer si una serie de tiempo tiene
o no un componente determinista es crucial porque indica cudl es el enfoque adecuado para su
estudio.

Se han propuesto varios métodos para detectar determinismo [80, 81, 82, 83, 84, 85|. La gran
mayoria se basa en el supuesto de que en una dinamica determinista suave las trayectorias que
son cercanas en el espacio de estados en cierto momento, continuaran siendo cercanas un tiempo
después. En otras palabras, estados instantaneos del sistema que son similares continuaran sien-
do similares en un futuro inmediato. Por lo tanto, estos métodos necesitan forzosamente realizar
una reconstruccion del espacio de estados. También es necesario contar con gran cantidad de
datos para poder comparar el comportamiento de las trayectorias en tiempos futuros. De lo con-
trario, podria asignarse un comportamiento aleatorio a un sistema que es determinista debido a
la falta de conocimiento (datos) de su dindmica. Ademés, los métodos descritos anteriormente
estan asociando predictibilidad con determinismo. Esto es un problema debido a que existen sis-
temas estocdsticos con memoria y por tanto también tienen un horizonte de predictibilidad [86].

En la secciéon anterior se mostré que para una senal de ruido blanco el valor de J se acerca
asintoticamente a 1 conforme el nimero de datos N tiende a infinito. En la practica ningin
experimento proporciona un nimero infinito de datos, asi que es necesario establecer un criterio
estadistico que permita determinar con un nivel de significancia bien establecido si una senal
con N puntos es ruido o si posee alguna caracteristica de determinismo.

En este trabajo definimos el ruido como cualquier tipo de senal que no tenga ningun tipo de
estructura en el espacio de estados ni tampoco en el espacio de las fases de Fourier ®(f) (ver
figura 4.6). Es decir, para una senal de ruido las fases ®(f) tienen una distribucién uniforme
debido al teorema de Wiener-Khinchin (ver ec. 3.14). En la figura 4.8 se muestran tres tipos
de senales de ruido de color, donde el color se asigna de acuerdo al valor de la pendiente (8
que tenga el espectro de potencias en escala logaritmica (P ~ f~#). Se puede observar que
aun cuando el espectro de potencia tiene diferente estructura para cada caso, la distribucién
uniforme de las fases ®(f) se mantiene igual para los distintos tipos de ruido en el sentido de
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que no presenta ningun tipo de estructura. Esto implica que se pueden generar senales de ruido
con cualquier tipo de estructura deseada en el espectro de potencia (o autocorrelaciones), pues
los signos de determinismo se encuentran en las fases ®(f) y no en las amplitudes A(f).

0 20000 40000 60000 100 100 maf 100 10¢ 0 10000 fmuuu 30000
n

=3

10° 10* o 10000 20000 30000

f

0 20000 40000 60000 10° 10! 10°

Gl
e

0 20000 40000 60000 10° 10! 102 100 100 0 10000 20000 30000
n

Figura 4.8: Se muestra: serie de tiempo (columna 1), espectro de potencia P(f) en escala
logaritmica (columna 2) y distribucién de fases de Fourier ®(w) para: a) ruido blanco ( = 0),
b) ruido rosa (8 = 1), y ¢) ruido café o browniano ( = 2). El exponente /3 indica la relacién
entre el espectro de potencia y la frecuencia (P ~ f=7).

Para identificar indicios de determinismo en una senial con un nimero finito de observaciones
N mediante el uso del indice .J, es necesario disponer de dos senales que representen adecuada-
mente la hipétesis nula de la ausencia total de cualquier caracteristica determinista. Como se
discutié anteriormente, esto significa que las senales no deben tener ningtn tipo de estructura
en el espacio de las fases de Fourier ®;(f). Para este propdsito se generan dos series de dngulos
&(f) v &(f) ambas con N valores, donde &;(f) son nimeros aleatorios independientes unifor-
memente distribuidos entre 0 y 27 que simulan las fases de Fourier sin estructura que posee
cualquier ruido con el mismo N. Para garantizar que entre las dos senales que representan la
hipétesis nula no existe ningtn tipo de interrelacion lineal, se crean dos nuevas series de niime-
ros aleatorios con la condicién de que las diferencias de fase originales se mantengan. Es decir:
O1(f) — Po(f) = &(f) — &(f), de esta forma se rompen las posibles interrelaciones lineales
pero se conservan las posibles correlaciones cruzadas lineales que potencialmente pueden exis-
tir. Estas nuevas series representan un tipo de ruido determinista arbitrario con correlaciones
lineales.
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Figura 4.9: Grafica de la estimacién del indice J para caminatas sobre el toro en funcién de
la longitud N de la trayectoria. La curva en rojo muestra la media de J para un ensamble de
M = 100 repeticiones para cada longitud N, las barras en color negro indican la desviacién
estdndar. La curva en verde indica el valor minimo de J para el mismo ensamble de M = 100.
La recta en color azul es el valor limite que alcanza J para N infinito. El recuadro muestra una
ampliacién de la grafica para segmentos con longitud N mas pequena.

Entonces, para detectar signos de determinismo en una senal empirica con N datos basta con
obtener el valor de su indice J y compararlo con el valor de J,,;,, donde J,,;, es el promedio
de los valores minimos de J obtenidos en un ensamble de M senales con N datos que repre-
sentan correctamente la hipotesis nula. De esta forma el resultado serd significante con un p
del orden 1/M. Si el resultado de la senal empirica esta por debajo de J,,;,, entonces la senal
tiene alguna propiedad determinista. En caso contrario, no es posible diferenciar la senal de un
ruido no determinista. Repitiendo este procedimiento es posible construir una curva universal
que muestre el valor de J promedio y de J,,;,, para un ensamble de M senales con p = 1/M
como una funcién del nimero de datos N de las senales.

En la figura 4.9 se muestran los resultados de la curva obtenida a partir de un ensamble con
M = 100 repeticiones para cada valor de N. Se observa que el tamano N de la senal afecta
la sensibilidad con la que se pueden detectar estructuras en las caminatas aleatorias sobre el
toroide tridimensional. Aun asi, conforme se incrementa N los valores de la curva se acercan
bastante rapido a 1, que es el valor asintético para cuando N tiende a infinito. Esta curva
tiene un caracter universal porque es valida para cualquier senal con cualquier tipo de autoco-
rrelacién lineal sin importar el tipo de sistema desde el cual se midieron los datos empiricos.
Esto significa que ya no es necesario realizar ninguna comparacién con datos sustitutos lo cual
reduce enormemente el esfuerzo computacional en el andlisis.
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En conclusion, se presente un nuevo método para detectar signos de determinismo que no
requiere del uso de datos sustitutos para determinar el nivel de significancia, se puede aplicar
de forma directa sin tener que procesar los datos, no requiere del ajuste de pardmetros y
es aplicable a cualquier tipo de senal que satisfaga el teorema de Nyquist. Ademas, al no
ser necesaria la comparacién con datos sustitutos, el procedimiento es numéricamente simple,
eficiente y barato.

4.5. Aplicacién univariante

En las secciones anteriores se ha discutido el calculo del indice J de forma bivariante, pues
para crear la caminata sobre el toroide es necesario tener dos senales distintas X y Y, con
igual cantidad de mediciones N, que provengan del mismo sistema. Sin embargo, en muchas
situaciones practicas solamente se tiene acceso a una tnica medicion del sistema. En estos casos
es necesario aplicar el indice J en su modalidad univariante.

Cuando tnicamente se tiene una senal X con N nimero de datos, entonces se procede a crear
una copia de X desfasada en un tiempo 7, esta nueva senal serd Y. De esta manera se obtienen
las nuevas senales X = {z1,z9,....,any_} vy Y ={2z;,2,_1,...,xn5}. En la seccién de resultados
se muestra que la eleccién del valor de 7 no influye cualitativamente en los resultados del indice
J. Por lo tanto no es un parametro relevante en el procedimiento.
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Capitulo 5

Aplicaciones del indice J

En este capitulo se muestran los resultados de aplicar el indice J a sistemas con diversos
origenes y distintos tipos de dindmicas. Se investigan las aplicaciones del indice J en las mo-
dalidades bivariante y univariante, asi como a sistemas contaminados con ruido. El analisis
comienza utilizando sistemas clasicos que han sido ampliamente estudiados en la literatura.
Esto se hace con el objetivo de verificar la confiabilidad del indice J, y también para asociar
los nuevos resultados con aquellos que ya estan reportados. Posteriormente se abordan casos
de senales obtenidas a partir de sistemas reales.

La primer seccion de este capitulo esta dedicada al andlisis de sistemas dinamicos tedricos tanto
discretos como continuos. Para el caso discreto se eligieron los mapeos logistico y de Hénon.
Como modelos continuos se seleccionaron los osciladores tipo Lorenz, Rossler y de van der Pol.
Los sistemas antes mencionados son interesantes por su capacidad de exhibir una rica variedad
de estados dindamicos periddicos, cuasiperidédicos y cadticos. En la segunda secciéon se muestran
los resultados de aplicar el indice J a senales del mundo real. En especifico senales provenientes
de un electroencefalograma intracraneal y de las fluctuaciones de densidad en los sedimentos
de un paleolago.

Todos los calculos que se muestran en este capitulo fueron programados en Python 3.12.0 y
procesados en una maquina de 64 bits con procesador x64. Para las simulaciones de sistemas
dindmicos se utilizo el método Runge-Kutta de cuarto orden para aproximar las soluciones de
las ecuaciones diferenciales.

5.1. Sistemas tedricos

5.1.1. Mapeo logistico

En 1976, 13 anos después de los trabajos pioneros de Lorenz sobre caos, Robert McCredie
May propuso un modelo demogréafico [88] para explicar la dindmica del crecimiento de poblacio-
nes tomando en cuenta que la poblacion deberia tener un valor maximo para evitar crecimiento
exponencial, que hay recursos ilimitados y que no existe competencia con otras especies. Des-

43
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pués de hacer algunas simplificaciones a la ecuacién de Verhulst [89], May logré expresar su
modelo en una simple ecuacién en diferencias de primer orden que aparece en la ec.5.1:

Tpa1 = 1x,(1 — ), (5.1)

donde z,, representa la poblacion en la generacion n, x,,.1 la poblacion en la siguiente genera-
cién y r es un parametro positivo que se relaciona con la tasa de crecimiento poblacional. La
variable z solamente puede tomar valores entre 0 y 1, pues si > 1 entonces el modelo diverge
hacia —oo indicando la extincion de la especie. Valores de x < 0 no tienen sentido fisico en el
modelo. Los valores del pardmetro r se eligen dentro del intervalo [0, 4] para asegurar que los
valores de x,, se sigan manteniendo en el intervalo [0, 1].

El comportamiento dindmico del mapeo esta determinado por el valor de r. Para 0 < r < 1
los valores de z,, se aproximan a 0 conforme n — oco. Cuando 1 < r < 3 el mapeo exhibe una
dinamica de periodo 1. A medida que se incrementa r el mapeo experimenta una progresiva du-
plicacién de periodo hasta llegar a una dinamica con periodo infinito, comportamiento cadtico,

en Teo.
Parametro r | Periodicidad

r1 = 3.000... 2

ro = 3.449... 4

ry = 3.544... 8

ry = 3.564... 16

rs = 3.568... 32

Teo = 3.569 00

Cuadro 5.1: Duplicacién de periodo en el mapeo logistico y su respectivo valor de r en el que
ocurren.

En la figura 5.1 se muestran los valores de r en los que ocurren las duplicaciones de periodo hasta
llegar a una dindmica cadtica. Se puede observar que conforme se incrementa la periodicidad,
los valores de r,, son cada vez mas proximos entre si. De hecho, la distancia entre los valores de
r, converge geométricamente segin la ecuaciéon 5.2.

5= lim =1 — 4.669... (5.2)
n—=0 T'ny1 — Ty

El valor § se conoce como la primer constante de Feigenbaum, pues fue él quién la detectd y

public6 en 1978 [87]. La segunda constante de Feigenbaum se obtiene calculando el limite del

cociente entre la anchura de dos ramas de bifurcacion consecutivas segin la ecuacion 5.3.

d
a= lim —— = 2.502... (5.3)
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Ambas constantes de Feigenbaum se consideran universales debido a que son independientes
de la forma de la funciéon que se esta analizando siempre y cuando la funcién sea tres veces
derivable y no tenga méaximos relativos. Se ha mostrado que estas constantes también aparecen
en sistemas reales que presentan duplicacién de periodo. En el libro de Steven Strogats [3] se
presentan varios ejemplos de experimentos en hidrodinamica y electronica.

En la figura 5.1 se muestra el diagrama de bifurcacion para el mapeo logistico. Cada rama que
aparece en el diagrama indica un periodo distinto. Por ejemplo, en las regiones donde se ven
cuatro ramas significa que el sistema tiene un periodo 4 (r = 3.564...). Las regiones cadticas se
identifican por ser zonas densas en ramas debido a que tienen un periodo infinito. Se observa que
para r > ro, = 3.569 el sistema experimenta una alternancia de estados periédicos y caodticos.

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién (negro) y exponente de Lyapunov A (azul) para el modelo
logistico (ec. 5.1). La recta en rojo indica el valor A = 0.

A pesar de toda la informacién que proporciona el diagrama de bifurcacién, en algunas cir-
cunstancias resulta muy complicado poder diferenciar entre una dinamica con periodo muy
alto y una dinamica cadtica observando solamente el diagrama de bifurcaciéon. Usando esta
herramienta tampoco es posible diferenciar dinamicas cadticas de ruido. Otro método tradi-
cional para diferenciar periodicidad de caos consiste en calcular el exponente de Lyapunov \.
Obtener A para el mapeo logistico resulta extremadamente rapido y sencillo porque basta con
calcular la derivada de la ec. 5.1. En la figura 5.1 se muestra A como funcién de r. Como es
de esperar, cuando la dinamica es periddica se tiene A\ < 0 y para comportamientos cadticos
A > 0. También se observa que cada vez que ocurre una duplicacién de periodo A = 0.
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Ahora se procede al analisis de la dinamica mediante el indice J. Para esto se calcula el indice
J utilizando la modalidad univariante con 7 = 1 (recordar que el valor de 7 no es relevante).
En la figura 5.2 se muestran los resultados numéricos del indice J (curva en rojo) y A (curva
en negro), ambos como funcién del pardmetro de bifurcacién r. Es evidente la gran similitud
entre la curva de J y A. Para los comportamientos periédicos (A < 0) J tiene valores cercanos
a 0 y para los comportamientos cadticos (A < 0) se observa J < 1. Aunque en el régimen
cadtico J toma valores altos, estos siguen siendo estadisticamente significantes. Esto indica que
la dindmica del sistema tiene un comportamiento determinista, como es de esperarse.

10 - rm" —
0.8 |
0.6 1 f'm
J 0.0 7\'
0.4
L-0.4
0.2
0.0 = 4 : : ! 0.8
3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0

r

Figura 5.2: Resultados numéricos del indice J (rojo) y A (azul) para el mapeo logistico (ec.
5.1) para r € [3.0,4.0] como pardmetro de bifurcacién. La linea horizontal en negro indica el
valor A = 0. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente no
significativos. Todos los valores por debajo de la franja amarilla tienen significancia con p < 1 %.

En la figura 5.3 se muestra un acercamiento a la grafica 5.2 para mostrar que justo cuando ocurre
una duplicaciéon de periodo en la dindmica del sistema, los valores del indice J muestran un
incremento. Estas duplicaciones de periodo también se pueden identificar mediante el exponente
de Lyapunov cuando A = 0 viniendo de valores negativos y posteriormente regresa a valores
negativos, pero el indice J proporciona informacién que no se encuentra en A. Entre mayor
sea el grado de la duplicaciéon més grande es el valor de J, mientras que A exhibe el mismo
comportamiento para cualquier grado de duplicacion. Esto significa que el indice J es sensible
al grado de irregularidad de la dinamica en el sentido que una dindmica con periodo 1 es mas
simple, en cierto sentido, que una con periodo 2.
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Figura 5.3: Acercamiento a la grafica 5.2. Las lineas verticales punteadas en negro indican una
duplicacion de periodo. Se observa que justo en estos puntos A = 0, mientras que los valores de
J muestran un incremento.

La sensibilidad del indice J a la duplicacion de periodo también se observa en otros tipos
de mapeos unidimensionales. En la figura 5.4 se muestran los resultados de estudiar el mapeo
cuadratico r,,1 = a—x2 y el mapeo x,,; = asin(nz,). En ambos casos se observan incrementos
en el valor de J cada vez que ocurre una duplicacion de periodo.
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Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién (negro) y valores numéricos del indice J para los mapeos:
a) Tny1 = a— 22, b) x4 = asin(mz,). Se observa que cada vez que ocurre una duplicacién de
periodo (lineas verticales punteadas) el valor de J sufre un incremento.

5.1.2. Mapeo de Hénon

El mapeo de Hénon es un modelo matematico minimalista que permite estudiar la dinami-
ca de estiramiento y plegado que conduce al caos determinista, por lo que es unos de los mas
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estudiados y trabajados. También sirve para modelar flujos cerca de una bifurcacion silla-nodo.

En 1969 Michel Hénon publicé un articulo donde demostré, utilizando la conservacion de la me-
dida, que las propiedades esenciales de un sistema dinamico definido por ecuaciones diferenciales
pueden conservarse utilizando mapeos que preserven el drea [90]. Inspirado por estos resultados
Hénon propuso en 1976 un modelo bidimensional simplificado de la secciéon de Poincaré del
modelo de Lorenz que posteriormente se conoceria como mapeo de Hénon [91]. El mapeo de
Hénon es un sistema dindmico bidimensional y discreto en el tiempo que esta determinado por
el conjunto de ecuaciones acopladas 5.4:

Tpy1 = 1— axfl + by, (5.4)

Yn+1 = Tnp.

donde z, y son las variables dinamicas y a, b son pardmetros cuyos valores determinan si el
mapeo converge a una Orbita periddica o tiene comportamiento cadtico. El mapeo también se
puede escribir como una iteracion de dos pasos:

Tpi1 = 1 —ax? + br,_;. (5.5)

En la figura 5.5 se muestran el diagrama de bifurcacion y A4, en funcién del parametro a para
el mapeo de Hénon. Los valores de a estédn dentro del intervalo [1,1.4] y se fija b = 0.3. Se puede
observar que existen regiones en las que el mapeo tiene una dindmica peridédica (A < 0) y
otras en las que el comportamiento es cadtico (Apq > 0). También existe una zona en las que
se presenta duplicacién de periodo del tipo 2.
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Figura 5.5: Diagrama de bifurcacién (negro) y Amae (azul) para el mapeo de Hénon (ecuaciones 5.4 con
a € [1,1.4] como pardmetro de bifurcacién y b = 0.3). La linea punteada en rojo indica Apaz = 0.
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En la figura 5.6.a) se muestran las graficas correspondientes al indice J y A\jq4q. El indice J se
calculé de forma bivariante utilizando las series de = y y provenientes del mapeo. Se observa
que el indice J tiene un alto grado de sensibilidad a la par de \,,.. para detectar los cambios
en la dindmica. Cuando hay dinamicas regulares J es cercano a 0 y para los comportamientos
cadticos J tiene valores cercanos a 1. En la figura 5.6.b) se muestra como el valor de J presenta
incrementos cada vez que ocurre una duplicaciéon de periodo. Aunque este comportamiento
es similar al observado en los mapeos unidimensionales, el valor de los incrementos de J no
coincide en ambos casos.
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Figura 5.6: a) Indice J (r0jo) Amaz (negro) para el mapeo de Hénon (ecuaciones 5.4 con a € [1,1.4] como
pardmetro de bifurcacién y b = 0.3). La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente
no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%. b) Acercamiento al
diagrama de bifurcacién 5.5 donde se observa que el indice J (rojo) incrementa su valor cada vez que ocurre
una duplicacién de periodo (negro).

5.1.3. Modelo de Lorenz

El modelo de Lorenz es un sistema dinamico no lineal formado por un conjunto de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que sirve para modelar la conveccion de fluidos
en la atmosfera. Este trabajo fue pionero en mostrar que un sistema determinista es capaz de
exhibir comportamientos cadticos [38].

Edward Norton Lorenz fue un matemético y meteorélogo estadounidense que trabaja para
el MIT. El estaba interesado en conocer cuéles son las leyes fisicas necesarias para lograr
un buen prondéstico del clima. En 1960 publicé un trabajo en el que aplicando series dobles
de Fourier y haciendo simplificaciones en las escalas de movimiento logré reducir la ecuacién
de vorticidad barotrépica a un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales ordinarias
cuyas soluciones analiticas son funciones elipticas en el tiempo [93]. Continué trabajando con
este tipo de modelos pero ahora con 12 dimensiones y en 1962, con la ayuda de Margaret
Hamilton, integra las soluciones utilizando un ordenador Royal-McBee LGP-30' y se da cuenta

1Segiin Lorenz esta maquina solamente era capaz de realizar los célculos unas 1000 veces méas rapido que un
humano.
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que estas soluciones tienen una fuerte dependencia a las condiciones iniciales pero que ain
asi parecen acumularse dentro de un conjunto compacto e invariable que no depende de las
condiciones iniciales [94]. Finalmente, en 1963 Lorenz conjunta todos sus descubrimientos e
ideas propuestas por Saltzman [95] en un modelo tridimensional determinista y minimalista
que sirve para estudiar los rollos de conveccién que se producen en la atmdsfera [38]. Este
modelo esta descrito por las ec. 5.6 y es interesante, entre otras cosas, por su capacidad de
producir dinamicas complicadas debido a su no linealidad.

T = —ox+ oy,
Yy = —xz+ pr—vy, (5.6)
= zy — bz.

En las ec. 5.6 la variable x representa la intensidad de la conveccién, y la diferencia de tempe-
ratura entre las corrientes ascendente y descendente y z es proporcional al cambio en el perfil
de temperatura vertical. La constante o es el nimero de Prandtl, p es el nimero de Rayleigh
y b se relaciona con alguna proporcién fisica de la regién que se esté estudiando.

En la figura 5.7 se muestran proyecciones en el plano x — y de atractores del sistema corres-
pondientes a los pardmetros ¢ = 10, b = 8/3 y p = 350,100.5,160,99.65,28. Los primeros
cuatro valores de p corresponden a dindmicas periédicas (M. < 0) v el dltimo valor de p = 28
produce un comportamiento cadtico (Apq. > 0). Las simulaciones se realizaron usando un paso
de integracion de 0.01.
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Figura 5.7: Proyecciones en el plano z — y de osciladores tipo Lorenz para los pardmetros o = 10, b = —8/3

y a) p =350, b) p =100.5, ¢) p =160, d) p = 99.65, ¢) p = 28.
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En la figura 5.8 se muestra A, para los distintos estados del sistema, este exponente se
calculo a partir del atractor real del sistema. Nétese que los estados del sistema estan ordenados
de acuerdo a la irregularidad de su dinamica y no por los valores de p.
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Figura 5.8: Resultados numéricos de J (rojo) y Ames (negro) para o = 10b = 8/3 y r =
350,100.5, 160, 99.65, 28. La escala de la izquierda corresponde a J y la de la derecha a \,,4,. La franja su-
perior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente no significativos. Todos los valores por debajo
de la franja tienen significancia con p < 1 %.

En el andlisis de la dindmica mediante el indice J se utiliza la modalidad bivariante. Debido a
que para este sistema se tienen disponibles tres series de tiempo distintas, se calculé el indice
J usando las combinaciones: (x,y), (z,z) v (y,z). En los tres casos se obtuvieron resultados
cualitativamente similares, por lo que solamente se presentan los correspondientes a las series
(z,y). En la figura 5.8 se muestra el valor del indice J para las distintas dindmicas antes
mencionadas. Se puede observar que J y Anq.: e€xhiben un comportamiento cualitativamente
similar. Los cuatro primeros puntos de la grafica corresponden a dindamicas periédicas, en estos
casos se tiene J con valores cercanos a cero y A,q. < 0. El ultimo punto de la grafica pertenece
a una dinamica caotica y J tiene un valor cercano a 1 mientras A,,q. > 0.
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Figura 5.9: Aplicacién univariante de J sobre la componente x de un oscilador tipo Lorenz en régimen a)
cadtico (p = 28) y b) periddico (p = 100.5). El célculo también se realizé sobre la componente y del oscilador
con resultados cualitativamente similares, éstos no se muestran en la figura. La franja superior en amarillo en
la grafica a) indica la zona de resultados estadisticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la
franja tienen significancia con p < 1%.
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En este modelo también se trabajo con la aplicacién univariante del indice J para explorar la
influencia del retraso 7 en los resultados. Con este proposito se toma la serie de tiempo x y
se le aplica un corrimiento temporal 7. Se analizé un estado caético (p = 28) y uno periédico
(p = 100.5). Para ambos casos se aplicaron retrasos hasta de 7 = 10,000 puntos, que equivale
al 20 % del tamano total de la serie. En la figura 5.9 se muestran los resultados y se observa
que sin importar la magnitud de 7, el indice J sigue siendo capaz de identificar si la dinamica
del sistema es periddica o cadtica. De lo anterior se concluye que el parametro 7 no influye
cualitativamente en los resultados. Esto es debido a que el indice J no es muy sensible a las
interrelaciones, este tema se aborda mas adelante.

5.1.4. Modelo de Rossler

En 1976, el bioquimico aleméan Otto Rossler publicé un articulo en el que propuso un sistema,
capaz de presentar comportamientos cadticos pero con una estructura algebraica mas simple
que el modelo de Lorenz [96]. Una de las razones por la que este modelo es importante es que
contiene los requisitos minimos para la existencia de caos: un espacio de estados de dimensién
tres y solamente un término no lineal.

El modelo de Rossler fue motivado por la geometria que presentan los fluidos en tres dimensiones
debida al principio de reinyeccién y, al parecer, por el procedimiento artesanal empleado para
la fabricacion de dulces. También empleo algunas ideas de mapeos como el del panadero para
inventar varios modelos de los cuales el mas famoso esta determinado por las ec. 5.7.

T = —Yy-—2z,
y = =+ ay, (5.7)
= b+ z(x — ).

En la ec. 5.7 x, y y 2z son variables continuas que evolucionan en el tiempo y a, b, ¢ son parame-
tros positivos. Las dos primeras ecuaciones generan oscilaciones que pueden amplificarse para
a > 0 hasta producir espirales en x y y. La tercer ecuacién posee el componente no lineal,
acopla las variables x vy z e induce la reinyeccién regresando el flujo al inicio del movimiento en
espiral.

En la figura 5.10 se muestran proyecciones del espacio de estados en el plano x — y de los
atractores correspondientes a las dinamicas del modelo de Rossler para a = b = 0.1 y ¢ =
4,6,12,8.5,12.6,8.7,13,9, 18 con un paso de integracién de 0.01. Los valores de ¢ se ordenaron
de acuerdo al tipo de dinamica que generan: de la mas simple a la mas irregular. Las seis primeras
dindmicas estdn en régimen periddico (A, < 0) y las ultimas tres en cadtico (Apae > 0). La
grafica para (A\,q;) se encuentra en la figura 5.11.
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Figura 5.10: Estados dindmicos del sistema de Rossler para a = b = 0.1 y distintos valores de c.

El indice J se determina a partir de su modalidad bivariante para los estados mencionados
anteriormente. En la figura 5.11 se muestran las graficas del indice J y de A, Se observa
que J tiene valores cercanos a 1 para las dindmicas caéticas (Ayee > 0) y cercanos a 0 para
las periddicas (Amez < 0). También se aprecia que J es sensible al aumento de periodo pues
su valor se incrementa conforme lo hace la periodicidad, a diferencia de A,,,, que se mantiene
practicamente con el mismo valor para todas las dinamicas periddicas.
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Figura 5.11: Resultados numéricos del indice J (rojo) y Ama. (negro) para un oscilador tipo
Rossler con distintos tipos de dindmicas. Para ¢ = {4,6,12,8.5,12.6,8.7} el sistema esta en
régimen regular con periodicidad de {1,2,3,4,6,8} respectivamente. Para ¢ = {13,9,18} el
sistema esta en régimen cadtico. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados
estadisticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia
con p < 1%.
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Al calcular J en la modalidad univariante se obtienen resultados similares al caso bivariante:
valores pequenos para el régimen periddico y valores altos pero significantes para el caso cadtico.
En la figura 5.12 se muestra la grafica de J para distintos niveles de retraso en las variables x
(curva verde) y z (curva azul). La gréfica 5.12.a corresponde a un sistema Rossler en régimen
cadtico (¢ = 18) y 5.12.b a uno periddico (¢ = 6). En ambos casos J, presenta oscilaciones més
pronunciadas que J,, esto puede explicarse por la naturaleza de las variables y porque el indice
J no es una medida asintética como los exponentes de Lyapunov.
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Figura 5.12: Resultados numéricos para el indice J en la modalidad univariante para la componente x de un
oscilador tipo Rossler en régimen a) cadtico (¢ = 18) y b) periddico (¢ = 6). La franja superior en amarillo de
la gréfica a) indica la zona de resultados estadisticamente no significativos. Todos los valores por debajo de la
franja tienen significancia del 1 %.

5.1.5. Oscilador de van der Pol

En 1927 Balthazar van der Pol, mientras trabajaba para la empresa Philips, introdujo un
modelo matematico para circuitos eléctricos con resistencia no lineal que describe las osci-
laciones de un triodo?. La importancia de su trabajo radica en que fue pionero en mostrar
comportamientos cadticos de manera experimental. Ademads, sirve como base para explicar
otros fenémenos mas complicados como los potenciales de accién en neuronas. Este modelo fue
publicado en la revista Nature [97] y estd determinado por la ec. 5.8.

i — (1 —2%)i + z = beos(wt), (5.8)

donde i y b son constantes positivas. Para b = 0 se obtiene una ecuaciéon auténoma y si al
mismo tiempo se hace p = 0 entonces la ecuacién se reduce a la del oscilador armoénico. Otra
manera de representar este modelo se muestra en la ec. 5.9.

i o=y, (5.9)
y = 0.3(1—2%)y— .

Para conseguir dindmicas que se encuentren en un régimen cuasiperiodico se acoplan dos osci-
ladores de van der Pol en la variable y mediante un acoplamiento difusivo bidireccional como

2Un triodo es un tubo de vacio con tres electrodos que sirve como véalvula electrénica de amplificacién.
Posteriormente fue reemplazado por el transistor.
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se muestra en las ec. 5.10:

25

T

yla
i = 0.3(1—a2D)y —x1 +v(y2 — 1), (5.10)
17‘2 = Yo,
o = 0.3(1—a3)ys — 22+ (1 — 2),

donde las variables (z1,y;) pertenecen al primer oscilador, (z2,y2) al segundo y v = 0.5 es el
parametro de acoplamiento. En la figura 5.13 se muestran los atractores de cada oscilador y
en la figura 5.14 las series de tiempo correspondientes a la variable z; de cada oscilador. Las

simulaciones se realizaron usando un paso de integracién de 0.01.

Figura 5.13: Proyecciones en el plano x — y del atractor correspondiente al a) oscilador 1 y b)

oscilador 2 acoplados mediante el modelo que aparece en las ecuaciones 5.10.
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Figura 5.14: Series de tiempo correspondientes a la componente x; 5 de los osciladores de van
der Pol acoplados segun las ecuaciones 5.9.

Al calcular el indice J para el sistema acoplado se obtiene J = (.04, valor que claramente
es distinto a los obtenidos para las dindmicas cadticas. Esto sugiere que el indice J es capaz

distinguir entre una dinamica cuasiperiodica y una cadtica.
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5.2. Influencia de ruido

La gran mayoria de las series de tiempo que se obtienen a partir de mediciones realizadas
sobre sistemas reales contienen cierta cantidad de ruido. El ruido puede deberse a la naturaleza
intrinseca del sistema, los instrumentos de medicién o alguna otra causa. Entonces, para poder
aplicar el indice J a datos reales primero debe verificarse que los resultados sean robustos ante
la influencia de ruido.
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Figura 5.15: Resultados numéricos del indice J como funcién del cociente SN R = 0enat/ O ruido
para sistemas tipo: a) Roéssler periddico (¢ = 12) y cadtico (¢ = 18), b) Lorenz periédico
(p = 100.5) y periédico (p = 28). En color verde se muestra el valor de J para los sistemas
periédicos y en azul para los cadticos. En color negro se muestra A\, para los sistemas en
régimen cadtico. La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente
no significativos. Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%.

Para estudiar los efectos del ruido en la determinacion de J se tomaron dos osciladores tipo
Réssler, uno en régimen periédico (¢ = 12) y el otro en cadtico (¢ = 18.). A la variable z
de cada oscilador se le agregd ruido blanco con desviacion estandar o,.,i4,. Para cuantificar la
cantidad de ruido en la serie se define el cociente SNR = 0gsenai/Oruido, €l cual tiende a cero a
medida que aumenta la cantidad de ruido. Para cada oscilador se calculé el indice J de forma
bivariante utilizando las variables z y y. En la figura 5.15.a se muestran los resultados de J
para el oscilador periddico (verde) y cadtico (azul). Para el sistema cadético también se muestra
Amaz (n€gro). Se puede observar que J mantiene valores bajos para el oscilador periédico y que
conserva valores altos para el oscilador cadtico incluso cuando las seniales tienen altas cantidades
de ruido. También se puede ver que conforme aumenta la cantidad de ruido \,,,, tiende a cero
y va no es capaz de detectar que la senal proviene de un sistema cadtico. Este experimento se
repitié para un oscilador tipo Lorenz con dindmica periddica (p = 100.5) y otro con dindmica
cadtica (p = 28). Cualitativamente se observan los mismos resultados que en el caso de los
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osciladores tipo Rossler. La conclusion es que el ruido ejerce poca influencia sobre la estimacién
del indice J.

5.3. Influencia de la distancia en la trayectoria de la ca-
minata sobre la determinacién del indice J.

En la seccién de la metodologia se explicé que para calcular el indice J se utilizan las fases
de Fourier para crear una caminata sobre la superficie de un toro de dimensién 3. Y que para
determinar el siguiente paso en la caminata se elige la trayectoria con la longitud euclidiana
mas corta entre dos puntos subsecuentes para cumplir con los requisitos de una métrica y evitar
ambigiiedades en el procedimiento. En esta seccién se discuten los efectos sobre la estimaciéon
del indice J al elegir trayectorias con distintas longitudes.
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Figura 5.16: Los circulos ilustran las nueve posibles opciones que no presentan rotaciones com-
pletas para avanzar del punto P; (amarillo) al punto P,. La flecha en rojo ilustra la trayectoria
con la distancia euclidiana més corta, la flecha azul ilustra una trayectoria con distancia eucli-
diana mayor y la flecha en verde ilustra una trayectoria que se mantiene en el cuadrante central.

En la figura 5.16 se ilustran las nueve posibles opciones que no implican rotaciones completas,
ya sea en la direccién toroidal o poloidal, que permiten avanzar del punto P, al punto P». Las
flechas ilustran tres posibles trayectorias: 1) Trayectoria con la distancia euclidiana méas corta
(flecha roja), 2) Trayectoria con una distancia euclidiana mayor al caso anterior (flecha azul) y
3) Trayectoria que se mantiene en el cuadrante central, es decir, no presenta cruces en la direc-
ci6én toroidal ni poloidal (flecha verde). Utilizando cada una de estas tres posibles trayectorias
se calcula el indice J para los osciladores tipo Rossler descritos en la seccion 5.1.4.

La figura 5.17 muestra los resultados numéricos del indice J al utilizar las tres trayectorias
ilustradas en la figura 5.16. La curva en color rojo corresponde al caso 1), la color azul al caso
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2) y la color verde al caso 3). La curva en color negro indica A, y la franja en color amarillo
indica la regién de resultados no significativos con una significancia del 1%. Se puede observar
que, mientras se respete la topologia del toro, elegir otros tipos de distancias producen resultados
cualitativamente similares entre si y con \,,.,. En cambio, si no se toma en cuenta la topologia
del toro y las distancias solamente se eligen dentro del cuadrante central, los resultados dejan
de ser cualitativamente equivalentes a \,,,. Por ejemplo, al aumentar la caoticidad del sistema
estudiado la curva verde presenta una disminucién en sus valores en lugar de un incremento

como Ajaz-
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Figura 5.17: Resultados numéricos del indice J calculado a los sistemas tipo Rossler descritos en
la seccion 5.1.4 al utilizar las de distancias ilustradas en la figura 5.16 para elaborar la caminata
sobre la superficie del toro tridimensional. La curva en azul corresponde al caso 1), la curva
en rojo al caso 2) y la curva en verde al caso 3). La curva en negro indica los valores de Ajqz-
La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente no significativos.
Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1 %.

5.4. Sensibilidad a interrelaciones lineales

El indice J no es sensible a las posibles interrelaciones lineales que pudiesen existir entre dos
series de tiempo. Esto se debe a que el indice J se obtiene iinicamente a partir de la informacién
no lineal contenida en las fases de Fourier. Para mostrar esta caracteristica se estudia el modelo
formado por el conjunto de ecuaciones 5.11:

S1 = (1=p)xy + pas, (5.11)
Sy = (1—p)xs + pxs,
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donde 1, x, x3 son diferentes senales de ruido blanco y p € [0, 1] es el parametro de acopla-
miento lineal entre las senales S; y S3. Cuando p = 0 las senales 57,55 son completamente
independientes y por tanto su correlacién lineal es igual a 0. Para p = 1 las senales 57, .55 son
idénticas y entonces su correlacién lineal es igual a 1.
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Figura 5.18: Resultados numéricos para el célculo del indice J (rojo), informacién mutua (verde)
y coeficiente de correlaciéon de Pearson (azul) para el modelo definido por las ecuaciones 5.11.
La franja superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente no significativos.
Todos los valores por debajo de la franja tienen significancia con p < 1%.

En la figura 5.18 se muestran los resultados de la correlacién de Pearson (verde), la informacién
mutua / (azul) e indice J (rojo) para el modelo 5.11. Se puede observar que a medida que se
incremente el acoplamiento lineal p, la correlacion e informacién mutua incrementan sus valores
mondtonamente hasta llegar al valor de 1 indicando que existe un fuerte acoplamiento lineal
entre las series S; y S». En cambio, el indice J siempre mantiene valores cercanos a 1 sin importar
el grado de acoplamiento p lineal entre las series. Es decir, el indice J es capaz de identificar la
naturaleza estocdstica de las series atin cuando estan sujetas a fuertes interrelaciones lineales.
Esta propiedad del indice J explica por qué en la aplicaciéon univariante el valor del parametro
7 no es relevante en la determinaciéon numérica de J.

El hecho de que del indice J no sea sensible a las interrelaciones lineales puede presentar una
ventaja sobre otros métodos de analisis dependiendo del tipo de estudio que se quiera realizar.
Por ejemplo, los trabajos de Michael Rosenblum [98] y Thomas Kreuz [99] sobre sincronizacién
de osciladores cadticos acoplados linealmente han mostrado que los exponentes de Lyapunov
son sensibles al acoplamiento p.
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5.5. Sistemas reales

Con el propésito de comenzar a explorar y mostrar la utilidad del indice J en datos pro-
venientes de experimentos reales elegimos como prueba de concepto 1) datos provenientes de
EEG, 2) registros de fluctuaciones de densidad en los sedimentos de un paleolago y 3) registros
de variaciones de temperatura en el paleoclima de Antartida y Groenlandia.

5.5.1. Registros de EEG

Se analizaron datos de un registro electroencefalografico (EEG) intracraneal proveniente de
dos electrodos implantados en la zona del inicio de las crisis de un paciente con epilepsia del
16bulo temporal (Convulsién 1 descrita en [29]). Con la finalidad de obtener una gréfica con
resolucion en el dominio de tiempo y frecuencia, se calculé el indice J para cada segmento de
tiempo con una duracion de 30 segundos sobre una ventana de frecuencia compuesta por 32
bins de frecuencia. Dado que la frecuencia de registro es de 250 Hz, entonces cada ventana de
frecuencia corresponde a 1 Hz y se desplaza en pasos de 1 Hz sobre todo el espectro de fases,
obtenido por esas 25 ventanas de frecuencia. Para cada una de estas ventanas de tiempo se
calculé el indice J en su modalidad bivariada y univariada y los resultados se compararon con
los obtenidos por caminatas aleatorias sobre el toroide usando la metodologia explicada ante-
riormente. En el caso bivariado también se utilizaron nimeros aleatorios pero se conservaron
las posibles diferencias en las fases de Fourier entre los dos espectros para mantener las correla-
ciones cruzadas lineales® [100]. Estos resultados también se compararon con los obtenidos para
25 x 99 espectros de fases aleatorias, el factor 25 aparece debido a la correccion de Bonferroni
utilizada para pruebas multiples. Para que los resultados tengan un nivel de significancia del
1%, solamente se aceptan los valores de J que estdn por debajo de los estimados para las
caminatas aleatorias y en caso contrario se fijan como J = 1 que es el valor de ruido. Estos
resultados se muestran en la figura 5.19.

En la figura 5.19 se observa que para el periodo previo a la convulsion existen varios even-
tos significativos entre los segundos 500 y 550 para todo el rango de frecuencia considerado,
especialmente para el electrodo 1 en el caso univariante. Segin el neurofisidlogo José Fernan-
do Zapata Berruecos (JFZ-B), estos eventos coinciden con alguna actividad similar a la ictal
de corta duraciéon. También después del inicio de las convulsiones se puede observar un ligero
aumento de signos de determinismo. Posteriormente al termino de la convulsion se observa
evidencia sélida de una dinamica determinista, al principio en toda la regién de frecuencia
mostrada en la figura y después principalmente para componentes lentos por debajo de 20 Hz,
donde los valores J toman valores menores a 0.2. También se analizé la crisis 2 del mismo sujeto
descrita en [29], obteniendo resultados cualitativamente similares.

3En realidad este paso no es necesario para el andlisis como se mostré en la seccién 5.4
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Figura 5.19: Registro de los electrodos 1 (panel a) y 2 (panel e) ubicados dentro de la zona
de inicio de las convoluciones. El panel b) muestra los resultados del indice J en la aplicacién
bivariada. Los paneles ¢) y d) muestran los resultados de J en aplicacién univariante para los
electrodos 1 y 2 respectivamente. Todos los resultados mostrados estan corregidos de forma
sustituta en un nivel de significancia del 1% con correcciéon de Bonferroni. Los resultados
significativos para J se muestran en rojo, blanco y azul. Los resultados que no se distinguen
de ruido aparecen en amarillo. El inicio y final de la convulsién estan indicados con las lineas
verticales negras.

En principio, lo que se espera es que la medida J detecte la actividad convulsiva como un evento
determinista intermitente. Esto no sélo se debe a las pronunciadas oscilaciones de baja frecuen-
cia y gran amplitud, especialmente durante la parte final de la convulsion, sino también a que se
espera un aumento pronunciado de la sincronizacion de enormes poblaciones neuronales exten-
didas espacialmente durante este periodo [101]. Uno podria interpretar intuitivamente ambas
caracteristicas como producto de una dinamica determinista. Por lo tanto, es sorprendente, a
primera vista, que las estimaciones de J sean consistentemente no significantes durante la con-
vulsién, pero altamente significantes después. Sin embargo, el hecho de que una senal contenga
oscilaciones de alta amplitud y baja frecuencia no implica que esto se deba a una dinamica
determinista, o que la estructura determinista detras de esta actividad sea lo suficientemente
pronunciada como para que pueda ser detectada por la medida J. Recordemos que, debido al
teorema de Wiener-Khinchin, la secuencia de amplitudes de Fourier refleja propiedades exclu-
sivamente lineales, que no tienen nada que ver con el determinismo. Cualquier cambio en el
espectro de potencia no es relevante para J. En otras palabras, para cada serie de tiempo que
surge de un sistema dinamico existe una serie de tiempo de ruido que comparte las mismas
propiedades lineales, a saber, espectros de potencia y distribucién de amplitud. Ademaés, una
sincronia pronunciada no es un indicador de determinismo, dado que la actividad estocastica
pura también puede estar altamente sincronizada.
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Figura 5.20: Ampliacién de aproximadamente 30 s para: a) parte final de la convulsién y
b) el periodo inmediatamente posterior a la convulsién donde el indice J muestra resultados
significativos (zonas en rojo en los paneles a, b y d en la figura 5.19). Los paneles ¢) y d)
muestran los espectros de potencia en escala logaritmica correspondientes a los registros a) y
b) respectivamente . Paneles e) y ) muestran el espectro de las fases de Fourier ®( f), mientras
que los paneles g) y h) muestran la distribucién de los dngulos «( f) para los registros mostrados
en a) y b) respectivamente.

La Figura 5.20 ilustra con mas detalle el resultado aparentemente sorprendente del anélisis
de las incautaciones. En los paneles a) y b) se muestra una ampliacién de los registros EEG
durante la parte final de la convulsién y el periodo inmediatamente posterior a la convulsion,
mientras que los paneles ¢) y d) muestran los espectros de potencia correspondientes en escala
logaritmica hasta 40 Hz. Es evidente el aumento considerable de la potencia de la senal dentro
de las bandas ¢, 0.5-3.5 Hz, y ©, 3.7-7.5 Hz, durante la parte final de la convulsién. Los paneles
e) y f) muestran los espectros de fase correspondientes de ambos segmentos de datos. Si bien
las fases de Fourier durante el periodo de la convulsion parecen comportarse de manera alea-
toria, la distribucién de ®(f) durante la post-convulsion es unimodal centrada ligeramente por
encima de -2 y se hace mas amplia con frecuencias crecientes. Este comportamiento también se
traduce en los dngulos de desviacién a(f). Durante el perfodo posterior a la convulsién se nota
una clara preferencia por angulos cercanos a o = 7, en particular por frecuencias bajas que
producen fuertes correlaciones en la fase de caminata, que se detecta facilmente con la medida
J. En contraste con esto, durante la convulsiéon la distribucion de los dngulos « es casi unifor-
me y muestra sélo una ligera preferencia por @« = m y a = 0,27. Teniendo en cuenta que la
topologia del toro también provoca correlaciones en la distribucién de los angulos de desviacion
(lo cual es diferente al movimiento libre en un espacio tridimensional), este comportamiento es
estadisticamente dificil de distinguir de una caminata aleatoria no correlacionada sobre el toro.
En consecuencia, las estimaciones « siguen sin ser no significantes.
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Es importante enfatizar que en este trabajo no sacamos ninguna conclusion sobre la epilepsia.
Unicamente tomamos este ejemplo para ilustrar la utilidad del indice J en su aplicacién con
resolucion en los dominios de tiempo y frecuencia a datos del mundo real que surgen de un
sistema complejo de muy alta dimensién como el cerebro humano.

5.5.2. Registros de fluctuaciones de densidad en sedimentos de dia-
tomeas

Se analizaron datos provenientes de una secuencia con los valores de atenuacion de rayos X,
obtenidos mediante tomografia computarizada, proporcionales a las fluctuaciones de densidad
en los sedimentos de una mina de diatomeas ubicada en el lecho de un paleolago en Tlaxcala,
México. Estos datos se muestran en la curva negra sélida de la figura 5.21.

Las laminaciones alternadas de ceniza volcanica oscura y restos blanquecinos de diatomeas que
se encuentran en la mina indican periodos de perturbaciones volcanicas fuertes y débiles segui-
das de la deposicién de diatomeas. Esta mina se ha senalado como una fuente impresionante
para el estudio de perturbaciones de frecuencia-intensidad en la naturaleza [102]. Una descrip-
cién detallada de los datos se puede encontrar en [103, 104]. La secuencia de sedimentos abarca
un periodo de varios miles de anos, por debajo del limite Plioceno-Pleistoceno, hace mas de
2.6 millones de anos. La actividad volcanica intensa podria, por un lado, detener la deposicion
de diatomeas y, por otro, aumentar el crecimiento de diatomeas mediante aportes de nutrien-
tes. Simultaneamente, los cambios tecténicos-geomorfolégicos profundizaron progresivamente
la cuenca lacustre, a lo que las diatomeas respondieron desplazando su riqueza de especies y el
numero de células.

Estudios anteriores [104, 105] han mostrado que los conjuntos de datos analizados se dividen en
una regién mas antigua de actividad volcanica fuerte y frecuente, que comprende los primeros
4010 puntos de datos (regién I figura 5.21), y una regiéon més joven de eventos volcanicos menos
frecuentes, con una longitud de 5475 registros (regién II figura 5.21). Las regiones muestran un
comportamiento de escala diferente [104] y diferentes autocorrelaciones [105]. Para la region II,
un analisis de fluctuacion revela un comportamiento autosimilar, que se relacioné con un tipo
de respuesta a eventos raros ante las intensas erupciones volcanicas, después de las cuales el
lago entra en un proceso de relajacion que tiende a un estado estacionario que podria asociarse
a la reanudacién de las condiciones de crecimiento de las diatomeas.
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Figura 5.21: Fluctuaciones de densidad en sedimentos (curva negra) provenientes de la mina
Santa Barbara que estd dentro del lecho de un paledlogo ubicado en Tlaxcala, México. Las
variaciones en la densidad de la capa de sedimento se miden cada 0.25 mm mediante valores
de atenuacién de tomografia computarizada de rayos X proporcionales en unidades Hounsfield
(escala de la derecha). Las flechas punteadas en color azul indican las regiones de eventos
volcanicos fuertes y frecuentes (Regién I) y de eventos volcdnicos menos frecuentes (Regién II).
También se muestran los resultados numéricos del indice J para el registro de las fluctuaciones
de densidad utilizando 7 = 1 (curva en rojo) y 7 = 150 (curva punteada en verde). La franja
superior en amarillo indica la zona de resultados estadisticamente no significantes. Los valores
por debajo de la franja son significantes con una significancia p < 1 %.

Para el conjunto de mediciones mostrado en la figura 5.21, se calcul6 el indice J en la mo-
dalidad univariada utilizando segmentos de 1000 registros con diferentes retardos temporales
(t = 1 enrojoy 7 = 150 en verde), con ventanas superpuestas cada 100 puntos de datos a
lo largo de toda la secuencia. Se observa que ambas curvas, a pesar de tener distinto valor
de 7, muestran un alto grado de similitud entre si teniendo un coeficiente de correlacion de
Pearson igual a 0.799. Esto indica que los resultados de J son independientes del valor de 7
como ya se mostré en la seccién 5.4. Posteriormente se hicieron pruebas adicionales utilizando
otros valores distintos de 7 que confirmaron la débil dependencia de J al retardo temporal.
Ademsds, se calcul6 la funcién de autocorrelacién para la secuencias de las fases de Fourier ob-
tenidas a partir de los datos empiricos. La longitud de autocorrelacion lineal resulté ser cero.
También se vario la longitud de la ventana obteniendo las mismas caracteristicas cualitativas
que se muestran en la figura 5.21. La elecciéon de la longitud de la ventana estd de acuerdo
con los resultados del rango de escala [104]. Queremos enfatizar que las estimaciones de J son
casi siempre significativas, tomando valores muy por debajo de la regién de significancia del 1 %.
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En la curva de los valores de J se pueden identificar diferentes tendencias de datos vinculadas a
mesetas de fluctuacion, asi como cambios en la profundidad del lago [103]. Las transiciones entre
diferentes agrupaciones de diatomeas, donde las irregularidades en la poblacién de diatomeas
son altas, coinciden con picos de J. De particular interés es el minimo pronunciado coincidente
con un evento volcanico masivo (tefra). Aqui, la poblacién de diatomeas fue practicamente
eliminada [103], por lo tanto, J presenta su valor minimo. El punto principal de este analisis
es que el indice J puede revelar diversas propiedades que de otra manera estarian ocultas en
datos que provienen de un sistema complejo. Este sistema analizado es complejo en el sentido
de que es multifactorial, es decir, su dinamica depende de muchos parametros.

5.5.3. Registros de paleoclima

El paleoclima es el estudio del clima que ocurrié en los periodos anteriores al desarrollo de
instrumentos de medicién directa y confiable para detectar variaciones en el clima. Por lo tanto,
el paleoclima se estudia mediante registros indirectos llamados proxy. Un proxy es un registro
natural que se correlaciona con el clima y a partir del cual se puede inferir el paleoclima. Algunos
ejemplos de proxy usados en el paleoclima son los nicleos de hielo, granos de polen, los corales
y los anillos en los troncos de arboles. Un nicleo de hielo es una muestra cilindrica de hielo que
se obtiene al perforar el sustrato, generalmente en regiones polares, a diferentes profundidades
y entre sus indicadores para determinar el paleoclima se encuentran algunos isétopos de oxigeno.

Se analizaron datos de paleoclima provenientes de Antartida y Groenlandia. Para el caso de la
Antartida los datos de la variacién de temperatura se obtuvieron aplicando el modelo de edad
CD3 [111] a los registros del isétopo 6D provenientes de un nicleo de hielo del Domo C. Los
datos para Groenlandia se obtuvieron aplicando el modelo de edad SS09 [112] a los registros
del isétopo 40O provenientes de un niicleo de hielo del proyecto Summit. Ambos conjuntos
de datos, Antartida y Groenlandia, se obtuvieron del sitio http://cdiac.ornl.gov/trends/
co2/ice_core_co2.html y fueron interpoladas cada 100 anos con un método de interpolacion
estocastica desarrollado por [113]. Los datos para la Antartida abarcan 800 ka (curva negra en
la figura 5.22) y los de Groenlandia 248 ka (curva negra en la figura 5.23).

Tanto para los datos de Antartida como para los de Groenlandia, se calculé el indice J en la
modalidad univariante utilizando 7 = 1. En el caso de Antartida el indice J se calculé utilizando
segmentos de 500 datos con ventanas sobrepuestas cada 100 datos (curva verde en la figura
5.22). Para Groenlandia se usaron segmentos de 200 datos con ventanas sobrepuestas cada 50
datos (curva azul en la figura 5.23). La eleccién de los tamanos de ventana se realizé buscando
la invarianza del exponente de Hurst H para asegurar cierto nivel de estacionalidad. Estos
resultados mostraron que la regién de Antartida presenta un comportamiento persistente (H =
0.66), mientras que la regién de Groenlandia es antipersistente (H = 0.22). También se calculé la
dimensién de Hausdorff D obteniendo D = 1.33 para Antartida y D = 1.73 para Groenlandia.
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Figura 5.22: Resultados numéricos del indice J (verde) para los registros de variacién de tem-
peratura en Antéartida (negro).La franja superior en amarillo indica la zona de resultados es-
tadisticamente no significantes. Los valores por debajo de la franja son significantes con una
significancia p < 1 %.
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Figura 5.23: Resultados numéricos del indice J (azul) para los registros de variacién de tem-
peratura en Groenlandia (negro). La franja superior en amarillo indica la zona de resultados
estadisticamente no significantes. Los valores por debajo de la franja son significantes con una
significancia p < 1 %.

En las figuras 5.22 y 5.23 se observa que la mayoria de las estimaciones del indice J son signifi-
cantes (estan por debajo de la franja amarilla). Esto implica que las series de datos presentan
algin signo de determinismo en su dindmica. Este es un resultado sumamente interesante, pues
desde los trabajos pioneros de Lorenz en 1968 [114] determinar si el clima es determinista o
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no se ha mantenido como una pregunta abierta. También se puede observar que, en promedio,
los valores de J estimados para Groenlandia son mas altos que los estimados para Antartida.
Es decir, la dindmica de Groenlandia es més irregular que la dindmica en Antartida. Estos
resultados son consistentes con los obtenidos a partir del exponente de Hurst.
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Figura 5.24: Resultados numéricos del indice J para Antartida (azul) y Groenlandia (verde).
La linea punteada en color naranja indica la presencia de un minimo en ambas curvas. Este
minimo coincide con la transgresion de Pelukian.

Al comparar las estimaciones del indice J correspondientes a Antartida y Groenlandia (figura
5.24) se observa la presencia de un minimo en ambas curvas alrededor de 125,000 anos atras.
Segun la literatura [115], alrededor de esta fecha se tiene registrado en evento llamado trans-
gresion de Pelukian que consiste en un incremento del nivel del mar debido al aumento de
temperatura. Aun falta investigar qué otra informacién se puede extraer de los otros minimos
(o méximos) presentes en la curva de J.

Los resultados obtenidos en esta secciéon muestran que con el indice J es posible detectar impor-
tantes eventos climatolégicos que no son visibles utilizando otros métodos. Ademéds, la presencia
de determinismo en las series es una motivacién para seguir buscando modelos climatolégicos
deterministas.
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Capitulo 6

Identificacion de puntos criticos en
imagenes

En este capitulo se muestran resultados preliminares sobre un nuevo método basado en
la informacién contenida en las fases de Fourier para localizar el punto de percolacién de un
sistema a partir de las imagenes correspondientes al modelo.

6.1. Percolacion

Durante la Segunda Guerra Mundial (1939-1945), Estados Unidos tuvo la necesidad de pro-
ducir grandes cantidades de caucho debido a que las potencias del eje! controlaban la mayoria
de los suministros mundiales de este elastémero natural. El caucho era importante porque se
ocupaba para fabricar los neuméticos para los camiones de guerra y en otras muchas partes
de diversas maquinas de guerra. Por las razones anteriores, y también debido al alto costo del
caucho natural, Estados Unidos concentro sus esfuerzos en la produccién masiva de caucho
sintético. Esta situacién provoco que se intensificara la investigacién sobre los polimeros?. Den-
tro de este contexto es que en 1941 Paul Flory, (quien fuera laureado en 1974 con el premio
Nobel de quimica por sus logros fundamentales, tedricos y préacticos en el estudio de las macro-
moléculas) publicé un trabajo [106] en el que estudia el crecimiento de polimeros como redes
ramificadas y demostré que la condicién general para la formacién de moléculas infinitamente
grandes se expresa como:

1
f=1

donde f es la funcionalidad de las unidades de ramificacién y a es la probabilidad de rami-

(6.1)

o =

ficacion de la cadena. Este proceso de polimerizacién se conoce como gelificacion y en ciertos

!Durante la segunda guerra mundial las naciones implicadas se divideron en dos grupos: Aliados de la segunda
guerra mundial y las potencial del eje (Alemania, Japén e Italia).

2Un polimero es una molécula de gran tamaifio que se forma por la unién de unidades més pequeiias llamadas
mondmeros.
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casos puede conducir a la formacién de una red de enlaces quimicos que abarcan todo el sistema.

En 1943, Walter Stockmayer [107] extendi6 el trabajo de Flory permitiendo identificar el pun-
to de gelificacién para la sintesis de polimeros sin equilibrio estequiométrico. Esta teoria de
Flory-Stockmayer fue la primera en investigar los procesos que més tarde serian conocidos co-
mo percolacion. Posteriormente, durante un simposio en Londres dedicado a los métodos de
Monte Carlo en 1954, John Michael Hammersley presenté conferencia. Durante la discusién
posterior Simon Ralph Broadbent le mencioné un problema interesante que podria analizarse
utilizando algin método de Monte Carlo. El problema es el siguiente: “Dada una red regular
de poros en dos o tres dimensiones de manera que dos poros vecinos estén conectados con una
probabilidad p, ;qué proporcién de la red estaria llena de gas si éste se introduce por uno de
los poros?”. Al plantear este problema Broadbent estaba pensando en el disenio de méscaras de
gas para los mineros del carbon, especificamente en qué tamano deberian tener los poros para
ser funcionales. Al poco tiempo Broadbent y Hammersley comenzaron a trabajar juntos en el
problema de “la propagacién de un fluido en un medio aleatorio”, a este problema Hammersley
lo llamé percolacion debido a su similitud con el proceso que sucede dentro de una cafetera.
Finalmente, en 1957 publicaron el primer articulo de teorfa matemaética sobre percolacién [108].

Como un primer acercamiento, la percolacién se puede considerar como un proceso opuesto
a la difusién. En un proceso de difusion la especie difuminada es quien decide hacia dénde y
cémo moverse. En cambio, en un proceso de percolacion el medio es el que decide cémo serd el
movimiento de la especie. Por lo tanto, si la conectividad de los componentes o de las distintas
partes del medio es pobre entonces la especie no puede llegar muy lejos. Por otra parte, si los
elementos que conforman el medio estan bien conectados entonces la especie puede moverse
libremente a casi cualquier lugar. La fraccion de conectividad que tiene el medio se representa
como p y con p,. se denota al valor critico de conectividad tal que si p < p. la especie no es capaz
de cruzar todo el medio. Cuando p > p. la especie es capaz de cruzar todo el medio y es cuando
se dice que el sistema ha percolado. El valor p. es un punto en el que ocurre una transicién de
fase geométrica pues indica el cambio de un sistema desconectado a uno conectado. Determinar
el punto de percolacion p. para muchos sistemas 2D y 3D contintia siendo un problema abierto.

6.1.1. Simulacion de un modelo de percolacion

En este trabajo utilizamos un modelo de percolacion por sitios sobre una reticula cuadrada
bidimensional con conectividad de 8 vecinos cercanos. La probabilidad de que un sitio esté ocu-
pado se representa con p € [0, 1], y la probabilidad de que el sitio esté vacio es ¢ = p — 1. En
la literatura se reporta que este modelo percola en p, = 0.40 [109]3.

3En realidad, el valor reportado es p. = 0.40725395. Sin embargo, para los fines exploratorios de este trabajo
utilizamos p., = 0.40
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Figura 6.1: Diagrama de un estado de percolacién para p < p... En color verde se muestra un clister de tamafio
9 y en color azul un clister de tamano 5. Los vecinos cercanos se establecen utilizando la definiciéon de Moore.
Las celdas desocupadas se muestran vacias y no con 0 por simplicidad.

Para simular computacionalmente el proceso de percolaciéon se crea una matriz A de ceros
con dimension (m,m) para cada valor de p. Cada entrada A,,, representa un sitio de una
reticula cuadrada bidimensional. La entrada A, puede tener un maximo de 8 vecinos cercanos
siguiendo el criterio de la vecindad de Moore. Posteriormente, para cada entrada A,,,, se genera
un numero aleatorio con distribucién normal £ € [0, 1]. Si & < p entonces la entrada se considera
ocupada y se hace A,,, = 1, en caso contrario la entrada continua vacia (A,,, = 0). Un clister
se forma cuando dos o mas entradas vecinas estan ocupadas y el tamano del cluster es igual al
numero de entradas conectadas. En la figura 6.1 se ilustra el resultado de un estado del proceso
de percolacién correspondiente a p < p.. En el diagrama se muestran dos clisteres indicados
en distinto color cada uno.

Un método para localizar el punto de percolacién p. consiste en evaluar el tamano del cluster
maximo para cada estado del proceso de percolacién. A medida que se incrementa el valor de p
se van formando clisteres cada vez mas grandes hasta que en el punto p. aparece por primera
vez un cluster gigante que atraviesa toda la reticula y que posteriormente va llenando toda la
reticula. En la figura 6.2 se muestra la gréfica correspondiente al tamano del clister maximo
contra el valor de p correspondiente a la simulaciéon del modelo de percolacién antes descrito.
En la gréfica se observa un salto abrupto en la curva que es provocado por la aparicion del
primer clister gigante que cruza la reticula de un extremo al extremo contrario. Este cambio de
comportamiento indica que el sistema ha percolado y ocurre para p. = 0.40, valor que coincide
con el reportado en la literatura [109]. Para la simulacion se crearon matrices A con dimensién
de (2'3,213) = (2048,2048) y se evaluaron cada Ap = 0.01. Se elige el valor de la dimensién
como una potencia base 2 para poder implementar la curva de Hilbert, método que se discute
mas adelante.
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168 Percolacion 2D (8 vecinos)
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Figura 6.2: Grafica del tamafio del clister maximo contra el valor de p. Se observa que el sistema percola en
pe. = 0.40.

Cada matriz A asociada a un estado del modelo de percolacién con probabilidad p se puede
representar mediante una imagen bidimensional a color. Estas imégenes tienen la misma dimen-
sion en pixeles que la matriz A, y cada clister se representa con un color distinto de acuerdo a
su tamano. En la figura 6.3 se muestran las imagenes correspondientes a tres estados distintos
del modelo, en todas las imagenes el clister maximo se representa en color amarillo. La primer
imagen representa un estado p < p., se pueden observar clusteres de distintos tamanos y que
el clister maximo aun no es capaz de cruzar toda la reticula. La segunda imagen representa
un estado justo en el punto de percolacion p., se observa que el clister maximo ya atraviesa
toda la reticula de extremo a extremo. En la tercer imagen se aprecia como el clister maximo
comienza a llenar toda la reticula.

p=0.39 pc=0.4 p=0.41

Figura 6.3: Las imdgenes representan tres estados distintos del modelo de percolacién: a) p < p., b) p = p. y
c) p > pe. En todos los casos el clister maximo se representa en color amarillo.
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6.1.2. Analisis de las imagenes

A continuacién describimos el nuevo método de andlisis propuesto. El primer paso consiste
en cargar la imagen digital a color como una matriz. Una imagen digital a color con un tamano
de (m, m) pixeles se representa como una matriz I de tamano (m, m), donde cada entrada I, ,,
es una tercia de valores entre 0 y 127. Cada valor representa la intensidad de los canales R, G
y B respectivamente. El valor 0 indica el tono més intenso del canal y se va aclarando hasta
llegar al valor de 127. Posteriormente se separa la matriz I en tres nuevas matrices Ig, I e Ip,
cada una con la informacién correspondiente a los canales R, G y B de la imagen. Estas nuevas
matrices conservan la informacion espacial sobre la disposicién de los clisteres.

El siguiente paso es establecer una correspondencia que permita transformar la informacién
bidimensional contenida en las matrices I a una serie de datos unidimensional que conserve
la informacién espacial. Esto se logra utilizando la curva de Hilbert. La curva de Hilbert Sy
es una curva fractal y simple* que se construye mediante un proceso iterativo y se caracteriza
por establecer una relacién sobreyectiva entre el segmento [0, 1] y el plano unitario [0, 1] x [0, 1]
[110]. La distancia euclidiana entre dos puntos de la curva Sy estéd determinada por la relacién
2" —1/2™ donde n es la n-ésima iteracién. A medida que se incrementa el valor de n, la curva
Sy se hace més extensa y se asegura que pasa por cualquier punto (z,y) perteneciente al plano
unitario. Es decir, la curva Sy cubre todo el plano unitario. Ademas, esta curva es capaz de
mantener la localidad en el sentido que dos puntos que se encuentran cercanos a lo largo de la
curva Sy también seran cercanos en el plano. La afirmacion contraria no siempre se cumple.
En figura 6.4 se ilustran las primeras tres iteraciones del proceso de construcciéon de la curva Sj,
(rojo). Se puede observar que a mayor nimero de iteraciones la curva Sy tiene mayor longitud

y tiende a llenar completamente el plano.

|

|
e

|

C
il

Sle

=t

c)

Figura 6.4: Tlustracién del proceso mediante el cual la curva de Hilbert Sj,, mostrada en rojo, cubre el plano.
Se muestran las tres primeras iteraciones: a) n =1, b) n =2, c) n = 3.

Al construir la curva de Hilbert a las matrices bidimensionales Ir, I e Ig se obtienen las series
de datos sg, s v sg. Estas series contienen informacion sobre la intensidad del color y posicién
relativa de los pixeles en la imagen original, que a su vez representa un estado del modelo de

4Que no se corta a si misma.
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percolacién correspondiente a una probabilidad p. A continuacién se aplica el método descrito
en la seccién correspondiente al indice J para obtener los dngulos o de una caminata sobre un
toroide tridimensional. Con el fin de aplicar la modalidad bivariante del método, se organizan
las series en las parejas (Sg, sg), (Sr,sB) ¥ (S, sB), obteniendo las series de dngulos agrg, arp y
agp respectivamente. Para cada serie de angulos « se calcula el cociente definido en la ecuacién
6.2

H

Ha - )
Hmax

(6.2)

donde H, es la entropia de Shannon sobre la distribucién de dngulos «, v H,,., representa la
maxima entropia de Shannon que puede tener la misma distribucién de angulos a. La entropia
de Shannon se define como H = Zle P;log,(P;), donde k representa los estados de o y P; es
la probabilidad de que aparezca el angulo «;. De la ecuaciéon 6.2 se puede ver que cuando la
distribuciéon de dngulos « presenta un alto grado de variabilidad se tiene H ~ H,,,, y por tanto
H, =~ 1. En cambio, cuando la distribuciéon de angulos « presenta desviaciones significantes a
H,,.. entonces H, ~ 0. El tltimo paso consiste en promediar los tres valores de H, obtenidos
a partir de las series arg, arp v g, €l resultado se muestra en la figura 6.5. En la figura se
puede apreciar que para 0 < p < 0.4 los valores de H, practicamente son iguales a 1, lo cual
indica que la caminata sobre el toroide es muy irregular pues los dngulos a presentan un alto
grado de variabilidad. Justo en el valor p = 0.4, valor que coincide con el punto de percolacién
del sistema, la curva de H, comienza a disminuir hasta alcanzar valores cercanos a 0 conforme
se incremente la probabilidad p. Es decir, la curva correspondiente a los valores promedio de H,,
presenta un comportamiento que permite identificar cuando la imagen corresponde al punto de
percolacién p.. También permite conocer si la imagen esta por debajo o encima de p.. Es decir,
si la imagen corresponde a un estado subcritico o supercritico.

10 1
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0.8 4
0.7 1
HO’. 0.6 4
05
04

03

02
0.0 02 04

0.6 0.8 10

p

Figura 6.5: Resultados numéricos de H, como funcién de la probabilidad de ocupacién p para el modelo de
percolacion 2D de ocho vecinos. La linea vertical punteada en negro indica el valor de p..

El método antes descrito también se aplicé a un modelo de percolaciéon por sitios sobre una
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reticula cuadrada donde los vecinos cercanos se definen de acuerdo a la vecindad de von Neu-
mann (4 vecinos). Los resultados fueron similares, la curva promedio de H, mostraba un cambio
de comportamiento justo en el punto de percolacién p. = 0.59.

Los resultados presentados en esta seccién son importantes porque muestran un método que
permite, al menos en los sistemas estudiados, identificar el punto de percolacién a partir ni-
camente de la informacion espacial de imagenes asociadas al fenémeno. Esto significa que,
a diferencia de los métodos cléasicos, con la metodologia presentada no es necesario conocer
las ecuaciones del modelo de percolacién para determinar los procesos subcriticos, criticos y
supercriticos. Ademas, este trabajo abre el camino para una posible nueva clasificacion de
imagenes de acuerdo a la criticalidad de su informacién espacial.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de investigacion se mostro la importancia de las fases de Fourier en el
area del analisis no lineal de series de tiempo. También se desarrollaron métodos que permiten
extraer y aprovechar la informacién que contienen las fases. Se obtuvieron dos resultados prin-
cipales: 1) Indice estadistico para detectar irregularidades y signos de determinismo en series de
tiempo y ii) Método para detectar puntos criticos en imégenes bidimensionales generadas por
modelos de percolacion. A continuacion se hace una discusion sobre estos resultados.

Se introdujo un nuevo método para el andlisis de series de tiempo que se basa exclusivamente
en la informacion no lineal contenida en las fases de Fourier y que se centra en la determinacién
de un indice estadistico J. Este método se presenta como una alternativa simple y eficiente para
los casos en que no es posible aplicar correctamente los métodos de andlisis que se basan en la
reconstruccién del espacio de estados. A continuacién se enlistan las principales caracteristicas
del método:

» Capacidad para extraer caracteristicas deterministas no lineales en las series
de tiempo. El cédlculo del indice J se realiza en el espacio de las fases de Fourier. De
acuerdo con el teorema de Wiener-Khinchin, en las fases de Fourier se encuentra la infor-
macion no lineal de un sistema y también la informacién sobre determinismo.

= No es necesario realizar la reconstruccién del espacio de estados. La recons-
truccién del espacio de estados es un procedimiento restrictivo debido a que solamente
puede aplicarse a sistemas deterministas, de baja dimension y con bajos niveles de ruido.
Ademas, en varios pasos de la reconstruccién es necesario realizar el ajuste de diversos
parametros para los cuales no existen criterios bien definidos.

= Sensible a las irregularidades intrinsecas presentes en la dinamica del sistema.
Utilizando simulaciones numéricas y comparaciones con el exponente de Lyapunov, se ha
mostrado que el indice J tiene la capacidad de cuantificar el grado de irreqularidad en la
dindmica no lineal de un sistema. Los valores del indice J estan restringidos al intervalo
[0, 1]. Valores cercanos a 0 indican dindmicas con bajo grado de irregularidad, mientras que
valores proximos a 1 corresponden a series con alto grado de irregularidad. En los casos
analizados en este trabajo se ha observado que los sistemas cadticos presentan valores

7
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de J > 0.4, mientras que las dinamicas cuasiperiddicas tienen valores menores. Falta
investigar si existe un umbral universal que permita discriminar entre caos y periodicidad.

Robusto ante ruido. Se analizaron series de tiempo, provenientes de sistemas dinamicos
periédicos y caéticos, contaminadas con una alta cantidad de ruido (NSR ~ 0). Aun asf,
el indice J fue capaz de identificar la dindmica intrinseca del sistema. Esta caracteristica es
especialmente 1til para estudiar senales provenientes del mundo real, pues frecuentemente
los datos registrados tienen una baja relacion senal-ruido.

No se requiere generacion de datos sustitutos. Para buscar indicios de determinismo
en una serie de tiempo solamente hay que compararla con un conjunto de fases de Fourier
aleatorias del mismo tamano. Por lo tanto, no es necesario repetir este procedimiento para
cada segmento de datos analizados reduciendo enormemente el esfuerzo computacional.
Con este propdsito se calculé una curva con una significancia del 1% que muestra las
estimaciones de ruido en funcién de la cantidad de datos y que funciona para cualquier
tipo de datos, en este sentido la curva es universal. Las estimaciones de J que estan
por debajo de esta curva de ruido son fuertes indicadores de determinismo. Para realizar
correctamente la comparacion estadistica de la curva con datos reales es necesario tener
un conjunto suficientemente grande de fases de Fourier aleatorias.

Computacionalmente simple y rapido. Al no requerir la reconstruccién del espacio
de estados ni tampoco una comparacién con datos sustitutos, el cdlculo del indice J
requiero menor poder y tiempo de computo que otros métodos clasicos. Por ejemplo, los
exponentes de Lyapunov.

Aplicable de forma univariada y bivariada. Por construccion, el método para deter-
minar el indice J requiere dos series de tiempo. Sin embargo, es posible aplicar el método
solamente a una serie creando una copia mediante un atraso temporal 7. En las simu-
laciones numéricas se ha mostrado que el valor de 7 no influye cualitativamente en los
resultados. El hecho que J se pueda aplicar de forma univariante y que no necesite datos
sustitutos es una gran ventaja sobre otras medidas cldsicas como la informacion mutua.
La razon es que en el caso univariante los datos sustitutos fallan. Ademas, se ha mostrado
que para los casos en que se tienen mas de dos registros estos se pueden analizar por
parejas aplicando el indice J en la modalidad bivariante.

No se requiere preprocesamiento de datos. No es necesario aplicar ningtn tipo de
tratamiento previo a las series de tiempo para computar el indice J.

Estas caracteristicas del indice J hacen que su aplicacién a datos provenientes del mundo real

sea, en muchas ocasiones, directa y ventajosa sobre otros métodos antes discutidos. Aun asi,

el método presenta ciertas detalles que deben tomarse en cuenta. Para empezar, el indice J y

el exponente de Lyapunov A no son equivalentes pese a que se comportan de manera un tanto

similar. El exponente de Lyapunov es una medida asintotica que no depende de las coordenadas

del sistema pues se calcula sobre el espacio de estados. En cambio el indice J es sensible a las

particulares propias del sistema que se manifiestan en las series de tiempo. Ademas, A posee un

valor bien definido que permite distinguir entre una dindmica cadtica (A > 0) y una periédica
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(A < 0). Mientras que con J solamente se conoce que entre mas cercano a 1 sea su valor,
mayor es el grado de irregularidad del sistema. En todos los ejemplos numéricos analizados se
observd que las dinamicas cadticas poseen valores de J > 0.4, pero no se puede asegurar que
este sea el valor umbral que separa a los sistemas peridédicos de los cadticos pues posible que
este valor sea distinto en otros sistemas. Es mas, la existencia de este umbral sigue siendo una
pregunta abierta hasta el momento de la escritura de este trabajo. Independientemente de la
existencia de este umbral, la utilidad del indice J queda de manifiesto en las aplicaciones del
mundo real que se han estudiado. En estos casos los eventos localizados por el indice J no son
nada triviales de detectar utilizando los métodos clésicos.

Otro aspecto importante es que el indice J no es sensible al grado de acoplamiento entre dos
sistemas interrelacionados. Es decir, J no funciona como una medida de sincronizacién. Esta
propiedad puede ser una ventaja dependiendo el tipo de analisis que se esté realizando. Un
analisis méas completo de las series de tiempo podria realizarse utilizando J junto con otra
medida de sincronizaciéon como la informacién mutua.

También se desarrollé una metodologia basada en fases de Fourier que permite detectar los
puntos criticos en un modelo de percolacion bidimensional. Esta nueva metodologia se basa en
medir la entropia de Shannon en los angulos de giro a0 que se obtienen a partir de una caminata
sobre un toroide tridimensional que vive en el espacio de las fases de Fourier. Lo novedoso del
método es que el punto de percolacion se detecta a partir de la informacién espacial que con-
tienen las imagenes bidimensionales generadas por el modelo de percolacion, a diferencia de los
métodos clasicos que lo hacen sobre las propiedades estadisticas del modelo dindmico. Antes de
aplicar este método a situaciones reales es necesario realizar mas investigacion y célculos. Sin
embargo, con los resultados obtenidos se puede plantear trabajo a futuro. Por ejemplo, detectar
transiciones en fase en experimentos para los cuales no se conocen las ecuaciones dinamicas.
También se podria obtener un criterio que permita clasificar imagenes de cualquier tipo en re-
lacién a un punto critico. Es decir, saber cuando una imagen presenta propiedades subcriticas,
criticas o supercriticas.

Por 1ltimo, se debe enfatizar que ain queda mucho por hacer y explorar en el andlisis de las
fases de Fourier. Por ejemplo, en cuanto al indice J falta investigar si la longitud de los pasos
que se dan sobre el toroide aporta nueva informacién dinamica. También existen otros casos
en los que seria interesante aplicar el indice J. Por ejemplo, sistemas con retroalimentacién y
atraso temporal, para los cudles el célculo del exponente de Lyapunov es todo un reto.
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