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Resumen

Dado que el modelo de Jaynes-Cummings (JCM) es un modelo estandar en la ptica cudnti-
ca, su extensién en diferentes direcciones es de interés general. El modelo ha sido generalizado
de muchas maneras, entre las més representativas, existen generalizaciones del JCM en las que
la interaccién entre el d&tomo y el campo ya no es lineal en las variables del campo [8,/10,/11,31],
es decir, un acoplamiento dependiente de la intensidad del campo; otro tipo de generalizacion
es el modelo Tavis-Cummings [41], en el que se considera la interaccién entre un campo y un
grupo de atomos de dos niveles; y, por otro lado, existen modelos que incorporan términos no
lineales en el operador de niimero de fotones para investigar la evolucién del campo en presencia
de un medio tipo Kerr [5,[18,45].

En esta tesis estudiamos dos posibles generalizaciones del JCM. Primero estudiaremos el aco-
plamiento entre dos cavidades estdndar de Jaynes-Cummings [29]. Después estudiaremos el caso
de una sola cavidad de JCM con un campo f-deformado [24], en donde la interaccién atomo-
campo ya no es lineal y aparece un término que corresponde a un medio tipo Kerr [45].

Para ambos sistemas encontraremos su operador de evolucion temporal utilizando el método
de Algebras de Lie y analizaremos la evolucion de algunas variables dinamicas como el nimero
promedio de fotones, inversion atomica, niimero total de excitaciones.
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Introduccion

El modelo Jaynes-Cummings (JCM) es probablemente el modelo teérico mas fundamental
en éptica cudntica |21]. También es el modelo soluble mas simple que describe la interaccién
entre la materia y la radiacion electromagnética. E1 JCM consiste en un solo atomo de dos
niveles que interactia con un solo modo del campo electromagnético cuantizado en una cavi-
dad cerrada (sin pérdidas), bajo la aproximacién onda rotante [38]. Este modelo es capaz de
describir los aspectos mecano-cudnticos de la interaccion entre la luz y la materia. Ha llevado
a predicciones no triviales, como la existencia de colapsos y reavivamientos en la excitacién
atémica [1214,27], que han sido corroborados experimentalmente |7,|19).

El JCM ha permitido la generacién de varios estados no clasicos, entre ellos, superposiciones
de estados coherentes [17], también llamados ”gatos de Schrodinger” [37,/42], estados de nime-
ro [19] y estados comprimidos [23].

A lo largo de los anos, el JCM ha sido exhaustivamente estudiado, extendido y generalizado.
Estas generalizaciones tienden a abordar aspectos mas complejos y realistas de la interaccién
entre dtomos y campos, més alld de las simplificaciones del modelo original |4}/16,43]. Estas
incluyen el JCM generalizado (que incorpora multiples niveles atémicos [3,9}22] o modos de
campo [2,40]), el JCM dispersivo [4§], modelos que incluyen efectos no lineales [1,/13,32] y
pérdidas [33}35], entre otros.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo, abordaremos conceptos fundamentales para el entendimiento del modelo

de Jaynes-Cummings, como lo son la cuantizacién del campo electromagnético y la evolucién
temporal de sistemas cuanticos.
La cuantizacién del campo electromagnético constituye la base esencial para comprender como
la radiacién interactiia con sistemas cuanticos, mientras que el operador de evolucion temporal
nos permite analizar la evolucién de dichos sistemas en el tiempo. Ademas, exploraremos el
teorema de Wei-Norman, el cual nos permite, bajo ciertas condiciones, escribir el operador de
evolucién temporal de un sistema en forma de un producto de exponenciales. Al comprender
estos conceptos, podremos desarrollar e interpretar las posibles generalizaciones del JCM que
proponemos.

1.1. Evolucién temporal de un sistema

Un sistema cuantico |¥) aislado de cualquier influencia externa evoluciona en el tiempo de
manera exactamente predecible. Sea | (Z)) el ket que representa a un estado en el tiempo tp;
el ket | (¢)) que representa el estado al tiempo ¢ > tg puede ser determinado exactamente a
partir del estado inicial |¥ (¢p)).

Primero postularemos que la superposiciéon lineal de estados se conserva en el tiempo, en
consecuencia, la correspondecia entre |V (tg)) y |V (¢)) es lineal y define cierto operador lineal

A

U (t,10), el cual se llama operador de evolucién temporal [26]

~

(W (£)) = U (t,t0) [¥ (t0)) , (1.1)

donde el operador de evolucion temporal U es solucion a la ecuacion de Schrédinger con con-
dicién inicial .
oU (t,t PN A -
m% _ HU(t,ty), U (t=ty) =1 (1.2)

Si el sistema es conservativo, es decir, su Hamiltoniano H no tiene una dependencia temporal
explicita, entonces U (t, ty) puede ser encontrado integrando directamente la ecuacién 1)

i

U (t,t) = et (t=to), (1.3)

10
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1.2. Teorema de Wei-Norman

Consideremos un operador lineal A(t) dado por

Aty =) ai()X;, m finita, (1.4)
=1

donde las a;(t) son funciones escalares del tiempo y X1,..., X son operadores linealmente
independientes en la representacion de Schrodinger. Sea L el algebra de Lie con dimensién
finita [ generada por los operadores X1, ..., X,, bajo el conmutador [Xi, Xj} = X;X; — X;X;.

Teorema 1 (Teorema de Wei-Norman). Sea A(t) dado por la ecuacién , y sea L el algebra
de Lie generada por A(t) de dimension finita . La solucion a la ecuacion

AU (t)

— - =An0, Ut=0) =1, (1.5)

en donde A Y U son operadores lineales puede ser escrita de la forma

O(t) = en0X1en0X o)X (1.6)

donde las g;(t) son funciones escalares del tiempo y satisfacen un conjunto de ecuaciones dife-
renciales ordinarias que se obtienen al sustituir el ansatz en la ecuacion de Schrodinger. Esta
representacion es global para todas las algebras de Lie solubles. [44]

1.3. Cuantizacion del campo electromagnético de un solo modo

En esta seccién se presenta una breve discusion de la cuantizacién del campo electromagnéti-
co de un solo modo y se discuten algunas de sus propiedades enfatizando la interpretacion del
foton como una excitacién elemental de un modo normal del campo. Nos limitamos al caso
de un campo con un solo modo confinado por paredes conductoras perfectas en una cavidad
unidimensional
Consideremos una cavidad unidimensional a lo largo del eje Z, con paredesen Z =0y Z = L
(tal como se muestra en la figura(1.1))) [16] El campo eléctrico debe desvanecerse en las fronteras
y debe tomar la forma de una onda estacionaria. Asumimos que en la cavidad no hay ningua
fuente de radiacién, es decir no hay corrientes, cargas, ni algiin medio dieléctrico. Asumimos
también que el campo esta polarizado en la direccion X

—

E(r,t)=é,E; (z,1),

donde é, es el vector unitario de polarizacion.
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Figura 1.1: Cavidad con paredes perfectamente conductoras en Z = 0y Z = L con un campo eléctrico polarizado
a lo largo del eje X.

Partiendo de ecuaciones de Maxwell en el vacio

S OB
VXxFE = —E, (]_ 7)

- OF

B = = 1.
V x Hoco 5 (1.8)
V-B = 0, (1.9)
V-E = 0, (1.10)

un campo de un solo modo que satisface las ecuaciones de Maxwell con condiciones de frontera
E (0) = E(L) = 0 estd dado por

202

1/2
E; (2,t) = (V_eo) q(t)sin (kz), (1.11)

donde w es la frecuencia del modo, £ = % es el ntimero de onda, ¢ la velocidad de la luz en el
vacio, V es el volumen de la cavidad y ¢ (¢) es un factor dependiente del tiempo con unidades
de longitud el cual actiia como la coordenada canénica de posicién. El campo magnético en la

cavidad lo calculamos a partir de las ecuaciones (|1.8)), (1.11)

€ CL)2
By (1) = (1) (3—60) i (t) cos (k=) (1.12)

Aqui ¢ (t) toma el rol de la variable canénica de momento, es decir p(t) = ¢ (t). La energia o
Hamiltoniano H de un campo de un solo modo estd dada por

110
1 2 L o
=3 c0E: (z,t) + %By (z, )], (1.13)
a partir de las ecuaciones (1.11)) y (1.12)) es sencillo mostrar que
1
H=— (p2 + w2q2) . (1.14)

2

Podemos observar que un campo de un solo modo es formalmente equivalente a un oscilador
armonico de masa unitaria, donde los campos eléctrico y magnético toman el papel de las
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variables canodnicas de posicién y momento respectivamente. Hasta el momento tenemos el
Hamlitoniano para un campo clasico de un solo modo. Para cuantizarlo basta con proponer
que las variables canodnicas conjugadas ahora sean operadores, es decir p — py g — ¢y
ademas satisfacen la relacion de conmutacion

(4, = ih.

Con esto obtenemos el Hamiltoniano de un campo electromagnético (de un solo modo) cuanti-
zado

H= % (5* + ). (1.15)

Los operadores ¢ y p son Hermitianos y, por lo tanto, corresponden a cantidades observables.
Sin embargo, es conveniente y tradicional introducir los operadores de aniquilacién a y creacion
', que no son Hermitianos (y, por lo tanto, no son observables), a través de la combinacién de
los operadores ¢ y p:

= (2hw) Y2 (wq + ip) (1.16)
= (2hw) Y2 (wg —ip). (1.17)

>

—
|

Los operadores de campo eléctrico y magnético se convierten, respectivamente, en:

E(z) = & (& + &T) sin(kz), (1.18)
B(z) = —iBy (d - dT) cos(kz), (1.19)

1/2
donde & = (6%)1/2 y Bo = 42 (%) _

Los operadores a v a' satisfacen la relacién de conmutacién
a,a'] =1, (1.20)

y como resultado, el Hamiltoniano toma la forma

- 1
H = hw (dT& + 5) : (1.21)
Definimos 7 como a'a y entonces obtenemos el Hamiltoniano
A .1
= (n+§). (1.22)

Los eigenestados del operador de niimero n son conocidos como estados de niimero o estados
de Fock, los cuales representan el nimero de fotones en un modo,

nin) =nin). (1.23)

Aplicando los operadores @, a! en los estados de la base (estados de ntimero) tenemos

aln) = Vnln—1), (1.24)
alln) = Vn+1|n+1). (1.25)
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1.4. Estados coherentes de Glauber

En la éptica cuantica, los estados coherentes son estados cuanticos del campo electro-
magnético, los cuales tienen un nimero indefinido de fotones, lo que les permite tener una fase
mas precisamente definida que un estado de nimero donde la fase es completamente aleatoria.
El producto de la incertidumbre en amplitud y fase para un estado coherente es el minimo
permitido por el principio de incertidumbre de Heisenberg. En este sentido, son los estados
cuanticos més cercanos a una descripcién clésica del campo [43]. Erwin Schrodinger lo derivé
como un paquete de ondas gaussiano de ‘minima incertidumbre ’en 1926, buscando soluciones
que satisfagan el principio de correspondencia [36].

Aunque los paquetes de ondas gaussianos de minima incertidumbre eran bien conocidos, no
atrajeron la atencion de la comunidad hasta que Roy J. Glauber, en 1963, proporcioné una
descripcién cudntica de la coherencia en el campo electromagnético [17].

Glauber demostro que dichos estados son enormemente titiles para describir la fisica de la éptica
cuantica. Desde el punto de vista fisico, resulta que son estados propios de la funcién de cohe-
rencia (correlaciéon) del campo electromagnético. En consecuencia, él denominé a estos estados
como estados coherentes del campo electromagnético.

Segun Glauber, los estados coherentes del campo se pueden construir a partir de cualquiera
de las siguientes tres definiciones:

» Definicion 1: Los estados coherentes |«) son eigen-estados del operador de aniquilacién
del oscilador arménico a

ala)y =ala), (1.26)

donde « es un nimero complejo.

» Definicion 2: Los estados coherentes |a) pueden ser obtenidos al aplicar el operador de
desplazamiento D(«) en el estado de vacio del oscilador arménico,

@) = D()[0), (1.27)
donde el operador de desplazamiento D(a) estd definido como

D(a) = exp{adT — a*&}. (1.28)

= Definicion 3: Los estados coherentes son los estados cuanticos que minimizan la relacion
de incertidumbre de Heisenberg,

h
ApAG = 3 (1.29)
Donde los operadores de coordenadas y de momento (¢, p) estan definidos como
1
SR o4 al
= —(a+a'), 1.30
L Ut
= ——(a—a 1.31
p % ( ) (1.31)
y
A AN 2
(AN = Aol (f=(N) |, (1.32)
(f) = lalfla) (1.33)
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Por supuesto, no todos los sistemas fisicos pueden ser descritos por osciladores armoénicos. Por
lo tanto, desde la aparicion de los articulos de Glauber, ha existido una necesidad real de
generalizar estos estados coherentes del campo a otros sistemas que puedan poseer propiedades
dindmicas diferentes. Basta con mencionar en este punto que la generalizacién de cada una
de las definiciones matematicas, a diferencia del caso de los estados coherentes del campo
electromagnético, no dard lugar a estados coherentes equivalentes.

1.5. Efecto electro-6ptico cuadratico (Efecto Kerr)

Descubierto por el fisico escocés John Kerr en 1875 [20]. Encontré que una sustancia trans-
parente isétropica se vuelve birrefringente al colocarse en un campo eléctrico E. El medio
adquiere las propiedades de un cristal uniaxial cuyo eje 6ptico corresponde a la direccion del
campo aplicado. Los dos indices de refraccién n)| y n, estan asociados con las dos orientaciones
del plano de vibracién de la onda, esto es, paralela y perpendicular al campo eléctrico aplicado
respectivamente. Su diferencia, An, constituye la birrifringencia que equivale a

An = N K E?, (1.34)

donde K es la constante de Kerr. Obsérvese que el efecto Kerr es proporcional al cuadrado del
campo, denominandose a menudo como efecto electro-6ptico cuadratico.



Capitulo 2

Modelo Jaynes-Cummings

Propuesto por Jaynes y Cummings en 1963 [21], el modelo consiste en un dtomo de dos
niveles interactuando con un solo modo de una cavidad, las frecuencias de transicion atémica
y de la cavidad son cercanas. El modelo se utilizd por primera vez para examinar los aspectos
clasicos de la emisién espontdanea. También se encontré que el campo de la cavidad, una vez
modificado por la interaccién con el &tomo, tenia propiedades estadisticas que no se encuentran
en campos clasicos.

El Hamiltoniano completo del sistema es
H=H,+ H.+ H,, (2.1)

donde [:Ia es el Hamiltoniano del atomo, ]:[c es el Hamiltoniano del campo y f]ac es el término
de acoplamiento atomo-campo.

. hw

H, = 269@7 (2.2)
H, = hw,n, 2.3
Hye=—D - E,, (2.4)

donde wey es la frecuencia de transiciéon atémica, w, es la frecuencia del campo, D es el operador
dipolar atémico y E. es el operador de campo eléctrico de la cavidad,

D=d(e6_+€64), (2.5)
E. =i& (eca — eial) (2.6)

En la ecuacién d es el elemento de matriz dipolar de la transiciéon atémica, €, y €. son los
vectores unitarios de polarizacién, & es la amplitud del campo eléctrico, los operadores af v @
son los operadores de creacién y aniquilacion respectivamente, los cuales satisfacen la relacion
de conmutacion [&, dw = 1. Finalmente, &,, 6+ son los operadores de transiciéon atomica de
dos niveles, que obedecen las relaciones de conmutacién [6_,64] = —6, y [6+,0,] = F206+.
Usando la notacion

oz = le) (e[ —lg) (gl (2.7)
ov = le) (gl 2
o = |g) (el

16
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Estos operadores actian sobre los niveles atémicos |g) (estado base) y |e) (estado excitado)de
la siguiente manera: 6.1 |g) = |e), o |e) = |g), 62 19) = —|g) vy 0= |e) = |e)

los operadores 6, &_ son los operadores de ascenso y descenso y estan definidos como:

1
b= = (G0 tity). (2.10)

o_ =

o = N

(64 — i) - (2.11)

Reescribiendo If[ac y desarrollando el producto escalar tenemos:

H,. = —id& [ea C€O_0 — €q - eﬁﬁ_dT +e, - €0ra— €, - eZ&erw ) (2.13)
El desarrollo de este producto escalar incluye cuatro términos. Dos de ellos son proporcionales
aé_ay oral. El primero corresponde a una transicién del estado excitado |e) al estado base

|g), junto con la aniquilacién de un fotén. El segundo describe el proceso contrario: la creacién
de un fotén y una transicién del estado |g) al estado |e). Cuando las frecuencias de modo de

|e}

19 0)

Figura 2.1: Niveles de energia para el &tomo de dos niveles y para un campo tipo oscilador armoénico de un solo
modo. wey es la frecuencia de transiciéon atémica y w, es la frecuencia del campo electromagnético.

cavidad y de transicién atémica, we y weg, estdn cerca, estos términos corresponden a procesos
altamente no resonantes y juegan un papel menor en la evoluciéon, en comparacion con los
otros dos términos, proporcionales a 61 y 6_al, que corresponden a los procesos habituales de
absorcion o emision de fotones. Descartar los dos términos contra-rotantes equivale a realizar
la aproximacion de onda rotante. Con esta aproximacién, el acoplamiento dtomo-cavidad se
reduce a

. Q
Hoe = =il [a6+ —al6_]., (2.14)
donde SdEnct
Qp = % (2.15)

es la frecuencia de Rabi del vacio, la cual mide la intensidad del acoplamiento atomo — campo.
Con esto, el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings es

) 0
H = hweala + ﬁ%a — ih= (ady — o). (2.16)
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2.1. Valores propios y vectores propios

Los estados propios de H,+ H,. son productos tensoriales de le,n) y |g,n + 1) y sus energias

son i <% + nwc) y h (—% + (n+ 1)%).

Cuando el desentonamiento dtomo-cavidad
A = weg — W, (2.17)

es igual a cero (en resonancia) los estados desacoplados |e,n) y |g,n + 1) son degenerados. Si el
desentonamiento es pequeno comparado con w, (cerca de resonancia) los estados desacoplados
son casi degenerados. Los estados excitados de fIa + FIC estan organizados como una escalera de
dobletes, separados cada uno por una energfa hA. (ver figura [2.2)). El estado |g,0) representa
al atomo en el estado base y a la cavidad en el estado de vacio, este estado es el inico estado
desacoplado en la escalera.

Energy /i

(2R41)ur /2 [eeefeeiommaeaenaaes

3
(]

(]

q,0}

Figura 2.2: Estados de energia &tomo-cavidad no acoplados en el caso de A, > 0. Ademaés del estado fundamental
lg,0), éstos forman una escalera infinita de dobletes. En cada doblete, los estados |e,n) y |g,n+ 1) estdn
separados por AA..

El n-ésimo doblete excitado almacena n + 1 excitaciones elementales, ya sea como n + 1
cuantos de campo |g,n + 1) o como la suma de n fotones agregados a una excitacién atémica
le,n). El operador
M=da+6,6_, (2.18)
representa el nimero total de excitaciones atémicas y de campo. Este operador conmuta con el
Hamiltoniano por lo que es una constante de movimiento. Dado que el niimero de excitaciones
se conserva, el acoplamiento atomo-campo H,. conecta solo estados dentro de cada doblete. La
diagonalizaciéon del Hamiltoniano completo equivale, por lo tanto, a resolver N problemas de
dos niveles independientes.

Llamemos H,, a la restriccién del Hamiltoniano total de Jaynes-Cummings al n-ésimo do-
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blete. Introduciendo la ’frecuencia de Rabi de n fotones’
Qn = Qvn+1, (2.19)

podemos escribir H,, de forma matricial como

N 1\ -~ N
A, = he. <n + §) T4+, (2.20)
con h h
L h (A —i) ) )
=g (i, Tar) =g a0, 2.2)

La diagonalizacion de H, es formalmente idéntica a la determinacién de los estados propios
de un espin colocado en un campo magnético cuyas componentes a lo largo de OZ y OY son
proporcionales a A, y €2, |28]. Este campo ficticio forma un dngulo 6,, con respecto a Z, definido
por

tan (0,) = — (2.22)

A partir de esta sencilla analogia, deducimos inmediatamente que los valores propios de H, son

1
Ef = (n + 5) Fiw,. + gl\/AZ + Q2 (2.23)

con los correspondientes eigenvectores:

|+,n) = cos (%) le,m) + isin (%n) lg,n+1); (2.24)

|—,n) = sin (%n) le,n) —icos (%n) lg,n+1). (2.25)

Estos estados, que estan entrelazados, se llaman los “estados vestidos” del sistema atomo-
campo [28].

2.2. Oscilaciones de Rabi inducidas por n fotones

En el caso resonante, el dngulo de mezcla es 6, = m/2 para todos los valores de n. Los
estados vestidos, separados por hf,, son los siguientes

1
V2
Consideremos el caso simple de un dtomo inicialmente (tg = 0) en el estado excitado |e), dentro

de una cavidad que contiene n fotones. El estado inicial, |¥.(0)) = |e, n), expresado en la base
de estados vestidos, es el siguiente

|4, n) lle,n) £ilg,n+1)]. (2.26)

0,(0)) = % 4.7} + = 1)), (2.27)
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Describiremos la evolucion de este estado en la representacién de interaccion con respecto al
término hwe (7 + 5)I en un tiempo ¢ > #g. |U,(0)) se convierte en:

(W, (t)) = % [H,n) e 4 |—,n) eiﬂgt] (2.28)

Q Q
|We(t)) = cos <Tnt) le,n) + sin (Tnt) lg,n+1). (2.29)
La probabilidad de encontrar el 4tomo en el estado excitado |e) es:
Pe(t) = | (e]Te(t)) %,
Qpt
P.(t) = cos? (Tn> : (2.30)

El acoplamiento dtomo-campo da como resultado un intercambio de energia entre |e,n) y
lg,n + 1) a una frecuencia €2,.

Un &dtomo inicialmente en el estado excitado |e) emite un fotén mientras realiza una
transicion al estado base |g). En el espacio libre, el fotén escapa y el dtomo permanece en
el estado |g). En la cavidad, por el contrario, el fotén emitido por el &tomo queda atrapado.
Puede ser absorbido y luego emitido nuevamente, y asi sucesivamente.

1.0 1

0.8 7

0.6 7

Pe(t)

0.4 1

0.2 1

0.0 1

T T T T T T
0 50 100 150 200 250
t

Figura 2.3: Oscilaciones de Rabi para la probabilidad de encotrar al dtomo excitado en el tiempo P.(t), con un
numero de n = 15 fotones en el campo. El tiempo estd medido en unidades de 1/w..

2.3. Colapsos y reavivamientos inducidos por un campo coherente

Supongamos que el dtomo se encuentra inicialmente en el estado excitado estado |e) e
interactia con un campo coherente [17]

@) =S ealm)y = e F S, (231)
i

n
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cuyo niimero promedio de fotones es 7 = |a|?. A partir de la ecuacién (2.29) podemos encontrar
la funcion de onda al tiempo ¢

e(t)) = [cn cos (%) le, n) + ¢y sin (%) lg.n + 1>} . (2.32)

n

La probabilidad de encontrar al dtomo en el estado excitado |e) es

2n
_laf? || 1 4 cos ()
« n
Pty=> e . (2.33)
n! 2
n
Probabilidad de encontrar al a&tomo en el estado excitado Probabilidad de encontrar al &tomo en el estado excitado (amplificado)
1.0 4 — @ 104 — o
0.8 - 0.8 4
0.6 1 0.6 4

Pe(t)
Pe(t)

W

0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.01

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
t t

Figura 2.4: Colapsos y reavivamientos: probabilidad P.(¢) de encontrar el dtomo en el estado excitado |e)
al tiempo t. La cavidad contiene inicialmente un campo coherente con un promedio de 7 = 15 fotones. (a)
Comportamiento en una escala de tiempo larga. (b) Acercamiento al colapso y el inicio del primer reavivamiento.
El tiempo estd medido en unidades de 1/we.

Dado que la frecuencia de Rabi es una funcién del nimero de fotones del campo, ver la Ec.
, y dado que el estado coherente es una superposicién de estados niimero ver Ec. . Al
tener un estado coherente como estado inicial obtenemos una superposicién de las oscilaciones
de Rabi con frecuencias diferentes. Esta superposicion da lugar a patrones de interferencias
constructivas y destructivas, ya que las oscilaciones se desfasan entre si.

2.4. Operador de evolucion temporal para el modelo de Jaynes-
Cummings por el método de algebras de Lie

Un método alternativo y mas general para resolver el problema, es utilizando el método
de algebras de Lie, en donde a partir del teorema de Wei-Norman [44] podemos escribir el
operador de evolucion temporal del sistema en forma de un producto de exponenciales cuando
los operadores presentes en el Hamiltoniano cierren un algebra de Lie bajo la conmutacion.
En esta seccién encontraremos el operador de evoluciéon temporal para el Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings y verificaremos la equivalencia entre las soluciones obtenidas al diagonalizar
el Hamiltoniano y las soluciones obtenidas a partir de este método.

Partimos del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings dado en la ecuacién y lo escribimos
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como una parte sin perturbar Hy y una perturbacion V/

H= hwcaTd + hﬂ@ + h)\ <a0+ +ale ) (2.34)
P 1%

en donde hemos escrito la interaccion en términos de una constante real A = /2 y hemos
tomado la suma de los operadores para que el Hamiltoniano sea hermitiano. Podemos escribir
el operador de evolucion temporal del sistema como

U(t,to) = Uo(t,to)Us(t, to), (2.35)

donde U (t,tp) es el operador de evolucién temporal correspondiente a Hyy U 1(t,to) es el ope-
rador de evolucién temporal correspondiente a la interaccion.

Primero, encontraremos el operador de evolucion temporal para Iflo.
a(]0 <t7 tO)
ot

como Hy es independiente del tiempo podemos integrar directamente la ecuacién anterior y
obtenemos la expresién correspondiente al operador Uy(t, tp)

ih = I:I()U()(t,to),

Dot o) = e el alt=to) =i%52 5 (i=to) (2.36)

Ya que conocemos la expresion para el operador Uy(t,ty), podemos encontrar el Hamilto-
niano en la representacion de interaccion, que esta dado por

Hy(t) = [Ug(t,to)VUo(t,to)] , (2.37)
y su correspondiente operador de evolucion temporal U 1(t,to) que satisface la ecuacién
U (t,t N
LI g1, 10), (2:39)

ot

con la condicién inicial U 1(to,to) = I.

Para poder resolver la ecuacion para U; t,to), primero debemos encontrar la forma explicita
del Hamiltoniano de interaccién Hy(t) (ecf2.38):

(1) = {ﬁg(tto)f/ﬁo(tto)} ,
]:-II( ) e 2 296, zwcnt [h)\ (CLO'_|_ +aT )] e zwcntefz ;‘! Azt7 (2'39)

en donde hemos elegido el tiempo inicial tg = 0. Utilizando el lema de Baker—Hausdorf 34}, p.96]
para realizar las transformaciones correspondientes, obtenemos:

Hi(t) = B [d@e ilwemweo)t | gfg il ‘”eg)t], (2.40)

e’
Hy(t) = B [d@e‘iAC } (2.41)
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donde A, = w, — Weg €8 la frecuencia de desentonamiento.
Definimos el operador M de la siguiente manera

. 1
M:ﬁ+§(1+&z), (2.42)

donde M es el operador que representa el nimero total de excitaciones.
Aplicando M a los elementos de la base, tenemos:

M |n,e) = (n+1)|n,e), (2.43)
Mn+1,9)=@m+1)|n+1,4g). (2.44)

Ahora definimos los operadores b y bt de la siguiente manera:

. 1
VM

- 1

b =6_al (2.46)

Aplicando estos nuevos operadores a los elementos de la base:

bln,e) =0, (2.47)
bt |n,e) = n+1,g), (2.48)
bin+1,g) = |n,e), (2.49)
bt n+1,g) = 0. (2.50)

Usando la forma en que los operadores b, b' actiian sobre los estados de la base, encontramos
las relaciones de conmutacion:

[b,6.] = —2b, (2.51)
[6T,6Z] = 20T, (2.52)
[13, zﬁ] — 5, (2.53)

y vemos que el conjunto de operadores que aparece en el Hamiltoniano Hj(t) es cerrado ante
conmutacién. Ahora reescribimos el Hamiltoniano de interaccién (ec)2.41)) en términos de los

operadores b y bt

Hi(t) = A (\/ NMbe At 4 pre’®ety/ M) :
Hi(t) = \Wnt1 (z}e‘mct + zﬁemct) . (2.54)

Dado que los operadores 3, bi y 0, cierran un algebra de Lie, podemos utilizar el teorema de
Wei-Norman [44] para escribir el operador de evolucién temporal Uy (t,tp) como un producto
de exponenciales

A~

U](t, to) = Gn(t)&z Gﬁ(t)bG’Y(t)bT; U](to, to) = ﬂ (2.55)
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Para determinar las funciones complejas 7(t), 3(t), v(t), sustituiremos en la ecuacién de Schrodin-
ger la expresion para Ur(t,tp) dada en la ecuacién ([2.55)), con esto encontramos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas con condiciones iniciales n(tg) = v(to) = 5(to) = 0.

7(25)

t)e

donde f(t) = AWn + Le <y (1) = A\n + Le'det.
Una vez que conocemos Uy(t, tg) v Ur(t,to), podemos escribir el operador de evolucién temporal
del sistema completo

0(t) = Oo(8)0 (1),

Ut) = piwed! it o —iwegt (1) BV Y (2.60)

Con la expresion exacta del operador de evolucién temporal por este método, podemos evaluar
observables, por ejemplo, la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado. Consi-
deremos el estado inicial |¥(0)) = |a) ® |e), donde |a) es un estado coherente del campo (ver
ec. [2.31]) con un nimero promedio de fotones de i = 15 y el atomo esta en el estado excitado.
La probabilidad de encontrar el atomo en el estado excitado a un tiempo ¢ > 0 esta dada por:

Po(t) = [ {e|¥(1)) %,
donde

n

w(e) =e 2" [(Z (1+2(03(0) Sl >>] v

2
‘Oé| l<27 6 at ezwegt wctn‘n_i_ 1 g>>]

Con esto, la probabilidad de encontrar al dtomo en el estado excitado es

(2.61)

2n
Pu(t) = | (e]B(®) 2 = el Z‘l—i—v ‘ ol g2refato), (2.62)
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Diagonal solution Lie algebras solution

1.0+ — Pe(t) | 109 — Pelt)

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figura 2.5: Probabilidad de encontrar el dtomo en el estado excitado P.(t) al tiempo ¢ obtenida a partir de la
diagonalizacién del Hamiltoniano (izquierda). Probabilidad de encontrar el dtomo en el estado excitado P.(t) al
tiempo ¢ obtenida a partir de método de algebras de Lie (derecha). La cavidad contiene inicialmente un campo
coherente con un promedio de i = 15 fotones.

En la figura se pueden apreciar los colapsos y reavivamientos, un resultado idéntico al
obtenido con el método de diagonalizacién del Hamiltoniano. Como era de esperar, la resolucién
del problema a través del operador de evolucion temporal mediante el método de dlgebras de
Lie reproduce precisamente el mismo comportamiento, incluyendo las oscilaciones de Rabi, asi
como los colapsos y reavivamientos. Esta coincidencia era de esperar ya que estamos resolviendo
el mismo problema de forma exacta, pero empleando un método diferente. Vale la pena destacar
que el método de algebras de Lie no solo es equivalente, sino también més general, lo cual aporta
una perspectiva adicional a la resolucién del problema.



Capitulo 3

Dos Hamiltonianos de
Jaynes-Cummings acoplados

En esta seccion, estudiaremos una generalizacién al modelo de Jaynes-Cummings conside-
rando el acoplamiento de dos cavidades la cuales comparten un espejo parcialmente reflejante
que oscila debido a la presién de radiacion, de modo que los fotones pueden pasar de una
cavidad a la otra (ver figura [15]. Cada cavidad contiene un atomo de dos niveles y un
campo electromagnético cuantizado en su interior. Estos sistemas son de interés ya que pueden
usarse para transferir informacién cuantica y, por lo tanto, ser el bloque de construccién mas
pequeno de una posible cadena. Mostraremos como obtener un operador de evolucion temporal
aproximado que pueda escribirse en una forma de producto de exponenciales. Para hacerlo,
realizaremos algunas aproximaciones en el Hamiltoniano de interaccién.

—

Figura 3.1: Dos cavidades con un espejo parcialmente reflectante comun, cada una de ellas conteniendo un
atomo de dos niveles en el régimen de acoplamiento fuerte.

El Hamiltoniano de este sistema es |15]

A(t) = B + B + he(t)(ar + al) (a2 + af), (3.1)

donde I:[yé son los Hamiltonianos de Jaynes-Cummings (Ec|2.16) para la cavidad 1 y la

26
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cavidad 2 respectivamente y el tercer término describe el acoplamiento entre las dos cavidades.

iy [wza i+ 2060 1 g (603, + 64 )] PR @ +a]) @ +a)).  (32)

=1

Cuando la longitud efectiva de la cavidad oscila con una amplitud pequena, el parametro de
acoplamiento cavidad-cavidad es una funcién dependiente del tiempo ((t) = (pcos(wgt) con
(o/w; < 1, donde wy es la frecuencia de oscilacién del espejo compartido por las cavidades.

Estamos interesados en la mezcla de modos. En este caso, elegimos la frecuencia del espejo
como wy ~ Wi — we, lo que nos proporciona una aproximacion de la interaccion entre las
cavidades donde podemos despreciar los términos contra-rotantes y nos quedamos con los que
conservan el nimero total de excitaciones [29).

3.1. Operador de evolucion temporal

Escribimos el Hamiltoniano separandolo en dos términos, el primero como un Hamiltoniano
sin perturbar Hy y el otro como una perturbacién V' (t)

H(t) = Rh(wala) + waabag + %&9) + %69)
+ h(gl(alas_) + a]i 51 )) + g2(a2 af) + d;&f)))
+ () (ar +al)(as +ab) = Ho + V(1) (3.3)
Tomando como Hamiltoniano no perturbado a
Hy = h(widlar + waddas + % 5 4 % 72, (3.4)
cuyo operador de evolucién temporal es
Oo(t) = e 1t gmi 3102 itz o —i1620 (3.5)

en donde hemos tomado ty = 0.
Obtenemos el Hamiltoniano en la representacion de interaccion

Hy(t) = U§ )V (1) Uo(1),

H](t) _ hgl (dlé'g_l)e_i(wl_gl)t + d% 1)ei(w1—ﬂl)t) + h92<d25_f)6—i(wz—92)t + CAL;@' 2)€i(wQ—Qz)t)

—i—h([)( iwgt +e zwdt)(a1a2ei(w17w2)t + dldgefi(wlfwg)t
+apane i(w1+we)t 4+ &J{&gei(w1+w2)t>
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N ~

Separamos el Hamiltoniano de interaccién Hy(t) como Hj(t) = Vi) (t) + Vig(t) siendo
V(l)(t) _ h@(eiwdt + e—iwdt)(&J{&zei(wl—wz)t + dldge—i(wl—u&)t + &1d2€—i(w1+w2)t + d]id;ei(wl—i—a)g)t),

~ hC <a1aze t(wa— (w1 —w2))t + &1&£€i(wd_(w1_w2))t> ’ (37)

17(2)(t) = hgl(dla-§+)efi(w1fﬂ1)t i dIA(f)ei(wl—Ql)g

+h92(d26£+)6—i(w2—§22) +a T ( )ei(wz—Qz)t)

en donde hemos descartado los términos que oscilan rapldamente El operador de evolucién

temporal de todo el sistema lo podemos escribir como U= U()U 7= UOU (1 )U (2 )
Definiendo ahora los operadores:

Jy = @al, (3.8)
J_ = ala,
J. = alag —ala, (3.10)
cuya tabla de conmutacion es
Jy J_ J,

=1 o | 2i
Lo127, =271 o

Escribimos el Hamiltoniamo de interaccién V(;)(t) en términos de estos nuevos operadores

Gy ) = B2 (smtormea _ critertamet ) )
Vi (1) = h% ( e, 4+ e—mtj_> : (3.12)

con A = wg — (w; — wy).
Dado que los operadores que contiene V(l)(t) cierran un algebra de Lie, podemos utilizar el
teorema de Wei-Norman [44] para escribir su operador de evolucién temporal como un producto

ﬁ}l)(t) — 0 - () - evz(t)fz7 (3.13)
donde los coeficientes ;(t) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
Ar(t) = —iCQ—O (emt - vie_mt) : (3.14)
G0 = iDL 2y ) (3.15)
() = z‘%7+e—mt. (3.16)

El operador de evolucién temporal U }2)(23) satisface la ecuacién
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ouP () 1. N . o
L = [0 @V 00 0] 00 = 1P 00 )

Debemos ahora transformar el V(9)(t) para pasar a una nueva representacién de interaccién.

Primero escribimos ‘7(2)(t) = ﬁ§8 (t) + H%) (t) con:

1h———~

ﬁ§é) (t) == hgl (dlé'_(:)eil(wligl)t _'_ &I A(l)el(wlfﬂl)t)j (317>
]:1520) (t) — hQQ(CAu&f)e—i(wQ—Qg)t +
donde al aplicar las transformaciones se obtiene

UTOHSOULE) = gy (1 + 140 (0)e - O il (et o 0) o

hg1 [’)/2(75)673(t)+i(91w1)td26_3_1) _ ,yl<t)673(t)i(Q1w1)t&;a_(l):| ,

UL GO0 1) = hgy (O Oalo® (1) 1 (14 74ty () =0T Remeatao D)

hig [72@)6—73() i(Q2—w2)t T ( ) _l_,yl(t)673(75)+i(92—w?)td15f)] ‘

(3.20)
Entonces el Hamiltoniano correspondiente en la representacion de interaccion es
HE ) = hgy (14 (- (e O a0y =0ty o))
+h92 (e’yz(t)—i(QQ—UJQ)t&EO.(_Q) (t) + (1 + 7+(t)7_(t))6_72( )+i(Q2—w2) tA 0-(1-2 )
(3.21)

hgo {72(t)e_’Ys(t)—i(Qz—wz)t&J{& 2) +,yl(t)€vs( )+i(Q2— w2)tA16+)] .

Los primeros dos términos corresponden a dos Hamiltonianos de JC generalizados, uno para
cada cavidad y dtomo. Los otros dos términos, que son de primer orden en los coeficientes ~*,
involucran la interaccién entre la cavidad dos y el atomo en la cavidad uno, y la la cavidad
uno y el atomo en la cavidad dos. Estos términos de mezcla tienen una importancia menor
en la dinamica del sistema, por los cual los despreciaremos. En la figura ilustramos el
comportamiento de las funciones v;(t) tomando como ejemplo 7,(t), con el fin de demostrar
que en general los valores que toman las 7;(¢) son pequenos, por lo cual es razonable despreciar
estas interacciones.
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Figura 3.2: Solucién para +,(t). En color azul podemos observar la parte real y en naranja la parte imagiaria.
Podemos observar que 7, comienza en cero y toma valores del orden de 1072.

Manteniendo solo los términos correspondientes a los Hamiltonianos JC generalizados, lle-
gamos al Hamiltoniano aproximado

HP(t) = gy (14 7 (0= (1))e =070t -0t o) o

. , (3.22)
+hgo (e’Yz(t)—Z(QQ—wQ)td;O-(_Q) () + (1 + 4 ()7 (t))e—vz(t)ﬂ(ﬂa—wa)tdgaf)) 7
el cual lo podemos reescribir como
HP () = hgy/ny +1 (¢11(t)b{ + <b12(t)131) +
(3.23)

hgavng + 1 <¢21(t)5£ + ¢22(t)52> :
en donde I;J{ = d]ia(_l)/\/ Ml, by = dlagrl)/\/ Ml, ZA)g = dgcr(_Q)/\/ ]\2/2, by = dgaf)/\/ Mo y

My =iy + (1/2)(1 + 5—9)), My = g + (1/2)(1 + (39)) el nimero total de excitaciones en cada

sistema. El nimero M = M; 4+ Ms es una constante de movimiento. Los operadores definidos
arriba cumplen la tabla de conmutacién:

b | o | el

b | o | e | -2
bl | 6@ o | 20
0 ab | =2t | o

Notemos que en la ecuacion se tiene la estructura de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-
Cummings con coeficientes que dependen del tiempo y del acoplamiento entre las dos cavidades.
El conjunto de operadores {ag)
temporal se puede obtener de forma exacta para cada uno de ellos y el resultado es

, bi, b;r} es cerrado ante conmutacion y el operador de evolucion

0D (1) = P17 051 BV B 817 0 (3.24)
U% (£) = 761 D (0 57 (b2 (3.25)
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con las funciones f3;(t) tales que:

B = —igiv/mr T Tgna(t)e 2470 (3.26)
B = —igvm T 1 asm(tm%*() ~2670 (3.27)
BN = —igir 1 (a0 + o) 1)) (3.28)
B = —igav/nz T 1oaa(t)e ~26,7(1) (3.29)
B = —igav/ma + Toaa(t) B (t)e=28® (3.30)
BP0 = —igavi 1 (en(0e O + o0 1)) (3.31)
El operador de evolucion temporal completo es entonces
0() = Uo()Th (TS USA(2). (3.32)

3.2. Evaluacion de observables

Consideremos el estado inicial [¥(0)) = |n1,e1) ® [n2 + 1, g2). El valor esperado de un
operador O esta dado por

(W01 (1)) = (¥(0)[TT()OU (1) W(0)) = (w1 (1)[T] ()T () OTo () ()| (£)),  (3.33)
en donde

W1(1)) = TS0 T2 1) w(0)). (3.34)

Aplicando los operadores ﬁﬁg( t) 50)( t) al estado inicial obtenemos:

~ (2) (2)
U§1c( t)n1, e1) = €t |nq, eq) +51 e g+ 1,91) = ti|na,en) +talng +1,91),  (3.35)

A~ 2 _ _p®) _ (2)

OS2 n2+1, g2) = (L4857 85)e ™ Ing+1, go) +857) e o, ea) = talna, e2) +talna +1, g2),
(3.36)

al realizar el producto podemos escribir la forma explicita de |¥q())

() = USRI, e) U0 s + 1, ga),
W1(t)) = Cepelma, n2>|€1, e2) + Ce, g,In1,n2 + 1)|e1, g2) (3.37)
+ 091792‘711 +1,n2 + 1)’91592> + Cgl,egynl +1, n2>|gla 62>,

donde los coeficientes C; ; son:
Coper = WA OO0 g, = (145708 1)) 47O A0,
— _ z) _ (2) _ _ (2)
Conge = B170) (146803 (1) W00, 0y = B0 1) WO,

Tomemos el caso en que O = nyp, entonces,

O (@) 0 (1) = fn + 7= (8) (1 + 1 ()7 ()= DT =y (e 2O Ty = (0)7- (1) ]z, (3.39)
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y el valor esperado para el niimero de fotones en la cavidad 1 es

(i (1)) = (1 +733:0)7- () (01(ICe; 2] + [Cor o *) + (01 + D (|Cy el + 1Cr o))
- '7+(t)7— (t)(n2(|061,62|2 + |Ogl762|2) + (nQ + 1>(|C€1792|2 + |091792|2)>‘ (34())

Para el promedio de fotones en la cavidad 2 obtenemos

U1 (£l (1) = g = 7= () (1 4+ 1 ()= (D)™ DT+ 7 (e 2O Ty 47 (0)7-(1) ., (3.41)

(i2(t)) = (L+74()7- () (n2(1Cer 0 + 1Copieal?) + (n2 + 1)(|Cer,gul* + Cyy )
— 2 (O1=-) (| Cer el + |Cey o) + (n1 + 1)(1Cgy 0 + [Corgal?)). (342)

(1) (2)

Para los valores esperados (6, ) y (6,”’) obtenemos

~(1 2 2 2 2
<0-£ )> = |C€1,€2| + |C€1,92| - |Cgl7€2| - |Ogl7g2| ) (343>
~(2
<0-£ )> = |C€1,€2|2 + |Ogl,€2|2 - |C€1792|2 - |Cgl792|2’ (344>
Analitico Numérico
1.0+ 1.0+
- /\ / - A /\ /
L / Ey
:%J_ 0.0 = (i) \/ \/ :%" 00_/ \/ \/
) )
=05 = 05
— (i)
—1.04, , 1 —104] | .
0 100 200 0 100 200

tiempo (t) tiempo (t)

Figura 3.3: Caso en resonancia: Valor promedio de fotones en la cavidad 1 (n;(t)). De lado izquierdo:
solucién analitica utilizando el método de algebras de Lie. De lado derecho: valor obtenido al resolver la
ecuacién de Schrodinger de manera numérica. Con los pardmetros: wy/2m = 1GHz, we/27 = 0.8GHz, =
0.99w1, Qo = 0.99ws, g1 = 0.041wq, g2 = 0.041ws, A = 0.001w;. El tiempo estd medido en unidades de 1/w;.

En la figura se muestran para la cavidad 1 el numero promedio de fotones (n;) y el
valor esperado del operador (62”), con un estado inicial |ny,e) =10,¢),|n2 +1,9) = |1,g). Al
tener un acoplamiento cavidad-cavidad muy pequeno, las dos cavidades se comportan como
dos Jaynes-Cummings independientes, mostrando las oscilaciones de Rabi en cada una. En la
figura comparamos los resultados obtenidos con el método analitico (ecs. y , con el
calculo puramente numérico. Podemos notar que los resultados en este caso, cuando tenemos
estados de Fock (estados de niimero) como estados iniciales los resultados numéricos y analiticos
son idénticos, por lo que podemos concluir que los resultados analiticos son confiables. Para el
calculo numérico usamos la frecuencia de forzamiento wy; = wi; — wa, con lo cual el término de

interaccion cavidad-cavidad, puede aproximarse como

halt) (a{ + al) (ag 4 az) ~ e (a{ag + &1&5) . (3.45)
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Figura 3.4: Valor promedio del niimero total de excitaciones en la cavidad uno (M 1) en azul, en la cavidad dos
<M2> en naranja y en el sistema completo (Ml + M2> en verde . Con el conjunto de pardmetros: 7 = 0.999w;,
Qy = 0.999ws, 5+ = 4GHz, 52 = 5GHz, g1 = 0.001w;, g2 = 0.001wsz, y A = 0.25w;. El tiempo estd medido en
unidades de 1/w.

Con esta aproximacién en la interaccion resolvemos numéricamente el Hamiltonaino dado por

H R O N o o
= {wj"w‘—%g)+9j(aj0(f)+a}0m) + (@] + ajaz). (3.46)
j=1,2

En la figura se muestra el promedio del ntimero total de excitaciones (MQ, conz = 1,2
para las cavidades 1 y 2 y la suma de los promedios <M1 + Mg) Podemos observar que para
cada cavidad individual el nimero de excitaciones no permanece constante, sin embargo para el
sistema completo, es decir para ambas cavidades, el niimero total de exctiaciones si permanece
constante.

3.3. Oscilaciones inducidas por estados coherentes

En esta seccion ilustramos el comportamiento del sistema cuando tenemos estados coheren-

tes como estados iniciales. Debido a las limitantes computacionales para desarrollar los célculos
analiticos, mostraremos resultados puramente numéricos. Como vimos arriba, en el caso cuando
tenemos estados de Fock los resultados numéricos empatan perfectamente con los resultados
analiticos. Considerando que los estados coherentes son una superpocision de estados de Fock, es
razonable pensar que los resultados analiticos mostraran un comportamiento similar al numéri-
co.
Para ilustrar la metodologia, consideremos el estado inicial dado por |¥(0)) = |a, e1) ® |5, g2),
donde |a) y |5) son estados coherentes y en la cavidad uno el d&tomo estd en su estado excitado,
y en la cavidad dos el a&tomo se encuentra en el estado base. El estado | (¢)) después de aplicar
los operadores Ujyc,Ujc, al estado inicial [¥(0)) es
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UJ01|O[761>0J02|5792>7
N 1812 g
_ ( | |/2Z JC|n 61)) (e 1] /QZWU%m’g2>>’ (3.47)

usando las expresiones |3.39), obtenemos:

W1 (2))

_lel?+1812 +|m2

‘\Ijl(t» = e n,m’n7 m>’61, 62> + CYn—&—l,m|n + 1, m>|91> €2>

Z ——
+ Cn+1,m+1|n + 1,m+ 1)|g1, g2) + Crnmt1ln, m + 1)|e1, g2)), (3.48)

donde los coeficientes C; ; estan dados en el conjunto de ecuaciones ({3.38)).
Con esto, encontramos las expresiones para los valores esperados del nimero de fotones en la
cavidad 1 (n1(t)) y en la cavidad 2 (na(t)):

(i) = eI Z'

+ (n+ )(|Cn+17m| + |Crg1.mt1]?)) = Y47=(m(|Crm|* + |Crig1,ml?)
+ (m+ 1)(|Cn,m+1|2 + |On+1,m+1|2)))7 (3.49)

|2n ‘5‘2m

(1 +957-) (G + [ Crgmra]?)

. _ o —(lal+|BP) |Of|2n |5\2m
(Aa(t) Z (14 747) (| Crnl* + [Cr1 )

+ (m+ 1)(’On,m+1| + |Cn+1,m+1|2)) - 7+7—(”(|Cn,m|2 + |Cn,m+1|2)
+ (n+ 1)(|Cn+1,m|2 + |Cn+1,m+1‘2)))- (3.50)

Analizaremos el comportamiento de estas observables considerando tres casos: Los acoplamien-
tos dtomo-cavidad individuales son mayores que el acoplamiento cavidad-cavidad (g; > A),
el acoplamiento cavidad-cavidad es mayor que los acoplamientos atomo-cavidad individuales
(A > g;), los acoplamientos atomo-cavidad individuales son del mismo orden que el acopla-
miento atomo-cavidad, con A = (/2. Los pardmetros del hamiltoniano para el acoplamiento
atomo-campo y el acoplamiento cavidad-cavidad se tomaron de [15] y corresponden a posibili-
dades experimentales.
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Figura 3.5: De lado izquierdo (cavidad 1): nimero promedio de fotones (n;(¢))(arriba) y valor esperado de la
inversién atémica ([7,5,1)) (abajo). De lado derecho (cavidad 2): ntimero promedio de fotones (no(t))(arriba)

y valor esperado de la inversién atémica <&§2)> (abajo). Con los pardmetros wy /27w = 1GHz, wy /271 = 0.8GHz
g1 = 0.04w1, g2 = 0.04ws, A = 0.001lw;. El tiempo estd medido en unidades de 1/ws.

En la figura[3.5|podemos observar que al tener los acoplamientos dtomo-cavidad individuales
mayores que el acoplamiento cavidad-cavidad (g; > A), las dos cavidades se comportan de
forma similar a dos Jaynes-Cummings independientes, con colapsos y reavivamientos, tal como
sucede en el JCM con estados coherentes, sin embargo, el comportamiento se ve afectado por
el acoplamiento cavidad-cavidad.
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Figura 3.6: De lado izquierdo (cavidad 1): nimero promedio de fotones (n;(t))(arriba) y valor esperado de la
inversién atémica <&,§1)> (abajo). De lado derecho (cavidad 2): ntimero promedio de fotones (no(t))(arriba)

y valor esperado de la inversién atémica <&£2)> (abajo). Con los pardmetros g1 = 0.00lwi, go = 0.001ws,

A = 0.25w;. El tiempo estd medido en unidades de 1/wy.

En la figura [3.6] observamos un comportamiendo muy distinto al del JCM estandar con
estados coherentes, ya que no se presentan colapsos ni reavivamientos, el comportamiendo es
mas parecido a las oscilaciones de Rabi. Debido a que el acoplamiento atomo-cavidad es muy
pequeno comparado con el acoplamiento cavidad-cavidad, el intercambio de fotones es mas
notorio entre cavidades, mientras la cavidad 1 pierde un fotén, la cavidad dos lo gana. Por otro
lado las transiciones atémicas son mas lentas.
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Figura 3.7: De lado izquierdo (cavidad 1): nimero promedio de fotones (n4(t))(arriba) y valor esperado de la
inversién atémica <&§1)> (abajo). De lado derecho (cavidad 2): ntimero promedio de fotones (nq(t))(arriba) y

valor esperado de la inversién atémica (69) (abajo). Con los pardmetros g; = 0.01wy, g2 = 0.01ws, A = 0.02w;.
El tiempo estd medido en unidades de 1/w;.

En la figura tenemos los acoplamientos atomo-cavidad individuales del mismo orden
del acoplamiento cavidad-cavidad. En los promedios de fotones para cada cavidad podemos
observar un colapso y un reavivamiento menos pronunciados que en el JCM estandar, mientras
que en las inversiones atomicas es mas marcado el colapso y el reavivamiento. Cabe destacar
que una condicion para que se presenten los colapsos y reavivamientos en el Hamiltoniano de
JC requiere que valor del acoplamiento atomo-cavidad sea fuerte, del orden de w;/100 mientras
que el acoplamiento cavidad-cavidad suele ser al menos un orden de magnitud menor [15].



Capitulo 4

Modelo de Jaynes-Cummings
deformado

En esta seccién haremos una extension al modelo Jaynes-Cummings habitual introduciendo
un término no lineal adicional tipo Kerr en el Hamiltoniano el campo electromagético. El medio
lo modelaremos como un oscilador f-deformado [5,/18,45] a partir del formalismo de operadores
f- deformados introducidos por Man’ko, et al [24].

4.1. susceptibilidad no lineal de tercer orden y® e indice refraccién
dependiente de la intensidad del campo

En la éptica convecional (lineal) la polarizacién inducida depende linealmente de la inten-
sidad del campo eléctrico y esta descrita por la relacion
P(t) = eoxVE(t), (4.1)

donde la constante de proporcionalidad X(l) es la susceptibilidad lineal y €y es la permitividad
del vacio. En la 6ptica no lineal la respuesta éptica puede ser descrita al generalizar la ecuacién
(4.1)) expresando la polarizacién P(t) como una serie de potencias del campo E(t)

P(t) =€ [XU)E(t) +XPE20) +XIE ) + ... (4.2)

Las cantidades X(Q), X(?’) son las susceptibilidades épticas no lineales de segundo y tercer orden
respectivamente. En general las susceptibilidades no lineales dependen de las frecuencias de
los campos aplicados, pero asumiendo que el medio responde instantaneamente, las tomaremos
como constantes [6]:

x? ~1.94 x 107%m/V, (4.3)
x®) = 3.78 x 107 m?/ V2.

Ahora consideremos la contribucion de la polarizacién no lineal a tercer orden

PO(t) = eox P E3 (). (4.5)

38
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Consideremos el caso simple en donde es aplicado un campo monocroméatico dado por
E(t) = & cos(wt), (4.6)

utilizando la identidad cos®(wt) = 411 cos (3wt) + § 3 cos(wt), podemos expresar la polarizacién no
lineal como

. 1
fﬂS)::_EQX@)53cosCiut)+-§e¢x@)53cosﬁu®. (4.7)

4 4
El primer término de la ecuacién describe la respuesta a una frecuencia 3w que es creada
por un campo aplicado de frecuencia w. Este término conduce al proceso de la generacién de
terceros armonicos, tal como se muestra en la figura [39]. De acuerdo con este proceso, se
destruyen tres fotones de frecuencia w y se crea un fotén de frecuencia 3w.

w
o 3w
o — @ L
W ——Pp rs-' 3 "
— [il]

(a) (b)

Figura 4.1: Generacién de terceros armonicos. (a) Geometria de la interaccién. (b) representacién de los niveles
de energia.

El segundo término de la ecuacién describe una contribucion no lineal a la polarizacién
con la frecuencia del campo incidente; este término conduce a una contribucion no lineal del
indice de refraccion experimentado por una onda con frecuencia w . Este indice de refraccion
puede ser representado como

n =ngy + nal, (4.8)

donde ng es el indide de refracciéon usual (lineal), I = %noeocé'Q es la intensidad de la onda
incidente y

3
= (3) 4.9
no 2n0 €oc X7 ( )

es una constante optica que caracteriza la potencia de la no linealidad éptica. El cambio en
este indice de refraccion es conocido como el efecto Kerr.

4.2. Operadores f-deformados

Los operadores f-deformados A y AT los obtenemos al agregar una deformacion a los ope-
radores ¢ y a' de la forma:

A )= f(h+1)a, (4.10)
AT al

af(n
f()a' =af(h+1), (4.11)

donde f(n) es una funcién de deformacién que depende del operador de nimero n, toma valores
continuos y satisface la condicién f(0) = 1, es decir, recuperamos el caso no deformado.
Recordando la estructura algebraica de los operadores del oscilador arménico a y af, cuya
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relacion de conmutacién es [EL, dq = 1. Podemos escribir las relaciones de conmutacion para
los operadores deformados:

[A,AT] = (A + 1) f2(A+ 1) — af*(n), (4.12)

[A,n] = A, (4.13)

[AT 7] = AT, (4.14)

y el producto entre estos operadores al aplicarlo a los elementos de la base resulta de la siguiente
forma:

ATA = af2(n), (4.15)

AAT = (A 4+ 1) f2(a +1). (4.16)

Los operadores A y Af representan las variables dindmicas que se asocian con los osciladores
f-deformados (f-osciladores) [24]. En el espacio de Fock con el operador niimero # = ala, la
base esta dada por las funciones propias de n

fln) =nin); neZ", (4.17)

y satisface la relacién de completez:
o0
Y Inyinl =1 (nlm) = Gnm. (4.18)
n=0

Con lo anterior podemos escribir una funcién arbitraria del operador de nimero f(n) como:

=) G 9) Gl (4.19)

Jj=0

Si estamos interesados en estudiar la dindmica de una interaccién no lineal en particular, en-
tonces se debe especificar la forma explicita de la funcion de deformacion.

4.3. Modelo de Jaynes-Cummings deformado

Comenzamos recordando el modelo de Jaynes-Cummings estandar para un solo dtomo de
dos niveles acoplado a un campo electromagnético cuantizado de un solo modo. El Hamiltoniano
del JCM esta dado por

Q
Hjyo = —(ata+ aal) + he 6. + h(acs + ate ). (4.20)
Ahora, generalicemos el JCM escribiendo el Hamiltoniano en la siguiente forma
: hw a7 4t 1205 5. A 4+ Ats
Hyic = — (A A+ AA ) + —hQaz + hg(64A+ Alo_), (4.21)

donde, de acuerdo con - hemos reemplazado los operadores de aniquilacion y creacion del
oscilador arménico @ y @' por los operadores deformados A y At definidos como:
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A=af(n)=f(h+1)a, Al = f(a)a’ =alf(n+1).

El acoplamiento con un medio de Kerr puede ser modelado por un oscilador anarménico [46,/47]
al agregar un término cuadratico del operador de ntimero 7 en el hamiltoniano . También
se puede incorporar dicho término mediante la eleccién de una funcién de deformacién f(n)
apropiada . Si elegimos

) =1+ %n £20) =1, (4.22)
donde x es un parametro de anarmonicidad (0 < xy < w) relacionado con las propiedades 6pti-
cas de un medio tipo Kerr [6]. Es un hecho bien conocido que un medio exhibe el efecto Kerr
si su indice de refraccion varia con la intensidad del campo. Este es el fendmeno maéas simple de
la 6ptica no lineal.

Entonces el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings deformado toma la forma

ﬁDJC:hw(Hg)( )+ﬁx +he az+m< 1+Xﬁ&++,/1+§ﬁafa—_>,(4.23)

Como podemos ver en la ecuacién , la funcién deformacién tiene dos caracteristicas. Por un
lado, esta asociada con un acoplamiento dependiente de la intensidad del campo de radiacién, es
decir, el acoplamiento ya no es lineal en las variables del campo. Por otro lado, el Hamiltoniano
f-deformado para el campo, H = hwATA = hwn f?(7), puede a su vez interpretarse como un
subsistema que rige el comportamiento del campo rodeado por un medio no lineal contenido
dentro de una cavidad. Esta forma del Hamiltoniano se considera normalizada del Hamiltoniano
de Man’ko et al., H F= %hu (ATA + AAT), que corresponde al oscilador cudntico f-deformado
[25,130]. En resumen, podemos decir que la funcién f determina la no linealidad del sistema
atomo-campo.

El Hamiltoniano de Jaynes—Cummlngs deformado lo escribiremos como un Hamiltionano no
perturbado Hy y una perturbacion 1%

ﬁJCD:ﬁO+V.

Tomando como hamiltoniano no perturbado

- 1 Q 1 Q
Hy = hw(1 + %)(ﬁ +3)+ hxn? + hoé.=h (wef(ﬁ +3)+ xn? + 5&2) , (4.24)
CON Wep = W (1 + %)
Tomando como la perturbacién al término restante
V =hx(af(R)os + f(R)alo_). (4.25)

El operador de evolucion correspondiente a Hy es:
Uo(t) = e #10",

Oo(t) = e*i(wef(ﬁ+%)+xﬁ2+%&z)t7 (4.26)
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en donde hemos elegido el tiempo inicial ¢y = 0.
El Hamiltoniano en la representacion de interaccion es

Hi(t) = hAU(t) (af ()6 + f()al6-) Un(t) (4.27)

aplicando las transformaciones obtenemos
Hy(t) = b\ |e{@er=Dte=0t 4D £y 4 1), + @ =Dl XD £ 1)] o (4.28)

Notemos que en el Hamiltoniano de interaccion aparece el operador de niimero en el exponente y
depende del tiempo, entonces los operadores que aparecen en H 7(t) no cumplen las condiciones
necesarias para aplicar el teorema de Wei-Norman por lo que es necesario hacer aproximaciones.
La primera opcién es despreciar los efectos debidos al término x(27n + 1) comparados con
wep — . Esto sera vélido para casos cuando wey no sea cercana a (2. Cuando estas frecuencias
son cercanas, el término proveniente de la no linealidad debe ser tomado en consideracién. Para
ello tomaremos el valor esperado de las exponenciales entre estados coherentes |«). Al hacerlo
obtenemos un Hamiltoniano aproximado dado por

(1) = hix (f('fz+1)d&+e iwer=t (| lxt<2ﬁ+1>ya>)

(4.29)
—l—h)\( ate f(n+ 1) i(wer—Q)t <a|€lxt (2n+1) ’a>>7
donde los valores esperados son:
<Og’6ixt(2ﬁ+1)|(}é> _ eixte|a|2(e2ixt,1)7 (430)
(ale”Xt@M D)) = gmixtelal* (e ~1). (4.31)

Entonces, en esta aproximacion, el Hamiltoniano en la representacién de interaccién queda

Hiy(t) = A (¢(t) f (7 + 1)aot + ¢*(t)alo_f(i+ 1)), (4.32)

con la funcién

6(1) = e~ i(wes ~Qtixtlaf (e -1). (4.33)

Si ahora sustituimos la funcion de deformacién obtenemos

Hi(t) = ( (t)4/1+ n+1 Jaoy + ¢*(t)alo_y /1 + ) (4.34)

usando ahora que, para valores del eigenvalor n pequenos comparados con w/x podemos tomar
la aproximacién

X
w

I+ =(n+1)~1,

se obtiene finalmente el Hamiltoniano de interaccion
Hy(t) = hx (¢(t)ao, + ¢*(t)alo_) (4.35)
cuyo operador de evolucién es de la forma

Uy (t) = eB=(0d=BrOF 8- (4.36)
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con los operadores 1;, b definidos anteriormente.
El operador de evolucion para el Hamiltoniano de JC deformado es entonces:

Uty = Uo(t)Ur(t),
U(t) = e (e ra x50t ep.(05: (08 (1)), (4.37)

4.4. FEvaluacion de observables

El valor esperado del operador de niimero de fotones es
(A(t)) = (W(O)|UT()AT (1) (0)) = (¥(0)[T] ()T ()T (1)U ()W (0)) = (W1 (6)[A ¥ (1))

ya que Up(t) conmuta con 7. Si el estado inicial es |¥(0)) = |a) ® |e), donde |a) es un estado
coherente. El estado en la representacién de interaccién al tiempo t esta dado por

Wi(t)) = WZ (P Olke) + B0 Ok +1,9)) (4.39)
NG
al tomar la proyecciéon (n|Wy(t)) obtenemos
= el Z R (k PR 4 (Jp-+ 1) (1) e 2RO (4.39)

El valor esperado del operador 6, estd dado por

(. o lof? Z || ( 2Re(B(t) _ |5+(t)|26—2Re(5z(t))) . (4.40)

Compararemos los resultados analiticos obtenidos en las expresiones , y los resulta-
dos obtenidos al resolver la ecuacién de Schrodinger con el Hamiltoniano dado en la expresién
de manera numérica.

Consideraremos el estado inicial dado por un estado coherente para el campo, y el a&tomo en el
estado excitado |¥(0)) = |«, e), con un promedio de fotones de @ = 20.
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Figura 4.2: Ntimero promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solucién numérica y de lado derecho

la solucién analitica.
Pardmetros: g = 0.1w, x = 0.00001w. El tiempo estd medido en unidades de 1/w.
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Figura 4.3: Ntimero promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solucién numérica y de lado derecho

la solucién analitica.
Pardmetros: g = 0.1w, x = 0.0001w. El tiempo estd medido en unidades de 1/w.
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Figura 4.4: Nuimero promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solucién numérica y de lado derecho

la solucién analitica.

Pardmetros: g = 0.1w, x = 0.001w. El tiempo estd medido en unidades de 1/w.
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Figura 4.5: Niimero promedio de fotones. De lado izquierdo se muestra la solucién numérica y de lado derecho
la solucién analitica.
Pardmetros: g = 0.1w, x = ¢g/3. El tiempo estd medido en unidades de 1/w.

En las ﬁgurasy para valores de x pequenos (1 x 107%w < y < 1x 10_4w) podemos

observar que el sistema se comporta muy parecido a un Jaynes-Cummings sin deformar y hay
una notable concordancia entre los cdlculos numéricos y analiticos.
Cuando y es del orden y ~ 1 x 1073w, los célculos numéricos muestran un comportamiendo
similar al de un Jaynes-Cummings sin deformacién, sin embargo hay diferencias notables con
los célculos analiticos ( ﬁgura, que para tiempos cortos no muestran un reavivamiento, sin
embargo, a tiempos mas largos si exhiben el siguiente reavivamiento. En la figura tenemos
una anarmonicidad de y = ¢/3 =~ 0.03w. En este caso podemos observar colapsos y reaviva-
mientos méas compactos, esto debido al efecto de la no linealidad del campo electromangético.
Los calculos analiticos y numéricos son cualitativamente parecidos, sin embargo debido a que
las soluciones analiticas son aproximadas podemos notar diferencias.

. . - 1o Diferencia entre deformado y no deformado
X Diferencia entre numérico y analitico (numérico)
10-° No No
10-* No No
1073 Si No
3x10~2 | Si Si

Cuadro 4.1: Comparacién cualitativa entre los cdlculos analiticos y numéricos y comparacién con el caso de un
Jaynes-Cummings no deformado para los distintos valores del pardmetro de anarmonicidad x.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo, hemos propuesto dos posibles generalizaciones del modelo estandar de

Jaynes-Cummings. Primero hemos presentado un método para construir un operador de evolu-
cién temporal aproximado, escrito en una forma de producto de exponenciales, para un sistema
compuesto por dos cavidades acopladas que contienen un atomo de dos niveles cada una (dos
Hamiltonianos de Jaynes-Cummings acoplados). Después, utilizando el marco de un élgebra de
operadores f-deformados y haciendo la eleccién apropiada de la funcion de deformacion, hemos
introducido un Hamiltoniano para la descripcién de una cavidad tipo JC donde la interaccién
entre el 4tomo y el campo electromagnético ya no es lineal en las variables del campo (es decir,
una interaccién dependiente de la intensidad del campo).
Una vez que tenemos una expresion analitica para el operador de evolucién temporal correspon-
diente, podemos propagar algiin estado inicial particular y calcular cualquier propiedad que nos
interese, como el nimero promedio de fotones en cada cavidad, la inversién atémica, el nimero
de excitaciones por cavidad individial (dos JC acoplados) y el nimero total de excitaciones.

Para probar la precision de nuestras aproximaciones, consideramos un estado inicial, donde
para el campo tomamos estados de nimero (estados de Fock) como estado inicial y aplicamos
el operador de evolucién temporal completo. Evaluamos el nimero promedio de fotones, asi
como el valor promedio del estado atémico en cada cavidad y confrontamos los resultados con
los obtenidos mediante un célculo puramente numérico resolviendo la ecuaciéon de Schrodinger
para el Hamiltoniano correspondiente completo. Después consideramos como estado inicial un
estado coherente del campo, en donde en el caso de los dos JC acoplados enfrentamos limi-
taciones computacionales para efectuar el calculo analitico, por ello consideramos solamente
los calculos numéricos. Los parametros del Hamiltoniano para el acoplamiento atomo-campo
y el acoplamiento cavidad-cavidad se tomaron de [15] y corresponden a posibilidades experi-
mentales reales. En el caso de dos Hamiltonianos de JC acoplados, Con estos parametros del
Hamiltoniano, encontramos que al tener los acoplamientos atomo-cavidad individuales mayo-
res que el acoplamiento cavidad-cavidad (g; > ), las dos cavidades se comportan de forma
similar a dos Jaynes-Cummings independientes, con colapsos y reavivamientos, tal como suce-
de en el JCM con estados coherentes, sin embargo, el comportamiento se ve afectado por el
acoplamiento cavidad-cavidad. Cuando el acoplamiento cavidad-cavidad es mayor que el aco-
plamiento atomo-cavidad individual (A > g;) observamos un comportamiendo muy distinto al
del JCM estandar con estados coherentes, ya que no se presentan colapsos ni reavivamientos,
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el comportamiendo es mas parecido a las oscilaciones de Rabi. Debido a que el acoplamiento
atomo-cavidad es muy pequeno comparado con el acoplamiento cavidad-cavidad, el intercambio
de fotones es mas notorio entre cavidades, mientras la cavidad 1 pierde un fotén, la cavidad
dos lo gana. Por otro lado las transiciones atémicas son mas lentas. Cuando los acoplamientos
individuales dtomo-cavidad son del mismo orden del acoplamiento cavidad-cavidad (A ~ g¢;) en
los promedios de fotones para cada cavidad podemos observar un colapso y un reavivamiento
menos pronunciados que en el JCM estandar, mientras que en las inversiones atémicas es mas
marcado el colapso y el reavivamiento.

En el caso del modelo de JC deformado considerando diferentes valores del parametro de anar-
monicidad y encontramos:

Para valores pequenos de y (1 X 1079w < x < 1 x 10*4w), se observa un comportamiento
muy similar al de un Jaynes-Cummings no deformado, mostrando concordancia entre los célcu-
los numéricos y analiticos. Cuando y es del orden de y ~ 1 x 1073w, los célculos numéricos
muestran un comportamiento similar al de un Jaynes-Cummings sin deformacion, pero con
diferencias notables respecto a los calculos analiticos. Estas discrepancias se hacen evidentes en
tiempos cortos, donde no se observa un reavivamiento, pero si se manifiestan a tiempos mas lar-
gos exhibiendo un reavivamiento posterior. En el caso de una anarmonicidad de y = % ~ 0.03w,
se observan colapsos y reavivamientos mas compactos debido al efecto de la no linealidad del
campo electromagnético. Aunque los cédlculos analiticos y numéricos son cualitativamente si-
milares, se deben tener en cuenta las aproximaciones en las soluciones analiticas, lo que puede
dar lugar a diferencias notables.
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