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Resumen

Desde el comienzo de la relatividad general hasta nuestros dias, ha existido un gran
interés por los agujeros negros. Sin embargo, fue hasta abril del 2019 cuando se obtuvo la
primera imagen del disco de acrecién de uno de ellos, corroborando su existencia. Todo
esto fue gracias a la contribucion de telescopios a lo largo del mundo, formando el “FEvent
Horizon Telescope”. Esta tesis hace hincapié hacia otro tipo de agujeros negros conocidos
como agujeros negros primordiales (ANPs) debido a las recientes publicaciones detectadas
por LIGO (Observatorio Interferométrico de Ondas Gravitacionales) Y VIRGO, los cuales
detectaréon masas mayores de lo esperado. Pero estas masas atipicas no pudieron provenir
del colapso gravitacional de estrellas, por lo tanto surge otra teoria de su origen, la cual
dice que pudieron formarse debido al colapso de perturbaciones de gran densidad al inicio
del Universo, provenientes de las fluctuaciones del campo escalar inflaton, y por acrecion
de materia a lo largo de los anos se convirtieron en los agujeros siipermasivos detectados.
El objetivo general de este trabajo es usar inflacion como mecanismo para generar ANPs,
y a partir de ahi el objetivo especifico consiste en determinar la fraccién inicial de masas
que colapsara en un agujero primordial, siguiendo el proceso de colapso esférico usado por
Press-Schechter, donde considero que las perturbaciones de densidad seran simétricamente
esféricas con un cierto radio R, el filtro que ocuparé sera una funcién ventana y un espectro
de ley de potencias. El modelo de colapso esférico fue propuesto para la formacion de
estructura a gran escala en un dominio de materia, en este caso lo aplicaré en un dominio de
radiacion para obtener ANPs con tres umbrales distintos y un indice espectral variable, de
esta manera vere el cambio que tienen las distribuciones de probabilidad y como afectara
en la abundancia de ANPs. Para indices espectrales menores o iguales a 1.37 obtuvimos
masas de ANPs que ya se habrian evaporado o estarian evaporandose, por encima de
este indice se formarén agujeros negros con masas suficientemente grandes que todavia
estarian presentes hoy en dia.
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Abstract

From the beginning of general relativity to the present day, there has been a great
interest in black holes. However, it was not until April 2019 when the first image of the
accretion disk of one of them was obtained, corroborating its existence. All this thanks to
the contribution of the telescopes around the world, forming the Event Horizon Telesco-
pe. This thesis emphasizes another type of black holes known as primordial black holes
(PBHs), due to the recent publications detected by LIGO (Interferometer Gravitational
Wave Observatory) and VIRGO, which detected masses larger than expected. But these
atypical masses could not come from the gravitational collapse of stars, therefore, another
theory of their origin arises, which says that they could be formed due to the collapse of
high-density perturbations at the beginning of the Universe, coming from the fluctuations
of the scalar field inflaton, and by accretion of matter over the years became the detected
supermassive holes. The general objetive of this work is to use inflation as a mechanism
to generate PBHs, and from the specific objetive is to determine the initial mass fraction
that will collapse into a primordial black hole, following the spherical collapse process used
by Press-Schechter, where I consider that the density perturbations will be symmetrically
spherical with a certain radius R, the filter I will use will be a window function and a
power-law spectrum. The spherical collapse model was proposed for large scale structure
formation in a matter domain, in this case I will apply it in a radiation domain to obtain
PBHs with three different thresholds, and a variable spectral index, in this way I will see
the change that the probability distributions have and how it will affect the abundance
of PBHs. For spectral indices less than or equal to 1.37 we obtained masses of PBHs that
would have already evaporated or would be evaporating, above this index black holes with
sufficiently large masses would form that would still be present today.






Capitulo 1

Introduccion

Los agujeros negros primordiales son agujeros negros hipotéticos, formados de las per-
turbaciones de gran densidad provenientes de las fluctuaciones del inflatén en el Universo
temprano. Fueron propuestos primeramente en 1967 por Zeldovich y Novikov [1] e inde-
pendientemente en los 70s por Stephen Hawking [2]. Después, la idea de que los agujeros
negros primordiales podrian formar parte de la materia oscura fue sugerida en 1975 por
Chapline y Meszaros [3].

En este capitulo explicaré los objetivos generales y especificos, al igual que la estructura
de la tesis.

1.1. Objetivo General

Estudiar el periodo de inflacién como mecanismo inicial para la formacion de agujeros
negros primordiales.

1.2. Objetivo Especifico

El objetivo especifico de mi trabajo consiste en determinar la fraccion inicial de masas
que colapsara en un agujero negro primordial, en un dominio de radiaciéon y siguiendo el
formalismo de Press-Schechter. Para esto, usaré un espectro de ley de potencias con un
indice espectral variable y veré el impacto en la abundancia de ANPs al ir modificando
este indice.

1.3. Estructura

La tesis consta de 6 capitulos, los cuales estaran estructurados de la siguiente manera:
El capitulo 2 se abordara con una introduccion a la cosmologia, donde se explican algunos
conceptos bésicos de relatividad general; entre ellos la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker y las ecuaciones de campo de Einstein. Posteriormente, hablaré de las
ecuaciones de Friedmann que describen la evolucion y los cambios de dominio de energia
que ha tenido el Universo, de igual forma, mostraré los parametros cosmolégicos mas re-
levantes en esta tesis. Luego, pasaré a explicar qué es la radiacion cosmica de fondo, su
espectro de potencia y su estadistica. Después, haré énfasis en el modelo del Big Bang y
los problemas que no logra resolver.
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El capitulo 3 tratara sobre inflacion el cual es un periodo que se ha propuesto para com-
plementar y solucionar los problemas que tiene el modelo del Big Bang. Comenzaré dando
las condiciones para inflacion junto a la aproximaciéon slow-roll, hablaré de como calcu-
lar la cantidad de inflacion usando el nimero de e-folds N. Posteriormente, explicaré la
soluciéon de los problemas de la planitud, del horizonte y de los monopolos magnéticos.
Luego, daré una explicacion de que sucede cuando el campo escalar llega a su minimo del
potencial en el periodo de recalentamiento. Al final del capitulo se estudiara el origen de
las fluctuaciones primordiales generadas durante inflacion, como afectarén a las pertur-
baciones cosmoldgicas, su estadistica, y como pudieron ser las semillas para la formacion
de estructura.

En el capitulo 4 se hablara sobre agujeros negros primordiales, para esto comenzaré con
las caracteristicas de un agujero negro, la densidad de un agujero sin rotaciéon ni carga
y la métrica de Schwarzschild. Hablaré de como obtener la masa de un agujero negro
primordial usando la masa del horizonte en la igualdad materia-radiacion. Explicaré la
radiacion de Hawking y el tiempo de evaporacion de un agujero primordial, donde mos-
traré la utilidad que tienen en la cosmologia y como podrian ser candidatos a materia
oscura. Luego, hablaré brevemente del modelo de colapso esférico, donde adaptaré esta
idea para obtener la abundancia de ANPs. Posteriormente, mencionaré el mecanismo de
formacion de un agujero primordial a partir de las perturbaciones primordiales generadas
durante inflaciéon y la relacién que tienen con las perturbaciones de densidad. Terminaré
el capitulo con el formalismo de Press-Schechter, los diferentes umbrales criticos que se
han estudiado y como obtener agujeros primordiales.

En el capitulo 5 se presentan los resultados de la fraccion inicial de masas en un dominio
de radiacion usando un espectro de ley de potencias con distintos indices espectrales, se
trabajo con la funcién ventana gaussiana y la funcién top-hat, donde al final del capitulo
escribiré el codigo que se cred para obtener la abundancia de ANPs.

Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Cosmologia

La Cosmologia se encarga de estudiar el origen, formaciéon y desarrollo que ha tenido
el Universo a lo largo del tiempo, usando la relatividad general como marco tedrico. En
la actualidad, la cosmologia moderna pretende explicar la estructura y dinamica del Uni-
verso a gran escala, y debido a las observaciones que se han obtenido del fondo césmico
de microondas en los ultimos anos, tenemos que a grandes escalas se presenta un alto
grado de homogeneidad (o invariancia traslacional) e isotropia (invariancia rotacional) de
las propiedades fisicas y geométricas, a esto se le conoce como el principio cosmologico y
es la base del modelo estandar. Ademas, otra caracteristica que presenta el Universo es
que no es estatico y se encuentra expandiendo de manera acelerada.

2.1. Meétrica de FLRW

El objeto que describira el espacio-tiempo es la métrica, la cual es una forma bilineal
o tensor covariante de orden dos simétrico [4], para eso, usamos el elemento de linea ds?,
el cual se escribe de manera general como:

ds* = gua'x, (2.1)

donde g, es el tensor métrico, u y v hacen referencia a coordenadas espacio-temporales
con valores: (0,1,2,3), con 0 la coordenada temporal.
Si el espacio-tiempo es plano tendremos la métrica de Minkowsky:

ds* = —c*dt* + da® + dy® + dz?, (2.2)

donde ¢ & 3 x 10°km/s es la velocidad de la luz.

Sin embargo, la métrica que mejor se adapta a un Universo en expansion y aplicando el
principio cosmolégico es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
[5], en coordenadas polares esféricas se puede escribir como:

dr?
1 — kr?

ds* = —c*dt* + a*(t) [ + rdeQ} : (2.3)
con d2? = dh? + sin® 0d¢? el elemento de dngulo solido.

El factor de escala a(t) nos indica que tanto se esta expandiendo el Universo con respecto
al tiempo, y depende del dominio de energia que tenga en ese momento. La constante de
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curvatura k representa el tipo de curvatura que tiene el espacio-tiempo, con los siguientes

valores:
+1 cerrado

K= 0 plano . (2.4)
—1 abierto

Usando el sistema de coordenadas comoéviles, defino el tiempo conforme 7:

o
dr = D) (2.5)

Reescribimos la métrica FLRW:
ds® = a® [—*d® + dx® + SE(x)d?] (2.6)

tal que:
dr

dy = ——, 2.7
sinhy, kr=—-1

r=S.(x) = X, k=0 . (2.8)
siny, k=+41

Por isotropia, consideramos la propagacion radial de la luz (d€2 = 0):
ds* = a® [=c*dr” + dx*], (2.9)

La luz viaja en geodésicas nulas ds?> = 0, entonces la trayectoria de la luz tomara la forma
de:
dr = +dy. (2.10)

Para poder estudiar la evolucion de la métrica, y por lo tanto del factor de escala recu-
rrimos a las ecuaciones de campo de Einstein:

1 8t
G,uu - R/ux - éguuR = ?Tuu - Agul/; (211)
Del lado izquierdo de (2.11) tenemos al tensor de Einstein G, el cual se compone del
tensor de Ricci R, (puede obtenerse contrayendo el tensor de Riemann):

R, =R%,, =9 Ry, (2.12)

nov

El tensor de Riemann es una forma de "medir"que tan grandes son las desviaciones de la
métrica curva con respecto a la métrica plana [6].
R el escalar de Ricci (es una contraccion del tensor de Ricci (2.12)):

R=¢"R, = R 2.13
1 1

Mientras que del lado derecho G = 6.67 x 107" Nm?/kg? es la constante gravitacional,
A es conocida como la constante cosmolégica y es la mejor descripcion para explicar la
expansion acelerada actual que presenta el Universo, si el término se agrega del lado
izquierdo de (2.11) corresponderfa a una modificacion de la gravedad, y finalmente 7, es
el tensor energia-momento.

Las ecuaciones (2.11) nos relacionan la geometria del espacio-tiempo, representado por el
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tensor métrico, con la materia y la distribucién de energia en el mismo, representada por
el tensor de energia-momento. Este tiltimo se puede escribir en términos de la densidad
de energia p, presiéon p y la cuadrivelocidad U*:

p
T, = (p + E) U.U, + g, (2.14)

El tensor energia-momento adoptara la forma de un fluido perfecto al considerar las
propiedades de homogeneidad e isotropia del Universo. Esto se debe a que no existiran
presiones anisotropicas, por lo tanto, las componentes que no esten en la diagonal del
tensor valdran cero: Tj; = 0, Vi # j.

Por lo que p y p no dependeran de la posicion, solamente del tiempo:

T, = diag (—pc®, p,p,p) - (2.15)

2.2. Ecuaciones de Friedmann

Por lo tanto, considerando una métrica de FLRW y un tensor energia-momento con
la forma de un fluido perfecto, podemos resolver las ecuaciones de campo de Einstein.
La componente del tensor de Ricci distinta de cero y el escalar de Ricci seran:

i

Roo — —3%, (216)
(ad + a® + Kc?)
R—=—6 e 7 (2.17)
Donde junto a la componente Tyy = —pc?, obtendremos dos ecuaciones diferenciales no
lineales, conocidas como ecuaciones de Friedmann:
a* + kc? _ 8nGp+ Ac27 (2.18)
a? 3
a 1 4G 3p
—=_AP - — = . 2.19
a 3¢ 3 ('0 * 02) (2.19)

Las ecuaciones de Friedmann gobernaran la evoluciéon del Universo, la primera ecuacion
(2.18) viene de la componente 00 de las ecuaciones de campo de Einstein y va a describir la
relacion entre el parametro de Hubble con respecto a la densidad de energia, la curvatura
y la constante cosmologica. Mientras que la segunda ecuacion o también conocida como
ecuacion de aceleracion (2.19) viene de la traza de estas componentes y va a relacionar la
expansion del Universo con la presion, la densidad de energia y la constante cosmologica.
Definiendo el ritmo de expansion del Universo mediante el parametro de Hubble:

H (2.20)

I1l
2|

Con a la derivada con respecto al tiempo del factor de escala.
Una tercera ecuacion puede surgir de la union de (2.18) y (2.19), o de igual manera de la
conservacion del tensor energia-momento:

vV, T =0, (2.21)
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Donde para la parte temporal nos quedaria la ecuaciéon de continuidad:

p= —33 (p + —) : (2.22)

con p = dp/dt.
La cual nos relaciona el fluido césmico con respecto a la expansion del Universo.
Si consideramos al Universo lleno con un fluido perfecto con ecuacion de estado p(p):

p = wpc?, (2.23)

donde w es una constante, y determina la clase de energia-materia que domina el Universo
en ese momento. Si lo sustituimos en (2.22) obtendremos una ecuacion diferencial mucho
mas sencilla de resolver, e integrando nos queda:

p oc a3 (2.24)

La evolucion de la densidad de energia y del factor de escala lo dividiremos en tres épocas:
la época de radiacion, la de materia y actualmente la época de energia oscura (ver figura
2.1).

Para el caso de materia relativista w = 1/3 (ver Apéndice C), entonces:

poca? (2.25)
1
a(t) x t'? = H(t) = 57 (2.26)

Para el caso de materia no-relativista w = 0 y nos queda:

po<a (2.27)
2
at) o 3 = H(t) = v (2.28)

Finalmente, para un Universo dominado por la constante cosmologica (un tipo de energia
oscura) con w = —1 nos queda:

p = cte, (2.29)
a(t) o '™ — H = cte. (2.30)
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Figura 2.1: Evolucién de la densidad de energia con respecto al factor de escala para un
Universo plano dominado por radiaciéon, materia y energia oscura en escala logaritmica.

Se considera que lo que sea que esta dominando el Universo en la actualidad hace que
se expanda de manera exponencial-acelerada, manteniendo una densidad de energia y un
parametro de Hubble constante. El cual es conocido como la constante de Hubble, y toma
el valor en el tiempo actual de |7]:

Hy = H(tp) = 100 x hkm -5~ - Mpc ™. (2.31)

con h = 0.673 £ 0.005 |7], el parametro de Hubble normalizado.
Usando la ecuacion (2.18) con A = 0 y x = 0, definimos la densidad critica [8] como la
densidad de energia total que se necesita para tener un Universo plano:
3H?
Pe =
8rG
con My = 1.989 x 103%kg la masa solar y Mpc = 3.086 x 10*?m un megaparsec.

Donde a partir de (2.32) definimos el parametro de densidad total como el cociente entre
la densidad total (radiacion, materia, energia oscura) y la densidad critica:

Y 2= ="

tot
)
Pec

= 2.775 x 10" B2 M Mpc 3, (2.32)

(2.33)

Reescribimos la ecuacion de Friedmann (2.18) de manera que relacione el parametro de
densidad (2.33) y la curvatura del Universo:

K
a?H?’

Qtot - ]. — (234)

Por lo que si:

k=41= Qe > 1, prot > pe
k=0= Qi =1, prot = pe
k=—1= Qo <1, prot < pe
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Otra magnitud importante es el corrimiento al rojo z, el cual nos relaciona la longitud de
onda (o frecuencia) de un haz de luz cuando es emitido y cuando es recibido:
)\emi Qo
1+2z= = . (2.35)
)\O a(temi)

Con el subindice 0 la longitud y factor de escala recibido y emi la parte emitida. Ademas,
la frecuencia de un fotén se reduce en un factor de 1 + z. Entonces, se usa el corrimiento
al rojo para referirse a la distancia que ha viajado la luz desde ese momento y asi nos dira
la época del Universo, por lo tanto, el corrimiento al rojo se suele ocupar para indicar
tiempos cosmologicos.

2.3. Radiaciéon coésmica de fondo

La Radiacion Coésmica de Fondo o Fondo Césmico de Microondas, por sus siglas en
ingles CMB (Cosmic Microwave Background) fue predicha por George Gamow junto con
Robert Herman y Ralph Alpher en 1948. Sin embargo, fue hasta 1965 donde se encontro
por primera vez por Arno Penzias y Robert Wilson mientras trabajaban en un receptor
de radio en los Laboratorios Bell [9]. Con el descubrimiento de esta radiacion se desecho
cualquier idea de un Universo estacionario, apoyando junto con la nucleosintesis y el
corrimiento al rojo al modelo estandar del Big Bang.

Una de las caracteristicas del CMB es que se ajusta con mucha precision a una distribucion
espectral de un cuerpo negro, con una temperatura de 2.725 + 0.010 K.
Entonces podemos usar la ley de Planck, donde la densidad de energia espectral u(f) va
a estar dada por [10]: )
8mh 1
u(f) = T

donde h = 6.626 x 1073*Js es la constante de Planck, kg = 1.381 x 1072JK! es la
constante de Boltzmann, f es la frecuencia de la radiacién electromagnética y T es la
temperatura absoluta del cuerpo negro.

De (2.36) podemos obtener la Ley de Wien, la cual, usando la temperatura del CMB nos
dara la longitud de onda méxima A4, = 1.061 x 1073m. Si integramos (2.36) sobre todas
las frecuencias obtendremos la densidad de energia total de radiacion €, emitida por un
cuerpo negro, dada por la Ley de Stefan-Boltzmann [10]:

(2.36)

€rad = PradC’ = / dvu(v) = oT?, (2.37)
0
con « la constante de densidad de radiacion y p,.q la densidad de radiacion. :
o= TR g ses 1071654y (2.38)
15h3¢3 ' ’ '

Ademés, podemos encontrar una relacion entre la temperatura del Universo y el factor
de escala usando la ecuacion (2.25) (o ver el Apéndice C), en la época del dominio de
radiacion: {

T o (2.39)
Lo que nos dice (2.39), es que a medida que el Universo se expande va a disminuir la
temperatura y esto sera importante para la formaciéon del CMB.
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2.3.1. ;Coémo se formoé el CMB?

Del modelo estandar del Big Bang tenemos que hace 13,800 millones de anos el Univer-

so temprano era un plasma caliente, compuesto de fotones, electrones y bariones (protones
y neutrones), donde la densidad de energia estaba dominada por la materia relativista
(fotones y neutrinos), estos ultimos se encontraban desacoplados del plasma.
Debido a las altas temperaturas la materia se encontraba solo en forma de particulas ioni-
zadas, por lo que los electrones estaban libres y cada que un electréon y protéon se querian
combinar para formar un d4tomo de hidrégeno neutro, eran rotos por fotones, ya que estos
no se podian propagar con mucha libertad debido a que presentaban un camino libre
medio muy corto. Los electrones interactiian con los fotones a través de la dispersion de
Thompson (es el limite de baja energia de la dispersion de Compton), y esta interaccion
constante entre electrones y fotones dio origen a una relacién de equilibrio térmico entre
la radiacién y la materia ionizada:

e +y—e +7. (2.40)

Sin embargo, el Universo se encuentra expandiendo y habiamos visto que la temperatura
disminuia duranta ésta expansion (2.39), cuando este proceso continua los fotones dejan
de tener la energia suficiente para ionizar el 4&tomo de hidrégeno, la energia de ionizacion
del hidrogeno en su estado fundamental es hf = 13.6eV (leV = 1.602 x 10719]) y la
temperatura para que suceda esto la obtenemos a partir de la ecuacion (2.41):

E = hf = kgT, (2.41)

T =1.5x10°K. (2.42)

Atn existia una relacion de 10° fotones por barion, por lo que atin no se formaban atomos
de hidrégeno neutros, por debajo de ésta temperatura comienza el proceso para dejar
de ionizar al d4tomo de hidrogeno. Con energias superiores, la dispersion de Thomson
deja de ser eficiente, entonces la densidad de electrones libres desciende. Por lo que al
disminuir atin més la temperatura la reaccion (2.43) se desplaza a la derecha y comienzan
a combinarse los electrones con los protones para formar d&tomos de hidrégeno neutros,
evitando que se rompan por los fotones.

e +p+— H+n. (2.43)

Donde 7y es un foton arbitrario y H el atomo de hidrogeno (no debe confundirse con el
parametro de Hubble), a esta etapa se le conoce como recombinacion.

Esto ocurrié hace 380,000 anos despues del Big Bang con una temperatura de 3000 K,
el Universo paso de ser opaco a volverse transparente a la radiaciéon electromagnética.
Finalmente, los fotones se desacoplaréon del plasma haciendo su camino libre medio mas
largo, para esto, consideramos una esfera imaginaria que surge si juntamos todos los
puntos desde donde los fotones sufrieron la tltima dispersion Thomson (se desacoplaron
los fotones con la materia), a esto se le conoce como superficie de tltimo esparcimiento,
y es lo que detectamos en el CMB (figura 2.2).
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Figura 2.2: Imagen de las fluctuaciones de temperatura en el cielo del CMB tomada por
el satélite Planck (2015).

2.3.2. Estadistica de las anisotropias del CMB

La alta isotropia y homogeneidad que presenta el Universo se obtiene del CMB, con
la aproximacion mas cercana de un espectro de cuerpo negro ideal. Pero no todo es alta-
mente isotropico, el satélite COBE (Cosmic Background Explorer) fue el primer satélite
en descubrir ligeras anisotropias en la temperatura.

Considerando la temperatura promedio (T") = 2.725 K y con una posicién angular (6, ¢),
las desviaciones de esta temperatura de un punto a otro punto en el cielo seran del orden

de:
oT

m(9, @) = 1077, (2.44)

Expandimos en arménicos esféricos Y (6, ¢) vy nos queda:

orT S !
m(@, QD) = Z Z alem(07 <P), (245)
l

=1 m=—

En (2.45) [ va de 0 a oo, con I = 0 un monopolo, [ = 1 corresponde a un dipolo, | = 2
corresponde a un cuadrupolo y asi sucesivamente. El niimero m se encuentra en el rango
de —I < m < +1. Los momentos multipolares a;,, son coeficientes que nos dicen el tamano
de las irregularidades en distintas escalas, podemos calcularlos usando la transformada de
Fourier inversa:

2 T
o= [ [ 25000, ) s v, (2.46)
o Jo (T)

Si las fluctuaciones son del tipo gaussianas, la estadistica de las anisotropias va a depender
solo del espectro de potencia angular de radiacion Cj:

l

Z alma?’m’ = <|a12m|>7 (247)
l

m=—

1

Q:m+1

La funcion de correlacion de dos puntos C'(6) nos ayudara a medir la relacion lineal entre
dos variables. Si en la superficie de dltimo esparcimiento consideramos dos puntos con
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direcciéon 1 y r9 separados por un angulo @, donde se cumple que rq - 79 = cos 6 :

cO) = (FFe) (2.48)

Sustituyendo (2.45) en (2.48) y usando (2.47) nos queda [11]:

1 oo
ZCZ mz_l Yl* (r1) Yl (re) = =1 2 (20 + 1)C,Py(cos 0). (2.49)

donde P, son los polinomios de Legendre.
El espectro de potencias angular de las fluctuaciones de temperatura del CMB (figura

2.3) se puede escribir como funcién del momento multipolar con [AZ%] = [uK?]:
I(l+1
az =Y ; ) evry. (2.50)
m

Debido a las grandes presiones dentro del plasma primigenio (constituido por un fluido
foton-barion), por compresion y expansion se generaron oscilaciones acusticas. Las oscila-
ciones son ondas de presion que se propagaban en el plasma primordial, al igual como se
propaga el sonido en algiin medio, pero a velocidades muy altas. En el dominio de radia-
cion la presion estaba dominada por la presion de fotones p = p,, y la densidad total del
fluido estaba compuesta de la densidad de fotones y la densidad de bariones p = p,, + ps,
por lo que la velocidad del sonido en el fluido fotén-barion esta dada por la ecuacion de
Newton-Laplace y usando (2.23):

%, dp, O 2 opy 1"
¢ = <_p> _ (&ﬁ) _c {H ﬂ} | (2.51)
op) dp, Op 3 opy
Multipole moment, £

o 2 10 50 500 1000 1500 2000 2500
o 6000
E.;‘ ,.tll
— 5000 i
7] |
: |
e | %
= 4000 {1
2 [
S 3000 :
E |II I:' 'lh‘ !“.'.
S 2000 ERVAVE
Q1000 [ t | e ‘-"'\_‘._\

]
E ':] M-H_
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Figura 2.3: El espectro de potencias angular de las fluctuaciones de temperatura del CMB
en funcion de la escala angular o los momentos multipolares, con datos de Planck (2013).
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con:

py = py(2) = proa,

po = Po(2) = Proa”>,
Donde py(2) v p4(2) son la densidad de energia promedio de bariones y fotones en un
corrimiento al rojo z.
Hacemos R un factor que da cuenta del efecto inercial producido por la masa de los
bariones:

R=9P_2P (252)

Entonces:
Cg = ——— (2.53)

Si la densidad de fotones es mayor que la densidad de bariones nos queda:

dp c?

El indice [ de los armonicos esféricos (2.45) va a denotar el nimero de oscilaciones, durante
la recombinacion estas oscilaciones alcanzarén su maximo o minimo de densidad y gene-
raron picos acusticos en el espectro de potencias, los cuales corresponden a las frecuencias
en las que los fotones se desacoplaron del plasma. El primer pico (figura 2.2) corresponde
al primer maximo en el momento de la recombinaciéon y nos indica la curvatura que tiene
el Universo. El cociente entre el primer pico y el segundo nos indica la densidad de mate-
ria bariénica presente en el Universo, mientras que el cociente del segundo y tercer pico
nos indica la densidad de materia oscura. La estructura a gran escala nos brinda mucha
informacion sobre el contenido del Universo, el origen de las fluctuaciones primordiales y
la expansion del fondo cosmico. A continuacién hablaré del modelo del Big Bang y los
problemas que surgen a partir de las observaciones del CMB que este modelo no puede
explicar.

2.4. Problemas del Big Bang caliente

La teoria del Big Bang se ha ensenado erroneamente, donde se cree que partimos de
una explosion, esto implica la existencia de un sistema de referencia absoluto, un “punto
inicial” en el espacio donde todo comenzo y un observador fuera de este que vio todo
[4]. Con esta interpretacion hablamos de un sistema de referencia privilegiado donde la
materia, energia y tiempo fueron creadas. La idea del modelo se refiere a un Universo
de FLRW que se esta expandiendo en todas direcciones mas el principio cosmologico,
contradiciendo a lo que se crefa en el siglo XX de un Universo estacionario, considerando
la relatividad general. Al decir que es el mismo espacio-tiempo el que se expande podemos
resolver el problema del desplazamiento al rojo, la abundancia de elementos ligeros, la
radiaciéon cosmica de fondo, la reionizacion, entre otros. Sin embargo, este modelo no
carece de problemas, entre los que destacan: el no poder explicar el origen del Universo,
la planitud que presenta, la alta homogeneidad e isotropia, la formacion de galaxias y el
porque no hemos podido detectar monopolos magnéticos.
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2.4.1. Problema de la planitud

Teoéricamente para un Universo plano el parametro de densidad total se escribe como:
Qtot = Qrad + Qm + QA =1, (255>

Esto se ajusta con las medidas obtenidas por el satélite Planck (2018) [7]:

Qyado = 9.2653 x 1077, (2.56)
Qo = 0.3153 4+ 0.0073, (2.57)
Qa0 = 0.6847 £ 0.0073, (2.58)

Del parametro de densidad total y el parametro de curvatura, esto apunta a un Universo
plano o casi plano:
Qo = —0.01179013, (2.59)

Para que el Universo presente esta planitud en el pasado lo debio ser mucho mas, el pro-
blema nos dice que a pesar de los cambios de densidad de energia-materia que ha tenido
el Universo desde sus inicios hasta la actualidad, este se ha mantenido similar al valor de
la densidad critica.

Asumiendo un Universo sin energia oscura, con la radiacién y materia siendo més impor-
tantes que la curvatura, tenemos para el caso de radiacion:

Quot — 1 ox t, (2.60)
y para el caso del dominio de materia:
Qo — 1 o /3. (2.61)

Cada que avanza el tiempo comienza a disminuir |Q,; — 1.
Para tiempos de la era de Planck (107%3s), la temperatura estaba dada por:

2 5

My C he
T,=—2— = ~ 102 K. 2.62
P kg Gk, (262)

con h = h/27 = 1.054 x 107**Js y m,; es la masa de Planck [8]:

n
my = 1/ EC — 2176 x 10%ke. (2.63)

Entonces la planitud que tuvo que tener el Universo en la era de Planck se puede obtener
(usando Ty = 2.725 K):

o 2) (22 ) ~ o107, 2.64
€2 — 1o (@0) (Tpl) O107") (2.64)

Este valor es extremadamente pequeno, y es poco creible que se diera este ajuste tan
fino. El modelo del Big Bang no lo puede explicar, ya que en cada cambio de dominio de
energia que se presento tuvo que haber variaciones en el pardmetro de curvatura.
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2.4.2. Problema del horizonte

El horizonte de particulas Hp es la distancia méxima que la luz ha viajado de un
tiempo inicial ¢; hasta un tiempo final ¢:

t dtl
Hp(t) = ca(t —. 2.65
plt) = catt) | (265)
El radio de Hubble ¢/ H es la distancia recorrida por las particulas en el curso de un tiempo
en expansion [12]. Es una forma de medir si las particulas estan conectadas causalmente,
entonces el radio de Hubble comoévil es:

C

Ry = —.
= aH

(2.66)

Si tomamos ¢t = 0 como el inicio del Big Bang y usando el radio de Hubble comévil (2.66),
reescribimos:

Hp(t) = ca(t) /0 aﬁ:) — calt) /0 ’ acgifgi;{ — ca(t) /0 d;?t—‘;(;) (2.67)

Por la isotropia de un Universo de FLRW | para una propagacion radial (0 = ¢ = cte =
dQ = 0) nos queda la ecuacion (2.9).
Y el horizonte de particulas comovil lo escribo como:

7(t) t dt' Ina
Hp(r) = c/ dr’ = c/ - :/ Ry (tdlna(t", (2.68)
0 o a(t) 0

Para un Universo dominado por un fluido usando la ecuacion de estado (2.23):

Ry = c(aH)™ ! = cHy tal+39)/2, (2.69)
=
Ina —1
2cH, 2
Ho — H—l (1+3w)/2d1 _ il (143w)/2 - R 2.70
p=cf  Hod fd (1+3w)[“ ] (1+3w) ™ (2:70)

Donde podemos ver que el horizonte de particulas es mayor a (aH)™!, para un Universo
dominado por radiaciéon tenemos:
Hp x a, (2.71)

y para materia:
Hp o a'’?. (2.72)

El problema del horizonte surge debido a la alta isotropia y homogeneidad que se observa
en el CMB (figura 2.1), al momento del desacoplamiento ya no hay una interaccion entre
los fotones con la materia. Si tomamos regiones alejadas del Universo, tenemos que estas
no pudieron tener la misma temperatura ya que no han podido estar en contacto causal,
debido a que el horizonte de particulas es mayor al radio de Hubble. Entonces el tiempo
que le tomaria a la luz viajar de un punto a otro es mayor que la edad que presenta el
Universo, por lo que el modelo del Big Bang no puede explicar este problema por medio
de un equilibrio térmico entre distintas regiones, ya que no habia tiempo suficiente para
que estas regiones interactuaran antes del desacoplamiento y pudieran tener la misma
temperatura.
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2.4.3. Problema de los monopolos

Se dice que un sistema experimenta una transicion de fase cuando pasa de un estado
con un grado de simetria a otro de distinto grado. Las transiciones de fase por rotura
de simetria generarian defectos topologicos, los cuales dependen del tipo de rotura de
simetria y dimension espacial, con una dimensiéon cero se forman monopolos magnéticos.
Este problema surge de combinar el modelo del Big Bang con la fisica de particulas.

Si la transicion ocurre en la época GUT (great unified theory), la masa de los monopolos
podria ser del orden de 10'°GeV /c? [13]. Se comportan como materia barionica fria, con
pmp o< a~* [14], correspondiendo a una densidad numérica de monopolos similar a la
densidad de bariones:

Nonp R Ny (2.73)

Si son producidos al inicio del Universo, la densidad de energia en los monopolos disminuye
mas lento que la radiaciéon y dominarian el Universo desde el inicio. El problema se debe
al no poder detectar estas reliquias en la actualidad.

2.4.4. Formacioén de estructura

En un Universo que siempre ha obedecido el principio cosmolégico a cualquier escala,
no se podria formar estructura (planetas, estrellas, galaxias, etc), se necesitan de inhomo-
geneidades y un mecanismo que explique como obtenerlas.

Este cuarto problema nos interesara méas para esta tesis (el cual sera resuelto en el siguien-
te capitulo) ya que su explicacion estara relacionada a la formacion de agujeros negros
primordiales.






Capitulo 3

Inflacion

La inflacion se puede definir como un periodo de expansion acelerada del Universo
de manera exponencial, a = e*, por lo que se dice que el Universo se encontraba muy
cercano a una fase de De Sitter.

El primer modelo inflacionario fue propuesto por Alan Guth en 1981 [15], con el fin de
resolver el problema de los monopolos magnéticos creando un falso vacio. Posteriormente,
en colaboracion Andreas Albrecht y Paul Steinhardt, e independientemente Alekséi Sta-
robinski y Andrei Linde [16], realizaron modificaciones al modelo inflacionario de Guth
para darle su forma actual. La inflacién no pretende sustituir el modelo del Big Bang sino
méas bien complementarlo, ayudando a explicar algunos de los problemas dentro de un
modelo conocido como ACDM.

En este capitulo haré uso de las unidades naturales (h = ¢ = kg = 1).

3.1. Condiciones para inflacién

Para que el Universo se expanda aceleradamente necesitamos que el factor de escala
se encuentre acelerandose, por lo que utilizamos la primera ecuacion de Friedmann (2.18),
esto conlleva a:

i > 0. (3.1)

Existe una expresion alternativa de la condiciéon de inflacion que le da un sentido maés
geométrico usando el radio como6vil de Hubble (2.66) (ver figura 3.1):

—— < 0. (3.2)

Ademaés, podemos obtener una tercera condicion usando la ecuacion de aceleracion (2.19),
con A = 0, vemos que para que se cumpla que @ > 0 necesitamos que (p — 3p) < 0.
Asumiendo que la densidad de energia p debe ser siempre positiva, se tiene que p debe
ser negativo:

p< —g. (3.3)

17
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‘comoving’
Hubble length

smooth patch

Figura 3.1: El radio de Hubble medido en coordenadas coméviles disminuye durante in-
flacion, este serd méas pequeno que el horizonte de particulas (2.68), una vez que termine
inflacion este volvera a crecer [17].

Una manera de conseguir una presion negativa es a través de un campo escalar ¢
(lamado también campo inflatéon o inflatén), los cuales estan presentes en el modelo
estandar actual, un ejemplo de campo escalar es el campo escalar de Higgs, el cual juega
un papel importante en la ruptura de simetria electrodébil. Dado el campo escalar ¢ con
una acciéon acoplada con la gravedad, formado de la accién gravitacional Einstein-Hilbert
y una acciéon del campo escalar con término cinético candnico:

lal = [ atoy/=laul (37 + 50 000,0+ V()] 3.4

con el lagrangiano:
1
£ = 50,606~ V(0), (3.5)

con d*z+/—|g,.| el elemento invariante de cuadri-volumen en la variedad considerada, R

el escalar de Ricci, V(¢) es el potencial del campo escalar ¢ y para una métrica de FLRW
19| = @®.

Usando el teorema de Noether y el calculo de su densidad lagrangiana encontramos que

el tensor energia-momento para ¢ es:

W ] 09

Se suele dividir el campo escalar en dos partes: el valor medio del campo ¢, (la parte
homogénea) y las fluctuaciones cuanticas d¢(z, t) alrededor de ¢y.

O(Z,1) = ¢o(t) + 06(Z, 1). (3.7)

Queremos encontrar la ecuaciéon de movimiento de ¢, donde consideramos que solo estamos
trabajando en un Universo de FLRW, con ¢ = ¢y:

= 0,00,0 — g L. (3.6)

a’b¢ = Oa

06 = 22~ =4,

t
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Entonces:

1 12 i
E(f) = giL = égii|¢‘ — iV (9) = psg”,

-2 1 .2
Ty = 161" = 3191 + V(9) = p,

Reescribiendo la presion y la densidad de energia del campo como:

1, .2
1,.2
ps=5lel +V, (3.9)
Siendo la ecuacién de estado:
1,.2
Slel =V
oSl Y

Incorporando (3.8) y (3.9) a las ecuaciones de Friedmann con curvatura despreciable,

podemos obtener:
—‘ 2—— —1¢2+L ¢ 3.11

i

- = —8% (8- Vvi(9). (3.12)

Tenemos que conocer la evolucion del campo, para eso usamos la ecuacion de Euler-
Lagrange a un Universo en expansion, y aplicando la condiciéon de homogeneidad nos
queda:

d 0(La®) O(La?)

& o0s 06 "

Entonces sustituyendo (3.5) y dividiendo entre a® obtenemos la ecuacién de movimiento
para el campo escalar en el fondo homogeneo, conocida como la ecuacion de Klein-Gordon:

. .dV
¢+3H¢+d—¢ = 0. (3.13)

3.2. Slow-roll

Para que se produzca inflacion se ocupa la ecuacion (3.13) asumiendo que el campo
escalar evoluciona lentamente (figura 3.2), a esto se conoce como aproximaciéon de roda-
miento lento (o slow roll en ingles), de lo contrario la inflacion terminaria muy rapido y
no habria alcanzado una expansion lo suficientemente grande.
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Figura 3.2: Figura de un potencial slow roll [18].

Las condiciones para slow roll son: en primer lugar, que la aceleracion del campo
escalar debe ser muy cercana a cero ¢ ~ 0, por lo que la ecuacion de Klein-Gordon (3.13)

quedaria como:
. d
3Hp = ——V (o). 3.14
b= =35V (0) (314
con 3H ¢ el término de friccion.
El potencial que afecta al campo escalar debe ser mucho mayor a su energia cinética:

V(g) > %dﬁ (3.15)
Entonces, la densidad de energia total esta dominada por el potencial del campo escalar:
po~ V. (3.16)
Por lo que la ecuacion (3.10) quedaria como:
we = —1. (3.17)
La ecuacion de aceleracion (2.19) puede escribirse como:

a : H
—=H’+H=H*|1+—

Para cuantificar la expansion acelerada se usan los pardmetros de rodamiento lento, se
define el primer parametro como:
H

— (3.18)

€ =

Entonces:

S:H2 (1—¢), (3.19)

En un Univero de De Sitter H es constante, por lo que durante inflacion H = 0. Un
segundo pardmetro podemos definirlo:

n=—-—:, (3.20)
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Habré inflacion siempre y cuando se cumpla:

0<e<l,

y
n] < 1.

Sie=|n|=1= d =0 e inflacion llegaré a su fin.
Debido al crecimiento exponencial del factor de escala, el parametro de Hubble es inde-
pendiente del tiempo durante inflacién, y podemos reescribir la ecuacién de Friedmann
(2.18):

_r .V
- 3mZ 3mE

2
Mp

H? (3.21)

con la masa reducida de Planck m?, =

Sustituyendo la ecuacion de Friedmann modificada (3.21) y la ecuacion de Klein-Gordon
(3.13) en (3.18) se obtiene el pardmetro con respecto al potencial:

=2 2
e = % (%) ~e (3.22)
Para el segundo parametro:
nv—n+e——£[—%, (3.23)
Derivando la ecuacion de Klein-Gordon (3.13) con respecto al tiempo:
3H¢+3Hd=—V"9, (3.24)
Sustituyendo en (3.23) y usando (3.21) nos queda:
v' H H V"
T m o m MY
Este parametro implica una inflacién suficientemente prolongada a partir de un potencial

dado. Toda la cosmologia inflacionaria va a depender de la forma que tenga nuestro
potencial, ya que la energia esta dominada por este mismo.

nv (3.25)

3.3. Cantidad de inflacion

La cantidad de inflacion se especifica por el niimero de e-folds N, el cual es una cantidad
adimensional que nos dice el nimero de veces que aumentara el factor de escala durante
el periodo de inflaciéon. Se calcula con el logaritmo natural entre la razon del factor de
escala al tiempo final de inflacién con respecto al tiempo inicial:

N=I (‘Z((ttf;) - /t;f Hadt. (3.26)

a

con t;, t; el tiempo inicial y tiempo final de inflacion.

De la ecuacion (3.14) podemos saber el nimero de e-folds dado un valor del potencial en
lugar del tiempo:

3H
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Sustituyendo en (3.26) y usando (3.21):
°r H? 1L [ov
N=-3 —do =~ —- —d 3.28
/i T mgl/¢fV'¢’ (3.28)
Usando la ecuacion (3.22), la ecuacion (3.28) nos queda como:

%1 |dg]
N = —_—— 3.29
o5 vV 26\/ mpi ( )

con ¢; y ¢ los valores iniciales y finales del campo escalar con € < 1, e(¢y) = 1.

3.4. Solucion a los problemas del Big Bang

3.4.1. Problema de la planitud

La soluciéon para el problema de la planitud es que €2 — 1 en lugar de alejarse. Este
problema se soluciona usando inflacién, una de las condiciones esque a medida que el
Universo se expande de manera acelerada el radio de Hubble comévil decrece (3.2):

RHf < RHO- (330)
Usando la primera ecuacion de Friedmann (2.34):

|| 1
a’H? - a?H?

Q—1= = R%,

Podemos ver que no importa que curvatura inicial present6 el Universo antes de inflacion.

Si el radio de Hubble comoévil sufre una fuerte contraccion durante la etapa inflacionaria
la evolucion va a estar dada por a? oc e?V:

Q—1loce® —0. (3.31)

Siendo necesarios N > Ina > 60 — 70 e-folds.

3.4.2. Problema del horizonte

Solucionamos el problema del horizonte con la misma condicién del decrecimiento del
radio de Hubble comovil (3.2), por lo tanto el horizonte de particulas es mayor al radio
de Hubble en el momento de la recombinacion (figura 3.1).

Ina Ina
dlna
Hp:/o T :/0 Ry (t)dIna. (3.32)

Todo lo que estaba adentro de este radio estaba en equilibrio térmico, intercambiando
fotones, por lo tanto estaban en contacto causal. Entonces regiones que ahora no se en-
cuentran en contacto causal en el pasado si lo estuvieron (ver figura 3.3).
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Figura 3.3: Solucién al problema del horizonte: En esta grafica se presenta una relacion
entre las escalas comédviles y el tiempo. Antes de inflacion el horizonte de particulas se
encontraba adentro del radio de Hubble comdévil, durante inflacion el radio decrece y las
escalas salen, ”congelandose”. Una vez que inflaciéon termina las escalas vuelven a entrar,
hasta la fecha hay escalas que estan entrando con la misma amplitud que tenian cuando
salieron del horizonte. Figura tomada de [17].

3.4.3. Problema de los monopolos

Al terminar la inflacién, el Universo llevo a una expansion dramatica del factor de
escala a, donde la densidad de los monopolos termino diluyendose, la inflacién se aseguro
de que las particulas que se formaron antes y después por transiciones de fase permane-
cieran fuera del Universo observable. De esta manera ha sido muy dificil el poder detectar

monopolos magnéticos:
Momp
Nomp =

— 0. (3.33)

a3

3.5. Recalentamiento

El proceso cuando termina la inflacién se le conoce como recalentamiento, dando paso
a un dominio de radiacién donde el modelo estandar de la cosmologia toma lugar. Esto
ocurre cuando el campo escalar comienza a oscilar al minimo del potencial V(¢), la energia
potencial asociada al campo escalar disminuye convirtiendose en energia cinética y de
acuerdo al término de friccion (3.14) se disipa la energia.
El campo escalar se comporta como materia sin presion ps = 0, entonces de (3.8) nos
queda:

1.
V §¢2, (3.34)

Entonces (3.9) quedaria como:
po = (), (3.35)
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Derivando (3.9) con respecto al campo:
fo = 60+ V'0, (3.36)
Si multiplicamos por ¢ la ecuacion (3.13):
¢b + V' +3H¢* =0, (3.37)
Entonces, sustituyendo en (3.36):
py = —3H@* = —3Hp,, (3.38)

La temperatura comienza a elevarse al decaer la energia potencial del campo escalar en
particulas del modelo estandar de fisica de particulas, tales como radiaciéon. Esta tasa de
decaimiento se mide por 'y, afiadiendolo a la ecuacion (3.38) y si el decaimiento es lento
la densidad de energia del campo escalar es:

fo+ (3H +T4) ps = 0. (3.39)

En este momento el Universo deja de estar en una fase de De Sitter con factor de escala
a = e’* y pasa a un Universo dominado por radiacién con a o< v/t.

3.6. Fluctuaciones del campo escalar

Uno de los problemas méas importantes que el modelo del Big Bang no logra explicar es
la formacion de galaxias. Un Universo isotropico y homogeneo no nos conduciré a que la
estructura se forme, ya que nada colapsaria. Para esto necesitamos de inhomogeneidades
en la densidad de energia, conocidas como perturbaciones de densidad, las cuales pueden
provenir de las fluctuaciones cuanticas (debido al principio de incertidumbre de Heisen-
berg) en el campo escalar inflatén en su estado de vacio, para esto dividimos el campo
escalar en una parte homogenea no perturbada y una perturbacion a primer orden, en un
gauge de densidad uniforme (ecuacion 3.7).

Nos interesa saber como estas fluctuaciones dependen de la escala k, para esto, si imagi-
namos que el campo es periédico dentro de una caja comoévil de lado L la fluctuacion se
puede expandir en una suma de Fourier [19]:

0o(Z,1) = e T5(k, 1), (3.40)

k

donde k es el vector de onda comovil y & es la distancia comovil.
Para describir las propiedades estadisticas de las fluctuaciones usamos un campo aleatorio,
si el campo fue peridédico dentro de una caja de lado comévil L, tendriamos las condiciones

de frontera que conocemos:
2m
Ak = — 3.41
L ? < )

Uno puede llevar el tamano de la caja al infinito, entonces la suma de Fourier se convertira

en una integral:
N 1 31, ikZTs /T
(3. = o / BreF TS0, 1), (3.42)

Por isotropia del fondo y al trabajar con perturbaciones a primer orden las funciones de
los modos ¢y dependen solo de k = |k|.
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Perturbando la ecuacion de Klein-Gordon (3.13), podemos escribir la ecuacion de las

fluctuaciones como: )

Sy + BHOGy + (ﬁ + v") S = 0, (3.43)

Se desprecia el dltimo término debido a las condiciones de slow-roll:
V' <V ~3H? (3.44)

Cambiamos al tiempo conforme para una expansion del tipo de De Sitter, con 7 < 0:

1

— 3.45
aH, ( )

T =

Para esto defino una variable que me relacione el factor de escala y el modo de fourier de
la perturbacion ¢:

vk = adgy, (3.46)
d
Puedo escribir el parametro de Hubble en términos del tiempo conforme usando d_; =an:
da dt
drdt _ @ 3.47)
H=% — '
. ol (
Usando (3.46) para cada modo k:
. doopdr  1d [ug 1 /v, du
5:__:__(_>:_ - , A4
¢ dr dt adr \a a (a a? (348)
. déﬁ dr 1d (v, du vy 3d'v, a’vy 3a'2vk
bp= ——— =" | & =L ___—%_ 3.49
¢ dr dt adr (a2 a? ) a? a* a s (349)
Entonces de la ecuacion (3.44) se obtiene la ecuacion de Mukhanov-Sasaki:
a//
vE + (k:2 — —) v = 0. (3.50)
a

Para resolver esta ecuacion se consideran los casos subhorizonte y stiiperhorizonte en donde
se encuentra la escala k. En el caso subhorizonte, la longitud de onda comovil de la
perturbacion es mas pequenia que el horizonte de Hubble A < (aH)™!, por lo tanto:

1
k>aH =——, (3.51)
T

=
k2 > a///a,

Entonces, la ecuaciéon toma forma de un oscilador arménico simple con frecuencia inde-

pendiente del tiempo:
vp + kv = 0, (3.52)

En este limite |k7| > 1 y la solucion es una onda plana:

) e*ikT
lim v, =

lim NS (3.53)
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Se le conoce a esto como vacio de Bunch-Davies donde los modos oscilan dentro del
horizonte.
Para el caso en que la longitud de onda sea mayor al horizonte A > (aH) ™'

1
k<aH =——, (3.54)
T
=
k* < d’/a,

Y la ecuacion de Mukhanov-Sasaki (3.52) se reduce a:

— —v, =0 3.5
Uk a Uk ) ( )
La solucién es de la forma:

V. = Bka, (356)

Donde Bj, es una constante de integracion que se puede calcular emparejando y llevando
al horizonte las soluciones para la escala (en ambos casos, subhorizonte y superhorizonte).

k 1
B = = ) 3.57
B B T Ve 337

Usando el cambio de variable (3.47) podemos igualar la constante de integracion con las
fluctuaciones del campo escalar expresada en el espacio de Fourier:

H
V2K3

|6¢n| = | By| =

(3.58)

U_Ha
SN

Un aspecto importante a considerar al trabajar con perturbaciones es el espectro de
potencias (ver Apéndice A), el cual describe como las amplitudes de las perturbaciones
varian con la escala. El espectro de potencias contiene la informacién sobre la varianza de
un proceso aleatorio, sin importar que el proceso sea o no gaussiano. Sin embargo, en el
caso de que sea un proceso aleatorio gaussiano el espectro contiene toda la informacion de
la varianza para cada modo k de fourier. Se define como la transformada de Fourier de la
funcion de correlacion de dos puntos £(r), y para el caso del campo inflaton, definimos que
el espectro de potencias primordial para escalas superiores al horizonte se puede escribir
como la covarianza de las fluctuaciones del inflaton:

(3.59)

2 ) H?
(6dnddn) = (21)25(k + k) (%) = (@r)’5(k + k) o, (3.60)
Por lo tanto, el espectro de potencias del inflatén es:
H2

Psys(k) = YER (3.61)

y el espectro de potencias adimensional toma la forma de:

K H? HY\®

k)= ——==|(— : .62
Poolk) = 555 <2w)k:aH (3:62)

La ventaja del espectro adimensional es que es independiente del volumen.
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3.7. Perturbaciones cosmolbgicas

Todo comienza en un régimen sub-horizonte, eventualmente inflacion estira las fluc-
tuaciones cuanticas del inflatéon y cuando las escalas cruzan el horizonte las fluctuaciones
se convirtieron en clasicas y pueden ser vistas en términos de campos aleatorios clésicos.
Debido a que las perturbaciones generadas por las fluctuaciones del vacio son a primer or-
den (perturbaciones lineales) y estocasticas, los modos de Fourier estan no correlacionados,
entonces, usando el teorema del limite central obtenemos perturbaciones del tipo gaussia-
nas. Como los modos son independientes de cada uno, se espera que las perturbaciones
surjan como un campo gaussiano aleatorio. Otra caracteristica de las perturbaciones es
que son adiabaticas, significa que tienen la propiedad de que el estado local de la materia
en algtin punto del espacio-tiempo del Universo perturbado sea el mismo que en el back-
ground (Universo FLRW) a un tiempo ligeramente distinto, es decir, pueden ser descritas
por una tnica perturbacion en expansion con respecto al background. Después de inflacion
son inducidas perturbaciones en la densidad de energia, estas perturbaciones se les conoce
como perturbaciones primordiales de densidad y fueron las semillas que posteriormente
evolucionaron por inestabilidad gravitatoria causando las anisotropias del CMB hasta dar
forma a la estructura a gran escala que conocemos, gracias a que la gravedad hace que
regiones sobredensas se vuelvan aiin mas densas, y regiones subdensas se vuelvan menos
densas.

La manera en la que las fluctuaciones del campo escalar afectan a la densidad de energia
van a estar relacionadas con las ecuaciones de Einstein perturbadas:

0G ., = 8TGOT,,, (3.63)

Consideramos que inflacion domina sobre el resto de componentes, por lo que las pertur-
baciones en el tensor energia momento se van a limitar a fluctuaciones del inflatén, y por
las ecuaciones de Einstein perturbadas (3.63) ocasionan perturbaciones en la métrica:

0¢ = 6Ty, — G, (3.64)

De esta forma las perturbaciones en la métrica estan fuertemente acopladas a las pertur-
baciones del campo inflaton:
3P > 0Gu- (3.65)

Las perturbaciones se descomponen en tres clases: un ejemplo son las perturbaciones esca-
lares, las cuales corresponden a las perturbaciones de densidad generadas durante inflacion
y son las que ocuparemos en la formacion de agujeros negros primordiales; perturbaciones
vectoriales, las cuales corresponden a las perturbaciones de vorticidad y no son produci-
das durante inflacion; y perturbaciones tensoriales, las cuales corresponden a las ondas
gravitacionales, estas tltimas no las estudiaremos debido a que estamos a primer orden.

3.7.1. Perturbaciones de curvatura

Las fluctuaciones del inflaton no se mantienen constantes en escalas stiperhorizonte,
por lo tanto anadiremos otro tipo de perturbacién escalar que nos sera de mayor utilidad
conocida como perturbacion de curvatura R, la cual tiene la propiedad de ser constante
fuera del horizonte (ver figura 3.4). Podemos relacionar R con las fluctuaciones del campo
inflaton por:

Ry — — {55@1 | (3.66)
¢ k=aH
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donde (bk es el valor de la derivada con respecto al tiempo del campo inflatén cuando una
longitud de onda dada cruza el horizonte. Los modos se congelan fuera del horizonte y
volveran a entrar una vez que inflacién termine.

Para el caso de las perturbaciones de curvatura, escribo el espectro de potencias adimen-
sional:

Pr(k) = 55 Pr(k), (3.67)

El espectro de potencias de las perturbaciones de curvatura y el espectro de potencias de
las fluctuaciones del campo inflatén se relacionan de la ecuacion (3.67) y (3.62):

(G, e

Usando slow-roll (3.14) y la primer ecuacion de Friedmann (3.21), el espectro se puede
escribir a la salida del horizonte a partir de un potencial dado [20]:

Pr(k) ~ — (g—z)kH , (3.69)

~ 2w,
o bien usando el primer parametro de slow roll (3.22) [21]:

Prlk) ~ —L (3.70)

N
87Tmple

Podemos comparar las expresiones de arriba a observables del CMB, entonces en la salida
del horizonte el espectro de potencia (3.68) se parametriza a una ley de potencias:

Pr(k) = A, (f) (3.71)

k. es una escala pivote cuyo valor es k, = 0.05Mpc™!, la amplitud A, (también se es-
cribe como Pr(k.)) dada por In(10'°A,) = 3.044 + 0.014, y el indice espectral n, =
0.9649 + 0.0042 [7].
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Figura 3.4: Evolucion de las perturbaciones de curvatura antes y después de inflacion:
del lado izquierdo por el principio de incertidumbre se crearon a escalas subhorizonte
fluctuaciones cuanticas del vacio que dieron lugar a perturbaciones de curvatura, las cuales
se mantendran constantes una vez que la escala salga del horizonte. Una vez que vuelvan
a entrar en el dominio de radiaciéon o materia, creardan perturbaciones de densidad (o
temperatura) que quedaran impresas en la formacion del CMB. Figura tomada de [22].

Definimos el indice espectral de la perturbacion de curvatura como la derivada del
espectro de potencias con la escala a primer orden:

dInPr

dink
Para el caso ng = 1, se le conoce como espectro invariante de escala o también llamado
espectro de Harrison-Peebles-Zeldovich, significa que cada longitud de onda tiene la misma
intensidad, es una de las predicciones de la teoria inflacionaria y es confirmada por las
observaciones a grandes escalas en el espectro de potencias de las anisotropias en el CMB.
Por lo tanto inflacién es responsable de la creaciéon de perturbaciones de curvatura con
un espectro casi invariante de escala.

ns(k) —1= (3.72)

3.7.2. Perturbaciones de densidad

Las perturbaciones de curvatura R dan lugar a perturbaciones de la materia a través
de la ecuacion de Poisson:
V20 = 47Gp. (3.73)

Esta ecuacion nos relaciona el potencial gravitacional ¢ con la distribucion de masa, p es

la densidad en una posiciéon Z y tiempo t, estas perturbaciones creceran dando lugar a la

estructura que conocemos.

El contraste de densidad describe como se distribuye la materia en relacién con la densi-

dad promedio en un punto dado y en un tiempo dado. Nos dice donde hay una sobrecarga

de materia y se expresa como la perturbacion de densidad entre la densidad promedio:
5(—» ) p(f>t)_p0 6p

= M _F 3.74
£o Po ( )
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Nos referimos a una estructura en una escala dada como lineal cuando |0] < 1.

En escalas dentro del radio de Hubble podemos trabajar con una gravedad newtoniana,
para esto, consideramos un espacio lleno con un fluido ideal no relativista con p(Z,t) la
densidad de masa local, la presion del fluido p(Z,t) < p(Z,t) y velocidad ¢. Las ecuaciones
de movimiento estan dadas por la dinamica del fluido con ecuacion de estado p = p(p)
(2.23). La ecuacion de continuidad describe la conservacion de la masa:

Op

o+ V(1) = 0. (3.75)

La ecuaciéon de Euler se deriva de la segunda ley de Newton aplicada a un fluido:

—

)
pa—;} L (pIV) T = —Vp— pV. (3.76)

En ausencia de perturbaciones el fluido es homogeneo y estético [23], sin embargo, no
habria formacion de estructura. Para esto, descomponemos las cantidades en su parte
homogenea mas una perturbacion:

p = po+ 0p,
T =y + 07,
p = po + op,
P = Py + 0P.

Usando el contraste de densidad (3.74), obtenemos las ecuaciones de movimiento pertur-

badas:
dd

==Vt (3.77)
dov 1
O (57 V)i = ——Vbp — Vi, (3.78)
dt Po

V25® = 47Gép, (3.79)

Por lo tanto, considerando fluctuaciones adiabéticas y cambiando a coordenadas comoviles
obtendremos la ecuaciéon de perturbaciones de la densidad (ver Apéndice B):

54226 = <47TGp0 - ciz;) 0. (3.80)
a a

Esta ecuacion caracteriza el crecimiento de las perturbaciones de densidad 6(%,t), con V.,
la derivada espacial en coordenadas comoviles y se relaciona con las derivadas espaciales
fisicas por V. = a(t)V y ¢ la velocidad del sonido adiabatico definida en el capitulo
anterior (2.54).

Debido a que (3.80) es una ecuacion diferencial de segundo orden tendremos 2 soluciones:

(T, 1) = 61(T, 1) + 6o(T, 1), (3.81)

Ademés, la evolucién del tiempo es independiente de la posicion, entonces podemos separar
las soluciones en su parte espacial d(z) y en su parte temporal D(t), a este tltimo se le
conoce como factor de crecimiento lineal.
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Para perturbaciones lineales el contraste de densidad es muy pequeno § < 1, entonces
podemos descomponerlo al espacio de Fourier y los modos k seran independientes:

i+ 226 = (4mGpo — 24%) 6. (3.82)

con k el nimero de onda de la perturbacion y A = 27 /k la longitud de onda comévil de
la perturbacion.
Del altimo término de la ecuacion (3.82) podemos definir la escala de Jeans:

\V 47TGp0

Cs

kg = (3.83)

Ahora definimos la longitud de Jeans:
Aj = — =Csy | 5, (3.84)

Si tenemos un fondo estatico H =0 (a = 0):

» Para k > k; = A < \; la presion resiste a la gravedad y las perturbaciones d; son
estables presentandose como ondas sonoras.

= Para k < ky = A > A\ la gravedad vence a los gradientes de presion por lo tanto
las perturbaciones son inestables, crecen y tenemos colapso.

Podemos definir la longitud de Jeans como la barrera o longitud limite donde sabre si mis
perturbaciones colapsarian o no, la masa de Jeans se define como la cantidad de materia
en una esfera de radio Ry = \;/2:

4

My =

R?. (3.85)
Si consideramos escalas Ry < A; podemos ignorar cualquier perturbacion en la compo-
nente de radiacion y tratarlo simplemente como un fondo plano.

En el dominio de materia (p = 0) y usando la ecuacion (2.28), la ecuacion (3.82) toma la
forma:

. 4.
O + ﬁék — 471G pp o = 0, (386)
con densidad :
1 (3.87)
Pm = 6rGez ‘
= 4 2
0 + §5k — @% = 0. (3.88)

Por lo tanto, las perturbaciones crecen con un factor de t%/2.

Dy (t) oc t*3 o aft), (3.89)

En términos del corrimiento al rojo:

, (3.90)
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A tiempos tempranos el Universo tiende asintoticamente hacia un Universo de Einstein-de

Sitter [24].
Y la segunda solucién conduce a una densidad decreciente continua, las regiones subdensas
experimentan un crecimiento negativo.

Dy(t) o<t (3.91)



Capitulo 4

Agujeros Negros Primordiales

Los agujeros negros primordiales (ANPs) son agujeros negros hipotéticos, que de ser

descubiertos, serian los primeros agujeros negros que se crearon al inicio del Universo
temprano. El mecanismo de formacion es diferente al que conocemos de colapso estelar,
debido a que en ese periodo aiin no se habian formado las estrellas.
En este capitulo comenzaré con una introducciéon a las caracteristicas principales que
tiene un agujero negro que no presenta rotacion ni carga, la masa de un ANP, la radiacién
de Hawking, la contribucién que tendrian los ANPs en la cosmologia, hablaré sobre el
modelo de colapso esférico para poder explicar el mecanismo de formaciéon de un agujero
primordial usando inflacién, y finalmente, hablare de como calcular la abundancia de
ANPs usando el formalismo de Press-Schechter.

4.1. Caracteristicas

Una de las predicciones de la relatividad general es la existencia de agujeros negros.
Un agujero negro es una region del espacio-tiempo donde el campo gravitacional es tan
fuerte que nada puede escapar de su horizonte de eventos (incluso la luz), este horizonte
es la superficie limite que restringe la region de no retorno [25]. Todo agujero negro sea
primordial o astrofisico esté caracterizado por su masa M, su momento angular J y su
carga eléctrica Q, a esto se le conoce como el teorema de no pelo, y nos dice que no importa
que haya entrado en el agujero, este siempre sera caracterizado por estas 3 componentes.
Sin embargo, el principal parametro que determinaré las propiedades de un agujero negro
primordial serda su masa M, supondremos que al inicio no presentaran carga ni momento
angular debido a que asumimos que estos se pierden por emisién cuantica e inflacion.
Segun las obervaciones los agujeros negros astrofisicos se pueden clasificar por su masa
[26]:

1. Agujeros negros estelares: Son las reliquias provenientes de estrellas, con un rango
de masas entre 3My, < Mynp < 102M,

2. Agujeros negros intermedios: Este tipo de agujeros negros junto con los agujeros
negros supermasivos siguen siendo un misterio, debido a que su formaciéon no pudo

ser originada por una estrella, ya que su rango de masas es muy alto 10°M, <
My < 109M.

3. Agujeros negros supermasivos: Este tipo de agujeros negros se han encontrado en
los centros de casi todas las galaxias y rondan entre 10°M, < Maysy < 10190,

33
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Guardan una relacion con los ANP, al suponer que los agujeros negros primordiales
fueron los progenitores (las semillas) para la formacion de este tipo de agujeros y
por acrecion de materia crecieron a lo largo de los anos.

4.1.1. Masa de un ANP

En 1916, el fisico aleman Karl Schwarzchild obtuvo la primera solucién exacta a las
ecuaciones de campo de Einstein, la cual corresponde a la descripcion de un sistema que
ocurre en el vacio, con simetria esférica, estatico e invariante bajo inversion temporal,
cuya métrica esta dada por:

—1
ds? = (1 - T—) dt? — (1 - 7"—) dr? — r2d02, (4.1)
T T

con r un radio fijo y 7, el radio de Schwarzschild (con unidades) definido como:

_ 2GM

2 )

Ts (4.2)

c
donde M es la masa del agujero negro y c es la velocidad de la luz.

Para agujeros negros que no roten el radio de Schwarzschild nos indica donde se encuen-
tra el horizonte de eventos, este horizonte esta vinculado a la velocidad de escape que
coincidiré con la velocidad de la luz. Para que se forme un agujero negro se necesita que
se comprima M hasta el tamano r,, y la densidad de materia promedio del agujero sin
rotacion ni carga puede ser escrita como pay = M/r3, por lo tanto:

3cf o [ Mo ng
pan (M) = oo e = 10 (ﬁ —t (4:3)

Podemos ver que entre més grande sea un agujero negro menor sera su densidad y vice-
versa. Para que en la actualidad se formen agujeros con masas muy pequenas se requiere
de altas densidades de energia, como serian las estrellas de neutrones o un plasma de
quarks-gluones [27]. Si queremos masas cada vez més pequenas necesitamos ir atras en
el tiempo en el dominio de radiacién, donde el Universo se encontraba envuelto en una
alta densidad de energia. Los ANPs cumplen con estas caracteristicas y pueden formarse
con masas muy pequenas al final de inflacién, la masa seria muy cercana a la masa del
horizonte de particulas en el tiempo de su formacion [28]:

4 Prad
Manp = vMyp = -~ ( ) , 44
ANP = YiiHgP =7 3 \H3 ) 1urr (4.4)
~ es un factor de eficiencia niimerico que se ajusta a la fraccion del horizonte de particulas
que colapsa en un agujero negro primordial y durante el dominio de radiacién se estima
que vale Y|,ea = w?? ~ 1/(v/3)® ~ 0.2 [29] [30]. Al cruce del horizonte el radio del
horizonte de particulas tomara el orden del radio de Hubble:

En el dominio de radiacion R = (aH)™ ' o< a y del Apéndice C la expansién con una
entropia constante da prag o< g/ °T* o< g2%a=4, con g, el ntmero de grados de libertad
relativistas aproximados a la temperatura T [31], consideramos que los ANPs se formaron

en un dominio de radiaciéon y toman un valor de g, = 106.75 [32][33].
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Expresamos la masa del horizonte en el tiempo de igualdad de radiacion-materia p,qq(ae,) =
P (Geq) COMO:
47 _3 4w Qrad,0pe

MH,eq: ?Pmd,eq eq 3 kg
€q™Veq

= 1.48 x 10" M, (4.6)

CON Gueqg = 3.38, Prado = LradoPer Geq = (1 + 264(6))71 ¥ key = aeqHeq y de los datos de
planck 2018 [7] tenemos: 2z, = 3402 & 26, Qa0 = 9.2653 x 107° y k., = 0.010384 +
0.000081Mpc~t. Entonces, diviviendo (4.4) entre (4.6):

M radH 3 e\
Ho_ a7 gy (9—) | (4.7)

MH,eq B prad,equ_q3 G«
Entonces:
g 1/3
Manp = YMpeq(kegR)® (g—q) , (4.8)
Adémas, puedo escribir la relacion entre la masa de un agujero negro y el tiempo de su
formacion como [34]:
t t
Manp = y= ~ 10" . 4.9
ANP e (10—23s) g (4.9)

Si un ANP crece por acrecion, su masa final seria més grande que la masa del horizonte en
su formacion [35]. Tomando (4.3) y en un Universo dominado por radiacion, la densidad
de un ANP es:

—2
t
panp ~ 10° (-) 5 (4.10)

4.1.2. Radiacion de Hawking

Al inicio se consideraba a los agujeros negros como objetos que solo podian absorber
particulas, no obstante en 1974, Stephen Hawking (1942-2018) demostr6 que los agujeros
negros no son del todo negros y pueden emitir radiacion [36]. Esto debido a que las
fluctuaciones del vacio crean pares de particula-antiparticula (particulas virtuales), sin
embargo, debido a efectos gravitacionales estas serian convertidas a particulas reales que
se aniquilarian al instante. Pero, si estas particulas se forman a orillas del horizonte
de eventos, una seria absorbida por el agujero mientras que la otra escaparia, haciendo
que se perdiera energia. En 1973 el fisico mexicano-israeli Jacob Bekenstein senté las
bases para explicar la entropia de un agujero negro [37], que mas tarde fue precisada por
Stephen Hawking. Hawking calculo que los agujeros negros irradian térmicamente con
una temperatura de: \

hc M
Tan = e 1077 (ﬁ@) K, (4.11)
Usando (4.11) se puede calcular el cambio en la entropia de un agujero negro cuando se
agrega una cantidad de calor dQ = c2dM:

Q) 8ntGkpMdM 47GkgM?
d = = =d|—— 4.12
San Tan hc < hc ’ ( )
Por lo tanto, la entropia de un agujero negro es [38|:
kpcA
Say = B (4.13)

4Gh -
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con A =16m(GM/c?)%.
Ademas, d() se relaciona con el calor especifico C como d@) = M CdT, entonces:

_8Wk3GM2
he '

(4.14)

C—Tin <85AN>

OTan J=Q=0 B

El signo menos nos dice que a medida que un agujero negro pierde masa la temperatura
se incrementa, usando la ley de radiacion de Stefan-Boltzmann nos queda:

dM het
—_—— 4.15
dt G2M?’ ( )
Por lo tanto, el tiempo de evaporacion de un ANP esta dado por:
t GME oo ((Mave) (4.16)
evap ~ ~ anos. .
b hct 10%%¢g

La edad del Universo se aproxima a 101° afios, por lo que ANPs con masas M ~ 10%g se
estarian evaporando en la actualidad, contribuyendo al fondo difuso de rayos v cosmologi-
cos y galacticos [34] [39]. Agujeros menores que 10'°g ya se habrian evaporado, dejando a
su paso que muchos procesos cosmologicos y astrofisicos en el Universo temprano se vieran
afectados: entre estos efectos comenzaré con agujeros que se hubieran evaporado a 1s del
Big Bang, estos podrian haber generado la entropia del Universo [40], podrian cambiar
los detalles de la bariogénesis al producir un exceso de bariones sobre antibariones [41], al
igual que la nucleosintesis [42]. Si se hubieran evaporado a tiempos posteriores, ayudarian
a la reionizacion del Universo [43].

Agujeros con masas mayores a 10'g podrian ser detectados por sus efectos gravitacio-
nales. Debido a las observaciones hechas por LIGO y VIRGO en el 2015 de la fusiéon de
dos agujeros negros con una masa total de aproximadamente 60 M, [44], el estudio de
ANPs ha incrementado en los tltimos ocho anos, dado que estos pueden ser las semillas
que posteriormente formarén agujeros negros supermasivos y que residen en los nucleos
de las galaxias [45] [46]. Ademaés, si ellos se formarén antes de la igualdad entre materia
y radiacion, los ANPs son no-barionicos y podrian ser candidatos a materia oscura [47].
Al dia de hoy no se ha encontrado de que esta compuesta la materia oscura, se sabe
que aunque no podemos verla, consta aproximadamente del 85 % de la materia del Uni-
verso, en forma de materia no-barionica [48|. Interacciona con la gravedad y algunos de
los efectos donde se ha observado son: las curvas de rotacion de galaxias, galaxias en un
cumulo, las oscilaciones actusticas de bariones, lentes gravitacionales y el fondo césmico
de microondas. La materia oscura no interactia con la fuerza electromagnética, por lo
que no emite ni refleja luz, solo interactiia con la gravedad, ademas, se espera que sea fria
(no-relativista). Hay muchos candidatos que se han propuesto y se han ido descartando
en los ultimos anos, la ventaja que tienen los ANPs contra los demés candidatos esque no
necesitan de algin tipo de particula (sin descubrirse atin) del modelo estandar de la fisica
de particulas. Sin embargo, si los ANPs fueran materia oscura corresponderian a una pe-
quena parte de esta, debido a que son objetos compactos con masas muy pequenas. Otra
caracteristica importante es que las grandes perturbaciones de densidad colapsan a muy
poca distancia unas de otras, por lo que los ANPs podrian haberse generado en cimulos
que pudieron fusionarse [49]. Incluso si los ANPs nunca se formaron, contribuyen a dar
restricciones a modelos de inflacion.
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4.2. Modelo de colapso esférico

Ocuparé la idea de que las perturbaciones de densidad que colapsaran en ANPs tengan
una forma de esferas simétricas, por lo tanto, antes de hablar de la formaciéon de ANPs
explicaré el modelo de colapso esférico (o modelo top-hat) para la formacion de estructura
a gran escala propuesto por Gunn y Gott en 1972 [50].

Hasta ahora he tratado las perturbaciones en un régimen lineal § < 1, sin embargo, una
vez que § ~ 1 ya no estamos trabajando con perturbaciones pequenas y necesitamos con-
siderar el régimen no lineal. Usamos el Universo de Einstein-de Sitter, donde se considera
el Universo de FLRW con curvatura espacial cero, §2,, = 1.0 y Q5 = 0.0. La sobredensidad
tomara la forma de una esfera de radio R con una densidad interna uniforme y alcanzara
un radio maximo R,,.., donde colapsara debido a su propia gravedad.

La masa total dentro de la esfera es:

M(< R) = %Rg’(t)ﬁ[l 14, (4.17)

Con p la densidad promedio fuera de la esfera y ¢ la sobredensidad inicial.

El primer teorema de Newton nos dice que: «una distribuciéon de materia simétricamente
esférica afecta gravitatoriamente a los objetos externos como si toda su masa estuviera
concentrada en el centro de la esfera »[51]. Por lo tanto, la ecuacion de movimiento para
el radio de la esfera esta dada por:

Si integramos una vez con respecto al tiempo [30]:

1 (dR\® GM

donde E es la energia especifica del cascaréon de la esfera.
Las soluciones de (4.19) estan dadas por la forma paramétrica (ver figura 4.1):

R = A(1 — cos®), (4.20)
t = B( —sinb), (4.21)
con:
GM
= 5] (4.22)
B = —GM (4.23)

(2| E])>2
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Figura 4.1: La evolucioén del radio (factor de escala) en el background, en el régimen lineal
y no lineal

=
A® =GMB?, (4.24)

Expandiendo en serie de Taylor las funciones sinf y cos ¢:

, g 0 07
% o0+
~ Ab? 62
=—(1——=+.. 4.2
R=" ( "4 ) (4.27)
B6? 62
t= (1- 2+ ... 4.2
6 < 20+ )’ (4.28)

Por lo tanto, nos queda:

A [6t\*? 1 (6t\**
w2 ()[4 (%) 4
La evolucion del contraste de densidad esté4 dada por:
M BZ o 2 o 2
5:9G B* (6 —sin#) _129(9 sin 6) Y (4.30)
2 A3(1—cosf)? 2(1—cosf)?

De (4.29) podemos ver que las perturbaciones crecen con respecto al tiempo § oc R™3 o
t72, del segundo término ¢ — 0 y la sobredensidad lineal se puede estimar como:

i(@)2/3, (4.31)

Oun = 1m 0(t) ~ 55 (5
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La esfera alcanza un punto de maxima expansion conocido como "turnaround", esto
ocurrird en 0 = ™ — R0 = 2A a un tiempo maximo t,,,, = t;q = 7B. El contraste de
densidad lineal en el turnaround es:
3
ol = %(6702/3 = 1.06, (4.32)
Después del turnaround la esfera sufre un colapso gravitacional, el colapso final ocurre
cuando 0 = 27 — R.,; = 0 a un tiempo t = 27 B:

3
ol = %(12@2/3 — 1.686 (4.33)
De acuerdo al modelo de colapso esférico, regiones con 0(%,t) > §. ~ 1.686 lograran
colapsar, este valor es independiente de la masa M y de la sobredensidad inicial sobre una
esfera de radio R, sin embargo, este valor cambiara para producir ANPs, ya que estamos

considerando que estos se formaran en escalas pequenas y en un dominio de radiacion.

4.3. Formacion de un ANP

Ademas de las altas densidades de energia que tenia el Universo temprano durante
el dominio de radiacion, los ANPs requieren de otras caracteristicas para su formacion.
En el anterior capitulo vimos que inflacion genera las perturbaciones de curvatura que
salen del horizonte y se mantienen constantes provenientes del inflatén. Podemos ocupar
estas perturbaciones para la construccion de ANPs relacionandolas con perturbaciones
en la densidad, las cuales colapsaran gravitacionalmente usando la idea del modelo de
colapso esférico que se vio en la anterior seccion. La gravedad superaré la presion para
una sobredensidad de radio R y formara un ANP si su tamano es mayor a la longitud de
Jeans y mas pequeno que el horizonte por causalidad [52]. Si en algin momento antes de
inflacion se formaron agujeros negros (ejemplo: en la era de Planck) estos serian diluidos
al momento de la expansion exponencial, por lo que los agujeros que se estudiaran seran
creados después de inflacion. Las escalas para formar un ANP deben de ser mayores que
la escala pivote del CMB kanp > ko, ¥ su espectro de potencia igual debe ser mayor
Pr(kanp) > Pr(kcup) ~ 1079, Para conectar las perturbaciones de curvatura con las
perturbaciones de densidad dp usamos el contraste de densidad (3.76). Podemos expresar
el contraste de densidad en terminos de las perturbaciones de curvatura R [19] a través
del potencial gravitacional de Poisson perturbado (3.81):

ok, t) = % (%) R (4.34)

Con w la constante adimensional de la ecuacién de estado (2.23).
Y el espectro de las perturbaciones de densidad lo puedo escribir como la varianza de las
perturbaciones de densidad al cuadrado Ps = (47), entonces:

A+ w)? k!
Ps = 5+30) (a_H> Pr, (4.35)

La formaciéon de ANPs esta relacionada con el espectro de potencias de las perturbaciones
de densidad en el Universo temprano, en esta tesis consideraré su formacién en un dominio
de radiacion, entonces de (4.34) y (4.35):

P I LA W (4.36)
9 T'ad_g CLH k:; .
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%%WWI§(£J7%®- (4.37)

Si &s(r = 0) el espectro de potencias nos da la varianza del campo (ver Apéndice A):

1
1 ee _ sin (kT e dk
Ug(k:) = 2_7r2/0 Pg(k:)};ﬂﬂ;%%k :/0 Pg(k;)?. (4.38)

La varianza nos dira la amplitud de la perturbacién de densidad, para medir la perturba-
cion en un punto particular, se suaviza el campo de densidad convolucionando el contraste
con una funcién ventana. Reemplazaré el campo de densidad por un campo suavizado, en
el espacio real:

§(Z,R) = / (YW (% — 7, R)d* ¥, (4.39)

La funcién ventana es un filtro que se usa para suavizar el campo de densidad, asi la
varianza estara definida para los modos que estén dentro del horizonte. En el espacio de
Fourier la convoluciéon se convierte en una multiplicacion:

-

5(k, R) = / 5(, R) exp <—ik : :f) &7 = 5(K)W (kR). (4.40)

donde W (kR) es la transformada de Fourier de la funcién ventana.
En esta tesis elegiré una funciéon ventana top-hat (ver figura 4.2) y una funcién ventana
gaussiana (ver figura 4.3). La funcién ventana top-hat en el espacio real:

4 3\ ! 3 -
twam=(ﬁR) O(R-&) =1 drm =N (4.41)
3 0 7¥>R,
con O(R — Z) la funcion Heaviside, y en el espacio de Fourier:
= 3. 3j1(kR)
W(kR) = 0E [sin (kR) — kR cos (kR)] = v (4.42)

con j1(kR) una funciéon de Bessel.
Usando ahora una funciéon ventana gaussiana para suavizar el campo de densidad, en el
espacio real:

. 1 72

y en el espacio de Fourier:

W (kR) = exp (— k?z). (4.44)
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~ _ 3 A _
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Figura 4.2: Funcién ventana top-hat con respecto a la escala para 6 radios distintos.

~ 2
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Figura 4.3: Funcién ventana gaussiana con respecto a la escala para 6 radios distintos.

La varianza se puede escribir como el momento de segundo orden del contraste de
densidad usando (4.40), se calcula convolucionando el espectro de potencias con una
funcién ventana, y la varianza de la distribucion de masa suavizada promediada en esferas
de radio R es:

dk
2= 4.45
| k b ( )

o3 (R) = / " Ps(k) |V (kR)
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Vemos que la ecuacion (4.45) se puede aproximar a 03 ~ Ps(kanp).
Podemos sustituir en términos del espectro de potencias de curvatura usando (4.35):

41+ w)? [~/ k\* ~
o2(R) = (é+ﬁ§2 /0 (ﬁ> Pr(B)| W (kR)[2d n k. (4.46)
La formacion de ANPs es causal, quiere decir que para su formacion las escalas deben
de estar adentro del radio de Hubble, por lo que R < 1/aH, entonces en el dominio de
radiacion:

16
- 81

Debido a que 81/16 ~ 5 podemos relacionar el espectro de potencia de las perturbaciones
de curvatura con la varianza como [32]:

o(R) /0 h (kR)* Pr (k)W (kR)|*dIn k, (4.47)

Pr(kanp) ~ 505 (4.48)

A partir de la varianza puedo obtener la probabilidad de encontrar el promedio del con-
traste de densidad en una regiéon esférica, parto de que el campo de densidad es un campo
aleatorio gaussiano (debido a la forma de las perturbaciones primordiales), por lo que mis
distribuciones de probabilidad seran gaussianas:

S S A Gl D
PO = Vo) p< 2o§<R))‘ 449)

Con p la media, asumiré que en mis distribuciones, todas tienen p = 0.

4.4. Formalismo de Press-Schechter

El formalismo de Press-Schechter nos ayuda a predecir el nimero de objetos colapsados
dado una masa M. Fue introducido en 1974 por William Press y Paul Schechter, y nos
dice que si suavizamos el campo de densidad, la fraccion del espacio en la cual el campo
excede algun valor umbral d. serd en forma de objetos colapsados [53], (ver figura 4.4).
La probabilidad de que una regién del Universo con un tamano R y una sobredensidad
0, en algin punto, § exceda algin valor critico J., esta dada por la integracion de la
distribuciéon de probabilidad gaussiana desde el umbral critico hasta infinito:

P[> M] = P[§ > 6,)M] = /;O P(8)d6 = m /:O exp (—2(;(%({2))45, (4.50)

La integral (4.50) nos da una funcién error complementaria:

1 de
P[> M| = §Erfc (\/505> : (4.51)

Erfc es la funcién error complementaria, que se escribe como:

Erfe(x)=1—Erf(x) = % /OO eV dt.

Sin embargo hay un problema, para campos gaussianos tenemos que la mitad de las
perturbaciones de densidad son subdensas. Quiere decir que solo la mitad de la masa del



4.4. FORMALISMO DE PRESS-SCHECHTER 43

Universo estéa disponible para formar objetos colapsados [19], si hacemos M — 0 entonces
P[> M] = 1/2. Se soluciona este problema si se multiplica por un factor de 2, conocido
como "factor de enganio, al hacer esto P[> 0] = 1 y el resultado se ajusta muy bien a las
simulaciones de N-cuerpos.

En el modelo de colapso esférico original J. = 1.686, sin embargo, este rango cambiara
para la formacion de agujeros negros primordiales, por lo que se ha estudiado mucho cual
es el valor umbral requerido; la primera estimacion fue sugerida por Bernard Carr [52]
usando que el colapso ocurriréd cuando el tamano de una sobredensidad sea mayor que la
longitud de Jeans (3.84) y menor que el tamano del horizonte de particulas. Entonces,
dentro del horizonte usamos la gravedad newtoniana y la sobredensidad de la perturbacion
debe ser mas grande que la velocidad del sonido de la perturbacion al cuadrado:

555—p !

P) ’k:aH > 50 = C? == g, (452)

Density

Coll

>

Position

Figura 4.4: Representacion del formalismo de Press-Schechter aplicado a un campo de
densidad suavizado. Podemos ver que regiones por arriba de un cierto umbral tenderén a
colapsar y a formar estructura, figura obtenida de [19].

El umbral critico depende del perfil inicial de la perturbacién de curvatura, Harada
encontr6 una solucion analitica en el 2014 [54]:

§, = ) ~ 0.41 4,
N CIET <1+3w 041, (4.53)

La probabilidad de que una zona sobredensa colapse y forme ANPs va a estar dada por
la fraccion inicial de masas B(M), basandose en el tratamiento de Press-Schechter.
Por lo tanto, la abundancia de agujeros primordiales se calcula como:

_ PANP dc
B(M) = P Erfc (—\/505(}%)) . (4.54)

La fraccion de masas que colapsara en un ANP esta relacionada con la amplitud de la
distribucion (varianza), para varianzas méas grandes obtendremos mas ANPs (ver figura
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4.5). Usaremos el espectro de ley de potencias (3.71) para hacer los calculos, para el filtro
top-hat la varianza nos queda [55]:

16 Pr (k.) /°° - 16 Pr(k,) /°° ,
2 ns+3 D4 2 Nng :2
R)=— KT RNW(EkR)|*dInk = —————— d s 4.55
5
—— 02=0.161
—— 02=10.046
4 — 0?2=0.017
o? = 0.008
3
)
o,
2 RN
1 [ — )
90 075 050 025 000 025 050  0.75 1.00

O

Figura 4.5: En esta grafica muestro cuatro distribuciones de probabilidad gaussianas, con
varianzas distintas y un umbral critico . = 0.41, la gaussiana azul tiene una varianza
mas grande por lo que la integral bajo la curva sera mayor.

Para el filtro gaussiano |56

8 Pr(k.) /Oo (ne+3)/2—1 8 Pr(k.) ns + 3
;S 4 M. k2 R2 “E2R2YA(K2R?) = — T
%= A ), K exp (R R)ARR) = o G pym :

con I' la funcién gamma definida como:

F(x):/ t" e tdt.
0

Si el espectro es invariante de escala Pr(k) = Pr(k.), entonces, la varianza suavizada
para el filtro top-hat es:

16 > - 16 >
o3 (R) = gPR(k:*)R‘l/ E* W (kR)|*dk = 5%(@)/ ujt(u)du, (4.57)
0 0
con u = kR.
Y para la funcién ventana gaussiana:
16
o3 (R) = gPR(k:*)F(Z). (4.58)

A continuacion, en el siguiente capitulo mostraré los resultados de mi trabajo de tesis.



Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de las fracciones de colapso obtenidas para
formar ANPs, usando un espectro de potencia tipo inflacién a la Starobinski (modelo
estandar de la cosmologia), donde voy a variar el valor del indice espectral para ver como
afectard a la formacién de agujeros negros en un dominio de radiacién. La forma del
espectro de curvatura serda de las observables del CMB, en forma de ley de potencias,
recordando la ecuacion (3.71):

Donde A, es la amplitud de la perturbacién, k, = 0.05Mpc—! y n, es el indice espectral
que voy a variar entre el valor medido por la colaboracion PLANCK (0.965) y un valor
exagerado de 1.4. El objetivo esta de ver el impacto de la modificacion del indice espectral
sobre cada etapa de la evaluacion de la formacion de los ANPs. Presento en la figura 5.1 el
espectro de potencias de las perturbaciones de curvatura (arriba) y el espectro de poten-
cias de las perturbaciones de densidad (abajo) con respecto a la escala desde 10~°Mpc™! a
10%Mpc~!, para seis indices espectrales distintos. El espectro de potencias de las pertur-
baciones de densidad baja un factor de 16/81 con respecto al de curvatura. Para n, = 1
tenemos que cada longitud de onda tiene la misma intensidad, por lo tanto, el espectro es
invariante de escala, podemos ver que para tener amplitudes mas grandes en el espectro

necesitamos aumentar el indice.

45
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Figura 5.1: Gréaficas del espectro de potencias de curvatura (arriba) y el espectro de
potencias de las perturbaciones de densidad (abajo) con respecto a una escala entre 10~°
y 102Mpc~?, para distintos indices espectrales.
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Figura 5.2: La varianza con respecto al radio de la perturbacion.

La primera etapa es la estimacion de la varianza dentro de una esfera de radio R.
Como se present6 en la seccion 4.3, evalio la varianza dentro de un rango de R desde
10~22Mpc hasta 10°Mpc, con una funciéon ventana gaussiana. En la figura 5.2 se muestra
la varianza del contraste de densidad con respecto al radio de la perturbacién, la forma
de la grafica se debe a que el radio va como R = 1/k < 1/aH, por lo tanto, para radios
mas pequenos le corresponden varianzas més grandes y viceversa.

Ahora calculamos la fracciones iniciales de masas que pueden colapsar y formar agu-
jeros negros primordiales, en funcion de la varianza y del contraste critico (umbral), para
esto, se tomarén tres umbrales. El primero corresponde al umbral de Bernard Carr con
0. = 0.33, como se menciono en la secciéon 4.4, se propone que el colapso ocurrird cuan-
do la sobredensidad sea menor que el horizonte de particulas y mayor que la longitud
de Jeans. El segundo fue propuesto por Tomohiro Harada, Chul-Moon Yoo y Kazunori
Kohri, con . = 0.41, en el cual proponen por simulaciones ntimericas un modelo de tres
zonas, la primer zona corresponde a la sobredensidad con simetria esférica en un Universo
de FLRW cerrado. Por tltimo, se propone el umbral de Niemeyer y Jedamzik con o, = 0.7
[57], donde proponen, igual por simulaciones ntimericas, tres familias de perturbaciones
de curvatura con la forma de una gaussiana, un sombrero mexicano y un polinomio de
orden seis. En la figura 5.3 se intento graficar los seis indices espectrales propuestos, sin
embargo, solo se obtuvo colapso para ng = 1.3 y ng = 1.4. Por lo tanto, se busca obtener
datos entre ese rango de valores.
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Figura 5.3: En esta grafica se muestra la fraccién de colapso para el indice espectral 1.3
y 1.4 con tres umbrales distintos, para el caso de los indices espectrales ny < 1.2 no hubo

colapso.
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Figura 5.4: En esta grafica se muestra el colapso para indices espectrales entre 1.25 y
1.27, podemos observar que para ns = 1.25 solo se formarén agujeros primordiales con
0. = 0.33, para ngy = 1.26 y ny = 1.27 solo hubo formaciéon hasta el umbral §. = 0.41.

Para las figuras 5.5 en adelante tenemos formacion para todos los umbrales, en el caso
de la figura 5.7 y 5.8 podemos observar que practicamente todo esta colapsando, esto se
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debe a que la pendiente del espectro toma amplitudes de las perturbaciones muy cercanas

a uno, por lo tanto tenemos varianzas demasiado grandes.
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Figura 5.6:

Fraccion de colapso para ngy = 1.31 a n, = 1.33.
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Figura 5.8: Fraccion de colapso para ng = 1.37 a ng = 1.4.

En el cuadro 5.1 se muestran las masas maximas que tendrian los agujeros negros
primordiales limitando Bsxp en un rango de 10735 hasta 10° para los tres umbrales.
Para indices espectrales menores a 1.25 no hubo formaciéon de ANPs. Esto se debe a
que la amplitud de las distribuciones gaussianas atn no son suficientemente grandes para
tomar valores mas arriba de 0.7 y nos queda fracciones de colapso iguales a cero.

Para n, < 1.37 tendriamos agujeros negros con masas menores que 10°g que ya se
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habrian evaporado o se estarian evaporando, afectando a diversos procesos cosmologicos,
entre ellos: generar la entropia del Universo, cambiar los detalles de la bariogénesis, la
nucleosintesis y la reionizacion del Universo. Con masas iguales a 10'°g contribuirian al
fondo difuso de rayos 7.

Para ng > 1.37 tenemos agujeros negros con masas un poco mayores de 10'° a 10'%g que
todavia no se han evaporado, contribuyendo al problema de la materia oscura y a los
agujeros negros supermasivos. Restringimos el indice espectral a ny; < 1.4 puesto que a
indices mas altos todo colapsaria en ANPs con Sayp ~ 1.

Ng 5. =0.33 5. = 0.41 5. =0.7
B(M) Manrplgl | B(M) Manrlgl | B(M) Manrplg]

0.9649 |0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1.1 0 0 0 0 0 0

1.2 0 0 0 0 0 0

1.25 10120 3.9 0 0 0 0

1.26 10799 2.6 x 10> | 107106 9.8 0 0

1.27 10~4 1.3 x 10° | 10792 5.1 x10% |0 0

1.28 1072 48 x 10° | 10736 2.2 x 10* | 1071 1.1 x 10!
1.29 107 9.0 x 105 | 10721 72x10° [ 107 4.9 x 102
1.30 1079 3.3x10% [ 107 1.8 x 107 | 10734 1.7 x 10*
1.31 1076 6.1 x 10° | 1078 3.8 x10% [ 102 4.3 x 10°
1.32 1074 9.6 x 1010 | 10~° 6.6 x 107 | 10712 9.1 x 108
1.33 1072 1.2 x 102 | 1073 9.7 x 10 [ 1078 1.7 x 108
1.34 10°15 1.7 x 101 | 1072 1.3 x 10" | 107 2.4 x 107
1.35 1071 1.1 x 10™ | 10715 1.4 x 101 | 1073 4.5 x 1010
1.36 10706 1.3 x 10" | 1071 8.0 x 101 [ 1072 4.9 x 101
1.37 10704 9.8 x 1016 | 10706 9.9 x 10 | 10719 5.1 x 1012
1.38 10793 6.5 x 100 | 10794 7.3 x 10" | 10798 4.4 x 1043
1.39 10792 4.3 x 10'7 | 10793 5.0 x 106 | 10796 2.1 x 10™
1.40 10702 3.2 x 108 | 10702 3.0 x 1017 [ 107°4 1.9 x 10

Cuadro 5.1: Masas maximas de ANPs a partir de diferentes indices espectrales y para tres
umbrales distintos.

En este trabajo tambien se considero la funcién ventana top-hat, sin embargo, hubo
complicaciones al obtener la fraccion de colapso en el codigo, esto se debe a que la funcion
ventana presenta oscilaciones rapidas en el espacio de fourier, por lo tanto, la distribuciéon
de masas no puede ser calculada con la funcién ventana sin hacer alguna modificacion
[58]. En la figura 5.9 podemos observar que la funcién top-hat mantuvo la varianza a una
altura constante para cada indice espectral. Por ese motivo la fraccion de masas divergio.
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a la escala usando una funcién ventana top-hat.
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[1]: import numpy as np
import scipy as scp
import matplotlib.pyplot as plt
import sympy as sp
from scipy import integrate
from scipy import special

[2]: #Escribo los parametros con datos del satélite Planck 2018:
#Escala pivot (en Mpc ™{-1})
k_pivot=0.05
#Amplitud de las perturbaciones de curvatura primordial
As=2.101%10%*(-9)

#Escribo distintos indices espectrales
ns1=1.25
ns2=1.3
ns3=1.4

#Defino el rango de walores para la escala k (en Mpc{-1}):
inicio=0

fin=5

Delta=0.001

num_elementos=int ((fin-inicio)/Delta +1)
k_arr=10#**(np.linspace(-5,23,num_elementos))

#Defino el espectro de potencias de las perturbaciones de curvatura como una,
»ley de potencias:

P_R=As*(k_arr/k_pivot)**(ns1-1)

P_R2=As*(k_arr/k_pivot)**(ns2-1)

P_R3=As*(k_arr/k_pivot) **(ns3-1)

[3]: | #Ec. de estado para radiaction:
w=1./3
#Contraste critico por B.carr:
delta_c_b=w
#Contraste critico por Harada:
delta_c_h=(3+3*w)*(np.sin(np.pi*np.sqrt (w)/(1+3*w)))**2/ (5+3*w)
#Contraste critico por Niemeyer & Jedamzik:



delta_c_nj=0.7

#Escribo el espectro de potencias del contraste de densidad en términos del
—espectro de potencias de curvatura:

P_d=(4.*(1+w)**2.*P_R) /(5.+3.*w) **2.

P_d2=(4.x(1+w)**2.xP_R2)/(5.+3.*w)**2.

P_d3=(4.*x(1+w)**2.%P_R3)/(5.+3.%w) **2.

[4]: # defino una funcidén ventana gaussiana:
def W(k,R):
return np.exp(-(k*R)**2./2.)
#defino una funcidén ventana top-hat:
def W2(k,R):
return (3.*(np.sin(k*R)-k*R*np.cos(k*R))/(k*R)**3.)
#defino la varianza donde afiadi (k/aH) 4 del espectro de densidad:
def var(P,W,k,R):
return(integrate.simps(np.abs (W) **2.*P*xk**3.*R**4. ,k))
#defino la fraccion de colapso:
def beta(var,deltc):
return(special.erfc(deltc/(np.sqrt(2.*var))))

[6]: #Escribo el radio de la perturbacién (en Mpc):
R_arr= 1/k_arr
#creo unas listas wvactas para aftadir la funcidon varianza y la fraccion de,
—colapso:

listvar=[]

listvar2=[]

listvar3=[]

listbetal=[]

listbeta2=[]

listbeta3=[]

listbetad=[]

listbetab=[]

listbeta6=[]

listbeta7=[]

listbeta8=[]

listbetad=[]

for ii in range(len(R_arr)):
#defino wvariables temporales para la funcidén ventana y la varianza
tmpW=W(k_arr,R_arr[ii])
tmpvarl=var (P_d,tmpW,k_arr,R_arr)
tmpvar2=var (P_d2,tmpW,k_arr,R_arr)
tmpvar3=var (P_d3,tmpW,k_arr,R_arr)

#anado las variables temporales a las listas wvacias
listvar.append(tmpvarl)
listvar2.append(tmpvar2)
listvar3.append(tmpvar3)



listbetal.append(beta(tmpvarl,delta_c_b))
listbeta2.append(beta(tmpvarl,delta_c_h))
listbeta3.append(beta(tmpvarl,delta_c_nj))

listbeta4.append(beta(tmpvar2,delta_c_b))
listbetab.append(beta(tmpvar2,delta_c_h))
listbeta6.append(beta(tmpvar2,delta_c_nj))

listbeta7.append(beta(tmpvar3,delta_c_b))
listbeta8.append(beta(tmpvar3,delta_c_h))
listbeta9.append(beta(tmpvar3,delta_c_nj))

[6]: | #grados de libertad relativistas:
g=106.75
geq=3.38

#escala (en Mpc{-1}) y factor de escala de la igualdad materia-radiaction:
keq=1.038*10%*(-2)
aeq=1/3403

#factor de escala para la tasa de expansién de hubbdble
h=0.674

#parametro de radiacion actual:
Omega_rad_0=9.265%10%* (-5)

#densidad critica (en masas solares sobre Mpc {3}):
densidad_c=2.77*10%*(11)*h**2

#densidad de radiacion actual:
rad_O=0Omega_rad_O*densidad_c

#masa del horizonte en la igualdad materia-radiacion (en masas solares)
Meg=4#*np.pi*rad_0/(3xkeq**3*aeq)

#masa solar (en gramos):
M_solar=1.988*10%*(33)

#factor de colapso:
gamma=0.2

#masa del agujero megro primordial (en gramos):
M_anp=gamma*Meq* (keq*R_arr) *x*2*(geq/g) ** (1/3) *M_solar

[ 1: #Grafica de la fraccion de colapso con respecto a la masa del agujero megro
sprimordial



plt.figure(figsize=(12,8))

plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbetal),'--',linewidth=2,label=r'$n_s=1.
»2,\delta_{c}=0.3$"',color="'orchid')
plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbeta2),'-."',linewidth=2,label=r'$n_s=1.

~2,\delta_c=0.41$"',color="'orchid')
plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbeta3),linewidth=2,label=r'$n_s=1.
~2,\delta_{c}=0.7$"',color="'orchid')

plt.semilogx (M_anp,np.loglO(listbetad),'--',linewidth=2,label=r'$n_s=1.
<~3,\delta_{c}=0.3$"',color="'blue')
plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbetab),'-.',linewidth=2,label=r'$n_s=1.

~3,\delta_c=0.41$"',color="'blue')
plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbeta6),linewidth=2,label=r'$n_s=1.
~3,\delta_{c}=0.7$',color="'blue')

plt.semilogx(M_anp,np.logl0(listbeta7),'--"',linewidth=2,label=r'$n_s=1.
<4 ,\delta_{c}=0.3$"',color="'red')
plt.semilogx(M_anp,np.logl0(listbeta8),'-."',linewidth=2,label=r'$n_s=1.

<4 ,\delta_c=0.41$"',color="'red')
plt.semilogx(M_anp,np.loglO(listbeta9),linewidth=2,label=r'$n_s=1.
<4 ,\delta_{c}=0.7$',color="'red')
plt.ylabel(r'$log_{10} (\beta(M))$',fontsize=20)
plt.xlabel(r'$M[gl$' ,fontsize=20)
#plt.savefig('massfraction.pdf', bboz_inches='tight',pad_tinches=0)
plt.legend(fontsize=14,loc="'best')
plt.xticks(fontsize=15)
plt.yticks(fontsize=15)
plt.ylim(-135,2)
plt.xlim(1l.e-1,1.e23)
plt.show()



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha estudiado la formacion de agujeros negros primordiales
provenientes de las perturbaciones cosmologicas originadas por las fluctuaciones cuan-
ticas del inflaton, el estudio fue en el dominio de radiaciéon usando el formalismo de
Press-Schechter. Se puede concluir que inflacién no solo nos da una solucién a algunos
de los problemas que tiene el modelo del Big Bang caliente, del mismo modo nos da un
mecanismo para poder generar agujeros negros en el Universo temprano. En cuanto a los
resultados, podemos concluir que la amplitud de las anisotropias del espectro de potencias
del CMB no es suficiente para formar ANPs, la amplitud que se requiere usando perturba-
ciones primordiales gaussianas corresponde a valores aproximados a 1072. De esta manera,
tendriamos contrastes de densidad de 0.1 suficientemente grandes para formar colapso. La
probabilidad de formar agujeros primordiales es mayor si aumentamos el indice espectral,
por ende la varianza de la distribuciéon es més grande, y esto sucede cuando los radios
son més pequenos a escalas grandes. La escala que se obtuvo donde comenzo el colapso
fue de aproximadamente kinp ~ 10" Mpc~!, equivalente a un radio de 107 Mpc, a su
vez, la abundancia también depende del umbral que se use, para esto, el umbral que pre-
sento mayor abundancia fue el de Bernard Carr. Por lo tanto, agujeros primordiales que
se han evaporado o estarian evaporandose tienen un indice espectral ng < 1.37, agujeros
primordiales que todavia no se evaporan y pueden contribuir al problema de la materia
oscura y a la formaciéon de agujeros supermasivos tendrian un indice ny > 1.37. En la
tesis solo logré tener datos para la funcion gaussiana, si bien se espera que en el futuro se
logré mejorar el codigo. Por ultimo, me gustaria comentar que una manera de mejorar la
abundancia de agujeros primordiales, de una forma mas "natural (sin tener que modificar
la pendiente del espectro), se puede obtener a través de modelos de inflacion que presen-
ten una fase de ultra-slow roll, de este modo se logra obtener un pico en el espectro de
potencias primordial que modificara bastante los resultados. Ademas de eso, su formacion
también ha sido estudiada en dominios diferentes al de radiacién, como por ejemplo: en
un dominio de materia o directamente de recalentamiento, y esto también podria mejorar
el resultado.
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Apéndice A
Espectro de potencias del inflaton

En el espacio de Fourier, la funciéon de correlaciéon de dos puntos para los modos del
campo escalar es:

(0podp) = </d39€5gb(f, t)e_“;'f/d3$’5¢(f7t)e—iﬁ'.f'>

(A.1)
<//d3 PP 5(Z,4)0(F , t)e ™ fe_ik,'”y> =
Usando un cambio de variable ¥ = |7’ — Z|:
< / i / dro(T )06(T + 7 t)e“?-feiﬁ“<f+f>> _
.= < / Ppe i+ / drop(T,1)00(T + T, t)e—“‘f”'?>,
Donde se cumple que 5@5]’% = 0¢_p, y definiendo la funcion delta de Dirac:
Lo 1 SR
S(k+ k)= dPre TR
(4 0) = fyg | 0
Esta funcién es no nula solo si su argumento es un vector nulo k' = —k. La funcién de
correlacion de dos puntos para el campo escalar, por isotropia depende solo de r = |7]:
Eso(1) = (00(Z,1)00(Z + 7, 1)), (A.2)
=
(567007 ) = (2m)33(k + &) / dré&sy(r)e ™, (A.3)

Por otro lado, la amplitud de las fluctuaciones de distintas longitudes es descrito por
el espectro de potencias primordial, que es la transformada de Fourier de la funcién de
correlacion (considerando isotropia nuevamente, solo importa la magnitud del vector de

onda k = |k|):

Poy(k) = / d*rése(r) / Eso (7 / / —hreossin fdfdipr?dr = ..

(A.4)
.= 27r/0 Eso(r )/_1 “ruqur?dr = —/ s (1) sin (kr)rdr,
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Y la funcion de correlacion se obtiene de la transformada de Fourier inversa:
Esp(r) = ! /d3kpa¢(k)€iE'F - /OO Psy(k) /27r /7r e'kreost gin dhdok dk = ...
(2m)? (2m)3 Jo o Jo

1 > ' ikru 2 1 = ;
L= m/0 P5¢(k)/ e duk?dk = 27T2r/0 Py, (k) sin (kr)kdk,

1

(A.5)
con u = cosf.
j — —
<(5¢E5¢E/> = (271')35(k’ + k/)P5¢(]€). (AG)
Y el espectro de potencias adimensional:
k3
Pso(k) = ﬁP&ﬁ(k}. (A.7)

Este mismo desarrollo se ocupo para las perturbaciones escalares de curvatura y de den-

sidad.



Apéndice B

Ecuacion de las perturbaciones de
densidad en un régimen lineal

Escribo las ecuaciones de movimiento del fluido:

dp
— . 7 pr— B.l
5 TV (p0) =0, (B.1)
v o1
5 (0-V)7 = pr Vo, (B.2)
V20 = 4G, (B.3)

con:
V. (p0) =pV -0+ 7 Vp,

d
Y 7 la derivada temporal total:

d_9 ;v (B.4)

En la ausencia de perturbaciones defino las cantidades del fluido como pg, Up,pg v Po,
entonces:

d —
dito + pOV Vo = 0, (B5)
dvy 1
— = Vpy— VO B.6
V2(I)0 = 47TGp0. (B?)

Pero un Universo fisico (real) no carece de perturbaciones, entonces definimos las canti-
dades del fluido perturbadas: p = pg + dp, ¥ = Uy + 0U, p = po + dp, & = Py + 0.
Entonces la ecuacion de continuidad (B.5) se escribiria como:

op L
a—i—(%V)p—l—pV-v—...
o= X000 4 (s 4580 V) o+ 60) + (o -+ 819) - (5o + 67) = .
0 1ol
= % + @_tp + (To - V)po + (T - V)dp + (6T V)po + ...

i (6T - N)Op + poV - Ty + poV - 8T + 6pV - Ty + 6pV - 67 = 0,

61
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Esto se simplifica:

do
dt” 4 oV - 8T+ 6pV - Ty = 0, (B.8)
Usando el contraste de densidad § = dp/py, la ecuacion (B.8) queda como:
005
T + poV - 0U + pgdV - vy =
d do . S
..zé%—i—podt + poV - 0U + pgdV - vy = 0,
Finalmente, tenemos:
do
=-V.ou B.9
= Vo (B.9)

Para la ecuacion de Euler (B.6) tenemos:

0(T + 67)

o ([6 + 08 - V)8 + 67) =

om0
_W—FW—F(’UO‘V)O—F

o+ (5 V) + (- V)3T + (67 - V)7 = ...

= _M_vq)o_v(yp

Po

Por lo tanto, nos queda:

1
P L (57 V)i = — L Vep — V. (B.10)
dt Po

Y para la ecuacion de Poisson (B.7):
V(@ + 6®) = 471G (po + 0p),
Ignoramos las derivadas espaciales de la parte homogenea entonces nos queda:
V25® = 4G pyd. (B.11)

Ahora cambiamos a coordenadas coméviles 7, nos relacionan las coordenadas fisicas Z por
7 = a(t)r. Ademas, distinguimos las derivadas espaciales en coordenadas comdviles con
un subindice ¢, y se relacionan con las fisicas por V. = a(t)V. La velocidad total del
fluido perturbado v se puede escribir como:

Az da(t)r or  _da
o = alt)— + 7F—. B.12
i L AT (B.12)
_0 or

Con vo—ra—jzfdyéﬁza(t)a—; .
Durante la perturbaciéon 0¢ se genera una velocidad adicional « de tal manera que u = a—:,

entonces la ecuacion de continuidad perturbada (B.9) nos queda:

dé

=—-V.ail=—-aV -u=-V,- 4, (B.13)

dt
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La ecuacion de Poisson perturbada (B.11) quedaria como:

2
VC — 0@ = 4rGop = 4G poo, (B.14)

Y para la ecuacion de Euler perturbada (B.14) nos queda:
dau di _da

T (at - V)ary = a— + ua + ..
1 V.50 (B.15)
+(aﬁV)aFo = ——Vc5p— ;
apo a
Usamos la propiedad (at - V)ary = au, entonces:
di 5@
AL hii = ——v,5p - v.22 (B.16)

dt apo

Tomamos la derivada espacial comovil en ambos lados de la ecuacion (B.16), donde asu-
d

mimos que Vc% = EVC:
advdt +2aV U = ——V25 — VQ(M) (B.17)
Usando la ecuacion (B.13) y (B.14) queda:
LA U -Vl VI (B.18)
~ d*6  _adb 1
3 T2 = aQ—povg(Sp + 47 G poS, (B.19)

Si las fluctuaciones son adiabéaticas entonces la velocidad del sonido ¢, cumple que:

;= (B.20)

d*s add §V35

— +2-

dt? adt >
Descomponemos ¢ en un conjunto de ondas planas en el espacio de Fourier:

+ 47 G poo, (B.21)

5k, t) :/d%é(f, t)e ik, (B.22)
S(Et) = — / PR (F, 1)eF (B.23)
Y (27_(_)3 Y Y *
Usando el vector de onda comévil k, = ak = k - & y el nimero de onda de la perturbaciéon
2
[ Entonces, si 0 < 1 podemos descomponerlo en el espacio de Fourier y tratar

cada modo k de forma independiente:

2—— = (4 — . B.24
prl + T ( 7Gpy — k cs) Or ( )






Apéndice C
Equilibrio termodinamico

Usaré la funcion de distribucion de momentos en equilibrio térmico, el signo més
corresponde a la distribucion de Fermi-Dirac para fermiones, y el signo menos corresponde
a la distribucion de Bose-Einstein para bosones:

1
IP) = B = kT =1

(C.1)

Con E la energia relativista de las particulas £ = y/m?c* + p%¢? con masa m y momento
p v 1 el potencial quimico. Con (C.1) calculo la densidad del namero de particulas n, la
densidad de energia p y la presion p:

(22;“)3 /f(p)dsp, (C.2)

p= s | @) ) (3
_ g* |p’2 3
p= (%)3/3E<p)f(p)d p. (C.4)

g« nos dice los grados de libertas relativistas . De la segunda ley de la termodinamica
escribiré la densidad de entropia s como:

- W’T“m. (C.5)

Para el caso de particulas ultrarelativistas kg7 > py T > m (ver la tabla C.1).

Caso ultrarelativista

Funcién Bosones Fermiones

i (B) (ksT) 3¢B3)  (ksT)’
N E 4 72 T (he)s
7r29*p (kgT)* Z?TZQ*p (kgT)*

P 30 (he)® 8 30 (ho)?

P p/3 p/3
212 kT 72r% kRT3

S - *S— =T - *S—
15 7 (he)? 8 45 7 (he)?

Cuadro C.1: Funciones en equilibrio termodinamico para el caso ultrarelativista
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Con ((3) la constante de Apéry 6 la funcion zeta de Riemann definida en 3. En
el dominio de radiacién las particulas relativistas dominaban sobre las no relativistas,
entonces (usando unidades naturales) la densidad de energia la puedo escribir como :

71_2 g*pT4
T - ) C.6
p 30 (C.6)
Entonces la ecuaciéon de Friedmann en el dominio de radiacién queda:
4m3G
H? = ——g,,T" C.7
15 Gxp (C.7)

Y la densidad de entropia, la cual se define como la entropia sobre el volumen V = a3:

S 272
=— =g, ,—T1°, C.8
S= 1 = Guyr (C.8)
Con g, los grados efectivos de libertad asociados a la entropia, este se obtiene sumando

todas las particulas relativistas (bosones y fermiones):

Gxs = Zg*sB + ng*sF, (Cg)
B F

Ademaés, para un volumen comoévil con entropia S constante (la conservacion de la entro-

pia) tenemos:
272

“_T3a® = cte, (C.10)

S = sa® = g.,(T
sa’ = 9., (1) 2

Si g, es constante, tenemos que T o< a™*.

De esta forma puedo expresar la densidad de radiacién como:

a4, (C.11)

Pr X g*pg>;;4

Si asumimos que el niimero efectivo de grados de libertad para la densidad de energia y
entropia son iguales g., = g«s = g, puedo escribir la densidad de energfa como:

pr o< g7 3074, (C.12)
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