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Resumen

En esta tesis se ha investigado las propiedades de transport y termoelectricidad de
un sistema auto-similar multi-barrera basado en monocapa de grafeno. Este sistema se
construyo6 escalando la altura de la barrera mediante la proporciéon aurea y con varias
generaciones. Investigamos las propiedades de auto-similaridad en los espectros y entre
generaciones del coeficiente de transmision, factor de Fano, conductancia, coeficiente de
Seebeck y factor de potencia. Se calcula el coeficiente de transmisién resolviendo la ecua-

cién de Dirac del grafeno y usando el método de la matriz de transferencia.

Encontramos propiedades de la auto-similardiad en los espectros del coeficiente de
transmision, las curvas de diferentes generaciones de este ultimo se conectan por lo que
llamamos reglas de escalamiento. Estas reglas estan en funcién del niimero de generacion,
la altura de las barreras principales y la longitud total del sistema, se establecen como
expresiones analiticas generales. Las reglas de escalamiento representa una evidencia de

auto-similaridad.

Luego, se ha investigado el factor de Fano en dos tipos de estructuras de potencial
auto-similar en una monocapa de grafeno. Estas estructuras estan construidas por el po-
tencial basado en el sustrato y el potencial electrostatico. Encontramos que la estructura
potencial auto-similar basada en el sustrato manifiesta un comportamiento auto-similar
en el factor de Fano y la conductancia. Por lo tanto, propusimos reglas de escalamiento
que representan una invariancia de escala entre las generaciones, las alturas de las barreras
principales y las longitudes totales de las estructuras. En particular, reportamos el valor
maximo del factor de Fano para los potenciales electrostaticos auto-similares. Ademas, se
analizan en términos de generacion, alturas de barrera principal y longitudes totales de

las estructuras.

En este trabajo, exploramos también las propiedades auto-similares en los efectos
termoeléctricos usando misma estructura mencionada anteriormente. Se ha utilizado el
formalismo de Landauer-Biittiker y la féormula de Cutler-Mott para calcular la conduc-
tancia, el coeficiente Seebeck y el factor de potencia. Encontramos el comportamiento

auto-similar y formulamos las reglas de escalamiento.

El uso de la proporcion aurea como factor de escalamiento de las alturas de barreras
proporciona nuevas reglas de escalamiento, de hecho es uno de los factores tinicos que da
reglas de escalamiento. Ademas, cambiando los parametros de geometria de la barrera o

la estructura, afecta el comportamiento auto-similar.



Finalmente, a partir el coeficiente de transmisién y usando formalismo de matriz
de transferencia, se realizé un estudio de estados cuasi-localizados (en sus siglas inglés
(QBSs)), en monocapa de grafeno inducido por barrera simple y doble barrera. Encon-
tramos que las QBSs se localizan dentro de la regién de barrera, a energias superiores a
la barrera simple. Ademads, observamos QBSs en la barrera doble y su posicién depende
de la distancia y anchura del pozo entre las dos barreras. La anchura y la altura de la
barrera influyen significativamente en los QBS, mientras que la anchura del pozo influye
en los niveles de energia de resonancia de los QBS en la barrera doble. Curiosamente, los

QBS pueden manipularse en el sistema de grafeno.



Abstract

In this thesis, the transmission properties of a new design of self-similar multibarrier
system based on graphene monolayer have been investigated. In order to build this system,
the barrier height was scaled across numerous generations while using the golden ratio.
We investigate the self-similarity properties in the spectra and between generations of the
transmission coefficient, Fano factor, conductance, Seebeck coefficient, and power factor.
The transmission coefficient is calculated by solving the Dirac equation of graphene and
using the transfer matrix method. We find properties of self-similarity in the transmission
coefficient spectra; the curves of different generations of the latter are connected by what
we call scaling rules. These new rules are a function of the generation number, the main
barrier height, and the system length and are established as general analytical expressions

by the way the scaling rules represent evidence of self-similarity:.

We have also studied the Fano factor in two different types of self-similar potential
structures in a graphene monolayer: electrostatic potentials and substrate-based poten-
tials. We find that the Fano factor exhibits self-similar behavior in the second system.
Scaling rules are formulated in order to demonstrate the scale invariance between ge-
nerations, different barrier heights, and different structure lengths. We also report the
maximum value of the Fano factor for electrostatic-based self-similar potentials and exa-

mine it in terms of generation, primary barrier heights, and overall structure lengths.

In this work, we also explore the self-similar properties of thermoelectric effects using
the same structure mentioned above. The Landauer-Biittiker formalism and the Cutler-
Mott formula have been used to calculate the conductance, Seebeck coefficient, and power
factor. We found the self-similar behavior in the Seebeck coefficient, power factor, and
scaling rules formulated as mathematical expressions that connect generations of the

structure.

Using the golden ratio as a scaling factor for the barrier heights provides new scaling
rules; in fact, it is one of the unique factors that provides scaling rules. In addition, chan-

ging the geometry parameters of the barrier or structure affects the self-similar behavior.

Finally, from the transmission coefficient and using transfer matrix formalism, a study
of spatial quasi-localized states (QBSs) in barrier-induced graphene monolayer was per-
formed. We find that QBSs localize within the barrier region at energies higher than
the single barrier. In addition, we observe QBSs in the double barrier and their position

depends on the distance and width of the well between the two barriers. The width and
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height of the barrier significantly influence the QBSs, while the width of the well influen-
ces the resonance energy levels of the QBSs in the double barrier. Interestingly, the QBSs
can be manipulated in the graphene system, which offers the potential for optoelectronics

devices.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

El grafeno es un material prometedor en nanoelectrénica [1], debido a sus propiedades
exdticas y su utilidad para comprender la fisica de los materiales [2]. El grafeno estéd
compuesto de dtomos de carbono en una estructura de panal [3]. Durante la dltima déca-
da, los investigadores han empezado a interesarse en nuevas estructuras para controlar
el transporte de electrones [4]. En concreto, los electrones de Dirac pueden controlarse
mediante los campos eléctricos y magnéticos externos y/o sustratos [5] de forma periédica
o aperiddica [6-8]. Estos efectos externos modulan la estructura de la banda y consecuen-
temente cambian las propiedades fisicas de los materiales [9]. En principio, hay varias
estructuras, por ejemplo, estructuras dispuestas siguiendo secuencias aperiédicas (Fibo-
nacci, Thue-Morse, etc.) o estructuras auto-similares. Estos sistemas han llamado un gran
interés [10-12], debido a sus ex6ticas y unicas propiedades electrénicas y optoelectrénicas
[13]. Los sistemas multi-barreras en grafeno, creados mediante los diferentes mecanis-
mos indicados anteriormente, son cruciales para modular las propiedades de transporte y

probablemente los efectos termoeléctricos.

Recientemente, se ha reportado de la modulacién nanométrica fractal [14]. De acuerdo
con la definicién matematica, los fractales son objetos geométricos homogéneos y auto-
similares, que pueden usarse para describir muchos fenémenos fisicos [15]. Los fractales
existen en la naturaleza [16], en ciertas plantas como el brécoli romanesco, también en las
costas, la distribucién de especies, el crecimiento de arboles, los rios y pulmones. Muchos
fractales tienen la propiedad de auto-similar, al menos aproximadamente, si no exacta-

mente [17]. Un objeto auto-similar es un objeto cuyos componentes se asemejan a la forma

1
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completa. Esta reiteracion de detalles o patrones ocurre a escalas progresivamente mas
pequenas, de modo que cada parte de una parte, cuando se agranda, basicamente parece
una parte principal del objeto completo. De hecho, un objeto auto-similar permanece
invariable bajo cambios de escala, es decir, tiene una simetria de escala, por lo que hay

un factor de escala que conecta las partes similares.

Desde una perspectiva de ingenieria, los fractales representan una estrategia importante
para la integracion de materiales duros y blandos [18, 19], que permite la adaptacién a la
mayor deformacién elastica de la electrénica expansible. Recientemente, se ha reportado
un nuevo metamaterial fractal basado en grafeno [20]. Este nuevo metamaterial fractal
representa una via propicia para la realizacién de una plataforma compacta y de banda
ancha para el futuro de los dispositivos optoelectrénicos. Ademas, se han realizado varios
estudios [12, 21-23] destacando el transporte en sistemas auto-similares multi-barreras
en grafeno. Estos estudios reportan un comportamiento auto-similar en el coeficiente de
transmision y la conductancia, asi como expresiones matematicas como reglas de escala
[24]. Se han reportado propiedades de transporte con barreras magnéticas en un sistema
autosimilar en monocapa de grafeno [23]. Se ha encontrado que existen separaciones entre

mini-banda de energia y oscilaciones regulares en las curvas de conductancia.

En los ultimos anos, las propiedades termoeléctricas han atraido la atencién de inves-
tigadores e ingenieros [25]. La termoelectricidad es un fenémeno fisico que consiste en
la conversion directa de energia térmica en electricidad [26]. Las tdltimas investigaciones
sobre el efecto termoeléctrico han demostrado que podria ser una solucién para reducir
la cantidad de calor que desperdicia la sociedad actual. Segin varios estudios, el calor
ambientalmente desperdiciado representa més de 50 % de la energfa producida [27]. Se
han realizado numerosos estudios tedricos sobre el efecto termoeléctrico en varios sistemas

basados en materiales de 2D, mostrando una mejora en la termoelectricidad [28, 29].

Se han reportado muchos estudios tedricos sobre estructuras basadas en materiales de
baja dimension, con el objetivo de obtener valores més altos para la Figura de mérito (Z7")
[30, 31]. Sin embargo, en pequenas dimensiones se produce el confinamiento cudntico en
este tipo de materiales, lo que conduce a la redistribucion de la densidad de estados, lo que
ofrece la posibilidad de variar el factor de potencia y la conductividad térmica de forma
independiente y finalmente mejorar el valor Z7T. En otras palabras, para incrementar
el coeficiente de Seebeck, es plausible que cualquier efecto que mejore la dependencia
energética de la conductividad pueda ser 1util. Por ejemplo, aumentando la dependencia

energética de la densidad de carga, que directamente depende de la densidad de los
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estados. En principio, los sistemas de 2D proporcionan mucha maéas conductividad que

deberfa reflejarse en el coeficiente de Seebeck [32].

Las mediciones de ruido de disparo (Shot noise) han demostrado ser una valiosa herra-
mienta de diagnodstico en nanotubos de carbono, se puede definir cémo a bajas temperatu-
ras, la corriente eléctrica a través de la nanoestructura exhibe fluctuaciones dependientes
del tiempo debido a la discrecién de la carga eléctrica[33, 34] y se puede evaluar me-
diante el factor Fano definido como la relaciéon entre la potencia de ruido y la corriente
media[35, 36]. Se espera un valor maximo universal de 1/3 para el factor Fano, que dismi-
nuye con el aumento de la densidad del portador de carga, para grandes anchos y largos
W/L en grafeno [37]. Por otro lado, el minimo de la conductividad estd asociado con
un méaximo del factor Fano [38]. Se estudiaron la conductancia y el ruido de disparo en
la capa de grafeno [39], se ha demostrado que aparece un nuevo punto de Dirac en el
que la conductancia es minima y el factor Fano alcanza su valor méximo que igual 1/3.
Las investigaciones tedricas y experimentales del grafeno en superredes tales como pe-
riddicas y aperiédicas, por ejemplo: Fibonacci, Morse (TM) y estructuras auto-similares
estan atrayendo més atencion por su capacidad para controlar el transporte electronico
[40-43]. Algunos de los trabajos han reportado cambios en los pardmetros de estructura
y la generacién de la secuencia Morse, que tiene un gran efecto sobre la conductancia y
el factor Fano, asi como el factor Fano, tiene un méximo cercano a 1/3 en la vecindad
del punto de Dirac [44].

En esta tesis, hemos estudiado el transporte y los efectos termoeléctricos en diferentes
estructuras auto-similar, basada en el grafeno. En este sistema, la altura de la barrera
se escala por la proporcién durea. De hecho, la razén aurea se encuentra entre los pocos
numeros que dan la regla de escala. Este tipo de estudio no se ha realizado antes, ya que

informa los patrones auto-similares en el coeficiente de Seebeck y en el factor de potencia.
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1.2. Propiedades de transporte y termo-electricdad

en grafeno

1.2.1. Propiedades de transporte en grafeno
1.2.1.1. Estructura de grafeno

El grafeno es un cristal bidimensional compuesto por dtomos de carbono en un panal de
abeja relacionados entre si por enlaces covalentes o. La celda unitaria contiene dos atomos,
A y B ubicados a la distancia ac_c = 1.42 A. Consiste en dos subredes triangulares
idénticas desplazadas entre si por la distancia a (ver Fig.1.1). En el espacio directo, los

vectores de red estan definidos por:

— a —

ai = 5(3,V3); a3 = 5(3.~V3) (1.1)
Los vectores en espacio reciproco son:

@ = (1LVE) = o (1,-V) (1.2)

FIGURA 1.1: (a) Superred en espacio directo, a1, as representan los vectores que definen
la red de Bravais. (b) Espacio reciproco, aj, a¥ son los vectores de la primera zona de
Brouillin.

Estos vectores definen la primera zona hexagonal de Brillouin. Los puntos de simetria
son I, situado en el centro, K y K, situados en los vértices de la zona de Brillouin. K
y K’ son de gran importancia para describir la estructura de bandas del grafeno, sus

coordenadas en el espacio reciproco son:

2 27 / 2T 21
=(—,——=a); K =(—,———=a
(Ba 3V3 ) (3a 3V3

) (1.3)
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Un 4tomo de carbono tiene la configuraciéon 1s?2s?2p? y posee cuatro electrones de va-
lencia para formar enlaces quimicos. En grafeno, tres electrones de valencia se hibridan
en tres orbitales sp? y forman enlaces o en el plano, mientras que el electrén restante de
cada dtomo de carbono forma orbitales 7~ (o P, ) perpendiculares al grafeno plano. El
enlace o es el enlace quimico covalente mas fuerte, esto explica las excelentes propieda-
des mecanicas del grafeno. Los orbitales m determinan la estructura electrénica de baja
energia del grafeno y son responsables de su alta conductividad eléctrica. La estructura
electréonica del grafeno se puede calcular utilizando un modelo de unién fuerte, como lo
demostré por primera vez P. R. Wallace [45]. El modelo de unién estrecha solo tiene en
cuenta la interaccién entre los atomos de carbono vecinos més cercanos (A-B) con energia
de salto 7. La relacién de dispersion de energia obtenida de los cdlculos del modelo de

unién estrecha da:

3k, V3ky,a

)cos( 5 ) (1.4)

) + 4cos(

, k
E(k) = ifyo\/l + 4(;032(%2 ye

donde 7y =3.12 - 3.15 eV es la energia de salto del vecino mas cercano [1], k, y k, son los

componentes de momento k£ en x y y direcciones en el plano.

FIGURA 1.2: (a) Estructura electrénica del grafeno. (b) La banda de valencia (banda

naranja inferior) y la banda de conduccién (banda gris superior) se conectan en los pun-

tos K de la zona de Brouillin. En la vecindad de estos puntos, la relacion de dispersién
de energia es lineal.

La figura 1.2 muestra la estructura electrénica del grafeno obtenida a partir de la Ec.
1.4, donde las bandas de conduccién y valencia estan conectadas en los seis puntos K y
K’ no equivalentes de la primera zona de Brouillin. Para el grafeno sin dopar, la energia
de Fermi se encuentra exactamente en los puntos de Dirac. Cerca de los puntos K y K,

donde k = K + 0k, la estructura de la banda de grafeno se puede describir mediante

E+(k) = +hos | 6k | (1.5)
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donde vr es la velocidad de Fermi:

_ \/§’Voa
2h

UF (1.6)

La ecuacién de arriba muestra que la estructura electronica del grafeno exhibe una dis-
persion lineal en funcién del vector de onda en los puntos de Dirac. Como resultado, los
portadores de carga libres en el grafeno se comportan exactamente como fermiones de
Dirac relativistas sin masa (cuasi-particulas) con velocidad vg. En consecuencia, los elec-
trones (agujeros) en el grafeno cerca de los puntos K (K /) pueden describirse mediante

la ecuacién de Dirac.

1.2.1.2. Efecto de Klein

La dispersion unidimensional es uno de los problemas candnicos de la mecanica cuanti-
ca. Para particulas masivas no relativistas, la dispersién de un paso de potencial finito
ayuda a elucidar conceptos fundamentales de la mecanica cuantica, como el efecto tinel.
Poco més de un ano después del descubrimiento por parte de Dirac de la ecuacién para
electrones relativistas [46]. Oskar Klein calculard el problema de transmision de barre-
ra para electrones relativistas [47]. El resultado de Klein se consider6 paraddjico en ese
momento. En mecdnica cuantica no relativista, la probabilidad de transmision de una
particula con energia E' que incide sobre una barrera de potencial con altura V' > E a lo
largo de la direccién = decae exponencialmente con la distancia, 72 «~» e7** donde k > 0

es un factor cinético que depende de la energia de la particula incidente.

En contraste, Klein encontrd que para el caso relativista, la probabilidad de transmi-

(1:1_—0;)2)2 (aqui (o > 1)

es un factor cinemédtico obtenido de la ecuacién de Dirac). La llamada paradoja de Klein

sién no decae con la distancia, incluso para V. >> E, |T|* « (

tiene dos partes. Primero, mucho mas alla de la barrera, los estados de dispersién son
antiparticulas, en el contexto de la materia condensada, agujeros, una consecuencia tedri-
ca de la ecuacion de Dirac no confirmada experimentalmente en el momento del cédlculo
de Klein [48]. Las particulas incidentes no hacen tineles en el sentido de propagarse una
distancia corta como ondas evanescentes; més bien, se propagan como antiparticulas cu-
ya relacién de dispersion energia-momento invertida les permite moverse libremente por
debajo de la barrera. La segunda es que, incluso dada la existencia de agujeros, la exca-
vacion en la barrera deberia ir acompanada de una caida exponencial de la probabilidad

de transmisién debido al fuerte potencial de repulsion en el escaldn.
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El caso del grafeno fue realizado por Katsnelson et al. [49], un enfoque diferente te-
niendo en cuenta la naturaleza quiral de los portadores ya se discutié hace una década en
el contexto de la conduccion eléctrica. En el grafeno monocapa, los estados de particu-
las libres son quirales, lo que significa que su pseudo-spin es paralelo (antiparalelo) a su
impulso para electrones (agujeros). Esto provoca una supresién de la retrodispersion en
ausencia de pseudo-spin, lo que conduce a conductancias mas altas de metal sobre semi-
conductores nanotubos de carbono [50]. Para comprender la interaccién entre este efecto
y el tunel de Klein en grafeno, introducimos los potenciales externos, el Hamiltoniano de
Dirac. En el caso de una barrera unidimensional (1D), el momentum componente para-
lela a la barrera, p,, se conserva. Como resultado, los electrones normalmente inciden en
una unién p — n de grafeno, tiene prohibido dispersarse oblicuamente por la simetria del
potencial, mientras que la quiralidad les prohibe dispersarse directamente hacia atras: el
resultado es una transmisién perfecta como agujeros [49], y esto es lo que se entiende por

tinel de Klein en el grafeno.

1.2.1.3. Régimen balistico, cuasi-balistico

Aqui revisamos los diferentes regimenes de transporte que pueden observarse en siste-
mas mesoscopicos, es decir, en sistemas donde una o mas dimensiones son menores que las
longitudes de transporte caracteristicas l. y l4. Los conductores macroscépicos obedecen
la ley de Ohm: la conductancia G de un sistema esté directamente relacionada con las
dimensiones de dicho sistema. En el caso de un sistema bidimensional de anchura W y

longitud L, la conductancia se escribe:
G=0cWL (1.7)

donde o = neyu es la conductividad, siendo n la densidad de portadores del sistema y u la
movilidad, valor directamente proporcional al tiempo medio entre dos colisiones. ¢ es una
propiedad intrinseca del material, independiente de sus dimensiones. Para los conductores
mesoscopicos, la ley de Ohm puede resultar inoperante si la distancia entre dos colisiones
es mayor que la distancia entre los contactos de medida. Se dice entonces que el sistema
es balistico. Segtn la ley de Ohm, la conductancia de estos sistemas deberia tender hacia

el infinito, pero experimentalmente la conductancia tiende hacia valores finitos.

Hay que distinguir entre dos tipos de colisién, en funciéon del mecanismo de dispersién
considerado: las colisiones elasticas y las inelasticas. Una colisién elastica solo afectara a la

direccién del impulso del electrén y dejara inalterada su energia. Una colisién inelastica
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afectarda también a la fase del electrén y a la norma del impulso. Por tanto, podemos
definir dos tiempos medios asociados a las colisiones: El tiempo de relajacién del impulso
Te, que representa el tiempo medio durante el cual un electrén conservara su impulso,
es decir, el tiempo durante el cual se mantiene el estado de un electréon. A veces son
necesarios varios choques (eldsticos o ineldsticos) para destruir el impulso. Definimos una

longitud caracteristica, el camino libre medio [, = vp7. donde v es la velocidad de Fermi.

El tiempo de relajacién de fase 74 representa el tiempo durante el cual un electrén
conservard su fase. Si 7, < 7. consideramos que los electrones conservan su momento
mas tiempo que su fase y la velocidad caracteristica es la velocidad de Fermi; entonces
ly = vrTy. Si este no es el caso, el transporte serd difusivo en una regién donde la fase
permanece coherente, por lo que el coeficiente de difusiéon de Einstein D = v%7./2 para

determinar la distancia media recorrida mientras la fase se conserva; entonces l; = Dry.

1.2.1.4. Modelo de Landauer

Esta seccién esta adaptada de libro de S. Datta [51], donde vamos a definir la férmula
de Landauer, llamada asi por Rolf Landauer 1957 [52], es una férmula que relaciona
la resistencia eléctrica de un conductor cudntico con las propiedades de dispersiéon de
conductores, esa formula es realmente util para calcular la corriente en dispositivos a

nanoescala definida por:

2 [T

1
h

T(E)f(E =) = [(E - p2)]dE, (1.8)

—0o0

donde T'(F) es el coeficiente de transmisién, f(E) es la funcién de distribucién de Fermi-
Dirac, p1 y po son las energias de Fermi en el contacto de derecha y izquierda del con-

ductor. Aplicando un voltaje éu a la funcién de Fermi:

JE =) = f(E = pa+0p), (1.9)

y usando el primer orden de expansion de Taylor:

oOf(E —
FB — ) (B~ + o)) = ~ou?LE i) (1.10)
La ecuacién de corriente se puede escribir como:
2 [T Of (B — )
I=— -T(E)op——————"=dF 1.11
o= [ s (111)
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la conductancia por una fuente de potencial G es dado por:

SI 2¢> [T°° Of(E — 1) 2¢°
62 gy E =) e 20 1.12
Gl = 5o == [ —re G s - 2 )
N Of (E — 1 E
donde Ty = fjoo T(E)Fr(u)dE, Fr=— f( - f1) _ 4kBTsech2(2kBT).

Consideramos que el caso, donde la temperatura es 0 k, F’r se convierte a una ecuacion
estdndar de Dirac con drea igual a uno. En la ecuacién (p; se cambia por F en la expresién)

llamada la formula de Landauer:
G(E)=—T(F) (1.13)

1.2.2. Termoelectricidad

Los primeros indicios de efectos termoeléctricos estan relacionados con los trabajos
de Alessandro Volta en 1794, cuando observé la aparicién de una fuerza al aplicar una
diferencia de temperatura a la pata de una rana. Sin embargo, el fenémeno termoeléctrico
se descubrié por primera vez a principios del siglo XIX. por Thomas J. Seebeck. Durante
un experimento, observé que un circuito formado por dos metales distintos con uniones
a temperaturas diferentes desviaba el iman de una brujula. Correlaciond este fenémeno
con la apariciéon de un campo magnético, lo que le llevo a proponer una teoria sobre el
origen del magnetismo terrestre. Oersted luego relaciond este efecto con la aparicion de
una diferencia de potencial cuando se aplica un gradiente de temperatura. Asi, el efecto
Seebeck relacion6 dos potenciales termodinamicos que son la temperatura y el potencial
electroquimico [28, 53]. El efecto de cuantificacién del tamano puede entenderse como
sigue. Para un conductor dado, se puede asociar una conductividad o(E) dependiente de
la energia con los electrones de densidad n(FE) que llenan los estados de energia entre E
y E + dFE. Se escribe como

o(E)=en(F)uE), (1.14)

donde e es la carga libre del electrén y p(FE) es la movilidad. Para un conductor de
longitud L y seccién S, la conductividad total puede deducirse como [54]
Of(E)

L
o= = /J(E)(—a—E)dE, (1.15)
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donde f(F) es la funcién de distribucién de Fermi. Debe tenerse en cuenta que para
conductores muy pequenos, puede ser mas relevante considerar la conductancia G que
puede formularse en la forma de ecuacién de Landauer en términos de la transmisién

dependiente de la energia T'(E) como

_2€? Of(E)
G=— /T(E)(—a—E)dE. (1.16)

Cutler y Mott derivaron el coeficiente Seebeck en la forma conocida como la relacién de

Mott como [55
ot como [55 ks [ o E—Ep . Of(E)
=% ) T BT gE

En sistemas dopados degenerados, la ecuacién nimero se simplifica en la conocida forma

S

)dE. (1.17)

s (1.18)

Por lo tanto, para aumentar el coeficiente Seebeck S, esta claro que se puede utili-
zar cualquier efecto que pueda aumentar la dependencia energética de la conductividad
do(E)/dE, por ejemplo, aumentando la dependencia energética de la densidad n(E), que
depende directamente de la densidad de estados ¢g(F). En comparacién con los sistemas
tridimensionales (3D) con una dependencia energética tipica de la raiz cuadrada de g(E),
esta claro que los sistemas 2D y especialmente los sistemas 1D y 0D proporcionan una

dg(FE)/dE mucho mayor que deberia reflejarse en S.

1.3. Autosimilaridad

En esta tesis, la auto-similaridad se ha utilizado como una herramienta para crear
estructuras multibarreras basadas en grafeno. Las estructuras que se han creado son
construidas de dos maneras usando sustratos y campos eléctricos (ver metodologia). De
cualquier forma, en las dos maneras se ha implementado generaciones de multi-barreras

auto-similares.

.Pero qué es la auto-similaridad? Por definicién: La auto-similaridad es el caracter de
un objeto que presenta unas similitudes al observarlo a diferentes escalas. Fue el filésofo
y matematico G. W. Leibniz quien introdujo el concepto de auto-similitud alrededor de
1700, es decir, la invariancia de la forma durante un cambio de escala espacial. Definira

una linea recta como una curva en la que cada parte es similar al todo y luego describira las
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propiedades de auto-similitud del plano. La invariancia de escala es una forma exacta de
auto-similitud en la que, con cualquier aumento, hay una parte mas pequena del objeto
que es similar al todo. Por ejemplo, un lado del copo de nieve de Koch es simétrico e

invariable en escala; se puede ampliar continuamente sin cambiar de forma.

., Cémo se construye un objeto auto-similar? El método se basa en un principio iterativo
de reduccién/duplicacién de un objeto inicial [56]. Para construir el objeto auto-similar
Von Koch, empezamos desde un segmento horizontal, que dividimos en tres partes igua-
les. Luego, elevamos la parte central, dividiéndola a su vez en otros dos segmentos de
igual longitud, conectados formando un dngulo de 60°, formando un tridngulo equiléte-
ro:, obtenemos en el limite un objeto auto-similar clésico llamado curva de Von Koch
(ver la Fig.1.4). Con el mismo principio, se pueden construir otros objetos auto-similares
cambiando el factor de reduccién, el nimero de duplicados y la forma de pegar estos
duplicados. Las Figuras 1.5 y 1.6 ilustran otros dos ejemplos clasicos de objetos auto-

similares.

Como se ha mencionado que las barreras auto-similares se construyen respetando el

mismo concepto que Conjunto de Canto o Von Koch.

/\
AJ

Ficura 1.3

13

Ficura 1.4
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FiGura 1.5

1.4. Objetivo

= Proponer nuevos sistemas auto-similares basados en monocapa de grafeno.

= Investigar las propiedades de transporte, termoeléctrica en diferentes estructuras

auto-similares en una capa de grafeno.

» Investigar reglas de escalamiento en las curvas de transporte (Transmisién, Conduc-
tancia, factor de Fano) y termoeléctricas (Coeficiente de Seebeck, Termopotencia)

en sistemas auto-similares basados en una capa de grafeno.



Capitulo 2

Metodologia

2.1. Matriz de transferencia

En todos los estudios que realizamos se utilizo el método de la matriz de transferencia
para obtener el coeficiente de transferencia utilizando el operador de Dirac para grafeno.
El método de la matriz de transmision permite calcular el coeficiente de transmision de
una barrera a la vez. Esta matriz se construye utilizando las funciones propias de los
operadores diferenciales considerados, segun lo establecido en [23]. Este método se basa

en condiciones de continuidad especificas.

i : v P!

vl Y

v
v

r S
A

X 2|

FIGURA 2.1: Perfil de Barrera con las funciones de ondas incidente ¥ y refléjente ¥~
k vy q son los vectores de onda correspondientes a las regiones de la barrera y del pozo,
respectivamente.V) es la altura de barrera.

13
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Consideramos el potencial representado por la siguiente ecuacion:

Oa Zf x §é [:U07x1]
Viz) = Vo, ifz € [vo,x1] - (2.1)
0, ifvx & [z, 7]

El Hamiltoniano de graphene se define dependiendo si las barreras son a base de sustrato
o son electrostaticas como: 1) Primer caso la barrera esta construida con sustrato, por
ejemplo SiC en las regiones de SiO, se conserva la estructura cénica de Dirac del grafeno,
mientras que en las regiones de SiC la interaccion entre la lamina de grafeno y el sustrato
provoca una apertura de la banda. La ruptura de la simetria de la subred del grafeno es
la razén principal de la apertura del (bandgap) [5]. Los diferentes tamanos de bandgap
necesarios para obtener los perfiles no convencionales podrian conseguirse jugando con la

terminacién de los sustratos.

H=vpop+o,V(x), (2.2)

donde V(x) = m(x)v% es la altura de barrera con término de masa, v%, vr es la velocidad
de Fermi, o representan las matrices de Pauli y p es momento. Las auto-funciones se

formulan de esa manera dependiendo de si es la regién de barrera o pozo [23]:

1 o
Uy (x) = ( ) ettty (2.3)
+

[

u

1 4 .
\Ijki(x) — eizkszr'kay’ (24)
+
con los elementos u4 y v4 de las auto-funciones :
uy = £sign(E) e, (2.5)

 E-V(x)
 hup(£q, — iky)’

V+ (26)
. . E,

cabe mencionar que vy va a depender de la banda prohibida V' = 5 2) Segundo caso,

barreras electrostaticas, bajo el efecto de esta barrera, el cono de Dirac de la monocapa

de grafeno se mueve proporcionalmente a la tensién aplicada V4 [22]. Los elementos uy y
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v4 de las auto-funciones se definen en este caso:

uy = +sign(E) e*?, (2.7)
hwp(£gs,; +iqy.;)

+ F ,J Y.J

I E -V, (2:8)

Por cualquier caso, las auto-funciones deben cumplir con las siguientes condiciones de

continuidad:
Ui (o) = U5 (20), (2.9)

U () = Ui (). (2.10)

Aplicando las condiciones anteriores, obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones que

involucran constantes arbitrarias «, (3, v, 6, A y ( de la siguiente manera:
oWl (o) + BV (o) = 7P (20) + 6V, (20), (2.11)

En forma matricial:

6ikzxo 672']{@330 o eiQI xo efiQIzO 7
. ‘ = . ‘ , (2.13)
u+61kz:vo U_ e*lkzxo /6 ,U+€Z(Ia:$0 v 6*2%5130 5
iqrx1 —iQeT1 ik 21 —ikzTy A
e e Y e e
A A = A A , (2.14)
U+equa:1 Ve WzT1 K} quezkmxl u,e_’k’“’xl (

con poco desarrollo se puede sacar v y 0

. . -1 . .
a ezkxaco e—zkxxo el T0 e W=To v (2 15)
B )\ upethemo y_gmtkemo v, €T gy =idato s )’ '
—1
ry ei(szl efiq:vzl elk)le eflkle )\
) U+6“1x331 Ve Wzl u+€zkx$1 U,G_zkmxl C

esto permite obtener la amplitud de entrada en funcién de la amplitud de salida.

(§-0)
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La constante ( es igual cero, porque en la region de la derecha solo se transmite una onda

y nada en esta regién causa una reflexion. Finalmente, la matriz de transferencia M se

escribe:

M(E A V) Mll(Ea Ai[), V) Mlg(E,A.I',V)
y AT, = )
Mgl(E, ALL’, V) MQQ(E, ACL’, V)

los elementos de matriz de transferencias vienen como:
Mll(Ea AfL’, V) - N(A + B)e—iqx(ml—:vo)7

donde A, B 'y N son:
A= (U— - U+)(U_ — ’U_,.)e_iqﬂv(wl—lo)’
B = (u_ —v_)(ug — vy )ee(@1720),

N =1/(u- = uy)(v- —vy).

Myy(E, Az, V) = 2 Nisin(qu(z1 — x0))(u_ — vy)(u_ — v_)e Ha@teo),

My (E, Az, V) =2 Nisin(q,(z1 — x0)) (v- — uy)(up — vy )eke@teo),
My (E, Az, V) = N(C + D)e tke(z1=0),
donde C'y D son:
C = (1 — o — u)emit-ta=so)
D = (u- — vy ) (v — uy)eitelrmo),
La matriz de transferencia por n barreras:

M(E; Az, V) = [ [ M(E; Az, V).

J=1

2.1.1. Coeficiente de transmision

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

El método de la matriz de transferencia permite calcular el coeficiente de transmision

para una unica barrera; Sin embargo, utilizando la ecuacion 2.23, es posible calcular la

matriz de transferencia para un sistema multibarrera y derivar el coeficiente de transmi-

sién. Definimos el coeficiente de transmisién como en [23, 57], por:

1

T(E)= —’M11|2'

(2.24)
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2.1.2. Conductividad

A partir del coeficiente de transmisién se puede calcular la conductancia [51] que estd

definida con:

G(EL) = G% - EF/2 T(E%, 0) cos 06, (2.25)

262 LyEO

FLQ’UF

Er

aqui By = A es la energia de Fermi normalizada a la altura de la barrera, Gy =
0

es el factor constante de conduccion, L, es el ancho del sistema en la direccién horizontal

y, 0 es el angulo de incidencia del electrén con respecto a la direcciéon de propagacion z.

2.1.3. Termoelectricidad

Podemos concluir a partir de la conductancia el coeficiente de Seebeck [55]:

[ln G(E*)]
DE" ’

E*=FE}

S(E%) = S, (2.26)

con Sy =

Finalmente, es interesante mencionar que debido a la forma de la matriz de transfe-
rencia considerada, es necesario utilizar simulacién numérica, ya que los elementos de la
matriz para estructuras con dos o mas barreras son muy complejos para poder operar y

analizar.

2.1.4. Estados casi-localizados

Esta tesis investigd los estados casi localizados en grafeno utilizando una estructura
con una barrera (ver Fig.2.1) y dos barreras del campo eléctrico. Se ha usado la matriz de
trasferencia, y las condiciones de continuidad para determinar primero las amplitudes de
la funcién de onda en cada regién barrera y pozo respectivamente, luego la funcion de den-
sidad de probabilidad a lo largo de distancia z. La metodologia es detallada comenzando

a definir la siguiente ecuacién de Dirac:

[0r(5.5) + Voot = Eb. (2.27)
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Representamos la funcién de onda correspondiente a la region de barrera:
1 1 +igzrt+iqyy
Yox(T,y) = AU A v, (2.28)
+
el componente de la funcién onda:
hvp(£q. — q
vy = FEE T W), (2.29)
La funcién onda en el caso de pozo:
1 1 tikpztikyy
Ut (2, y) = E . e ety (2.30)
+
con su componente:
uy = +set?, (2.31)

Usando las condiciones de frontera, calculamos los coeficientes: Ay, By, Ay, By, As, Bs.

Ao (20) + Bowy (z0) = Auiby (w0) + Bitb, (wo),

Ale(xl) + B, (11) = Aot (1) + Baty, (1).

(2.32)

(2.33)

Desde inicio posamos que Ay = 1 y suponemos que By = 0 porque después la barrera no

hay onda reflejada. Transformando el sistema (2.34) y (2.35) en forma matricial:

1 ‘ 1 ‘ 1 ' 1 :
o-Fikao + B, e~ thazo Ay etit=ro B e =0, (2.34)
U U_ Vy v_

1 ) 1 ) 1 .
Al €+lqzm1 4 Bl e 12Tl — A2 eﬂkzzm’
’U+ v_ U+

etikazo  o—ikzzo 1 etitero o—igzTo Al
u+€+ik7;$0 uie—ikxl‘o BO - U+e+iqxa:o ?},e_iq”m B1
€+iqzm1 efiqzm A1 6+ikzx1 efikzml A2
U+€+zqu1 Ve =Tl Bl u+e+zkmx1 u_e—zkm:pl 0

(2.35)

) . (2.36)
) e
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Para escribir las funciones de onda en cada regién transformamos las matrices (2.30) y

(2.31) en esa forma:

e“rikxfBO + Boe_ikxmo Ale-i-iqxﬂio _'_ Ble_i%cmo (2 38)
. . - . . ) .
uyettha®o 4 Boy_e~ikao Ayvyettas®o 4 Byy_e a0

Ale—&-iqzm + Ble—iqzrl A26+ik1x1 (2 39)
Ajvet=® 4 Biy_e e Agu eTika1
Para el calculo de los coeficientes By, A1,B1,A> hemos usado la matriz de transferencia

representada con los coeficientes:

()= (i) (2)
- . (2.40)
By My Msy 0

Una vez tenemos los coeficientes de la matriz de transferencia se determinan A,y By:

1

Ay = — 92.41

2T My, (2.41)
My,

By = —2L. .49

7 My, (2.42)

Para poder calcular A; y B se necesita desarrollar las ecuaciones (2.38) y (2.39), para

poder sacarlos:
6+z’kxz0 e—ikx:ro 1 e—i—iqmro e—iqmﬂfo Al
| | = | | , (2.43)
u+€+2kl’x0 uie—lkmxo BO U+€+ZQ90LUO ,Uie—ZQxJIO Bl
. ) -1 ) )
€+le$0 e W0 6+zkzxo efzkzmo 1
. . 4 ) ; (2.44)
U+e+lqz$0 e teTo u+e+2kza:o u_e—lkzxo BO
A 1 v_eMxTo  _ p—igzTo 6+ikzxo e—ikzxo 1
=— | | | | L (245)
B1 V_ — V4 _v+e+lqzxo 6+“]z330 u_,_e“kzxo u_e—zkzxo BO
A\ 1 (v_ — ug)e®ok=a) (y_ — g _)e iwolk+a) 1 (2.46)
By - —Up \ (uy — vy et (4 — g )eirolk—a) By)’ '

Ay = ——[(v- —ug)e™F=D 4 By(v_ — u_)e ko], (2.47)

I/
&
S~
Il

By = ——[(uy —vy)e®® D 4 By(u_ — v, )emok-a], (2.48)
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M. 1
Cabe mencionar que las amplitudes siguientes By = M—21 y Ay = o As se calculan
11 11
usando la matriz de transferencia y se colocan en las dos ecuaciones:
1 A M. A
A= Pa— [(v_ — uy)etotk=a) 4 M—i(v_ — u_)e wolkta)) (2.49)
1 . M. ,
B, = Pa— [(uy — vy )e ™ot 4 M—Z(u, — v, e h=0], (2.50)

Una vez determinadas todas las amplitudes de la funcién de onda, se puede calcular la
funcion de densidad de probabilidad correspondiente a cada region de la barrera y el pozo:

La Regién (I) representa ante barrera:
€+ik‘zx0 + B ef’ik‘zxo T
by (x) = . )= h@)) (2.51)
upetET0 4 Boy_ e~ eTo oo(x)
| ¥r(@) P=] d1(2) [ + | da(2) |- (2.52)

La Regién (II) representa la barrera:

etidzzo le*i(hﬂﬁo 1(z
b (x) = ( A B ) - ("0 ( )) : (2.53)

Ajv et 4 By _e a0 o)

| Y1, () =] 1 () [P + | ga(2) 2. (2.54)

b, (@) = ( e B ) - (Xl(‘”)) , (255)

Ay et 4 By e e Xz2(z)
| i, () P=] xa (@) P + | xa(2) | (2.56)

La region (III) representa el pozo:

B A2€+ikx:v1 B 771(1,)
Yrr(z) = (A2u+e+"’“f‘cl> = (m(@) , (2.57)
| rrr(z) P=] m(z) [P+ | na(z) [ (2.58)

La funcién onda se normaliza con el ancho del sistema L;:

/O el () 2 dr =1 (2.59)
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at xr2 Ly
/ ¢ ’ wl<x> ’2 dx +/ C ‘ 1/111(96) |2 dx +/ Cc | wnj(w) |2 dr =1 (2.60)
0

1 T2

c= ! (2.61)

S () 2 de

Finalmente, se multiplica la funcién de densidad de probabilidad por ¢ en cada region.
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Resultados

3.1. Propiedades de auto-similaridad en el coeficien-

te de transmision

En este estudio, se investigd un sistema de multiples barreras autosimilar, utilizando
la proporcién aurea como factor de escala para la altura de las barreras. Se buscan pa-
trones auto-similares y reglas de escalamiento que restituyen el coeficiente de transmision
escalable. Los resultados obtenidos muestran un patrén de auto-similaridad con nuevas
reglas de escalamiento. Esas reglas son capaces de conectar el coeficiente de transmision

de varias generaciones de la estructura.

En primer lugar, damos una breve descripcion de como construir el sistema multi-
barrera auto-similar. Comience con una linea de segmento de longitud L,. Se divide en
tercios y se coloca una barrera rectangular de energia (altura) Vy y anchura % en el
tercio central, lo que se denomina generacién una g; (Fig. 3.1 (a)). La generacién dos
g se construye a partir de la primera generacién, tomando los segmentos restantes y

s . . Vo
dividiéndolos en tercios. Ahora se coloca una barrera rectangular de energia 37 anchu-

L, : . : .
ra oy en el tercio medio de cada segmento (Fig. 3.1 (b)). La barrera de la generacién

: 1 :
anterior se escala en 3 pero solo en su anchura. Repetimos este proceso para la tercera
e 1 .V
generacion, dividiendo cada segmento por e y colocando barreras de energia 2 en los
tercios medios correspondientes (Fig. 3.1 (¢)). Una vez mds, las barreras de la generacién

anterior se escalan por 3 solo en su anchura. Para una generacion Nésima, las barreras

: : L, . W
correspondientes tienen una anchura 3N ¥ una energia =5

22
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En este trabajo, establecemos la longitud total del sistema L, = 3500 A y la altura
de la barrera principal V5 = 1.0 eV.

a) V, & Vo g

L, 29 BL/9 L,

AL S e B B S B S T T AR R B0 R L L8 A8 A R R A R0 A8 A8 A L0 B2 A R A8 ARARAAL T T T

Vo/®

Vo/®°
Vo/®®

HXIHIIHHIIIXIX Ll

20L./3%  2L/3* 20L/3*

| I

2L/3° 8LJ3

FicurA 3.1: Construccién de las cuatro primeras generaciones del sistema multibarrera

auto-similar. (a), (b), (¢) y (d) corresponden a las generaciones 1, 2, 3 y 4 respectiva-

mente. Cada barrera se escala en su anchura con 1/3Y y su altura en razén durea
(1/@Nh).

Las barreras se generan por la interaccion entre el sustrato y la monocapa de grafeno.
En concreto, el sustrato de carburo de silicio SiC en este caso juega un papel importante,
puede cambiar la relacién de dispersion a la forma parabdlica y abrir una banda prohibida

(gap) en el espectro de energia [58, 59].
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Vo/®

FI1GURA 3.2: Representacion grafica de la generacion go de estructura multibarrera auto-
similar en grafeno. (a) La ldmina de grafeno se deposita sobre sustratos alternados, como
SiO2 (losas azules) y SiC (losas naranjas), indican respectivamente las regiones donde
hay barreras y pozos, (b) Las distribuciones del cono de Dirac y del paraboloide de Dirac
a lo largo de la estructura son regiones de relaciones de dispersion lineal y parabdlica,
respectivamente. (c) Perfil de potencial de la estructura, la barrera principal tiene una
altura V{, las barreras secundarias tienen una altura V5/® y todas las barreras tienen
una anchura L, /3% [60].
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FIGURA 3.3: Escala del coeficiente de transmisién en funcién de la energfa. (a) Curvas

de transmisién para las generaciones g7 y gs. (b) Las mismas curvas, pero en este caso,

gs estd escalado por una transformaciéon matemadtica, ver el texto. La altura de las
barreras Vo = 1.0 eV, y la longitud total es L, = 3500 A [60].

En primer lugar, es importante enfatizar que el propdsito de este estudio es determi-

nar si el espectro de transmitancia tiene propiedades de escalamiento, especialmente los
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siguientes tres pardametros: Entre generaciones g; v g;+1 , dos alturas de la barrera princi-
pal Vo, vy W,,,, dos longitudes totales del sistema L,, y L,, . Por lo tanto, investigamos
las posibles relaciones entre las curvas de transmision, el estudio muestra resultados in-
teresantes para las generaciones especiales 6, 7'y 8. La Fig. 3.3 muestra el coeficiente de
transmision en funcién de la energia para las generaciones 7 y 8. En particular, la Fig. 3.3
(b) presenta la transmision escalada de gs. Podemos notar claramente que las curvas de
transmision g7 y gg son idénticos, esto después de aplicar una transformacién matemati-
ca. Esta transformacion es, simplemente T, (F) ~ [T,,(E)]®, donde los subindices son los
niumeros de generacién y los superindices son el factor de escala entre dos generaciones,
como se muestra en la Fig. 3.3 (b). Cabe mencionar que hemos encontrado una expre-
sion general para g > 6, relacionando el coeficiente de transmisién entre dos generaciones

sucesivas como:

Ty, (E) ~

Esto significa que las curvas de transmisién estan relacionadas por una potencia deter-

[T, (3.1)

gi+1

(£))°.

minada, pero difieren solo en el nimero de barreras. Esto muestra que las curvas de
transmision siguen una regla de escala que refleja autosimilitud. Esto confirma nueva-
mente la autosimilaridad reflejada en las propiedades fisicas del grafeno como en [12; 21].
Por lo tanto, encontramos la regla de escala entre las curvas de transmisiéon correspon-
dientes a diferentes generaciones. En consecuencia, es importante investigar la existencia
de reglas de escala para otros parametros como la energia de la barrera y la longitud total

del sistema, como se esperaba.
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FiGUurRA 3.4: Escala de transmision de la generacién g; para diferentes alturas de la

barrera principal. (a) Transmisién de Vp = 0.5 eV y V5 = 1.0 eV. (b) En este caso la

curva correspondiente a V; = 0.5 eV se transforma mediante una regla de escalado
[60].

Ahora buscaremos otra transformacion matemaética, en funciéon de la energia de la

barrera principal (altura). Tomemos una generacién fija, por ejemplo, generacién g; y dos
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energfas: Vo = 0.5,1.0 eV (ver Fig. 3.4(a)). Si la curva de transmisién correspondiente
a la energia V) = 0.5 eV se eleva a la potencia 4, se obtiene la curva de transmision
correspondiente a Vo = 1.0 eV (Fig. 3.4(b)). Por lo tanto, segin esta transformacién
obtenemos la ecuacién Ty, ,(E) ~ [Ty,.(E)]* . De hecho, esta regla de escala es més
general, se aplica a cada multiplo de dos. También hemos demostrado para el parametro
de energia de barrera principal que las curvas correspondientes a la misma generacion,
pero diferente energia de barrera principal coinciden. Esto también muestra que las curvas
de transmisién estan relacionadas por una transformacién de escala que da como resultado

una forma més general:

Ty (E) ~ [T%VO(E)} - (3.2)

Donde el factor § es un factor que viene en multiplos de dos.
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FIGURA 3.5: Escalado entre diferentes longitudes totales de generacién g7. (a) Curvas
de transmisién con L, = 500, 1000 A. (b) En este caso se escala la curva correspondiente
a L, =500 A [60].

Trabajando en el tercer parametro para la longitud total y tratando de encontrar una
regla de escala para diferentes L., primero elevamos la curva que corresponde a L, = 500
A ala cuarta potencia y dividimos su energia por dos. De acuerdo con esto, obtenemos
la ecuacion Tygoo(E) = [Ts00(E)]* (ver Fig. 3.5(b)). Ademds, mostramos nuevamente que
las curvas estan relacionadas por una transformacion de escala para diferentes longitudes

totales.

11.(E) = |1y, (%E)] 3.3

donde el factor v es un factor que viene en multiplos de dos.

Finalmente, podemos obtener una buena aproximacién combinando (3.1), (3.2) y (3.3).
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De hecho, todos los parametros y la energia variable seran argumentos de la transmision.

1 1 1 6m(75)2

T(E,gi, Vo, Ly) ~ [T (—E, Gitm, = V0, —Lx)} , (3.4)
gl By

donde m es la diferencia entre generaciones, y los factores 7 y 5 es un factor que viene en

multiplos de dos. Esta regla general es muy ttil para predecir la transmisién en funcién

de los pardmetros mencionados. Cabe mencionar que no se encontré ninguna regla de

escala cuando la proporcién aurea también se usé como factor de escala para el ancho.

3.2. Propiedades de auto-similaridad en el Factor de

Fano

En este trabajo investigamos el factor Fano y la conductancia en dos tipos de estruc-
turas auto-similares basadas en grafeno. La primera estructura se denomina (SSP) es un
sistema multibarreras donde las barreras estan construidas por sustratos alternos (ver Fig.
3.6), de hecho es lo mismo que la Fig. 3.2 y otro sistema, las barreras son electrostaticas
(SEP) en este caso es diferente que primer estructura porque no hay gap las barreras
aqui son electrostaticas hacen que el cono de Dirac se desplaza como se muestra en la
Fig. 3.7. La estructura SSP pertenece a las pocas estructuras en las que manifiestan un
comportamiento auto-similar. Ademas, reportamos un valor maximo universal del factor
Fano igual a 1/3 en los potenciales electrostaticos auto-similares. Se hizo méds andlisis en
términos del nimero de generaciones, altura de la barrera principal y longitudes totales de
la estructura. Se consideré que el Hamiltoniano de Dirac describe el comportamiento de
los electrones de Fermi a través de una estructura auto-similar. El formalismo de la ma-
triz de transferencia se usa para cada generacion de estructura, asi como el formalismo de
Landauer-Biittiker para calcular la conductancia y el factor de Fano. Nuestros resultados
demostraron las caracteristicas de auto-similaridad en el factor de Fano y la conductancia.
Ademads, obtuvimos las reglas de escala que representan la escala de invariancia entre las

generaciones de la estructura.

El objetivo es explorar el comportamiento auto-similar y las reglas de escala en el factor
Fano asi como las curvas de conductancia para tres parametros fundamentales: Generacion
gi, altura de las barreras Vj, y longitud de la estructura L,. Por lo tanto, calculamos la

conductancia sumando todos los canales de transmision (ver Ec. 2.17). Luego, calculamos
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SSP

F1GURA 3.6: Representacion gréfica de las barreras auto-similares basadas en el sustrato
SSP. Esta estructura se genera por la interaccién entre el sustrato y la capa de grafeno.
La capa de grafeno se deposita sobre sustratos alternantes, como SiO2 (losas verde
claro) y SiC (losas naranja), obteniéndose regiones con relaciones de dispersion lineal y
parabolica [22], respectivamente. Esta estructura presenta la segunda generacién (gz2).

SEP

a)

b)v
A

.

FiGurA 3.7: Representacion grafica de la estructura de grafeno auto-similar elec-

trostatica SEP. Esta estructura se crea cuando se coloca una lamina de grafeno sobre

un sustrato que no interactia, como SiOs (azul claro) y ldminas superiores alternas
(ldminas naranjas). Esta estructura representa la segunda generacién (g2).

el factor de Fano utilizando (Ec. 2.20). Primero, investigamos las propiedades de auto-
similaridad, la invariancia de escala en la las curvas de la conductancia y el factor de
Fano para SSP como se muestra en la Fig.3.6. En segundo lugar, estudiamos el factor
de Fano para SEP (ver la Fig. 3.7) y lo analizamos en términos de los tres pardmetros

fundamentales, como se mencioné anteriormente.

Fig.3.8 muestra la conductancia y el comportamiento del factor Fano en funcién de
la energia de Fermi. Analizamos la conductancia para dos generaciones (g7, gs) como
se ve en la Fig.3.8(a). Se observé que las curvas de conduccién tienen casi el mismo
comportamiento para ambas generaciones (g7, gs). Ademds, la conductancia de las dos
generaciones aumenta cuando aumenta la energia de Fermi, mientras que el factor de

Fano disminuye, como se muestra en las Figs. 3.8(a) y 3.8(c). Ademds, observamos otra
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F1GURA 3.8: Conductancia (G) y el factor Fano para las generaciones g7 y gs en funcién
de la energia de Fermi para la estructura SSP. (a), (b) son la conductancia por las
generaciones (g7, gs). En el caso de (b), la curva corresponde a g7 sigue siendo la misma
que en (a). Sin embargo, se escala la curva que corresponde a gs. (c), (d) son generaciones
de factores Fano (g7, gs). En el caso de (d), se escala la curva que corresponde a gs.
La altura de la barrera principal es Vp = 0.2 eV, y la longitud total del sistema es
L, = 10000 A [61].

caracteristica que el minimo de la conductancia coincide bien con el maximo del factor

Fano.

Las figuras 3.8(a) y 3.8(b) tienen los mismos pardmetros. Sin embargo, la curva co-
rrespondiente de gg se escala mediante una transformacién matematica para encontrar el
factor de escala que conecta las dos generaciones (g7, gg). La transformacion matematica
aplicada viene dada por: G, (E}) = [Gy(F5)]%/(2)°, donde G = G/Gy y el subindice
(g7, g3) denota el nimero de generacién. Para investigar el comportamiento auto-similar

en el factor Fano, conectamos la generacién (g7 y gs). La figura 3.8(c) muestra el factor
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de Fano en funcion de la energia de Fermi. Las figuras 3.8(c) y 3.8(d) tienen los mismos
parametros. Sin embargo, la curva correspondiente a gs también estd escalada. La trans-
formacién matemadtica en este caso se expresa como: Fy, = 4F, , esta transformacion de
escala permite conectar dos generaciones sucesivas (g;, g;+1). Cabe mencionar que los dos
factores (6) y (2°) en el caso de la conductancia representan el factor de escalamiento
que conecta distintas generaciones de la estructura. De lo contrario, encontramos que el
nimero (4) es el factor de escalamiento para el caso del factor Fano. En este sentido, estas
transformaciones matematicas mencionadas se denominaron reglas de escala. Representan
el comportamiento auto-similar antes mencionado. En general, la regla de escalamiento
une dos generaciones sucesivas (¢;, g;+1). Asimismo, propusimos una expresién general de
la regla de escala para el caso de la conductancia, asi como del factor Fano. Para el caso

de conductancia, la regla se expresa como:

(G (BRI

Gy (ER) = W—p,1>

(3.5)
donde [ es el factor de escala que es igual a 6, i es el nimero de generaciéon y p es la
diferencia entre generaciones.

Mientras que, para el caso del factor Fano, la regla de escalamiento estard dada por:
Fo (Ep) = P Fy,,,(EL), (3.6)

donde S es igual a 4.

Fig.3.9 muestra el factor de Fano en funcion de la energia de Fermi para dos alturas
de la barrera principal, asi como diferentes longitudes totales de la estructura. En este
caso, investigamos la auto-similitud entre dos alturas y dos longitudes totales. Por lo
tanto, graficamos la generacion, g; por ejemplo, para dos alturas de la barrera principal
(t.e.: Vo = 0.2, 0.1 eV), como se muestra en la Fig. 3.9(a). Sin embargo, en la Fig.
3.9(b), la conexién de las dos alturas de las barreras principales se ha logrado a través
de una transformacién matemadtica que viene como: Fy. v, ,(E}) = 3Fy, v, (EF) donde 3
representa el factor de escala que relaciona ambas curvas. Como resultado, la conexién
de las dos alturas de la barrera principal demostro la existencia de un comportamiento
auto-similar en este caso. En este sentido, la transformaciéon matemadtica se considera

como una regla de escala que se puede generalizar de la siguiente manera:

ng,Vo(E;‘> ~ /BpFi7VO/2(E;)7 (37)
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FiGuraA 3.9: Factor de Fano para la generacion g7 en funcion de Eia energia de Fermi
en las barreras auto-similares basadas en sustrato. (a) y (b) son factores de Fano entre
dos alturas de la barrera de la red (Vp=0.2 y 0.1 eV). En el caso de (b), la curva de
Vo = 0.2 eV sigue siendo la misma que en (a). Sin embargo, se escala una curva que
corresponde a Vj = 0.1 eV. (c¢) y (d) son factores de Fano entre dos longitudes totales
de estructuras (L, = 10000 A y 5000 A). En el caso de (d), la curva de L, = 10000
A sigue siendo la misma que en (c). Sin embargo, se escala la curva que corresponde a
L, = 5000 A [61].

donde 3 = 3 es el factor de escala.

Fig.3.9(c) muestra el factor de Fano de la generacion (g7) para dos tipos de longitudes
totales de estructuras. Basandonos en el mismo método descrito anteriormente, conec-
tamos dos tipos de diferentes longitudes totales (i.e.: L, = 10000 y 5000 A) de la
estructura. Las figuras 3.9(c) y 3.9(d) tienen los mismos pardmetros. Sin embargo, en
este caso, la curva que corresponde a L, = 5000 A se escala con una transformacién
matematica definida por:

Fo. 1. (E%) = 3F,, 1, /2(E}/2), donde la energia de Fermi se ha dividido por 2. Por lo tanto,
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el nimero 3 en la transformaciéon matematica representa el factor de escala que relaciona
dos longitudes totales de la estructura. Como se encontré previamente, el comportamiento
auto-similar aparece entre dos longitudes totales de la estructura. En particular, la regla
de escala propuesta aqui no puede funcionar sin dividir la energia de Fermi por 2. Esto
es diferente de la altura de escala anterior de la barrera principal. Adicionalmente, hemos

propuesto una expresion general como regla de escala, dada como:
Fyn.(Ex) = BPFy, 1.2(ER/2), (3.8)

donde [ es el factor de escala que es igual a 3, i es el nimero de generacion y p es la

diferencia entre generaciones.

Es importante senalar, que el transporte electrénico en estructura auto-similar basada
en una monocapa de grafeno ha sido estudiado por D. Diaz-Guerrero et al. [21] y R.
Rodriguez-Gonzélez et al.[23]. Encontraron reglas de escala en el coeficiente de transmi-
sion [21] y la conductancia [23] en su estructura, utilizando barreras de altura escaladas
en 1/3. Por el contrario, informamos nuevas reglas de escala del factor Fano en una estruc-
tura auto-similar, donde la altura de la barrera se escala por una proporcién aurea. Otro
punto a destacar, segin estudios previos en este tipo de estructuras, el comportamiento
auto-similar en la estructura en estudio (i.e.: SSP sobre grafeno) depende de la geometria
de las barreras, altura (V4 ) y ancho (L,). En este sentido, para obtener reglas de esca-
lamiento y de acuerdo con otros trabajos de investigacién [12, 22, 23], es necesario tener
tanto una estructura auto-similar como electrones relativistas de Dirac [24]. Finalmente,
la auto-similitud puede reflejarse en las curvas de conductancia y factor de Fano, pero es

necesario demostrar esto encontrando un factor de escala.

Fig. 3.10 muestra el factor de Fano de las dos generaciones (g7, gs) en funcién de la
energia de Fermi para el SEP en la estructura del grafeno. Las figuras 3.10 (a), 3.10
(b) y 3.10 (c) representan el factor de Fano con los siguientes parametros (V5 = 0.2 eV,
L,=10000 A), (Vo=0.1 eV, L,=10000 A), y (V5=0.2 eV, L,=5000 A). En este sentido,
investigamos el comportamiento auto-similar en este tipo de estructura como se hizo ante-
riormente y utilizando los mismos pardmetros que antes. Sin embargo, se aplicaron varias
transformaciones matematicas a esta estructura, por ejemplo, (g7, gs). Para este caso,
no logramos conectar las curvas del factor Fano porque no manifiesta el comportamiento

auto-similar.

En (Fig. 3.10 (a)), el factor Fano tiene un méximo cercano a 1/3 para la generacién g;.

Este valor generalmente se reporta en la monocapa de grafeno. El valor parece cambiar
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F1GUuRrA 3.10: El factor Fano en funcién de la energia de Fermi por generaciones (g7,
gs) con diferentes alturas de la barrera principal y longitudes de la estructura total
en la estructura de grafeno auto-similar electrostatica. (a) Factor Fano para altura de
la barrera principal Vy = 0.2 eV y longitud total de la estructura L, = 10000 A. (b)
Factor de Fano para Vo = 0.1 eV y L, = 10000 A. (c) Factor de Fano para V) = 0.2 eV
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y para L, = 5000 A [61].

cuando aumenta el nimero de generaciones, como se muestra en la Fig. 3.10 (a).

Fig. 3.10 (b) representa el factor Fano de (g7 y gs) con los siguientes pardmetros Vp=0.1

eVy L,=10000 A. Al cambiar la altura de la barrera principal, el méximo del factor Fano

también cambia y es aproximadamente igual a 1/2. De lo contrario hemos cambiado la

longitud total L,=5000 A de la estructura, los resultados se presentan en la Fig. 3.10 (c).

En consecuencia, el factor Fano parece tener el mismo valor méximo que los resultados

antes mencionados.

Finalmente, en este trabajo hemos analizado el maximo del factor Fano en términos de

los siguientes parametros: altura de la barrera principal, longitudes totales de la estructura
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y valor maximo del factor Fano. Concluimos que el cambio de generacion, la altura de la

barrera o el ancho de la estructura afectan al méximo el factor Fano.

3.3. Propiedades de auto-similaridad en Termoelec-

tricidad

En este trabajo hemos estudiado el transporte y los efectos termoeléctricos en una
estructura auto-similar, basada en grafeno. Consideramos el hamiltoniano de Dirac para
describir el comportamiento de los electrones de Fermi a través de la superred de grafeno.
Los sustratos, como SiO, y SiC, se introducen como una serie de barreras-pozos en grafeno.
Se utilizé el formalismo de matriz de transferencia, asi como Landauer-Biittiker y la
férmula de Cutler-Mott para calcular, por cada generacién, primero el coeficiente de
transmisién, luego la conductancia, el coeficiente de Seebeck y finalmente el factor de
potencia. Encontramos patrones auto-similares en el transporte y en las propiedades
termoeléctricas. Ademas, obtuvimos las reglas de escala que describen la invariancia entre
generaciones del sistema. Se ha implementado estas reglas de escala como expresiones
matematicas generales. También llevamos a cabo una demostracion analitica de la regla
de escala en el coeficiente de Seebeck, que tampoco se ha realizado, ademaés se ha realizado

un analisis comparativo entre reglas de escala numéricas y analiticas.

HOT COLD

Vilo
koo ek k

0 — L

Ficura 3.11: Representacién grafica de la segunda generacién (go) de una es-
tructura multibarrera auto-similar en grafeno. (a) La hoja de grafeno se deposita
sobre sustratos alternos, como SiO (losas rojas a azules) y SiC (losas naranjas),
correspondientes a pozos y barreras, respectivamente. El rojo y el azul indican
el lado frio y caliente de la estructura termoeléctrica. (b) El perfil potencial de
la estructura, el azul-rojo y el naranja indican las regiones del pozo y la barrera,
respectivamente. k y g; son los vectores de onda en los pozos y barreras, respec-
tivamente [62].
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En primer lugar, comenzamos a investigar la regla de escala del coeficiente de trans-

misién en funcion del dngulo para una energia fija.

En las Figuras 3.13 (a), 3.13 (b),
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FicuraA 3.12: Escalado de transmision en funcion de la energia y en funcién del angulo
de incidencia. (a) Patrones de transmisién en funcién de la energia en un angulo fijo
del electrén incidente, 8 = 45°. (b) es lo mismo que (a), pero en este caso se escala

la curva roja correspondiente a gs. (c¢) Patrones de
de incidencia con una energia de electrones fija E,
en este caso se escala la curva roja correspondiente

barrera principal es Vj

transmision en funcién del angulo
= 0.15 eV. (d) igual que (c) pero
a Ng. En (a) y (b), la altura de la

=0.2 eV y la longitud del sistema es L, = 10000 A [62].

presentamos las propiedades de escala de la transmisién en un angulo de incidencia fijo,

6 = 45°. La Figura 3.13 (a), muestra el coeficiente de transmisién en funcién de la energia

para las generaciones g7, gs con una altura especifica de la barrera principal Vy = 0.2 eV

y longitud total del sistema L, = 10000 A. La Fig. 3.

13 (b), presenta la transmision esca-

lada gg, con parametros diferentes a los de la curva g7, como podemos ver, ambas curvas,

g7 V gs se superponen, esta superposicién se produce cuando aplicamos una transforma-

cién matemadtica. La transformacién viene como: Ty, (0, E,) ~

[T, (0, E,)]°. Expresado de
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FicUuraA 3.13: Escalando la conductancia G entre las generaciones gg, g7, gs en funcién

de la energia de Fermi. (a), (c) Respectivamente, curvas de conductancia entre pares

de generaciones (gs,97) v (97,98). (b), (d) Las mismas curvas, pero en este caso, la

generacién g7 (curva roja) y gs (curva roja) estan escaladas. En la figura insertada,

apreciamos la superposicién de patrones en un intervalo reducido de energia de Fermi.

La altura de la barrera principal V) = 0.2 eV, y la longitud total del sistema es L, =
10000 A [62].

otro modo, las curvas del coeficiente de transmision estan relacionadas por una potencia
determinada, pero se difieren en su generacion correspondiente. La regla de escala es una
marca de auto-similitud en las propiedades de transmisién como en la transmisién con in-
cidencia normal [12, 21, 22]. En este tipo de sistema, las propiedades de auto-similaridad
surgen practicamente a partir de la generaciéon g, porque el sistema comienza a exhibir
un comportamiento casi auto-similaridad a partir de gg. Esta regla de escala es valida

para cada dos generaciones, lo que nos lleva a generalizarla:

T,(0.E,) ~ [T, (0, E.)]"". (3.9)
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donde g; es el nimero de generacion, 7 es el factor de escala cuyo valor es igual a 6, y p es la
diferencia entre generaciones. En las Figs. 3.13 (c),3.13 (d), presentamos las propiedades
de escalamiento de coeficiente de transmisién en funcion del angulo de incidencia del
electrén de Dirac. La Fig. 3.13 (c) presenta la transmisiéon en funcién del dngulo de
incidencia para las generaciones g7, gs con una altura especifica de la barrera principal
Vo = 1.0 eV y longitud total del sistema L, = 1000 A. La Fig. 3.13 (d), presenta las
propiedades de transmision con los parametros mencionados, sin embargo, la generacion
gs estd escalada por V; = 0.5 eV y L, = 500 A, ademds como una transformacién
matematica: T(g;1.0,1000)(0, Ez) = [T(gs,05,500) (0, Ez)]°. De acuerdo con la Fig. 3.13 (d)
es claro que la transmisién de ambas generaciones g; y ¢gs escaladas, se superponen,
estas propiedades de escalado se pueden expresar como una regla de escalado de forma

generalizada:
D 2
T(gi7V07L1)<07 Eﬂﬁ) ~ [T(gier,Vo/,B,Lz/’y)(Hv Eﬂ?)]n () > (310)

donde g; es el nimero de generacién, 7 es el factor de escala cuyo valor es igual a 5, p es

la diferencia entre generaciones, y v y 3 son factores vienen en multiplos de dos.

De hecho, esta expresién analitica es una aproximacion (regla de combinacién) de las
reglas de escala individuales, tal como se han estudiado, por ejemplo, entre generaciones,
entre dos alturas de la barrera principal y la longitud de todo el sistema. Para comparar la
correspondencia entre curvas no escaladas y escaladas, calculamos la desviacion cuadratica
media (RMSD) para las Figs. 3.13 (b),3.13 (d). Los resultados se presentan en la tabla
3.1.

TaBLA 3.1: La desviacién cuadratica media de la escala de transmisién [62].

RMSD

i 4 ) 6 7 8 9
Fig. 3.13(b) 398 x 1072 2.79x 1072 218x 1072 239x 1072 3.15x 1072 4.10 x 1072
Fig. 3.13(d) 3.13x 1072 1.75x 1072 215x 1072 3.51x 1072 4.97x 1072 6.39 x 1072

El factor de escala n, con un RMSD maés bajo, brinda la mejor aproximacion entre la
curva escalada y no escalada. Por lo tanto, esta claro que el mejor valor del factor de
escala 1 es 6 para la regla de escala (Ec. (3.9)). El mejor factor de escala n es 5 para la
regla de escala (Ec. (3.10)).

En segundo lugar, la transmisiéon permite calcular directamente la conductancia su-
mando todos los canales de transmision, ver (Ec. (2.25)). Por lo tanto, es posible explorar
la auto-similaridad y la escalabilidad de los patrones de conductancia. En la Figura. 3.14,

mostramos los patrones de conductancia para las generaciones gg, g7 v gs en funcion de
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la energia de Fermi. En particular, hemos considerado pares de generaciones (gg, g7) ¥
(g7,9s), (Figs. 3.14(a), 3.14(c)), respectivamente. A primera vista, notamos que las dos
curvas divergen cuando aumenta la energia de Fermi. Sin embargo, con una transfor-
macion matematica apropiada, podemos conectar los pares de curvas de conductancia
(96,97) v (97,9s), (ver Figs. 3.14( b), 3.14(d)). La transformacién matemaética viene co-
mo: G, (Ey) = [G,(E3)]%/(2E3)° , donde el subindice es el niimero de generacién. Es
interesante notar que los factores 6 y (2E%)° son los factores de escala que relacionan las
generaciones. En otras palabras, esta transformacién muestra que existe un comporta-

miento auto-similar. También podemos generalizar esta transformacién como:

(Gyop, (ER)]™

ng(E;;> ~ (ZE;)np_l )

(3.11)
donde g; es el nimero de generacién, 7 es el factor de escala cuyo valor es igual a 6 y p
es la diferencia entre generaciones.

También hemos calculado el RMSD para la escala de conductancia Fig. 3.14(d), que

muestra los resultados en la tabla 3.2. Con base en los resultados de RMSD, podemos

TaBLA 3.2: La desviacion cuadratica media de la escala de conductancia [62].

RMSD

" 1 5 6 7 8 9
Fig. 3.14(d) 2.95x 1072 1.28 x 102 810x 103 2.32x 102 3.94x 10~2 5.55 x 102

notar que el mejor valor del factor de escala 7, en el caso de la regla de escala de conduc-
tancia (Ec. (3.11)) es 6. Aun més interesante, las propiedades de escala en el caso de la
conductancia aparecen ain mas entre las diferentes alturas de la barrera principal y las

longitudes totales del sistema.

En las Figuras. 3.15 (a), 3.15 (c), reportamos el coeficiente de Seebeck como una
funcion de la energia de Fermi, para las generaciones gg, g7 v gs. Ademds, como en el
caso de la conductancia y el coeficiente de transmision, investigamos la regla de escala
de Seebeck entre generaciones. En las Figuras. 3.15(b), 3.15(d), esperamos que suceda
lo mismo entre (gs, g7) v (97, 9s). En particular, exploramos la siguiente regla de escala:
Sge = 65y, — 5Sy/E}, donde tanto 6 como 5S5y/E}, representan los factores de escala.
Como podemos ver, esta regla de escala funciona bastante bien. Es importante enfatizar
que la regla de escala para el coeficiente de Seebeck es notablemente diferente de las
encontradas para la transmisiéon y la conductancia. Como en el caso de la transmision y la

conductancia, proponemos una expresion general que conecta los patrones del coeficiente
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Ficura 3.14: Coeficiente de Seebeck de las generaciones gg, g7, gs en funcion de la
energia de Fermi. (a), (c) Representar respectivamente las curvas del coeficiente de
Seebeck entre las generaciones (gs,97) v (97,98). (b), (d) son las mismas curvas, pero
en este caso, ambos pares de generaciones se modifican mediante una transformacion de
escala (ver texto). En la figura insertada, apreciamos la superposicién de patrones en
un intervalo reducido de energia de Fermi. En este caso, la altura de la barrera principal
es Vo = 0.2 eV, y la longitud total del sistema es L, = 10000 A [62].

de Seebeck entre generaciones:

(n” —1)So

ng(E;) ~ UpSng(E;) - E*
F

, (3.12)
donde p es la diferencia entre generaciones, 7 es el factor de escala cuyo valor es igual a
6.

El RMSD del coeficiente de escala de Seebeck se calcula y se muestra en la tabla 3.3, de
acuerdo con el RMSD, el factor de escala n con un RMSD mas bajo es de 3, por lo que
en una regla de escala de Seebeck (Ec (3.12)) tiene que ser 3 no 6 que presenta la mejor

escala en este caso.
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TaBLA 3.3: La desviacion cuadratica media de la escala del coeficiente Seebeck
[62].

RMSD

n 3 1 5 6 7 g

9

Fig. 3.15(d) 1.95x 1073 2.02x 1073 232x 1073 278 x 1072 3.34x 1072 3.95x 1072 4.60 x 1073
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FiGUurA 3.15: Factor de potencia de escala entre generaciones g7, gs en funcién de la

energia de Fermi. (a) Factor de potencia entre generaciones (g7, gs). (b) Las mismas

generaciones, pero en este caso, la generacién gg se escala mediante la transformaciéon

de escala (Ec. (3.12)). En la figura insertada, apreciamos la superposicién de patrones en

un intervalo reducido de energia de Fermi. Por ejemplo, la altura de la barrera principal
Vo = 0.2 eV, y la longitud total del sistema es L, = 10000 A [62].

Ahora toca hablar de las condiciones para encontrar reglas de escala para el coeficiente
de transmision, la conductancia y el coeficiente de Seebeck en este tipo de sistemas, de
acuerdo a nuestros resultados y a otras investigaciones, es importante tener un sistema
auto-similar con los electrones de Dirac [21, 22]. En el caso de la conductancia y el
coeficiente de Seebeck, las reglas de escala son diferentes en comparacion con las del
coeficiente de transmisiéon porque en este caso no se pueden encontrar sin escalar la
energia, lo que también hace que sea muy dificil encontrar estas reglas. Otro aspecto que
queremos discutir es la validez de las reglas de escala. En relacién con este punto, es
interesante senalar que nuestro sistema tiene limites. Por ejemplo, en generaciones bajas
nuestro sistema no es realmente auto-similar, por lo que no esperamos que surjan reglas
de escala en el coeficiente de transmisién y la conductancia, ni tampoco en el coeficiente
de Seebeck. En generaciones altas, debemos tener cuidado, porque la longitud de nuestra
estructura excedera la distancia carbono-carbono, por lo tanto, nuestro sistema estara
fuera de sentido fisico. Nuestro sistema también estd limitado por el diseno fisico que
proponemos. Por ejemplo, la altura de la barrera principal no puede ser superior a 2
eV, de lo contrario estaremos fuera de la aproximacién lineal en grafeno. En cuanto a
los limites que hemos mencionado, podemos manejarlos ajustando los parametros del

sistema, particularmente la longitud de la estructura y la altura de la barrera principal,
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para llegar a mas generaciones con caracteristicas auto-similares. Es importante tener
en cuenta que las reglas de escala que se encuentran en el coeficiente de transmisién
no pueden implementarse directamente en la conductancia y el coeficiente de Seebeck,
debido a la suma sobre todos los canales de transmisién, lo que no permite realizar una
demostracion analitica de la auto-similitud. patrones. Sin embargo, hemos implementado

con éxito la conductancia directamente en el coeficiente de Seebeck.

Ahora, presentamos aqui la demostracién analitica de las propiedades auto-similares
en el coeficiente de Seebeck. A partir de la expresion general analitica de la conductancia
(ecuacion (3.11)), tratamos de encontrar la regla de escala de Seebeck y luego la compa-
ramos con los resultados numéricos. En primer lugar, escribimos la férmula general del

coeficiente de Seebeck:

In(G(E*
S = SOM . (3.13)
E E*=E%,
Luego formulamos esta ecuacién para la generacién Ny :
In(G,.(E*
Sgr = Sow ) (3.14)
E E*=E}

Reemplazando g; en términos de gg segin la regla de escala de conductancia (Ec. (3.11)):

(Gge)" )
ln ( * 8etafl
Sg? = SO <2E )

. ) (3.15)
E E*=E}
Derivando esta ecuacién se obtiene:
In(G —1)S
Sg. =150 (E*%) — (n E*) 0 ) (3.16)
E*=E},
o equivalente:
- 1)5
Sg7 = 7758 - WE# . (317)
E*=E3,

Como podemos notar, las reglas de escalado numérico y analitico son practicamente
las mismas, compérese (Ecs. (3.12) y (3.17)). Sin embargo, el factor de escala se puede
ajustar para dar una mejor escala. Por ejemplo, para el caso que hemos presentado, se
puede utilizar un factor de escala 3 en lugar de 6, dando un mejor escalado, como se puede

ver directamente en las curvas de la Fig. 3.15, asi como en el RMSD para el mencionado

n.
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Después de encontrar analitica y numéricamente la regla de escala para el coeficiente
de Seebeck, llevamos a cabo una busqueda de las reglas de escala del factor de potencia
usando el mismo método. Como hemos dicho en la metodologia, el factor de potencia
es el producto del cuadrado del coeficiente de Seebeck y la conductancia S?G. En la
Fig. 3.16 (a), mostramos el factor de potencia como una funcién de la energia de Fermi
por generaciones (g7, gs). Como hemos dicho a lo largo del manuscrito, la derivacién de
las reglas de escala es, en general, complicada. Entonces, el factor de potencia no es la
excepcion. De hecho, es realmente desafiante, incluso numéricamente. Guiados por los
resultados del coeficiente de Seebeck, intentaremos encontrar la regla de escala para el
factor de potencia utilizando directamente las reglas de escala para la conductancia y el

coeficiente de Seebeck, a saber:

(3.18)

* * 55, 2 G . EG,
S§7Gg7<EF)% (6Sgs(EF) 0) (G (ET)] 0

B (2B5)°
En la Fig. 3.16 (b), mostramos los resultados de escala para el factor de potencia. Como

podemos notar, el escalado funciona razonablemente bien a pesar de la complejidad de la

(Ec. 3.18). Esto nos da margen para pensar en una expresion general:

(7 — 1) 50)2 (G (7)™ Go (3.19)

2 *\ Ao *

ngng(EF) ~ <npsgi+p(EF) - E} (QE;)np_l

Desafortunadamente, en este caso, no podemos relacionar explicitamente los factores
de potencia entre dos generaciones especificas. En relacién con este punto, queremos co-
mentar que la tarea de encontrar analiticamente las reglas de escala en el coeficiente de
transmision y la conductancia es realmente dificil. De hecho, el coeficiente de transmision
es el resultado de la matriz de transferencia, que es la multiplicacion de varias matrices.
Asimismo, la conductancia es la integral del coeficiente de transmision en todos los ca-
nales de transmisién. Por eso es complicado encontrar una expresion analitica para los
patrones auto-similares. Sorprendentemente, es posible hacerlo para el coeficiente de See-
beck reemplazando la expresién de escala de la conductancia directamente en la conocida
férmula de Cutler-Mott. De hecho, funciona bien y concuerda con la regla de escala que

se obtiene numéricamente.

Finalmente, en lo que respecta al coeficiente de transmision, la conductancia e incluso
el factor de potencia, la buisqueda de reglas de auto-similitud sigue siendo un desafio y
es una perspectiva de este trabajo. También vale la pena mencionar que en este tipo de

estructuras la conductancia aumenta a medida que aumenta la generacion (ver Fig. 3.15).
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Esta es una tendencia general en las estructuras auto-similares. En realidad, la tendencia
mencionada estd directamente relacionada con la fragmentacion de la estructura, especifi-
camente, el ancho y la altura de las barreras. Esta fragmentacién de las barreras favorece
la propagacién de estados, dando lugar a una mejora general en la conductancia y el coefi-
ciente de Seebeck [24]. Para terminar es importante remarcar que el sistema auto-similar
que presentamos en este trabajo podria ser un desafio para los experimentalistas. El prin-
cipal obstaculo es que necesitabamos un sustrato que interactie de manera diferente con
la hoja de grafeno [22, 24]. Afortunadamente, otros efectos externos, campos eléctricos y
magnéticos, que son una realidad desde el punto de vista experimental en materiales 2D,

pueden ser una opcioén para generar estructuras auto-similares.

3.4. Estados casi-localizados en grafeno

En este trabajo estudiamos los estados casi-localizados (QBS) en una barrera y dos
barreras electrostaticas en grafeno, se resuelve la ecuacién de Dirac y se utiliza el forma-
lismo de la matriz de transferencia, asi como la continuidad de la funcién de onda, para
calcular el coeficiente de transmision y determinar las energias de resonancia. Para cada
energia de resonancia, se calcula la funcién de probabilidad (PDF) para trazar los QBS
para una o dos barreras (ver Figs. 3.17, 3.16). Los resultados indican que los electrones
de Dirac quedan atrapados en el espacio por encima de la barrera y son sensibles al ancho
y la altura de la barrera. De manera similar, investigamos los QBS en el caso de dos
barreras rectangulares con la misma altura y anchura. Se ha encontrado que el ancho del

pozo entre las dos barreras podria influir en el control de los QBS.

b) Region | Region Il Region Il

i Vg Vi
Vi Yq Vi
0 Ly

FIGURA 3.16: a) Ilustracién esquematica de una barrera electrostatica rectangular en
una monocapa de grafeno. (b) El perfil de potencial indica las particulas incidentes y
reflejadas en cada regién.
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FicuraA 3.17: Ilustracion esquematica del caso de dos barreras electrostaticas rectan-
gulares en una monocapa de grafeno. dgs es el ancho de pozo.

Primero exploramos la existencia de los QBS en una barrera. En primer lugar, calcula-
mos la funcién de densidad de probabilidad para cada energia de resonancia para obtener
los QBS, que se determina utilizando la transmitancia. Sin embargo, la probabilidad de
transmisién en funcién de la energia de Fermi se muestra en la Fig.3.17. Los pardmetros
de la estructura utilizada son la altura (Vy = 0.2 eV), la longitud de la barrera es (Wp=
150 A), y el dngulo de incidencia del electréon de Dirac es # = 15°. Estos parametros
fueron elegidos, entre otros, para obtener las energias de QBS en grafeno en el régimen
de aproximacion lineal. A continuacién, examinamos los QBS a diferentes energias de

resonancia obtenidas de la curva de transmisién para (T = 1).

E, E, E, E, E, E, E, E

1
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F1GURA 3.18: La probabilidad de transmisién en funcién de la energia de Fermi. (E;)

son las energias de resonancia donde ¢ = 1,2,....,N = 8. La altura de la barrera es

Vo = 0.2€V, la barrera es de longitud L, = 150 A, y el éngulo de incidencia del electrén
es 0 = 15°.
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FIGURA 3.19: La Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF) en funcién de la distancia

z. (E;),donde i = 1,2,3,4,..., N = 8 son los niveles de energia de QBS por encima de la

barrera, respectivamente. Las energias de resonancia del electrén de Dirac se eligen de

modo que el coeficiente de transmisién sea T' = 1. La altura de la barrera es Vo = 0.2V,

la longitud de la barrera es L, = 150 A, el d4ngulo de incidencia del electrén es 6 = 15°.
PDF se normaliza a la longitud de la estructura.

La figura 3.18 muestra los estados de resonancia y la probabilidad de existencia del
QBS, para diferentes energias de resonancia. La Fig. 3.18 (a), presenta el caso del ancho
de barrera Wy = 150 A. De acuerdo con la Figura, la primera energfa de resonancia E;
corresponde al primer QBS, y se manifesté por encima de la barrera de energia. En la
siguiente energia resonante Fs, se observo otra caracteristica del QBS, mientras que en
la energia alta FE3 presenté mas QBS. El comportamiento del QBS cambia de un nivel
de energia a otro, en cuanto al nimero de nodos, que aumenta con la energia. En otras
palabras, los estados cuasi-localizados aparecen en serie por encima de la barrera. Sus
distribuciones espaciales tienen un maximo de uno, dos, tres, etc., como en el caso de los

estados ligados en los semiconductores convencionales [57].
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FIGURA 3.20: La funcién de densidad de probabilidad (PDF) como una funcién dela

distancia x. E1, Fo, F3 y F4 corresponden a las energias de resonancia de QBS por

encima de la barrera, respectivamente. Las energias del electrén de Dirac se eligen de

modo que el coeficiente de transmisién T = 1. La longitud de la barrera es L, = 50 A,

y el &ngulo de incidencia del electron es § = 15°. PDF se normaliza a la longitud de la
estructura.

De lo contrario, para investigar la evolucion de diferentes QBS, se exploraron otras
energias de resonancia y los resultados se muestran en la Fig. 3.18 (b). A altos niveles de
energia, los QBS muestran las mismas caracteristicas y el nimero de maximos y minimos

aumenta cuando la energia de resonancia también aumenta, como se encontrd previamente
en la Fig. 3.18 (a).

Se exploré el efecto del ancho de la barrera en QBS. El QBS del sistema para un an-
cho de barrera Wi = 50 A se determiné usando los mismos pardmetros que antes. La
Fig. 3.19 representa el QBS en funcién de la distancia de la barrera para Wiz = 50 A y
Vo = 0.2 eV. Los electrones estan casi localizados en un nivel de energia por encima de la
barrera. Las energias QBSs del ancho de barrera Wpz = 50 A son mayores que el ancho
de barrera Wz=150 A. Las energfas de los QBS disminuyen cuando aumenta el ancho de
la barrera, y los resultados concuerdan bien con la expresion de la relacion de dispersion
(Ec. 5). Curiosamente, el QBS ubicado en la barrera estd coincidido, por el ancho de la
barrera Wpg y la barrera de energia Vj. El efecto del ancho de la barrera en el QBS ha

llevado a la exploracién de diferentes anchos de barrera.

En este parte, se han explorado varios anchos de barrera. Los resultados muestran

desviacién de las energias de resonancia, ya que sus valores cambian. Del mismo modo,
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exploramos diferentes alturas de barrera, los niveles de energia no muestran cambios
significativos, resulta que la altura de la barrera no afecta tanto a los estados cuasi-

localizados.

1 -
[ , —— d =500 A
E ...... dsz=5A
.208 i W,=50 A
= V,=0.2 eV
2 (i
z !
[ .
= 0.6 “ u
\ |
{l
- o | L |

04 0.8
Energy (eV)

FicUrA 3.21: La probabilidad de transmisiéon en funcién de la energia de Fermi. El
coeficiente de transmisién se calcula para dos anchos de pozo, por ejemplo, d,, ds,. El
angulo de incidencia del electron es 6§ = 15°.

Ademas, utilizando diferentes angulos de incidencia, los niveles de energia pueden
cambiar gradualmente, aumentando el angulo de incidencia, lo que indica que el dangulo
de incidencia podria impactar en los QBS.

Ahora, investigamos cémo diferencia de niveles de energia de los estados cuasi-localizados
(AFE) se ve afectada por Wg y Vj. Se observa que cuando cambia el ancho de la barrera,
la AFE no refleja ninguna respuesta, sin embargo, cuando cambia la altura de la barre-
ra, se observa que AFE estd involucrada con un aumento en la altura de la barrera, y
AFE aumenta en consecuencia. Ademas, se ha estudiado el efecto de varios angulos de
incidencia, se observa que no hay efecto en AE cuando cambia el dngulo de incidencia,
por lo tanto, no existe dependencia provocada por el cambio de este parametro. En base
empirica, hemos encontrado una férmula aproximada para la AE que depende del ancho,

como se expresa en la siguiente expresion:

A, = (Wp—150)(W5—300)%1.48.10~° — (W5 —50) (W5 —300)%1.6.10 >+ (Wp—50)(Wp—150))%1.6.10~°,
(3.20)

donde W es la anchura de la barrera en A, y A, es la diferencia de niveles de energfas

en eV . Es importante notar que el comportamiento de los QBS en una barrera es asom-

broso, primero todos los estados estan ubicados fisicamente dentro de la barrera, luego la
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probabilidad de encontrarlos en el espacio esta en la zona de la barrera. Ademas, la dife-
rencia entre dos energias de niveles sucesivos AE = E; 1 — E; = 0.12 eV es practicamente
constante.

En este articulo, reportamos que se realizdé otro estudio para comprender el efecto
generado por la doble barrera (DB) y el ancho del pozo d. El parametro de distancia entre
dos barreras ha sido ampliamente investigado previamente para varios sistemas. La figura
3.21 muestra la probabilidad de transmision en funcién de la energia de doble barreras.
La primera con un ancho de pozo dy, = 500 A (linea continua) mientras que la segunda
(linea discontinua) con un ancho de pozo d,, = 5 A. Encontramos que la probabilidad
de transmisién del primer (d,,) presenta un alto nimero de picos de resonancia, y se
observa una curva de transmision suave para el otro caso (ds, ). Por lo tanto, las energias
de resonancia se ven significativamente afectadas por la distancia del pozo (ds), como se
muestra en la Fig. 3.21, lo que tiene como resultado un efecto significativo en el QBS.

La figura 3.21 resume las energias de los QBS en funcién del ancho del pozo entre dos
barreras. El primer caso con un ancho de pozo igual a d; =5 A y el segundo es igual a
d, = 500 A. Sin embargo, un detalle importante a tener en cuenta aqui es que el ancho del
pozo tiene un efecto sustancial en los QQBS y sus correspondientes energias de resonancia.
De acuerdo con la figura, se puede notar que a medida que aumenta d, los niveles de
energia disminuyen y, en consecuencia, los estados cuasi-localizados se pueden ajustar en
este caso. Otro dato a agregar es como la forma del angulo de incidencia afecta los niveles
de energias. Con este fin, se han investigado varios angulos de incidencia para el DB con
ancho de pozo (d, = 5 A). Los niveles de energfa exhiben una pequefia dependencia del
angulo de incidencia, y AE permanece constante. El mismo comportamiento se puede
comentar en el caso de (d, = 500 A) distancia al pozo. Finalmente, los niveles de energfa

y AFE no reflejan ninguna dependencia del angulo de incidencia.
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FIGURA 3.22: La funcién de densidad de probabilidad (PDF) es una funcién de la
distancia x. F1, Fs, E3, F4 son las energias de resonancia correspondientes al QBS para

un caso de dg, =500 A. E}, Ey, Ey, E; son PDF correspondientes al caso de dg,=5 A. La
longitud de la barrera es L, = 150 A, el 4ngulo de incidencia del electrén es = 15°.

La Figura 3.22 muestra la resonancia de energia en funcién del ancho del pozo entre
el DB (d). Esta grafica confirma nuestros resultados anteriores encontrados en la Figura
3.21, como se indicé anteriormente, los niveles de energia disminuyen a medida que au-
menta el ancho del pozo d,. Para valores (ds) cercanos a cero, los QBS en las barreras
dobles exhiben una caracteristica similar a una barrera. Otra caracteristica importante
es que a ciertas energias, los estados se han mantenido para valores especificos de dg. Por
ejemplo, en el caso de la energia ' = 0.59 eV, el QBS se ubica en el tercer estado de la
sola barrera con el ancho (Wp = 150 A) (ver figura 3.19). Para el caso de barrera con
ancho Wx = 50 A, la posicién de este valor de energia se ve afectada y regresa a su estado
fundamental (ver Fig. 3.20). Finalmente, es posible que algunos estados se mantengan en

el caso de dola barrera y también coexistan en el caso de doble barreras.
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FicurA 3.23: Energias de QBS en funcién de la distancia del pozo ds entre dos barreras.
Las curvas (1) a (6) indican respectivamente la energia de los QBS.



Conclusiones

Se ha investigado el comportamiento auto-similar en transporte cudntico y los efectos
termoeléctricos utilizando estructuras multi-barreras auto-similares en una monocapa de
grafeno. Estas estructuras se construyen a partir de varias generaciones, cada generacion
tiene nimero de barreras y pozos diferentes. El comportamiento auto-similar se demues-
tra mediante reglas de escalamiento que conectan diferentes generaciones, alturas de la
barrera principal, y longitudes totales de la estructura de potenciales.

Se ha encontrado que el comportamiento auto-similar se manifiesta en el coeficiente
de transmision, el factor de Fano, la conductancia, el coeficiente de seebeck y factor de
potencia.

Uno de los factores que hemos usado para escalar la altura de las barreras es la pro-
porcién aurea, de hecho es uno los pocos que confiere nuevas reglas de escalamiento.
Concluimos que para obtener el comportamiento auto-similar de esas propiedades fisicas
calculables son necesarios los potenciales auto-similares. Ademas, la modificacién de la
geometria de los potenciales afecta drasticamente a las propiedades y a los patrones auto-
similares. Por tanto, aparecen nuevas reglas de escalamiento. Las reglas de escalamiento,
depende de cada sistema, el hecho de tener estructuras auto-similares no garantiza reglas
de escalamiento.

Las estructuras complejas (por ejemplo, estructuras auto-similares, Fibonacci y Thue
Morse) en general son ventajosas para mejorar los efectos termoeléctricos [29, 63] y se
puede observar principalmente en el coeficiente Seebeck en este estudio. En este sentido,
serfa interesante ampliar el estudio del comportamiento auto-similar en otros materia-
les 2D utilizando estructuras auto-similares. Creemos que esas estructuras y sus reglas
de escalamiento podrian ayudar a predecir el transporte electrénico y los efectos termo-
eléctricos como la conductancia, el coeficiente Seebeck y la potencia térmica, ya que son
escalables.

Otro punto a comentar es la generacion en la que surgen caracteristicas auto-similares.
Dado que es poco probable que las primeras generaciones de estas estructuras com-
plejas sean auto-similares, no cabe esperar que las propiedades fisicas presenten auto-
similaridad. El comportamiento auto-similar suele aparecer hasta la séptima generacion.

Otra cuestién es que, en una situacién ideal, el factor de escala, L,/3', seguirfa la
misma regla de escala que la obtenida en los espectros de transmision, pero no es asi.

Otro punto interesante es que hay que tener cuidado con los pardmetros utilizados en
la estructura, por ejemplo, la anchura principal de la estructura y la altura de la barrera
principal, en este sentido, el primer pardametro tiene el riesgo de cruzar el limite de la

aproximacién lineal en grafeno. Mientras tanto, el segundo puede superar la distancia
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entre atomos de carbono, en particular la iltima generacién de la estructura, en lo que
respecta a la anchura de la barrera.

Presumiblemente, como la altura de las nuevas barreras anadidas disminuye gradual-
mente de generacién i a i+1, no tendrian ningin efecto a las curvas de transmision. Sin
embargo, no es asi, porque a medida que aumenta la generacion, cambia la amplitud de
las oscilaciones y, en consecuencia, el coeficiente de transmision es diferente.

Finalmente, En este estudio, termina explorando los estados cuasi-localizados (QBS) en
potenciales rectangulares simples y dobles utilizando en grafeno. Calculamos las energias
de resonancia y la funcién de densidad de probabilidad para determinar la localizacién
espacial de los QBS. Descubrimos que los QBS se localizan por encima de la barrera y que
pueden ajustarse mediante el ajuste de la anchura y la altura de la barrera. Curiosamente,
los QBS también aparecen en el caso de barreras dobles y sus niveles de energia se ven
afectados por la anchura del pozo entre las barreras. El estudio es tinico en el sentido
de que calculé la funcién de onda y establecié la region espacial donde se localizan estos

estados.
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jelFyWjXbtcvYjNyggbV1sKRmxSCGt5ENQ7Sle+fIXxFSYrHa4DyxbjAJQUN-+f0SafA7UKmIhVO3KbAZ6ustsuhYYiLmPR8004CEXCHinv+To12s7wSaCHD2mFy8RiwFUUagKytU
Gk3xPZmsh8ETuv2HQfQzFgPmB+1XHt1s7sWaKR1c9B9gAYSwZoPjy1j++G8ilLBeyEMb+ZZfT02fzZXZwqOKz0JQRIi8yYKMQpeKwqgPP++Ka7RhojeLcMkPz6Fv74CUqvXPIp1xS
hdYtK2ZSi8lImZG7WRr8eR0B9epgBTZGhei6A+0yC+Is5GrkO60W1UHVIBhOxA7nU2F8KVUQ==

DIEGO SEURET JIMENEZ | Fecha:2023-09-01 00:57:50 | Firmante
poJBQij/IzBTgXFbEiog+xtNg2QuL8euk6JmWsjWWy6X7T8A3F7VU+xvkHhlIfAcuzLObtMQrCtuCsOW1QZp/N2YstKr2AC4s7R3r+fF276LUWNBNjiSXZ9+mEiTDWXmmv1VYqDnD
KYQ9zBSaCb1/n5bmhoxU4LVk5kyq9owRVQ4Qr+ql6yj9fébaqzgDgtLupebcy2vW8Rx047vBeBhesOIWOjrMHAmMIis4XAk+8eFGKSEnSp+EBLrVMcBGaGJT88qEIL+wkkoQo4XhT
6FCDHxpd1ZCH9Xuup18h+GngURdtYJXgVX0foD/zS+1P87Qk92K/rdJeCUW05cA6BW3ANA==

ISAAC RODRIGUEZ VARGAS | Fecha:2023-09-01 10:57:33 | Firmante
c3pbFegM8Vx9gL+ZNLfTh4xIEhI8db17gFJwuZfYgPVEKQ8t6cW72pzqEdgP61cDjHeSk7I1sCARbznXHk5FeilvT7B8/Ns5rcVinV54Z1D4iKss4Te3QKpsM8qcFFE7Wj0SPcJV1Nog
SgbnjjNRKDsJrBirkle7pp3hPsIHFrJfBra+xNDU007zyJmAdZpGhOEowEyM7bSVa0QAbZ7vemJL7kS51IYhqv9d2mzZ8tztA/lr+xCEWoYP33+66WYt0rwRQQ6E0BtIfmNxgSQJx4Xi7
dUFyYoLOxsUs0072Irqg20mi8wKvs+n7FYBBc9ASyaBTAZ5zv2zBt/01z/LeEfeg==

OUTMANE OUBRAM | Fecha:2023-09-01 10:58:33 | Firmante
XxFzrcDcRps7jN8iijn7C/qH1MKbCsmDQd9jF/T23tEuE/J09J3qyCb97GYysj/il2JWB99SHCDRjLUsID24pgh9nGS55MjX07nai7uCDdazEIrJf5eyZePGJaEbAHOXxPbyZoE3ioMUsQ
52aM/IziySHVFAWil4odnlF2/fMVkewSt5VhLP0OK45j39xyN4mDfB3ZBbvOyvbM3UdQYom5iNrn9/S7pxKCEGOrVKWRIijuFNYEvSVtksGqAFhSGjmXgDKhcPPZ2gmrKIjYOmVV+Lh
vwwmGYL7an5bQDqru0j3HK/Yhk8/X3mSImIB2SxvqrEv/ePbyOPJMQUOEa5YZzg==

ROLANDO PEREZ ALVAREZ | Fecha:2023-09-08 10:54:15 | Firmante
M7NpkicuFAbQfhbiGOtAowsWPOw8SZnLFnKgnTFUrpnDZ4BKyE867P6X0OInxFgJI0mbcZrztiZ2HUVtQ4bXA1m4m-+4uhxKivuuuxklFUreXOekNMsWY24mBMbtXd4eganViJimw
L9gZL8Y7ZqrM61inMYjz4G7xYxMUpQtHGfsXtUqtpuK+/VK7Ekw02ZS00uUaVWkZ5XVhKUc3RXAZTIFY0okx3tcRs2H8aVvcY01GtexPES6IEcOpOYnQ7rVunsJoOoRAYyU3T8
E1L2efo9dtn69wbBW+w70SK3+Q/V83UmgpFkTglQYnoUdtgT43C6raUDB6spg9IV7HvilTxsQ==

LUIS MANUEL GAGGERO SAGER | Fecha:2023-09-13 15:09:07 | Firmante
SY/c/T7KFUplhR89cxghhpBt8CZ5RWEUoAkv2rzZlw0TwjOAW6ExUuRQV56sSCRLzzLjBKIrDXBwpbAjtZO7NF7j0KDXRf3aWL75PEIiPXhKKYFdB5j7WxsJSdfhQLrndZjPfzPJZX60
JNvM4QI2nUYghFI/K2Xz2TF5gotYr/yvOthaGhBjyOIDGOBI9z8yL E6aOxbWAOOgyagwCAzCbyvGzySJZOT33bd8yx5DRz+hoE424GedQtUL3np7/cFICFWKg1cmf32mcohf4sZdk
3H3RX9gcdUInSUiHkFbAfVauzrdFUWgMkA+131c9aoYPmIuHXGE/GLM3jug+xv2UMfA==

VOLODYMYR GRIMALSKY | Fecha:2023-09-20 11:07:05 | Firmante

hhTwhgg/c1QcuBREpY 1xLfcEVBLYwhDh90ktgQno4hjgzPmLBn9A+3ZAiOCAoRTFpBkndMzkk69kiPp3B0J8eCqCVXpSWnBcbGeK+9VExXiqj3CdeNHMNU/nKhGn+9Y2B2Sp50k
JTtAorkSQohtnDUKMnsH87atff8m5KOQjPkqjNIrh1HoAC/uS+kFxtu6jwxAPwEapeRZPLLDmM73FgDMI1nSZJQQHMAbC7KOC2A2gIH2ZCH3bOpxI7SABoGQFVprdao5r4dEPKGq/
elCIfL9DyVyKTVKTi9jmoOFHbDgmRAFprTIF7BahtK GWQdkylKaJWwlIf799/fqDGEX0KkXI5Q==

Puede verificar la autenticidad del documento en la siguiente direccion electrénica o
escaneando el cédigo QR ingresando la siguiente clave:

8G9Qsv4Dn

https://efirma.uaem.mx/noRepudio/SILrEshGLBS4skbl98BNGHs8Eo3yoNg9
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