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Introduccion

Toda funcion holomorfa es una funcién armonica con valores complejos, podriamos decir que
las propiedades de las funciones holomorfas son un refinamiento de las propiedades de las fun-
ciones armonicas. El objetivo del presente trabajo consiste en estudiar esta analogia para el
caso del operador de onda y el operador parabdlico de Dirac o también llamado operador de
Dirac de onda, cuando las funciones tengan valores en un élgebra de Clifford, concretamente
se estudiara el espacio de polinomios homogéneos de grado k definidos sobre un algebra de
Clifford con signo, los cuales satisfacen el operador de Dirac de onda en dimensiones bajas, con
el objetivo de construir una base para este espacio de polinomios.

El presente trabajo consta de 4 capitulos, los cuales se dividen de la siguiente manera, en el
primer capitulo definimos la ecuaciéon de onda y presentamos la solucién al problema de valor
iniciales para esta ecuacion, también se mostraran algunas de sus propiedades, cabe mencio-
nar que en este trabajo hemos puesto mucho énfasis en mostrar parte de la teoria general con
ejemplos.

En el segundo capitulo se habla de la construccién de una base para los polinomios homogéneos,
ademas estudiamos el espacio de polinomios homogéneos que satisfacen la ecuacién de onda,
asimismo presentamos una construccion sencilla para la base de este espacio vectorial, también
recordamos el grupo de permutaciones S; y mostramos algunos ejemplos.

En el capitulo tres iniciamos motivando de manera histérica la definicién y las propiedades de
los cuaterniones, descubiertos en 1843 por el matematico Sir William Rowan Hamilton. Poste-
riormente hablamos sobre las algebras descubiertas por William Kingdon Clifford mateméatico
y filésofo inglés. Construiremos estas algebras a partir de las relaciones que la definen, daremos
algunos ejemplos concretos en dimensiones bajas. Asimismo, observaremos algunas de las pro-
piedades algebraicas y geométricas que poseen estas algebras.

Finalmente, en el capitulo cuatro realizaremos analisis en algebras de Clifford. Iniciamos in-
troduciendo el analisis de Clifford a través del operador Dirac que factoriza el laplaciano, es
importante mencionar que para este trabajo estamos interesados en una variante que factoriza
el operador de onda. Para ello primero hablaremos de las algebras de Clifford con signo y des-
pués el operador de Dirac de onda que factoriza al operador de onda. Enseguida estudiamos el
problema de valores iniciales para el operador de Dirac de onda en una dimensiéon. En la parte
medular de este trabajo adaptamos la construccion de los polinomios de Fueter que nos da la
base de los polinomios homogéneos de grado k definidos sobre el algebra de Clifford con signo,
que satisfacen el operador de Dirac de onda, el obstaculo principal al que nos enfrentamos para
encontrar esta base fue la no conmutatividad.
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Capitulo 1

Problema de valores iniciales para la
ecuacion de onda

En este capitulo estudiaremos la ecuacién unidimensional de onda y el problema de valores
iniciales para dicha ecuacién, asi como también algunas propiedades importantes de sus solu-
ciones como por ejemplo el dominio de dependencia y el rango de influencia, para estudiar estas
propiedades seguimos el libro de Strauss [9].

La ecuacién de onda en una dimension permite calcular la elongacion de la onda en una posicion
determinada, en un instante de tiempo concreto y representa la propagacion de vibraciones a
lo largo de una tnica direcciéon en una cuerda, en dos dimensiones muestra la propagaciéon de
ondas en la superficie del agua con poca profundidad y en tres dimensiones describe la propa-
gacion de ondas acusticas y ondas sonoras.

1.1. Ecuacion de onda

La ecuacion de onda clasica en una dimensién es una ecuacion diferencial parcial lineal que nos
dice como el desplazamiento puede cambiar en funcién de la posicion y el tiempo.

Antes de escribir la ecuacién de onda identificaremos R™*! con {(z,t)|x € R",t € R} y con-
sideremos una funcién real, suave u(z,t), usaremos la siguiente notacién para referirnos a las

derivadas parciales de u(x,t): %—”j, o, %, dju.
J

Escribimos la ecuacion de onda en n dimensiones como

0*u(z,t)

52 Au(zx,t)

6

u(z,t) = Au(z, t)

donde, x = (21,29, ....,x,) ER", t€R con t>0,



Problemas de valores iniciales para la ecuacion de onda

y el laplaciano en R" es
" 0%u
—.
= 05

Au =

El operador de onda o también llamado operador D’Alembertiano, suele representarse de la
siguiente manera

L= att—A.

1.2. Problema de valores iniciales para la ecuaciéon de
onda

El problema de valores iniciales para la ecuacién de onda se enuncia de la siguiente manera.

Dadas las funciones suaves @, 1, definidas en R", buscamos una funcién u(z,t) tal que uy = Au
satisfaga los siguientes valores iniciales,

u(z,0) = ¢(x), reR" dato inicial,

u(z,0) = (), r € R" velocidad inicial.

Primero estudiaremos el caso n = 1, donde la solucién al problema de valores iniciales esta
dada por el siguiente resultado.

Proposicién (Férmula de D’Alembert)
Sea ¢ € C%(R) y ¢ € CY(R), entonces la solucién al problema con valores iniciales,

O u(x,t) = 0,%u(x,t) (1.1)

u(z,0) =¢(z) y Owu(x,0)=1(x) (1.2)

esta dada por,

u(z,t) = %(go(x +1t)+(x—1t)) + % /: W (s)ds.

Demostracion.
Para encontrar la solucion general de la ecuacion de onda, vamos a integrar la ecuacion de onda
unidimensional
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O u(z,t) = 0,%u(x,t).

Primero vamos a realizar el siguiente cambio de variable

E=x—1t Y n=x+t

sustituyendo las nuevas variables en (1.1) tenemos

OPu(x,t) 0
0&0n
ya que
@_&M% auﬁn_@_i_%
Jxr  0&0x Ondxr 0§  On
entonces

~ o

@ 0 [ou O [Ou Ou]l  0*udg
0z Ox

=9 oz o Ton| T ocor

De aqui se sigue que para cualesquiera f y g funciones reales C*-arbitrarias, u(z,t) = f(z +
t) + g(z —t) es solucion de la ecuacién de onda.

Para resolver la ecuacién de onda uy = u,,, para z € R con las condiciones iniciales u(x,0) =
o(x) y u(z,0) = ¢(x), donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias de z, usaremos lo anterior ya que
cualquier solucién de la ecuacion de onda es de la forma

u(z,t) = flx +1t)+g(x —1). (1.3)

Si tomamos el valor cuando ¢ = 0 obtenemos,

p(x) = f(x) + g(x) (1.4)

derivando la ecuacién (1.3) respecto de t y evaluando con ¢ = 0, obtenemos

() = f(z) — g'(x) (1.5)
luego, consideremos (1.4) y (1.5) como ecuaciones para las funciones reales desconocidas f(z)
y 9().

Derivando la funcién (1.4) tenemos que

() = f'(z) + g'(x) (1.6)
ahora vamos a sumar y restar (1.5) y (1.6) asi tenemos el siguiente resultado,
1 1
fl@) =5 @) +d@) y ) =5 (@) —v(@) (1.7)

integrando (1.7) de 0 a s obtenemos
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1 1 [° 1 1 /[°
f6) = el +3 [ v@ditd o) =gels) = [ @B 09
0 0
donde A = f(0) — 3¢(0) y B = g(0) — ¢(0) son constantes y debido a (1.4) A+ B = 0, de esto
se sigue el valor de fy g en (1.3), y sustituyendo s =x +ten fy s=x —ten g obtenemos
u(z,t) = —p(z+1t)+ / W(s)ds + = go:t:—t——/ (s

simplificando,

u(z,t) = ;[<p(x+t)+go x —t)] / (s (1.9)

Esta formula de la solucion para el problema de valores iniciales fue enunciada, en 1747 por el
matematico y filésofo francés Jean le Rond D’Alembert.

Ejemplo 1.
Sean ¢(z) = 0y () = cos(z), dado de que el dato inicial es 0, entonces

1 T+t 1

u(z,t) = 5/ cos(s)ds = 5[8677,(% +t) — sen(x — t)] = cos(z)sen(t).
r—t

Cabe mencionar que basta considerar los casos cuando ¢(x) = 0 6 (z) = 0, pues la soluciéon

general es la suma de las dos soluciones donde cada componente de la suma es soluciéon de la

ecuacion.

1.3. Dominio de dependencia y rango de influencia

La férmula de D’Alembert muestra que el valor de la solucién de u en el punto (xg,ty) depende
solamente de los valores de o(z) en los puntos (xg — to) v (xo + to) y de los valores de ¢ (z)
sobre todo el intervalo (zg —tg, zo+1o), a este intervalo se le llama dominio de dependencia
de u(zo, to).

At

(x, 1)

=

(x-ct, 0) (x +ct, 0)
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Dominio de dependencia.

Es importante mencionar que nosotros consideramos ¢ = 1.

Desde una perspectiva diferente, los valores de () en un punto ¢, influyen en la solucién de u
en todos los puntos del cono invertido {(z,t)||x —to| < x¢} que se llama rango de influencia
de to.

(x[}, 0'

Rango de influencia.

Nuevamente consideramos ¢ = 1.

1.4. Fo6rmula de Kirchoff

Ahora observemos que la solucién al problema de valores iniciales cuando n = 3, esta dada por
el siguiente resultado.

Teorema (Férmula de Kirchoff)
Sean p € C*(R?) y v € C*(R?). Entonces, la solucién al problema de valores iniciales para
uy = Au con datos iniciales

u(z,0) = ¢(x), r€R?

dulw,0) = ¥(x), xR
esta dada por

et = g [ vt a (o [ e

La férmula de Kirchoff nos dice que integremos los datos iniciales sobre las esferas con centro
en x y radio t. La demostracién de este resultado se puede consultar en el libro de Strauss [9].
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En general dados los valores iniciales ¢(z) y ¥(z), calcular u(z,t) no es sencillo pero en el
caso cuando p(z) y ¥ (x) sean polinomios resulta mas practico usar otro método, el cual serd
mencionado en el capitulo 2. Asimismo las propiedades andlogas de dominio de dependencia y
rango de influencia también son validas en dimension 3.

La solucion al problema de valores iniciales en la dimension 2 se sigue de la solucion en dimension
3, en este caso lo que hacemos es tomar x3 = 0, asi la solucion al problema de valores iniciales
para cualquier (z,t) € R? x (0,00), se escribe de la siguente manera,

1 to(y) +tVo(y)(y — =) + 9 (y)
27t% J B(a.t) V2 — |z —yl|?

Notamos que u(z,t) depende de los valores iniciales ¢ y 1 en el disco solido B(x,t). Este
resultado se puede consultar en el libro de Han [5]. De la misma manera que en los casos
anteriores las propiedades como el dominio de dependencia y el rango de influencia son validos
cuando n = 2.

u(zx,t) = dy.



Capitulo 2

Espacio de polinomios homogéneos de
onda.

Los polinomios son objetos muy utilizados en matematicas. En la practica, son utilizados en
calculo y andlisis matematico para aproximar cualquier funciéon derivable; las ecuaciones y las
funciones polinémicas tienen aplicaciones en una gran variedad de problemas, desde la mate-
matica elemental hasta areas como la fisica, quimica, economia y las ciencias sociales.

En este capitulo estudiaremos espacios vectoriales de polinomios y principalmente aquellos que
satisfacen la ecuacion de onda, asi como también daremos un vistazo al grupo de permutaciones
con ejemplos, en esta seccién vamos a tomar de referencia el libro de Axler [2].

Definicion

Sea k un entero y sea p(z) un polinomio real definido en R", decimos que p(x) es homogéneo
de grado k si para toda A € R, p(Az) = Ap(z).

Sea P(R™) el espacio de polinomios homogéneos de grado k en R", es decir

Py(R") =< p(z) = Z apx®ar € R
la|=k

con z€e€R" o= (ay,a..,q,), o= 1 =k z%=z"25%r

Qn
n -

No es dificil ver que Py (R™) es un espacio vectorial de dimension finita.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de bases para P;(R?)

R?) = gen{x,y, 2z} = ax + by + ¢z,

R3) = gen{z? y?, 2%, vy, vz, y2},

R3) = gen{x3,y3, 23, 2%y, 22, y*x, y*2, 222, 2%y, 2vy2},
R?) = gen{a*,y*, 2%, 2%y, 2%z, 9°x, P2, 250, 2Py, 2Py? 0722 P 2%, 2Py 2, yPaz, 2Payl,

R3) = gen{z® 5, 25, 2y, xtz, vl ylz, 2hw, 2y, a3y?, 2322 3?22, 2302, 232 adyz,
yviuz, 2Bay, x?y?z, 2222y, y? 2%}

La dimensiéon de los polinomios homogéneos de grado k se calcula de la siguiente manera

10



Espacio de polinomios homogéneos

dimPy(R") = (" k- 1).

n—1
En particular la dimensién de Py(R3) es
k+ 2
dimPy(R?) — ( "5 )

2.1. Polinomios homogéneos que satisfacen la ecuacion
de onda

Los polinomios que nos interesa estudiar en esta seccién son los polinomios homogéneos de
grado k que satisfacen la ecuacion de onda, es decir,

Wi(R") = {p(z,t) € P(R™) | Op =0},
donde O = 9y — A. Aqui nuevamente identificamos R™*! con {(z,t) | z € R",t € R}.

Primero consideremos el caso cuando n = 1. De la férmula de D’Alembert se sigue que

Wi(R) = Pu(R) & Pp-1(R).

Los siguientes resultados que se muestran en la tabla nos dicen que basta considerar 2 casos,
el primero cuando la velocidad inicial es cero, 1(z) = 0 y el segundo cuando el dato inicial es
cero, p(z) = 0.

pr) =2 yih(x) =0 | k[ p(x) =0y ¢(x) =2
T 1 t
2 + 12 2 xt
3 + 3zt? 3 %t + %
2t + 62t + 4 23t + at?
2® 4+ 102312 + 5xtt 5 o+ 2223 + %

Para n > 1 similarmente consideramos ¢(z) € P(R™) y ¥(z) =06 p(z) =0y ¢(z) € P(R™)
se sigue que,

Wi(R") = Py(R") @ Py (R™).

dimWi(R?) = (k N 2) + <k N 1) = (k+ 1)

De aqui se sigue que,

2 2

En la siguiente tabla se muestran algunos resultados de polinomios que satisfacen la ecuacién
de onda en R3. Nuevamente consideramos 2 casos, el primero cuando la velocidad inicial es cero
Y(z) = 0y el segundo cuando el dato inicial es cero p(z) = 0. Para este ejemplo usamos la
notacién méas comun para un punto, (z,y,z) de R3.

11



Espacio de polinomios homogéneos

p(z) = 2%y Y(z) =0 o] | ¢(z) =0y ¢(z) =27}
x, Y,z 1 t
2?2yt 2ty a2,y 2 at,yt, #t
t3 3
23 + 3at?, y? + 3yt?, 23 + 3212, 2Py + yt?, 3 m2t+§,y2t+§
t3
22z + 22 y’x + at?, yPy + 212, 2Pa + at?, 2%t + 3
22y + yt?, xyz.
3 3 4,3 3 4.3 3 .3 2 ot Bt
Ax°t + dat”, 4yt + dyt”, 42°t + 42t°, x°y + 3zyt”, 4 Z+ —
y4 3y%t2 t%
232 + 3xzt? yPx + Swyt?, Pz + 3yzt?, 23x + 3wzt T + % + %
2 32t
2y + 3yzt?, 22y? + (y? + o)t + 24, 222% + (22 + 2?) 2 + 214, T+t 3 + n
y22% + (22 + yH)E + 261 2%yz + yat? yPer + x2t?, 2Py + ayt?
t5
Szt + 10223 4 7, byt + 10923 4 2, 524 + 10223 + 19, 5 ot + 222 + —
t
xty + 622yt? + 6yt 2tz + 622212 + 62t yre + 6yPat? + 6t Yt + 2% + —
t
yiz 4+ 6y22t? + 62t4, 2w + 622xt% + 6att, 2ty + 622yt? + 6yt?, 24+ 2223 + 5
23y? + (Bwy? + 232, 2327 + (3z2% + 23) 2, yP2® + (Byz? + y3) e,
Y322 + (By2? + )2, 2322 + (3222 + 23)12, 23y2 + (32y* + 23)%,
23yz + 3zyzt?, y3rz + 3xyat?, Pyx + 3xyat?,
22?2 + (Y22 + 222)t + 22, 2% 2%y + (2%y + 2%y)t? + 2y,
y?2%r + (22x + y?x)t + 2z
Los célculos anteriores se realizaron con la siguiente féormula,
t? ¢t

Como se mencioné en el capitulo 1, calcular u(z,t) no es sencillo, pero en el caso cuando los
valores iniciales ¢(z) y ¥ (x) son polinomios resulta ser mas practico usar esta férmula pues
eventualmente el laplaciano del laplaciano, etc. se anula y solo tendremos un ntimero finito de

términos.

2.2. Grupo de permutaciones S;

Los grupos de permutaciones tienen un rol central en el estudio de la biisqueda de soluciones
de ecuaciones polinomiales.

Sea Sy el grupo de permutaciones de k elementos que se define de la siguiente forma

Sp=Af:{1,2,....k} = {1,2,...,k} | f es biyectiva}.

12



Espacio de polinomios homogéneos

Consideremos los ejemplos cuando k = 2, 3,4

A

TT

— N

1
2

'_>
|_>

1
-]

TT1T T 1T
TI? T1
TT1T T 1
I
o

13



Espacio de polinomios homogéneos

\1‘324 — A <t o <t AN — <f N <t ™ AN <F — A — M A ™M — AN
TT1T1 TT1T TT1T TT1T TT1T TT71 TT71 TTT
TTT? TT? TT? TI? TT? TT? TI? TT7?
— oD <A N ™ < N ™ < N ™ < ay o <t ay o <t a0 <t ay o <t
— oD <A A — <A AN <t N A <t - < AN ™M <t & - — ™M M AN
TTI1T? TT? TT? TI?T TTI? TT7?T TT7? TT7?
— A M <H N < N < N < ay o0 <t ay o0 <t ay o0 <t ay o0 <t

I

n

En general podemos observar que S tiene k! elementos.

14



Capitulo 3

Cuaterniones y Algebras de Clifford

Los cuaterniones fueron descubiertos en 1843 por el matematico irlandés Sir William Rowan
Hamilton. Su motivacién original era crear un tipo de ntimeros hipercomplejos relacionados
con el espacio tridimensional de la misma forma que los nimeros complejos se relacionan con el
plano. En este capitulo estudiaremos las propiedades que tienen los cuaterniones y algunas de
las operaciones que se pueden realizar con estos ntimeros, asi como también vamos a definir las
algebras de Clifford, primero consideraremos una definiciéon puramente mateméatica para luego
ver sus propiedades geométricas, para este capitulo nos basaremos en el libro Real Quater-
nionic [7].

3.1. Cuaterniones

Los cuaterniones (también llamados cuaternios) son una extensién de los niimeros complejos,
similar a la de los ntimeros reales. Mientras que los nimeros complejos son una extension de
los reales con la adicién de la unidad imaginaria 7, tal que i> = —1, los cuaterniones son una
extension generada de manera analoga anadiendo las unidades imaginarias ¢ y j a los nimeros
reales tal que 15 = k

En la siguiente tabla se describe la operacion del grupo de cuaterniones

T = | %
T~ | = =
|
5
1
—
~

Multiplicacion de cuaterniones.

15



Cuaterniones y Algebras de Clifford

Los cuaterniones pueden expresarse como el conjunto

H={a+bi+cj+dk | ab,cdecR} =R

0 su equivalente

H = {(a+bi) + (c+di)j | a+bi,c+dieC}=C?

algo importante que veremos es que (H, -) es un campo no conmutativo.

Que es un campo no conmutativo se sigue de que,

ij 7 Ji-

Los cuaterniones cumplen con las operaciones basicas como la suma, resta, multiplicacion. Si
p=ai+bii+cij+dikyq=as+bst+coj+ dok son cuaterniones y A es un nimero real, estas
operaciones se definen de la siguiente manera

1. Suma:
p+q:=(a;+as) + (by + b2)i+ (c1 + c2)j + (di + do)k

2. Resta:
p—q:=(ay —ag)+ (b —ba)i+ (c1 — c2)j + (dy — do)k

3. Multiplicacion por escalar:
Ap = (Aa1) + (Ab1)i + (Aer)j + (Ady)k
4. Multiplicacién de cuaterniones:
pq := (a1a9 — biby — c1c9 — didy) + (a1by + byag + c1ds — dyca)i
+(ajco — bidy + cras + dibe)j + (a1dy + bicy — c1be + diag)k
Consideremos el siguiente ejemplo

Sigq=a+bi+cj+dkyqg=a—0b —cj—dk, qse le llama el conjugado de ¢, entonces no es
dificil comprobar que ¢g = a’ +b? + 2 + d* = |q|?, donde |q]? es el m6dulo de ¢. Por lo que, si
q#0,q ' = Tz v tenemos que g t=qlq=1.

El inverso de un cuaternién unitario |¢| = 1, es su conjugado, es facil ver que se cumplen las
siguientes propiedades:

L. qq = |qf?
2. ¢ =15 q#0

16



Cuaterniones y Algebras de Clifford

3. lgr| = |q||r|
4. gl =|—4q| =lq|

5. (qr) " =qrhar £0.

3.2. Algebras de Clifford

En esta seccion vamos a definir lo que es un algebra de Clifford, llamadas asi por William King-
don Clifford (4 de mayo de 1845 - 3 de marzo de 1879) quien fue un matematico y filésofo inglés.
También observaremos algunas propiedades geométricas basicas. Primero consideraremos una
definiciéon puramente matematica para luego ver sus propiedades geométricas. Durante toda esta
seccién asumiremos que las dlgebras A son asociativas con unidad y que los homomorfismos de
algebras llevan la unidad a la unidad, para esta seccién nos basaremos en el libro Giirlebeck [4].

Primero vamos a recordar la definicion de algebra.

Definiciéon
Un algebra, es un espacio vectorial A sobre R con una operacién bilineal

Ax A= A
(z,y) > 20Oy,

tal que

L Mzoy) =0\)0oy=206 (\y),
2. (x4+y)Oz=202+y0z,
3.20(y02)=(20y) Oz

El algebra de Clifford Cll(n) es un élgebra con unidad, que se construye a partir de R usando
una base ortogonal ey, es, ..., €, ¥ es generada por {e; };L:l sujeta a las siguientes relaciones

(i) eej=—eje; con 1#£j i,j€{1,2,..,n}

(ii) e:=—1 donde i=1,2,..,n.

Como Cl(n) es una algebra debe contener todos los productos de la base e; y todas las combi-
naciones lineales, usando las relaciones podemos simplicar y asi tendremos e;e; con @ < j y sus
combinaciones lineales, también e;eje;, con @ < j < k, etc.

Asi el algebra de Clifford Cl(n) se escribe de la siguiente manera.

Cl(n) = {Z 0o | €a = €ay€ay---Cayy (o € R}

«
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Cuaterniones y Algebras de Clifford

Con a = (ag,a2,...,q;), 0<a; <ay<..<q
Cl(n) es dimCl(n) = 2"

Observemos que si,

1)z => z, €R”
r? = —|z|?

<n,

eo = 1, por lo que la dimension de

2) xzzxie@- ) ?/:Zyz'ei

TOQY=—x-Y+rAy

donde x Ay =>",_ jeiej(xiy; — x;y;). Las propiedades geométricas se siguen de 2).

Sea A/ el espacio generado por todos los j-productos de la base. Se sigue que,

Clln)=NeN AN BN B ... OA"

haremos uso de la siguiente subalgebra Cl(n)* = A’@A2@ A @ ... AP donde [n] es el entero

par menor 6 igual a n.
Veamos algunos ejemplos

Caso cuandon =1

CI(1) se genera a partir de R con una sola base, que es e, e? = —1 entonces,

Cl(1) = {aol + a1e:} = C y dimCI(1) = 2.

La tabla de multiplicar de Cl(1) estd dada de la siguiente forma.

* 1 €1
1 1 €1
€1 | €1 -1

Caso cuando n = 2

C1(2) se genera a partir de R? con dos bases ey, e entonces,

Cl(2) = Z oo = {aol + ajeq + ages + ajsern}

erea =ep, a=(1,2) 'y su  dimCl(2) =4.
A continuacién se muestra la tabla de multiplicar de C1(2).
* 1 €1 €2 €12
1 1 €1 €9 €12
€1 | & -1 €12 | —€2
ey | ea | —e1n | -1 | —eg
€12 | €12 €2 —€ -1
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Cuaterniones y Algebras de Clifford

De esta forma se sigue que C1(2) es isomorfo a los cuaterniones C(2) = H.

Ahora consideremos n = 3
C1(3) se genera a partir de R? con tres bases ey, es, €3 entonces,

Cl<3) = {Clol + aiey —+ a9€9 -+ ases -+ a12€12 -+ a13€13 -+ a23€23 -+ a123€123}

y su dimCl1(3) = 8.
A continuacién se muestra la tabla de multiplicar de C(3).

* 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 | €123
1 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
€1 €1 -1 €12 €13 —€2 —€3 €123 | —€23
€2 €2 —€12 -1 €23 €1 —€123 | —€3 | —€13
e3 | ez | —e;3 | —ez | —1 | eqa3 €1 —ey | —€1
€12 | €12 €2 —€1 €123 -1 €23 —€13 | —€3
€13 | €13 | e3 | —ep3 | —ep | —egz | -1 €12 €2

€23 | €23 | €123 €3 —ey | ez | —epp | -1 | —e
€123 | €123 | —€23 €13 —€12 | —€3 €2 —€ 1

Cl(n) no es conmutativa para n>2 y en CI(3) se pueden encontrar divisores de cero. Por

ejemplo (1 + 6123)(1 — 6123) = 0.
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Capitulo 4

Operador de Dirac y Algebras de
Clifford con signo

En este tltimo capitulo vamos a definir el operador de Dirac y las dlgebras de Clifford con signo
Cl(1,n) para posteriormente estudiar el operador de Dirac de onda y dar solucién al problema
de valores iniciales para la ecuacién de Dirac de onda. Asimismo en este capitulo estudiaremos
el espacio de polinomios de onda-monogénica, en el cual realizamos la construccion de los poli-
nomios de Fueter los cuales nos ayudaran a obtener la base que tenemos que encontrar, lo que
es el objetivo de esta tesis. En este capitulo tomaremos de referencia la siguiente bibliografia
[3],16],[8],[4]-

4.1. Operador de Dirac

En matematicas y mecanica cudntica, un operador de Dirac es un operador diferencial que es
una raiz cuadrada formal de un operador de segundo orden como un laplaciano. El operador
de Dirac fue publicado por primera vez en 1928, llamado asi en honor a Paul Dirac a quien
le preocupaba factorizar formalmente un operador para el espacio de Minkowski, para obtener
una forma de teoria cuantica compatible con la relatividad especial; para obtener el laplaciano
relevante como producto de operadores de primer orden. Nosotros estamos interesados en es-
tudiar una variante del operador que considera Paul Dirac.

Analisis de Clifford

El analisis de Clifford es una generalizacion de la variable compleja en una dimension al espacio
Euclidiano R™ donde el operador de Cauchy-Riemann es sustituido por el operador de Dirac
y el rango de las soluciones es el algebra de Clifford. Actualmente es un area de investigacién
muy activa. Sus origenes datan de los trabajos de Fueter pero no fue hasta 1980 que el libro
[3] detono el interés por el drea. A continuacién menciono algunos libros del tema Rosen [8],
Gurlebeck [4], etc.

Ahora bien, nosotros estamos interesados en una variante que factoriza el operador de onda en
contraste al operador de Dirac que factoriza el laplaciano.
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Operador de Dirac y Algebras de Clifford con signo

El operador de Dirac se define como

D = i ejaj,
j=1

actuando en funciones definidas sobre el algebra de Clifford, es decir, si f : R" — Cl(n),

f(x) =", eafa(z), entonces

Df(z) = zn:Zejea@jfa = 0.
j=1

«

Las funciones f que satisfacen D f = 0 se llaman funciones monogénicas.
Ejemplo

Si f:R® = Cl(3), f(z) = folx) + fi(z)er + fa(x)ea + fa(x)es + ... + fras()eras,

3
Ofa
T8 3 S )
j=1

«

es un sistema de 8 ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

Un calculo sencillo da que D? = —A. Luego, si Df = 0, cada una de las componentes de f
es armonica, es decir que Af, = 0, para todo «. Las funciones monogénicas satisfacen muchos
andlogos de la variable compleja como por ejemplo férmula integral de Cauchy, teorema de
valor medio, teorema de Morera, etc. Ver [3].

Un ejemplo tipico de funcién monogénica es,

o
e

()

4.2. Algebras de Clifford con signo Cl(1,n)

Las algebras con signo Cl(1,n) son generadas por €, ey, e, ..., €, que es la base ortonormal de
R = {(t,z) | x € R",t € R} la cual estd sujeta a las siguientes relaciones.

1. 2=1
2. e2=—1lconi=1,2,...n
3. €e; = —e;e anticonmutan

4. e;e; = —eje;cond,j € {1,2,...,n},i#j

Una construccién similar al caso Cl(n) muestra que
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Operador de Dirac y Algebras de Clifford con signo

Cl(1,n) = {a:ZaleI | I = (ig,r,ty), 0< g <i1 <...<iy<n, eg=¢, €y = 1}
I

de aqui se tiene que la dim Cl(1,n) = 2"+,
Anélogamente al caso Cl(n) tenemos que,

Cl(Ln)=N"onAt® ... oA oA
y el subalgebra,
Cll,n)t =A@ A2@ ... @ Al
A este tipo de algebras se les llama algebras graduadas, las cuales son un algebra con la des-

composiciéon en suma directa.

Veamos algunos ejemplos.

1) Cl(1,1) = {a = apl + a.e + aje; + apieey } y tiene dimCl(1,1) =4
A continuacién se muestra la tabla de multiplicar de CI(1,1).

1 € er | €eq

1 € e1 | €eq
€ € 1 gey | e
e1 | er | —eeq | -1 €
cep |eer | —er | —e | 1

De esta forma se sigue que CI(1,1) es isomorfo a R* o bien C1(2) = C2, pero CI(1,1) no es
isomorfo a H.

2) Cl(1,2) = {a = aol + a.c + are1 + azes + apicer + agaces + arz€12 + apiagerz} y tiene
dimCl1(1,2) = 8

A continuacion se muestra la tabla de multiplicar de C1(1,2).

1 € el €9 geq €ey e1a | €eqa

1 1 € el €9 geq €es e12 | €e1a
3 9 1 geq E€o €1 €9 E€12 €12

€1 €1 —E&eq -1 €19 9 —E€12 —€9 E€o
€9 () —E&e9 —€12 -1 E€12 9 €1 geq
geq geq —€1 —& E€12 1 —€12 —E&€9 €9

€ey | €6y | —eg | —ge19 | —€ e12 1 ger | —eq
ela | en | €eis € —e; | eeq | —eey -1 €
€ela | €19 | €19 €ey —ceq | es —ey — -1
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Operador de Dirac y Algebras de Clifford con signo

3) Cl(l, 3) = {G = Clol + a.€ + a1e1 + agseg + asz€3 + agi€ey + Agece + apzces + a12€12 + a13€13 +
a93€23 + ap12€€12 + api13€eis + ap23E€23 —+ @123€123 + a0123€€123} y tiene dsz’l(l, 3) = 16

A continuaciéon se muestran las tablas de multiplicar de C1(1,3). La cual escribimos en dos
tablas separadas debido a la cantidad de términos obtenidos.

1 € el es es €eq €ey €es
1 € el € es ceq €éy ges
€ € 1 ceq €ey ges el €9 es
el el —ceq -1 €12 e13 € —ceyy | —€eq3
€9 €9 —E&e9 —€12 -1 €93 £€12 9 —EE€93
€3 €3 —&es —€13 €93 -1 £e13 E€93 g
geq geq —e1 —€& (AP ge€13 1 —e€12 —€13
) () —€9 —E&€12 —& E€o3 €12 1 —€93
ges €es —es3 —ce13 | —€eas —€ —eq13 | —eos 1
€12 €12 €€12 €2 —€1 €123 €€ —&€q €€123
€13 €13 €€13 €3 —€123 —€ €€3 | —€€123 | —€€1
€23 €23 €€23 €123 €3 —€2 €€123 €€3 —E€y
€€12 | €€12 €12 €€ —E&ey €€123 €2 —€ €123
€€13 | €€13 €13 €es —E€123 | —€€1 €3 —€123 —€1
€€23 | €€23 €23 €€123 €€3 —E€€2 | €123 €3 —€2
€123 €123 | —€€123 | —€23 €13 —€12 €€23 —E€13 €€12
€€123 | €€123 | —€123 | —E€a3 €€13 —E€12 €23 —€13 €12
€12 €13 €23 €€12 €€13 €€23 €123 €€123
€12 €13 €23 €€12 €€13 €€23 €123 €€123
€ €€12 €€13 €€23 €12 €13 €23 €€123 €123
€1 —€2 —€3 €123 €€ €€3 —E€123 | —€23 €€23
€2 €1 —€123 —€3 —E&ey €€123 €€3 €13 —E€13
€3 €123 €1 €2 —E€€123 | —€€1 —E€€2 —€12 €€12
€€ —&€y —E€3 €€123 €2 €3 —€123 | —E€323 €23
€€ €€ —E€123 | —E€3 —€1 €123 €3 €€13 —€13
€€3 €€123 €€ €€ —€123 —€3 —€2 —E€12 €12
€12 -1 €23 —e13 £ geg3 | —e;3 | —e3z | —ee
€13 —€23 -1 €12 —E€23 —€ €€12 €2 €€y
€23 €13 —€12 -1 €€13 —E€12 —€ —€ ey
E€12 —& E€a3 —E&€13 -1 €93 —€13 —E&es —e€3
£€13 —E&E€a3 —& (A €23 -1 €12 E€o €2
E€a3 £e13 —E&€12 —& €13 —€12 -1 —E&€q —e€1
€123 —e3 €9 —ey ces —cey geq 1 —
£€123 —&es E€o —E&e1 €3 —E€2 €1 9 -1

Conjugacion
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Operador de Dirac y Algebras de Clifford con signo

Consideremos la funcién,

Cl(1,n) — Cl(1,n)

ar—a
tal que, cumple las siguientes propiedades
i) ab=ba
i) E=—¢
i) e =—e, i=1(1,2,..,n)
Ejemplo.
ge;=7¢; € = (—e;)(—¢€) = —¢e;.

Observacion, si a € Cl(1,n) existen tnicos ag,as € Cl(n) tal que a = a; + €ax.

4.3. Operador de Dirac de Onda

En esta seccién estudiaremos funciones suaves de la forma f : R*™ — ClI(1,n), es decir

f(&?,t) = Zelfl(x7t)'

El operador de Dirac de onda se define como
D, =¢0; — D =¢c0; — Zej@j
j=1

un céleulo sencillo muestra que (D,,)* = 07 — A = 0.
Las funciones suaves f tal que D, f = 0 se llaman funciones de onda-monogénicas.
Lema
Sea f : R") — CI(1,n) suave. Si escribimos a f como f = fT 4 f~ con f* € CI(1,n)*
y [~ € Cl(1,n)\ Cl(1,n)", Dy,f = 0siysolosi D,ft =0y D,f~ = 0. De esta manera

obtenemos dos soluciones independientes.

Demostracion

Observemos que cuando n=1, f = fo+ef. +e1fi +eeifon=fT+ f.
Con f* = foteerfuy [~ =cf+efr.

Por demostrar que D, f =0« D, fT =0y D,f~ =0.

En este caso D,, = €0; — e10q, luego

Dwf+ = 56th + elatfl)l - elalfo - 581f01 = E(atfo - 31f01) + 61(3tf01 - 81f0)
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Operador de Dirac y Algebras de Clifford con signo

Para que D,,f™ = 0 cada una de sus componentes debe ser cero, de esta manera obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones.

I.— Ofo—0hfor=0
2.— Ofun—0fo=0

Realizamos el mismo procedimiento para D, f~

Dyf~ = 0.f- +cerdfr — cerOife — Oufy = eer(Oify + OLf.) + Oife + OLfr

luego,

3. — atfl_'_alfe =0
4. — Oif-+01f1=0

se sigue,

1. — O fo = 01 fou
2. —0ufor =01 fo

3. — O f1 = =01 f-
4. — O fe = -0 f

de esta forma obtenemos dos sistemas independientes.

Finalmente si D,,f = 0 entonces, D,,f™ =0y D, f~ = 0 por linealidad.
Por lo tanto Dy,f =0« D, fT =0y D,f~ =0.

En el caso general n > 1, si tenemos f7/ € A notemos que D,,f? € ANN71 @ AT por lo tanto si

fr=r+r+ 0+

fT=r+r+r4+ .

entonces,

D,fteCli(l,n)\Cl(1,n)* y D,f €Cl(l,n)*

luego, si D, f = 0, entonces

Dwf+:0 y Dy,f  =0.
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4.4. Problema de valores iniciales para la ecuaciéon de
Dirac de onda

El problema de valores iniciales para el operador de Dirac de onda, se enuncia de la siguiente
manera.

Encontrar una funcién u(z,t) : R* x R™ — CI(1,n), de clase C? tal que

i) Dyu(z,t) =0
i) u(z,0) = p(z),

donde ¢(x) € Cl(1,n) es una funcién suave que representa el valor inicial. Nétese que no tene-
mos velocidad inicial, esto se debe a que D,, es de primer orden.

Primero analizaremos el caso n = 1, es decir la férmula de D’Alembert (adaptada) en C1(1,1)".

Proposiciéon
Supongamos que u(z,t) = ug(x,t) + cejupi(x,t) y p(x) = f(x) + cerg(z) ambas funciones de
clase C? con valores en CI(1,1)", entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. u(z,t) resuelve el problema de valores iniciales para D,, en n = 1

i) Dyu(z,t) =0en R x RT
i) u(x,0) = p(z).
2. La funcién u satisface el sistema de Cauchy-Riemann de onda

811,0 . 6U01 8“0 . 8U01

3. Cada componente de u(ug, up1) satisfacen el problema de valores iniciales para el operador
de onda [J de dimension 1

2 2
Du:(a— 0

o2 92t =0

con valores iniciales
up(x, 0) = f(l") U01(33, 0) = 9(95)
Dyug(x,0) = ¢ () Oyugr (2,0) = f'(x).

4. La funcién u(x,t) estd dada por la férmula

u(w, ) = S F D)+ 1) +g(o+)—g(o 0]+ S g(o+0)+gla—0)+ F(o-+)— f (1)
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Demostracién

1=2
Si u resuelve el problema de valores inicales, es decir que satisface D,u = 0, entonces D, u =
edu — e10;,u =0y u(0,z) = ¢(x).

Sea u(z,t) = up(z,t) + cejugi (z, t), entonces

Ou(x,t)  Oug(w,t) N Oug (x,t)

geq

ot ot ot
ou(x,t)  Oug(w,t) Oup (x,t)
or  Ox tea or
Luego,
~ Oug(z,1) Ougy(x,t) Oug(w,t)  Oupi(z,t)
Dyu=c¢ BT + e BT — e e € O =0
_(Oup(z,t)  Oup(z,t) OQugr(x,t)  Ouo(x,t)\
_5( o o )T\ e )70
Se sigue que,
Oug(w,t)  Ougr(w,t)  Ouei(z,t)  OQuo(x,t)
o Oz ’ ot Oz

2=3
u satisface el sistema de Cauchy-Riemann de onda

auo o (‘9u01 6u0 o 8u01

Vo T P e s MO =R

Queremos mostrar que,
82U0 62U0 . 82’&01 . 82U01

oz a2 1 o2 o2

entonces, partiendo de 1)

82U0 . 82u01 . 82U01 . 3 % . (‘32u0
o2 Otdxr  Oxot  Ox \ Or )  0x?’

similarmente, tomamos 2)

82’&01 . 82u0 . 82’&0 o g aum o 82U01
otz Otdxr Ox0t Ox \ Ox )  Ox?

3=14
Cada componente de u(ug, ug;) satisfacen el problema de valores iniciales para el operador de
onda [ de dimensién 1

0* 02

=8~ o

Ju =10
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con valores iniciales
uo(z,0) = f(z) uo1(z,0) = g()
yup(x,0) = ¢'(x) Oyupr(z,0) = f'(2)
Sea ug(z,0) = f(z) y Oup(z,0) = ¢'(x) por la formula de D’Alembert wug(z,t) tiene solucion,
1 1 T+t
wlet) =5 (fa+ )+ f =045 [ gy
r—t

resolviendo la integral, por el teorema fundamental del cédlculo obtenemos que

/M g'(n)dn = g(z+1t)+g(x — 1)

-t
de esto sigue que,

wola, 1) = 5 (@ + 1) + Flz — )] + 5 Lol +1) — gl —1)].

Similarmente calculamos ug; (z,t). Sea ug;(z,0) = g(x) y dyuoi(z,0) = f/'(x) por la férmula de
D’Alembert g (z,t) tiene solucién,

T+

won(e,t) = Sloe+ ) +gle =)+ [ Fodn

2

r—t

resolviendo la integral, por el teorema fundamental del calculo obtenemos que

T+t
| rdn= s+ 0+ =0
se sigue que,
uon(e,0) = 3 lgle+1) + gla — 1]+ 5 [F(a +1) — f(z — 1)
componemos u(z,t) que por hipétesis es

u(z,t) = uo(z,t) + ceyupr (z, t)

luego,

u(z,t) Z%[f(x+t)+f(ff—t)+g($+t) —g(l‘—t)]Jr%[g($+f)+g($—t)+f($+t) —flx=1)].
4=1

u(z,t) estd dada por la férmula

u(e,t) = 5 [ +0)+ Fa— 1)+ gle 1) — glo— O oo +0) + gl — 1)+ fle +0) — Sz —1)].

Queremos mostrar que Dyu(x,t) =0y u(z,0) = p(z) = f(x) + ce1g9(x). Iniciemos probando
que u(z,0) = p(z) = f(x) +ce1g(x), si t = 0 entonces u(x,t) es lo siguiente,
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[f (@) + f(z) + g(x) — g(z)] + % l9(z) + g(x) + f(z) — f(z)]

N | —

u(z,0) =
se sigue que,

geq

[f(2) + f(@)] + == [9(2) + g(x)]

u(z,0) = 5

N —

entonces,

u(z,0) = f(z) +cerg(x).
Ahora queremos ver que,
Dyu(z,t) =0
sabemos que,
Dyu(z,t) = edyu — e10,u

luego,

eOpu(x,t) = = [fl(x+t)— f(x—t)+ ¢ (x+1t)+ g (z —t)]

DO ™

YL@t t) g —0) + Fe 1)+ 1),

e10,u(x,t) = % [f'(z+t)+ f(z—t)+ ¢ (x+t)—g(z—1)
gt g0+ )= fla—1)
se sigue que

edu — e10,u =0

entonces,

Dyu(z,t) = 0.

4.5. Espacios de polinomios de onda-monogénica

El espacio de polinomios homogéneos de grado k£ con valores en el algebra de Clifford con signo
Cl(1,n) se denota de la siguiente manera Py(R"™, CI(1,n)), del capitulo 2 sabemos cémo se
construye una base para Py(R"), es decir {z* : |a| = k}. De esta base obtenemos una para
Py(R™, Cl(1,n)), es decir {egz®}. Sea DW;(R"™, Cl(1,n)) el espacio de polinomios homogéneos
de grado k£ que ademas satisfacen el operador de Dirac de onda, es decir los polinomios homo-
géneos de onda-monogénicos. En esta seccion nos interesa construir una base de este espacio,
para ello realizaremos la construccién en el caso cuando n = 3, DW;(R3?, CI(1, 3)) siendo los
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otros casos analogos. Las variables de Fueter se introdujeron debido a la no conmutatividad.
Fueter simetrizo productos de sus variables y la simetrizaciéon compensa en cierto sentido la no
conmutatividad.

Karl Rudolf Fueter (1880-1950)

Fue un matematico de Suiza que introdujo un conjunto de polinomios de aproximacién alrede-
dor de un punto, generalmente en el origen. Estos polinomios llevan su nombre y dan origen a
las series de Taylor y Laurent para el caso monogénico.

Construcciéon de Fueter en n =3
Primero, definimos los siguientes polinomios en R? con valores en Ci(1, 3)

1. W1 =T + 661t
2. WQ = T + 662t
3. W3 =3+ 8€3t

Observemos que W; con ¢ = 1,2, 3 son polinomios de onda-monogénico de grado 1.

Para cada multiindice oo = (v, v, cv3) con || = k vamos a construir un polinomio Q. (x,t) que
sera de grado k y el cual va a satisfacer el operador de Dirac de onda D,,. Antes de entender
la construccion general, iniciaremos ilustrando el procedimiento con algunos ejemplos sencillos.
Algo importante que debemos considerar en esta seccion es la no conmutatividad. Empeza-
mos considerando todos los posibles productos de los W; para distintos grados.

Para el grado 2 tenemos los siguientes productos

Wi w3 w3
WiW, WiWs WoWs
W2 W1 W3 W1 WS W2 .

Los productos obtenidos para el grado 3 son los siguientes

W %, W3 W2, W2,
W2, W2 W2 W2 W2,
W2, W2W, Wy W2 Wy WyW2

WiW3Ws WoWi Wy WoWs W W3Wi Wy W3WoWy
Wi Wyl Wi WsWi WoW Wy WsWi Wy W3sWolWs
WiWeWs WoWsW.
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Sea o = (v, (v, (v3), con || = k definimos

We = W ws2
Cabe mencionar que W no es necesariamente de onda-monogénica.
Ahora, vamos a construir Q,(z,t) como la suma de todos los productos posibles a partir de
W considerando la no conmutatividad. Iniciaremos con algunos ejemplos antes de dar la cons-
truccion general.
Ejemplos:
l-Sia=(1,1,0), k=
Quio(r,t) = 1(VVlVVQ + WoWh)
es decir, tomamos todos los posibles productos de orden 2, generados a partir de W10,
2-Sia=(2,1,0), k=3
Q10T t) = %(WfWQ + WoW? + Wi WoWh)

nuevamente, tomamos todos los posibles productos de orden 3, generados a partir de W Z10),
3-Sta=(2,1,1), k =4, entonces

Q1) (x,t) = 5 (WEW, Wy + WEWsWo + WoWEWs + WsWEW, + WoWsWE + WsWoWE +
WiWoW i Ws + WiWoWsWy + WiWsWoWy + Wi WsWiWo + WoW WaWy + WaW, W),
A1)

en este caso tomamos todos los posibles productos de orden 4, generados a partir de W

Cada uno de los diferentes productos se puede ver como W bajo la accién del grupo de per-
mutaciones (con repeticiones).

Ahora recordemos que,

We = WS WS,

entonces,

= WrayWieyWie Wiy Wi

donde [ es la permutacion identidad y W; esté repetido en los primeros oy lugares, W5 estd en
los siguientes ay lugares, etc.

Consideremos el siguiente ejemplo, sea o la siguiente permutacién
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=~ W N -
L1l
=~ = N

ahora o(W®) denotara el siguiente producto

a(W*) = WoyWe@y Wo 3 We

supongamos que « = (2,1, 1), entonces

O_(W(271a1)) — WJ(I)WU(Q) Wo-(3) WU(4)

= WoWsW, W,
= WoW, W W
= WoWEWs.

La construccion general para k se hace usando el grupo de simetrias de k elementos Sj de la
siguiente manera

Qul,1) = % S ().

ocESk
Sia=(a,a,a3)ye =(1,0,0), ea =(0,1,0), e3 = (0,0, 1) usaremos la siguiente notacion
o — €1 = (061 - 1,062,0[3)7
a— €1 = (0617052 - 1,0(3),
a—e = (o, 09,03 —1)

etc. Acordamos que Qo,0,0)(,t) = 1.

El siguiente teorema nos da formulas de recursion que nos permiten calcular el operador de
Dirac de onda de manera efectiva.

Teorema (Férmulas de Recursién)
[.- Para cada o € N®, @ = (a1, g, v3) con k = |a] se tiene que,

kQa (.T, t) = alQafel (27, t)Wl + OQQafeg (.’II, t)W2 + 0536‘205763 (LU, t)W3
IL.- Las parciales de Q,(z,t) para j = 1,2, 3 estan dadas por

0;Qa(7,1) = jQu—c,;(,1).
II1.- La parcial de Q. (x,t) con respecto a t esta dada por

3
atha (J?, t) = Z gejana—ej (:E7 t)‘

i=1
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Demostracion
I. Cada sumando de Q,(x,t) contiene un factor de la forma W; como su tltimo elemento, asi
que factorizamos respecto a estos ultimos factores obteniendo una expresién de la forma,

kQa<x>t) = Ql(x>t)wl + QQ(xvt)WQ + Qg(l’, t)W?’

Afirmamos que,

Qi (ZU, t) - aiQa—ei (.T, t)
para ¢ = 1,2, 3.

Observemos que en @(a:,t) la suma recorre todas las permutaciones de S; que fijan a W, en
la ultima posicion. Es decir, tenemos todas las permutaciones para el indice @ — e;. Ademas
debemos tener en cuenta que W; puede estar en el ultimo lugar a;-veces sin que cambie el
factor, es decir que cada factor se repite a;-veces. De aqui se sigue que,

Ql(xvt) = OéiQaer(x?t)a
para i = 1,2, 3.

IT.- Usaremos induccién en k, probemos que es cierto para k = 1. Sea W; = x; + €e;t con
t =1, 2,3 observemos,

_ Loi=j
ajwi_aw_{o ; j}'
de aqui se sigue que,

alQa<x7 t) = alQafel (LU, t)
Supongamos cierto para todo a y |a] < k — 1, donde k > 2.

Luego, si |a| = k de I sabemos que,

kQa (Q?, t) = O‘lQafel (1:; t>W1 + OéQQafeg (‘f, t>W2 + a3Qa763 (‘T; t)W?)

por lo tanto

kalQa (.T, t) = 1 [816205—61 (‘/Ea t)]W1+alQa—e1 (I7 t)+a2 [al Qa—ez (ZE, t)]W2+Oég [alQa—eg (CC', t)]W?) = X
Por la hipétesis de induccion sabemos que,
alQafel (ilf,t) = (041 - 1)@&7261 (l‘,t),
alQO{*GQ (33', t) = O‘lQaqueg (:Ca t)a

alQO{—eg (I, t) = alQa—el —es3 (I, t)
Luego,
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* = (041 - 1)@&7261 (iIZ’, t)Wl + OélQafq (:Ca t) + CVQOélQafelfeg (xy t)WQ + OCBOélQafelfeg (l’, t)W?)

= [(al - 1)@&7261 (x7 t)Wl + OCQQafelfeg (LC, t>W2 + OC3QC¥761763 ($7 t)] + alQafel (33', t) =

es decir, usando nuevamente la formula de recursion I

- a1<k - ]-)Qa—el (ZE, t) + alQa—e1 (I7 t)
= kQa—q ({L‘, t)
por lo tanto
alQa(xa t) = Odeozfq (567 t)

Similarmente para las parciales 0y y 03.

I11.- Nuevamente aplicamos inducciéon con respecto de k.
Prueba en k =1

3

atVVi =&e; = Z(Eej)Qei—ej (l‘,t)

Jj=1

3
B Z Eejaieri_ej (ZIZ’, t)
j=1

Supongamos cierto para todo a y |a| < k — 1, donde k > 2 y usando la férmula de recursion I
at(k:QOt(x7 t)) - Oélat [Qa—el (:L‘a t)WI] + OéQ@t [Qa—eg ($7 t)WQ] + O[gat [Qa—e3 (CC) t)W3]

= g [atQOé—el (I’ t)]Wl + OélQa—el ($, t)atwl + Qg [atQa—ez (95, t)]Wz

+Oé2QCV*€2 (LC, t)atW2 + a3 [atQafeg (I, t)]W?) + 053Qa763 (27, t)ﬁtW3

sabemos que 0;W; = ce;, se sigue

= o [atQa—q (23, tﬂWl + alQa—e1 (:L’, t)eel + Qg [815@&—62 (l‘, t)]WQ

+OC2QO(7€2 (l’, t)€€2 + as [atQafeg (.Z', t)]Wi’: + QSQOL*B:; (Q?, t>563 =X

Por la hipétesis de induccion sabemos que,

atQa—el (x7 t) = é‘61(041 - 1)@&—261 (x7 t) + 86206263,1_61_62 (1'7 t) + 8630536211—61—63 (ZU, t)
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at@afeg (.I, t) = EelalQafelfeg (Q?, t) + 562(042 - 1)@&7262 (l’, t) + 863@?)@&762763 (.ZC, t)

81?@&763 (1’, t) = 561@1@01,61,63 (:Ea t) + 862042Q047€27€3 (l’, t) + 663(043 - 1)@0&7263 (fﬂ, t)

entonces,

* = 051661[(051 - 1)Qa—261 (.I, t>W1 + a2Qa—81—62 (LL’, t)W2 + a?)Qa—el—eg (I, t)W3]

+O[2€€2 [alQa—el—eg (IE, t)Wl + (062 - ]-)ro—Zeg (IE, t>W2 + a3QO¢—62—e3 (J’.a t)WS]

+Oé3€€3 [alQa—el—eg (CC, t)Wl + QQ)Qa—eg—eg (I7 t)WQ + (Oég - 1)@&—263 (I7 t)W3]

taree1Qo—e, (,1) + @2ce2Qn—c, (T, 1) + 3e€3Q0—es (T, 1)

reescribiendo lo anterior usando nuevamente I,

ceran[(k = 1)Qa—e, (,8)] + cea0a[(k = 1)Qa—e, (7, 1)] + e€303[(k = 1)Ques (z, 1)]]

+861041QO(7€1 (513', t) + 6620626205762 (3:7 t) + 5630536201763 (Z’, t) =
- k[eelalQa—(ﬁ (33, t) + 662a2Qa—62 (l’7 t) + 663(){3@&—83 (l', t)]

Corolario
Para todo «, Q4(z,t) es de onda monogénica, es decir D,,Q,(z,t) = 0.

Demostracién

DyQu(z,t) (eat Zej ) Qaolz, )

= c0;Qu(z,1) Ze]a Qalz,t)

usando las formulas de recursién I11'Y 111

3

3
= Z £€;0jQa—c,(T,t) — Z €j0jQa,; ¢, (T,1)

Jj=1 Jj=1
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3 3
= Z 6jana—5j (l’, t) - Z ejanaj—ej (.CC, t)
J=1 J=1
por lo tanto,

Dy,Qa(x,t) = 0.

Teorema
Una base de DW(R", Cl(1,n)) estd dada por los Q,(z,t) con « tal que z® es base de P,(R™).

Demostraciéon
Observemos que Q,(z,0) = z® y como z* es una base de P(R™) entonces Q),(z,0) son lineal-
mente independientes y generan todo DW (R™, Cl(1,n)).
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