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Introducción

Toda función holomorfa es una función armónica con valores complejos, podríamos decir que
las propiedades de las funciones holomorfas son un refinamiento de las propiedades de las fun-
ciones armónicas. El objetivo del presente trabajo consiste en estudiar esta analogía para el
caso del operador de onda y el operador parabólico de Dirac o también llamado operador de
Dirac de onda, cuando las funciones tengan valores en un álgebra de Clifford, concretamente
se estudiará el espacio de polinomios homogéneos de grado k definidos sobre un álgebra de
Clifford con signo, los cuales satisfacen el operador de Dirac de onda en dimensiones bajas, con
el objetivo de construir una base para este espacio de polinomios.

El presente trabajo consta de 4 capítulos, los cuales se dividen de la siguiente manera, en el
primer capítulo definimos la ecuación de onda y presentamos la solución al problema de valor
iniciales para esta ecuación, también se mostrarán algunas de sus propiedades, cabe mencio-
nar que en este trabajo hemos puesto mucho énfasis en mostrar parte de la teoría general con
ejemplos.

En el segundo capítulo se habla de la construcción de una base para los polinomios homogéneos,
además estudiamos el espacio de polinomios homogéneos que satisfacen la ecuación de onda,
asimismo presentamos una construcción sencilla para la base de este espacio vectorial, también
recordamos el grupo de permutaciones Sk y mostramos algunos ejemplos.

En el capítulo tres iniciamos motivando de manera histórica la definición y las propiedades de
los cuaterniones, descubiertos en 1843 por el matemático Sir William Rowan Hamilton. Poste-
riormente hablamos sobre las álgebras descubiertas por William Kingdon Clifford matemático
y filósofo inglés. Construiremos estas álgebras a partir de las relaciones que la definen, daremos
algunos ejemplos concretos en dimensiones bajas. Asimismo, observaremos algunas de las pro-
piedades algebraicas y geométricas que poseen estas álgebras.

Finalmente, en el capítulo cuatro realizaremos análisis en álgebras de Clifford. Iniciamos in-
troduciendo el análisis de Clifford a través del operador Dirac que factoriza el laplaciano, es
importante mencionar que para este trabajo estamos interesados en una variante que factoriza
el operador de onda. Para ello primero hablaremos de las álgebras de Clifford con signo y des-
pués el operador de Dirac de onda que factoriza al operador de onda. Enseguida estudiamos el
problema de valores iniciales para el operador de Dirac de onda en una dimensión. En la parte
medular de este trabajo adaptamos la construcción de los polinomios de Fueter que nos da la
base de los polinomios homogéneos de grado k definidos sobre el álgebra de Clifford con signo,
que satisfacen el operador de Dirac de onda, el obstáculo principal al que nos enfrentamos para
encontrar esta base fue la no conmutatividad.

2



Introduccón

3



Capítulo 1

Problema de valores iniciales para la
ecuación de onda

En este capítulo estudiaremos la ecuación unidimensional de onda y el problema de valores
iniciales para dicha ecuación, así como también algunas propiedades importantes de sus solu-
ciones como por ejemplo el dominio de dependencia y el rango de influencia, para estudiar estas
propiedades seguimos el libro de Strauss [9].

La ecuación de onda en una dimensión permite calcular la elongación de la onda en una posición
determinada, en un instante de tiempo concreto y representa la propagación de vibraciones a
lo largo de una única dirección en una cuerda, en dos dimensiones muestra la propagación de
ondas en la superficie del agua con poca profundidad y en tres dimensiones describe la propa-
gación de ondas acústicas y ondas sonoras.

1.1. Ecuación de onda
La ecuación de onda clásica en una dimensión es una ecuación diferencial parcial lineal que nos
dice como el desplazamiento puede cambiar en función de la posición y el tiempo.

Antes de escribir la ecuación de onda identificaremos Rn+1 con {(x, t)|x ∈ Rn, t ∈ R} y con-
sideremos una función real, suave u(x, t), usaremos la siguiente notación para referirnos a las
derivadas parciales de u(x, t): ∂u

∂t
, ∂tu, ∂u

∂xj
, ∂ju.

Escribimos la ecuación de onda en n dimensiones como

∂2u(x, t)

∂t2
= ∆u(x, t)

ó

utt(x, t) = ∆u(x, t)

donde, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, t ∈ R con t ≥ 0,
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Problemas de valores iniciales para la ecuación de onda

y el laplaciano en Rn es

∆u =
n∑

j=1

∂2u

∂x2j
.

El operador de onda o también llamado operador D’Alembertiano, suele representarse de la
siguiente manera

□ := ∂tt −∆.

1.2. Problema de valores iniciales para la ecuación de
onda

El problema de valores iniciales para la ecuación de onda se enuncia de la siguiente manera.

Dadas las funciones suaves φ, ψ, definidas en Rn, buscamos una función u(x, t) tal que utt = ∆u
satisfaga los siguientes valores iniciales,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn dato inicial,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn velocidad inicial.

Primero estudiaremos el caso n = 1, donde la solución al problema de valores iniciales está
dada por el siguiente resultado.

Proposición (Fórmula de D’Alembert)
Sea φ ∈ C2(R) y ψ ∈ C1(R), entonces la solución al problema con valores iniciales,

∂t
2u(x, t) = ∂x

2u(x, t) (1.1)

u(x, 0) = φ(x) y ∂tu(x, 0) = ψ(x) (1.2)

está dada por,

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ t) + φ(x− t)) +

1

2

∫ x+t

x−t

ψ(s)ds.

Demostración.
Para encontrar la solución general de la ecuación de onda, vamos a integrar la ecuación de onda
unidimensional
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Problemas de valores iniciales para la ecuación de onda

∂t
2u(x, t) = ∂x

2u(x, t).

Primero vamos a realizar el siguiente cambio de variable

ξ = x− t y η = x+ t

sustituyendo las nuevas variables en (1.1) tenemos

∂2u(x, t)

∂ξ∂η
= 0

ya que

∂u

∂x
=
∂u∂ξ

∂ξ∂x
+
∂u∂η

∂η∂x
=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

entonces

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

[
∂u

∂x

]
=

∂

∂x

[
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

]
=
∂2u∂ξ

∂ξ2∂x
.

De aquí se sigue que para cualesquiera f y g funciones reales C2-arbitrarias, u(x, t) = f(x +
t) + g(x− t) es solución de la ecuación de onda.

Para resolver la ecuación de onda utt = uxx, para x ∈ R con las condiciones iniciales u(x, 0) =
φ(x) y ut(x, 0) = ψ(x), donde φ y ψ son funciones arbitrarias de x, usaremos lo anterior ya que
cualquier solución de la ecuación de onda es de la forma

u(x, t) = f(x+ t) + g(x− t). (1.3)

Si tomamos el valor cuando t = 0 obtenemos,

φ(x) = f(x) + g(x) (1.4)

derivando la ecuación (1.3) respecto de t y evaluando con t = 0, obtenemos

ψ(x) = f ′(x)− g′(x) (1.5)

luego, consideremos (1.4) y (1.5) como ecuaciones para las funciones reales desconocidas f(x)
y g(x).

Derivando la función (1.4) tenemos que

φ′(x) = f ′(x) + g′(x) (1.6)

ahora vamos a sumar y restar (1.5) y (1.6) así tenemos el siguiente resultado,

f ′(x) =
1

2
(φ′(x) + ψ(x)) y g′(x) =

1

2
(φ′(x)− ψ(x)) (1.7)

integrando (1.7) de 0 a s obtenemos
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Problemas de valores iniciales para la ecuación de onda

f(s) =
1

2
φ(s) +

1

2

∫ s

0

ψ(x)dx+ A y g(s) =
1

2
φ(s)− 1

2

∫ s

0

ψ(x)dx+B (1.8)

donde A = f(0)− 1
2
φ(0) y B = g(0)− 1

2
φ(0) son constantes y debido a (1.4) A+B = 0, de esto

se sigue el valor de f y g en (1.3), y sustituyendo s = x+ t en f y s = x− t en g obtenemos

u(x, t) =
1

2
φ(x+ t) +

1

2

∫ x+t

0

ψ(s)ds+
1

2
φ(x− t)− 1

2

∫ x−t

0

ψ(s)ds

simplificando,

u(x, t) =
1

2
[φ(x+ t) + φ(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t

ψ(s)ds. (1.9)

■

Esta fórmula de la solución para el problema de valores iniciales fue enunciada, en 1747 por el
matemático y filósofo francés Jean le Rond D’Alembert.

Ejemplo 1.
Sean φ(x) = 0 y ψ(x) = cos(x), dado de que el dato inicial es 0, entonces

u(x, t) =
1

2

∫ x+t

x−t

cos(s)ds =
1

2
[sen(x+ t)− sen(x− t)] = cos(x)sen(t).

Cabe mencionar que basta considerar los casos cuando φ(x) = 0 ó ψ(x) = 0, pues la solución
general es la suma de las dos soluciones donde cada componente de la suma es solución de la
ecuación.

1.3. Dominio de dependencia y rango de influencia
La fórmula de D’Alembert muestra que el valor de la solución de u en el punto (x0, t0) depende
solamente de los valores de φ(x) en los puntos (x0 − t0) y (x0 + t0) y de los valores de ψ(x)
sobre todo el intervalo (x0− t0, x0+ t0), a este intervalo se le llama dominio de dependencia
de u(x0, t0).
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Problemas de valores iniciales para la ecuación de onda

Dominio de dependencia.

Es importante mencionar que nosotros consideramos c = 1.

Desde una perspectiva diferente, los valores de φ(x0) en un punto t0 influyen en la solución de u
en todos los puntos del cono invertido {(x, t)||x− t0| ≤ x0} que se llama rango de influencia
de t0.

Rango de influencia.

Nuevamente consideramos c = 1.

1.4. Fórmula de Kirchoff
Ahora observemos que la solución al problema de valores iniciales cuando n = 3, está dada por
el siguiente resultado.

Teorema (Fórmula de Kirchoff)
Sean φ ∈ C3(R3) y ψ ∈ C2(R3). Entonces, la solución al problema de valores iniciales para
utt = ∆u con datos iniciales

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R3

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

esta dada por

u(x, t) =
1

4πt

∫
∂B(x,t)

ψ(y)ds(y) + ∂t

(
1

4πt

∫
∂B(x,t)

φ(y)ds(y)

)
.

La fórmula de Kirchoff nos dice que integremos los datos iniciales sobre las esferas con centro
en x y radio t. La demostración de este resultado se puede consultar en el libro de Strauss [9].
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Problemas de valores iniciales para la ecuación de onda

En general dados los valores iniciales φ(x) y ψ(x), calcular u(x, t) no es sencillo pero en el
caso cuando φ(x) y ψ(x) sean polinomios resulta más práctico usar otro método, el cual será
mencionado en el capítulo 2. Asimismo las propiedades análogas de dominio de dependencia y
rango de influencia también son válidas en dimensión 3.

La solución al problema de valores iniciales en la dimensión 2 se sigue de la solución en dimensión
3, en este caso lo que hacemos es tomar x3 = 0, así la solución al problema de valores iniciales
para cualquier (x, t) ∈ R2 × (0,∞), se escribe de la siguente manera,

u(x, t) =
1

2πt2

∫
B(x,t)

tφ(y) + t∇φ(y)(y − x) + t2ψ(y)√
t2 − |x− y|2

dy.

Notamos que u(x, t) depende de los valores iniciales φ y ψ en el disco sólido B(x, t). Este
resultado se puede consultar en el libro de Han [5]. De la misma manera que en los casos
anteriores las propiedades como el dominio de dependencia y el rango de influencia son válidos
cuando n = 2.
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Capítulo 2

Espacio de polinomios homogéneos de
onda.

Los polinomios son objetos muy utilizados en matemáticas. En la práctica, son utilizados en
cálculo y análisis matemático para aproximar cualquier función derivable; las ecuaciones y las
funciones polinómicas tienen aplicaciones en una gran variedad de problemas, desde la mate-
mática elemental hasta áreas como la física, química, economía y las ciencias sociales.
En este capítulo estudiaremos espacios vectoriales de polinomios y principalmente aquellos que
satisfacen la ecuación de onda, así como también daremos un vistazo al grupo de permutaciones
con ejemplos, en esta sección vamos a tomar de referencia el libro de Axler [2].

Definición
Sea k un entero y sea p(x) un polinomio real definido en Rn, decimos que p(x) es homogéneo
de grado k si para toda λ ∈ R, p(λx) = λkp(x).
Sea Pk(Rn) el espacio de polinomios homogéneos de grado k en Rn, es decir

Pk(Rn) =

p(x) = ∑
|α|=k

akx
α|ak ∈ R


con x ∈ Rn, α = (α1, α2, ..., αn), |α| =

∑n
i=1 αi = k, xα = xα1

1 x
α2
2 x

α3
3 ...x

αn
n .

No es difícil ver que Pk(Rn) es un espacio vectorial de dimensión finita.

A continuación se muestran algunos ejemplos de bases para Pk(R3)

P1(R3) = gen{x, y, z} = ax+ by + cz,
P2(R3) = gen{x2, y2, z2, xy, xz, yz},
P3(R3) = gen{x3, y3, z3, x2y, x2z, y2x, y2z, z2x, z2y, xyz},
P4(R3) = gen{x4, y4, z4, x3y, x3z, y3x, y3z, z3x, z3y, x2y2, x2z2, y2z2, x2yz, y2xz, z2xy},
P5(R3) = gen{x5, y5, z5, x4y, x4z, y4x, y4z, z4x, z4y, x3y2, x3z2, y3x2, y3z2, z3x2, z3y2, x3yz,
y3xz, z3xy, x2y2z, x2z2y, y2z2x}.

La dimensión de los polinomios homogéneos de grado k se calcula de la siguiente manera
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Espacio de polinomios homogéneos

dimPk(Rn) =

(
n+ k − 1

n− 1

)
.

En particular la dimensión de Pk(R3) es

dimPk(R3) =

(
k + 2

2

)
.

2.1. Polinomios homogéneos que satisfacen la ecuación
de onda

Los polinomios que nos interesa estudiar en esta sección son los polinomios homogéneos de
grado k que satisfacen la ecuación de onda, es decir,

Wk(Rn) =
{
p(x, t) ∈ Pk(Rn+1) | □p = 0

}
,

donde □ = ∂tt −∆. Aquí nuevamente identificamos Rn+1 con {(x, t) | x ∈ Rn, t ∈ R}.

Primero consideremos el caso cuando n = 1. De la fórmula de D’Alembert se sigue que

Wk(R) = Pk(R)⊕ Pk−1(R).
Los siguientes resultados que se muestran en la tabla nos dicen que basta considerar 2 casos,
el primero cuando la velocidad inicial es cero, ψ(x) = 0 y el segundo cuando el dato inicial es
cero, φ(x) = 0.

φ(x) = xk y ψ(x) = 0 k φ(x) = 0 y ψ(x) = xk−1

x 1 t
x2 + t2 2 xt

x3 + 3xt2 3 x2t+ t3

3

x4 + 6x2t2 + t4 4 x3t+ xt3

x5 + 10x3t2 + 5xt4 5 x4t+ 2x2t3 + t5

5

Para n > 1 similarmente consideramos φ(x) ∈ Pk(Rn) y ψ(x) = 0 ó φ(x) = 0 y ψ(x) ∈ Pk(Rn)
se sigue que,

Wk(Rn) = Pk(Rn)⊕ Pk−1(Rn).

De aquí se sigue que,

dimWk(R3) =

(
k + 2

2

)
+

(
k + 1

2

)
= (k + 1)2.

En la siguiente tabla se muestran algunos resultados de polinomios que satisfacen la ecuación
de onda en R3. Nuevamente consideramos 2 casos, el primero cuando la velocidad inicial es cero
ψ(x) = 0 y el segundo cuando el dato inicial es cero φ(x) = 0. Para este ejemplo usamos la
notación más común para un punto, (x, y, z) de R3.
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Espacio de polinomios homogéneos

φ(x) = xα y ψ(x) = 0 |α| φ(x) = 0 y ψ(x) = xα−1

x, y, z 1 t
x2 + t2, y2 + t2, z2 + t2, xy, xz, yz 2 xt, yt, zt

x3 + 3xt2, y3 + 3yt2, z3 + 3zt2, x2y + yt2, 3 x2t+
t3

3
, y2t+

t3

3

x2z + zt2, y2x+ xt2, y2z + zt2, z2x+ xt2, z2t+
t3

3
z2y + yt2, xyz.

4x3t+ 4xt3, 4y3t+ 4yt3, 4z3t+ 4zt3, x3y + 3xyt2, 4 x4

4
+

3x2t2

2
+
t4

4

x3z + 3xzt2, y3x+ 3xyt2, y3z + 3yzt2, z3x+ 3xzt2,
y4

4
+

3y2t2

2
+
t4

4

z3y + 3yzt2, x2y2 + (y2 + x2)t2 + 2t4, x2z2 + (z2 + x2)t2 + 2t4,
z4

4
+

3z2t2

2
+
t4

4
y2z2 + (z2 + y2)t2 + 2t4, x2yz + yzt2, y2xz + xzt2, z2xy + xyt2

5x4t+ 10x2t3 + t5, 5y4t+ 10y2t3 + t5, 5z4t+ 10z2t3 + t5, 5 x4t+ 2x2t3 +
t5

5

x4y + 6x2yt2 + 6yt4, x4z + 6x2zt2 + 6zt4, y4x+ 6y2xt2 + 6xt4, y4t+ 2y2t3 +
t5

5

y4z + 6y2zt2 + 6zt4, z4x+ 6z2xt2 + 6xt4, z4y + 6z2yt2 + 6yt4, z4t+ 2z2t3 +
t5

5
x3y2 + (3xy2 + x3)t2, x3z2 + (3xz2 + x3)t2, y3x2 + (3yx2 + y3)t2,
y3z2 + (3yz2 + y3)t2, z3x2 + (3zx2 + z3)t2, z3y2 + (3zy2 + z3)t2,

x3yz + 3xyzt2, y3xz + 3xyzt2, z3yx+ 3xyzt2,
x2y2z + (y2z + x2z)t2 + 2z, x2z2y + (z2y + x2y)t2 + 2y,

y2z2x+ (z2x+ y2x)t2 + 2x

Los cálculos anteriores se realizaron con la siguiente fórmula,

u(x, y, z, t) = φ(x, y, z) + ∆φ(x, y, z)
t2

2!
+ ∆(∆φ(x, y, z))

t4

4!
+ ...

Como se mencionó en el capítulo 1, calcular u(x, t) no es sencillo, pero en el caso cuando los
valores iniciales φ(x) y ψ(x) son polinomios resulta ser más práctico usar esta fórmula pues
eventualmente el laplaciano del laplaciano, etc. se anula y solo tendremos un número finito de
términos.

2.2. Grupo de permutaciones Sk
Los grupos de permutaciones tienen un rol central en el estudio de la búsqueda de soluciones
de ecuaciones polinomiales.

Sea Sk el grupo de permutaciones de k elementos que se define de la siguiente forma

Sk = {f : {1, 2, ..., k} → {1, 2, ..., k} | f es biyectiva}.

12



Espacio de polinomios homogéneos

Consideremos los ejemplos cuando k = 2, 3, 4

S2 =

{
1 7→ 1 , 1 7→ 2
2 7→ 2 2 7→ 1

}

S3 =



1 7→ 1 1 7→ 2 1 7→ 1
2 7→ 2 , 2 7→ 3 , 2 7→ 3
3 7→ 3 3 7→ 1 3 7→ 2

1 7→ 3 1 7→ 2 1 7→ 3
2 7→ 2 , 2 7→ 1 , 2 7→ 1
3 7→ 1 3 7→ 3 3 7→ 2


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Espacio de polinomios homogéneos

S4 =



1 7→ 1 1 7→ 2 1 7→ 1
2 7→ 2 , 2 7→ 3 , 2 7→ 3
3 7→ 3 3 7→ 1 3 7→ 2
4 7→ 4 4 7→ 4 4 7→ 4

1 7→ 3 1 7→ 2 1 7→ 3
2 7→ 2 , 2 7→ 1 , 2 7→ 1
3 7→ 1 3 7→ 3 3 7→ 2
4 7→ 4 4 7→ 4 4 7→ 4

1 7→ 1 1 7→ 2 1 7→ 1
2 7→ 2 , 2 7→ 3 , 2 7→ 3
3 7→ 4 3 7→ 4 3 7→ 4
4 7→ 3 4 7→ 1 4 7→ 2

1 7→ 3 1 7→ 2 1 7→ 3
2 7→ 2 , 2 7→ 1 , 2 7→ 1
3 7→ 4 3 7→ 4 3 7→ 4
4 7→ 1 4 7→ 3 4 7→ 2

1 7→ 1 1 7→ 2 1 7→ 1
2 7→ 4 , 2 7→ 4 , 2 7→ 4
3 7→ 2 3 7→ 3 3 7→ 3
4 7→ 3 4 7→ 1 4 7→ 2

1 7→ 3 1 7→ 2 1 7→ 3
2 7→ 4 , 2 7→ 4 , 2 7→ 4
3 7→ 2 3 7→ 1 3 7→ 1
4 7→ 1 4 7→ 3 4 7→ 2

1 7→ 4 1 7→ 4 1 7→ 4
2 7→ 1 , 2 7→ 2 , 2 7→ 1
3 7→ 2 3 7→ 3 3 7→ 3
4 7→ 3 4 7→ 1 4 7→ 2

1 7→ 4 1 7→ 4 1 7→ 4
2 7→ 3 , 2 7→ 2 , 2 7→ 3
3 7→ 2 3 7→ 1 3 7→ 1
4 7→ 1 4 7→ 3 4 7→ 2


En general podemos observar que Sk tiene k! elementos.
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Capítulo 3

Cuaterniones y Álgebras de Clifford

Los cuaterniones fueron descubiertos en 1843 por el matemático irlandés Sir William Rowan
Hamilton. Su motivación original era crear un tipo de números hipercomplejos relacionados
con el espacio tridimensional de la misma forma que los números complejos se relacionan con el
plano. En este capítulo estudiaremos las propiedades que tienen los cuaterniones y algunas de
las operaciones que se pueden realizar con estos números, así como también vamos a definir las
álgebras de Clifford, primero consideraremos una definición puramente matemática para luego
ver sus propiedades geométricas, para este capítulo nos basaremos en el libro Real Quater-
nionic [7].

3.1. Cuaterniones
Los cuaterniones (también llamados cuaternios) son una extensión de los números complejos,
similar a la de los números reales. Mientras que los números complejos son una extensión de
los reales con la adición de la unidad imaginaria i, tal que i2 = −1, los cuaterniones son una
extensión generada de manera análoga añadiendo las unidades imaginarias i y j a los números
reales tal que ij = k

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

En la siguiente tabla se describe la operación del grupo de cuaterniones

* 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k −j
j j −k -1 i
k k j −i -1

Multiplicación de cuaterniones.
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Cuaterniones y Álgebras de Clifford

Los cuaterniones pueden expresarse como el conjunto

H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R} ∼= R4

o su equivalente

H = {(a+ bi) + (c+ di)j | a+ bi, c+ di ∈ C} ∼= C2

algo importante que veremos es que (H, ·) es un campo no conmutativo.

Que es un campo no conmutativo se sigue de que,

ij 6= ji.

Los cuaterniones cumplen con las operaciones básicas como la suma, resta, multiplicación. Si
p = a1+ b1i+ c1j+ d1k y q = a2+ b2i+ c2j+ d2k son cuaterniones y λ es un número real, estas
operaciones se definen de la siguiente manera

1. Suma:
p+ q := (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k

2. Resta:
p− q := (a1 − a2) + (b1 − b2)i+ (c1 − c2)j + (d1 − d2)k

3. Multiplicación por escalar:

λp := (λa1) + (λb1)i+ (λc1)j + (λd1)k

4. Multiplicación de cuaterniones:

pq := (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

Consideremos el siguiente ejemplo

Si q = a + bi + cj + dk y q = a− bi− cj − dk, q se le llama el conjugado de q, entonces no es
difícil comprobar que qq = a2 + b2 + c2 + d2 = |q|2, donde |q|2 es el módulo de q. Por lo que, si
q 6= 0, q−1 = q

|q|2 y tenemos que qq−1 = q−1q = 1.

El inverso de un cuaternión unitario |q| = 1, es su conjugado, es fácil ver que se cumplen las
siguientes propiedades:

1. qq = |q|2

2. q−1 = q
|q|2 , q 6= 0
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Cuaterniones y Álgebras de Clifford

3. |qr| = |q||r|

4. |q| = | − q| = |q|

5. (qr)−1 = q−1r−1; qr 6= 0.

3.2. Álgebras de Clifford
En esta sección vamos a definir lo que es un álgebra de Clifford, llamadas así por William King-
don Clifford (4 de mayo de 1845 - 3 de marzo de 1879) quien fue un matemático y filósofo inglés.
También observaremos algunas propiedades geométricas básicas. Primero consideraremos una
definición puramente matemática para luego ver sus propiedades geométricas. Durante toda esta
sección asumiremos que las álgebras A son asociativas con unidad y que los homomorfismos de
álgebras llevan la unidad a la unidad, para esta sección nos basaremos en el libro Gürlebeck [4].

Primero vamos a recordar la definición de álgebra.

Definición
Un álgebra, es un espacio vectorial A sobre R con una operación bilineal

A× A→ A,
(x, y) → x� y,

tal que

1. λ(x� y) = (λx)� y = x� (λy),

2. (x+ y)� z = x� z + y � z,

3. x� (y � z) = (x� y)� z

El álgebra de Clifford Cl(n) es un álgebra con unidad, que se construye a partir de Rn usando
una base ortogonal e1, e2, ..., en y es generada por {ej}nj=1 sujeta a las siguientes relaciones

(i) eiej = −ejei con i 6= j i, j ∈ {1, 2, ..., n}

(ii) ei
2 = −1 donde i = 1, 2, ..., n.

Como Cl(n) es una álgebra debe contener todos los productos de la base ei y todas las combi-
naciones lineales, usando las relaciones podemos simplicar y así tendremos eiej con i < j y sus
combinaciones lineales, también eiejek con i < j < k, etc.

Así el álgebra de Clifford Cl(n) se escribe de la siguiente manera.

Cl(n) =

{∑
α

aαeα | eα = eα1eα2 ...eαl
, aα ∈ R

}
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Cuaterniones y Álgebras de Clifford

Con α = (α1, α2, ..., αl), 0 < α1 < α2 < ... < αl ⩽ n, e0 = 1, por lo que la dimensión de
Cl(n) es dimCl(n) = 2n

Observemos que si,

1) x =
∑
xiei ∈ Rn

x2 = −|x|2

2) x =
∑
xiei , y =

∑
yiei

x� y = −x · y + x ∧ y

donde x ∧ y =
∑

i<j eiej(xiyj − xjyi). Las propiedades geométricas se siguen de 2).

Sea ∧j el espacio generado por todos los j-productos de la base. Se sigue que,

Cl(n) = ∧0 ⊕ ∧1 ⊕ ∧2 ⊕ ∧3 ⊕ ...⊕ ∧n

haremos uso de la siguiente subálgebra Cl(n)+ = ∧0⊕∧2⊕∧4⊕ ...⊕∧[n], donde [n] es el entero
par menor ó igual a n.

Veamos algunos ejemplos

Caso cuando n = 1
Cl(1) se genera a partir de R con una sola base, que es e1, e21 = −1 entonces,

Cl(1) = {a01 + a1e1} ∼= C y dimCl(1) = 2.

La tabla de multiplicar de Cl(1) está dada de la siguiente forma.

* 1 e1
1 1 e1
e1 e1 -1

Caso cuando n = 2
Cl(2) se genera a partir de R2 con dos bases e1, e2 entonces,

Cl(2) =
∑
α

aαeα = {a01 + a1e1 + a2e2 + a12e12}

e1e2 = e12, α = (1, 2) y su dimCl(2) = 4.

A continuación se muestra la tabla de multiplicar de Cl(2).

* 1 e1 e2 e12
1 1 e1 e2 e12
e1 e1 -1 e12 −e2
e2 e2 −e12 -1 −e1
e12 e12 e2 −e1 -1
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Cuaterniones y Álgebras de Clifford

De esta forma se sigue que Cl(2) es isomorfo a los cuaterniones Cl(2) ∼= H.

Ahora consideremos n = 3
Cl(3) se genera a partir de R3 con tres bases e1, e2, e3 entonces,

Cl(3) = {a01 + a1e1 + a2e2 + a3e3 + a12e12 + a13e13 + a23e23 + a123e123}

y su dimCl(3) = 8.
A continuación se muestra la tabla de multiplicar de Cl(3).

* 1 e1 e2 e3 e12 e13 e23 e123
1 1 e1 e2 e3 e12 e13 e23 e123
e1 e1 -1 e12 e13 −e2 −e3 e123 −e23
e2 e2 −e12 -1 e23 e1 −e123 −e3 −e13
e3 e3 −e13 −e23 −1 e123 e1 −e2 −e12
e12 e12 e2 −e1 e123 -1 e23 −e13 −e3
e13 e13 e3 −e123 −e1 −e23 -1 e12 e2
e23 e23 e123 e3 −e2 e13 −e12 -1 −e1
e123 e123 −e23 e13 −e12 −e3 e2 −e1 1

Cl(n) no es conmutativa para n>2 y en Cl(3) se pueden encontrar divisores de cero. Por
ejemplo (1 + e123)(1− e123) = 0.
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Capítulo 4

Operador de Dirac y Álgebras de
Clifford con signo

En este último capítulo vamos a definir el operador de Dirac y las álgebras de Clifford con signo
Cl(1, n) para posteriormente estudiar el operador de Dirac de onda y dar solución al problema
de valores iniciales para la ecuación de Dirac de onda. Asimismo en este capítulo estudiaremos
el espacio de polinomios de onda-monogénica, en el cual realizamos la construcción de los poli-
nomios de Fueter los cuales nos ayudaran a obtener la base que tenemos que encontrar, lo que
es el objetivo de esta tesis. En este capítulo tomaremos de referencia la siguiente bibliografia
[3],[6],[8],[4].

4.1. Operador de Dirac
En matemáticas y mecánica cuántica, un operador de Dirac es un operador diferencial que es
una raíz cuadrada formal de un operador de segundo orden como un laplaciano. El operador
de Dirac fue publicado por primera vez en 1928, llamado así en honor a Paul Dirac a quien
le preocupaba factorizar formalmente un operador para el espacio de Minkowski, para obtener
una forma de teoría cuántica compatible con la relatividad especial; para obtener el laplaciano
relevante como producto de operadores de primer orden. Nosotros estamos interesados en es-
tudiar una variante del operador que considera Paul Dirac.

Análisis de Clifford

El análisis de Clifford es una generalización de la variable compleja en una dimensión al espacio
Euclidiano Rn donde el operador de Cauchy-Riemann es sustituido por el operador de Dirac
y el rango de las soluciones es el álgebra de Clifford. Actualmente es un área de investigación
muy activa. Sus orígenes datan de los trabajos de Fueter pero no fue hasta 1980 que el libro
[3] detonó el interés por el área. A continuación menciono algunos libros del tema Rosen [8],
Gurlebeck [4], etc.

Ahora bien, nosotros estamos interesados en una variante que factoriza el operador de onda en
contraste al operador de Dirac que factoriza el laplaciano.
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Operador de Dirac y Álgebras de Clifford con signo

El operador de Dirac se define como

D =
n∑

j=1

ej∂j,

actuando en funciones definidas sobre el álgebra de Clifford, es decir, si f : Rn → Cl(n),
f(x) =

∑
α eαfα(x), entonces

Df(x) =
n∑

j=1

∑
α

ejeα∂jfα = 0.

Las funciones f que satisfacen Df = 0 se llaman funciones monogénicas.

Ejemplo

Si f : R3 → Cl(3), f(x) = f0(x) + f1(x)e1 + f2(x)e2 + f3(x)e3 + ...+ f123(x)e123,

Df =
3∑

j=1

∑
α

ejeα
∂fα
∂xj

= 0.

es un sistema de 8 ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.

Un cálculo sencillo da que D2 = −∆. Luego, si Df = 0, cada una de las componentes de f
es armónica, es decir que ∆fα = 0, para todo α. Las funciones monogénicas satisfacen muchos
análogos de la variable compleja como por ejemplo fórmula integral de Cauchy, teorema de
valor medio, teorema de Morera, etc. Ver [3].

Un ejemplo típico de función monogénica es,

f(x) =
x

|x|n
.

4.2. Álgebras de Clifford con signo Cl(1, n)

Las álgebras con signo Cl(1, n) son generadas por ε, e1, e2, ..., en que es la base ortonormal de
Rn+1 = {(t, x) | x ∈ Rn, t ∈ R} la cual está sujeta a las siguientes relaciones.

1. ε2 = 1

2. e2i = −1 con i = 1, 2, ..., n

3. εei = −eiε anticonmutan

4. eiej = −ejei con i, j ∈ {1, 2, ..., n}, i 6= j

Una construcción similar al caso Cl(n) muestra que
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Operador de Dirac y Álgebras de Clifford con signo

Cl(1, n) =

{
a =

∑
I

aIeI | I = (i0, ..., il), 0 ⩽ i0 < i1 < ... < il ⩽ n, e0 = ε, e∅ = 1

}

de aquí se tiene que la dim Cl(1, n) = 2n+1.

Análogamente al caso Cl(n) tenemos que,

Cl(1, n) = ∧0 ⊕ ∧1 ⊕ ...⊕ ∧n ⊕ ∧n+1

y el subálgebra,
Cl(1, n)+ = ∧0 ⊕ ∧2 ⊕ ...⊕ ∧[n+1].

A este tipo de álgebras se les llama álgebras graduadas, las cuales son un álgebra con la des-
composición en suma directa.

Veamos algunos ejemplos.

1) Cl(1, 1) = {a = a01 + aεε+ a1e1 + a01εe1} y tiene dimCl(1, 1) = 4
A continuación se muestra la tabla de multiplicar de Cl(1, 1).

1 ε e1 εe1
1 1 ε e1 εe1
ε ε 1 εe1 e1
e1 e1 −εe1 -1 ε
εe1 εe1 −e1 −ε 1

De esta forma se sigue que Cl(1, 1) es isomorfo a R4 o bien Cl(2) ∼= C2, pero Cl(1, 1) no es
isomorfo a H.

2) Cl(1, 2) = {a = a01 + aεε+ a1e1 + a2e2 + a01εe1 + a02εe2 + a12e12 + a012εe12} y tiene
dimCl(1, 2) = 8

A continuación se muestra la tabla de multiplicar de Cl(1, 2).

1 ε e1 e2 εe1 εe2 e12 εe12
1 1 ε e1 e2 εe1 εe2 e12 εe12
ε ε 1 εe1 εe2 e1 e2 εe12 e12
e1 e1 −εe1 -1 e12 ε −εe12 −e2 εe2
e2 e2 −εe2 −e12 -1 εe12 ε e1 εe1
εe1 εe1 −e1 −ε εe12 1 −e12 −εe2 e2
εe2 εe2 −e2 −εe12 −ε e12 1 εe1 −e1
e12 e12 εe12 e2 −e1 εe2 −εe1 -1 ε
εe12 εe12 e12 εe2 −εe1 e2 −e1 −ε -1
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Operador de Dirac y Álgebras de Clifford con signo

3) Cl(1, 3) = {a = a01 + aεε+ a1e1 + a2e2 + a3e3 + a01εe1 + a02εe2 + a03εe3 + a12e12 + a13e13 +
a23e23 + a012εe12 + a013εe13 + a023εe23 + a123e123 + a0123εe123} y tiene dimCl(1, 3) = 16

A continuación se muestran las tablas de multiplicar de Cl(1, 3). La cual escribimos en dos
tablas separadas debido a la cantidad de términos obtenidos.

1 ε e1 e2 e3 εe1 εe2 εe3
1 1 ε e1 e2 e3 εe1 εe2 εe3
ε ε 1 εe1 εe2 εe3 e1 e2 e3
e1 e1 −εe1 -1 e12 e13 ε −εe12 −εe13
e2 e2 −εe2 −e12 -1 e23 εe12 ε −εe23
e3 e3 −εe3 −e13 e23 -1 εe13 εe23 ε
εe1 εe1 −e1 −ε εe12 εe13 1 −e12 −e13
εe2 εe2 −e2 −εe12 −ε εe23 e12 1 −e23
εe3 εe3 −e3 −εe13 −εe23 −ε −e13 −e23 1
e12 e12 εe12 e2 −e1 e123 εe2 −εe1 εe123
e13 e13 εe13 e3 −e123 −e1 εe3 −εe123 −εe1
e23 e23 εe23 e123 e3 −e2 εe123 εe3 −εe2
εe12 εe12 e12 εe2 −εe1 εe123 e2 −e1 e123
εe13 εe13 e13 εe3 −εe123 −εe1 e3 −e123 −e1
εe23 εe23 e23 εe123 εe3 −εe2 e123 e3 −e2
e123 e123 −εe123 −e23 e13 −e12 εe23 −εe13 εe12
εe123 εe123 −e123 −εe23 εe13 −εe12 e23 −e13 e12

e12 e13 e23 εe12 εe13 εe23 e123 εe123
1 e12 e13 e23 εe12 εe13 εe23 e123 εe123
ε εe12 εe13 εe23 e12 e13 e23 εe123 e123
e1 −e2 −e3 e123 εe2 εe3 −εe123 −e23 εe23
e2 e1 −e123 −e3 −εe1 εe123 εe3 e13 −εe13
e3 e123 e1 e2 −εe123 −εe1 −εe2 −e12 εe12
εe1 −εe1 −εe3 εe123 e2 e3 −e123 −εe23 e23
εe2 εe1 −εe123 −εe3 −e1 e123 e3 εe13 −e13
εe3 εe123 εe1 εe2 −e123 −e3 −e2 −εe12 e12
e12 -1 e23 −e13 ε εe23 −e13 −e3 −εe3
e13 −e23 -1 e12 −εe23 −ε εe12 e2 εe2
e23 e13 −e12 -1 εe13 −εe12 −ε −e1 εe1
εe12 −ε εe23 −εe13 -1 e23 −e13 −εe3 −e3
εe13 −εe23 −ε εe12 e23 -1 e12 εe2 e2
εe23 εe13 −εe12 −ε e13 −e12 -1 −εe1 −e1
e123 −e3 e2 −e1 εe3 −εe2 εe1 1 −ε
εe123 −εe3 εe2 −εe1 e3 −e2 e1 ε -1

Conjugación
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Operador de Dirac y Álgebras de Clifford con signo

Consideremos la función,

Cl(1, n) −→ Cl(1, n)

a 7−→ a

tal que, cumple las siguientes propiedades

i) ab = ba

ii) ε = −ε
iii) ei = −ei, i = (1, 2, ..., n).

Ejemplo.

εei = ei ε = (−ei)(−ε) = −εei.
Observación, si a ∈ Cl(1, n) existen únicos a1, a2 ∈ Cl(n) tal que a = a1 + εa2.

4.3. Operador de Dirac de Onda
En esta sección estudiaremos funciones suaves de la forma f : Rn+1 → Cl(1, n), es decir

f(x, t) =
∑

eIfI(x, t).

El operador de Dirac de onda se define como

Dw = ε∂t −D = ε∂t −
n∑

j=1

ej∂j

un cálculo sencillo muestra que (Dw)
2 = ∂2t −∆ = □.

Las funciones suaves f tal que Dwf = 0 se llaman funciones de onda-monogénicas.

Lema
Sea f : R(n+1) −→ Cl(1, n) suave. Si escribimos a f como f = f+ + f− con f+ ∈ Cl(1, n)+

y f− ∈ Cl(1, n) \ Cl(1, n)+, Dwf = 0 si y solo si Dwf
+ = 0 y Dwf

− = 0. De esta manera
obtenemos dos soluciones independientes.

Demostración
Observemos que cuando n=1, f = f0 + εfε + e1f1 + εe1f01 = f+ + f−.
Con f+ = f0 + εe1f01 y f− = εfε + e1f1.
Por demostrar que Dwf = 0 ⇔ Dwf

+ = 0 y Dwf
− = 0.

En este caso Dw = ε∂t − e1∂1, luego

Dwf
+ = ε∂tf0 + e1∂tf01 − e1∂1f0 − ε∂1f01 = ε(∂tf0 − ∂1f01) + e1(∂tf01 − ∂1f0)
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Operador de Dirac y Álgebras de Clifford con signo

Para que Dwf
+ = 0 cada una de sus componentes debe ser cero, de esta manera obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones.

1.− ∂tf0 − ∂1f01 = 0

2.− ∂tf01 − ∂1f0 = 0

Realizamos el mismo procedimiento para Dwf
−

Dwf
− = ∂εfε + εe1∂tf1 − εe1∂tfε − ∂1f1 = εe1(∂tf1 + ∂1fε) + ∂tfε + ∂1f1

luego,

3.− ∂tf1 + ∂1fε = 0

4.− ∂tfε + ∂1f1 = 0

se sigue,

1.− ∂tf0 = ∂1f01

2.− ∂tf01 = ∂1f0

3.− ∂tf1 = −∂1fε
4.− ∂tfε = −∂1f1

de esta forma obtenemos dos sistemas independientes.

Finalmente si Dwf = 0 entonces, Dwf
+ = 0 y Dwf

− = 0 por linealidad.
Por lo tanto Dwf = 0 ⇔ Dwf

+ = 0 y Dwf
− = 0.

En el caso general n > 1, si tenemos f j ∈ ∧j notemos que Dwf
j ∈ ∧j−1 ⊕ ∧j+1 por lo tanto si

f+ = f 0 + f 2 + f 4 + ...

f− = f 1 + f 3 + f 5 + ...

entonces,

Dwf
+ ∈ Cl(1, n) \ Cl(1, n)+ y Dwf

− ∈ Cl(1, n)+

luego, si Dwf = 0, entonces

Dwf
+ = 0 y Dwf

− = 0.

■
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4.4. Problema de valores iniciales para la ecuación de
Dirac de onda

El problema de valores iniciales para el operador de Dirac de onda, se enuncia de la siguiente
manera.

Encontrar una función u(x, t) : Rn × R+ −→ Cl(1, n), de clase C2 tal que

i) Dwu(x, t) = 0
ii) u(x, 0) = φ(x),

donde φ(x) ∈ Cl(1, n) es una función suave que representa el valor inicial. Nótese que no tene-
mos velocidad inicial, esto se debe a que Dw es de primer orden.

Primero analizaremos el caso n = 1, es decir la fórmula de D’Alembert (adaptada) en Cl(1, 1)+.

Proposición
Supongamos que u(x, t) = u0(x, t) + εe1u01(x, t) y φ(x) = f(x) + εe1g(x) ambas funciones de
clase C2 con valores en Cl(1, 1)+, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. u(x, t) resuelve el problema de valores iniciales para Dw en n = 1

i) Dwu(x, t) = 0 en R× R+

ii) u(x, 0) = φ(x).

2. La función u satisface el sistema de Cauchy-Riemann de onda

∂u0
∂t

=
∂u01
∂x

,
∂u0
∂x

=
∂u01
∂t

y u(x, 0) = φ(x).

3. Cada componente de u(u0, u01) satisfacen el problema de valores iniciales para el operador
de onda □ de dimensión 1

□u = (
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
)u = 0

con valores iniciales
u0(x, 0) = f(x) u01(x, 0) = g(x)

∂tu0(x, 0) = g′(x) ∂tu01(x, 0) = f ′(x).

4. La función u(x, t) está dada por la fórmula

u(x, t) =
1

2
[f(x+t)+f(x−t)+g(x+t)−g(x−t)]+ εe1

2
[g(x+t)+g(x−t)+f(x+t)−f(x−t)]
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Demostración

1 ⇒ 2
Si u resuelve el problema de valores inicales, es decir que satisface Dwu = 0, entonces Dwu =
ε∂tu− e1∂x1u = 0 y u(0, x) = φ(x).

Sea u(x, t) = u0(x, t) + εe1u01(x, t), entonces

∂u(x, t)

∂t
=
∂u0(x, t)

∂t
+ εe1

∂u01(x, t)

∂t

∂u(x, t)

∂x
=
∂u0(x, t)

∂x
+ εe1

∂u01(x, t)

∂x
.

Luego,
Dwu = ε

∂u0(x, t)

∂t
+ e1

∂u01(x, t)

∂t
− e1

∂u0(x, t)

∂x
− ε

∂u01(x, t)

∂x
= 0

= ε

(
∂u0(x, t)

∂t
− ∂u01(x, t)

∂x

)
+ e1

(
∂u01(x, t)

∂t
− ∂u0(x, t)

∂x

)
= 0.

Se sigue que,

∂u0(x, t)

∂t
=
∂u01(x, t)

∂x
;

∂u01(x, t)

∂t
=
∂u0(x, t)

∂x
.

2 ⇒ 3
u satisface el sistema de Cauchy-Riemann de onda

1)
∂u0
∂t

=
∂u01
∂x

, 2)
∂u0
∂x

=
∂u01
∂t

, u(x, 0) = φ(x).

Queremos mostrar que,
∂2u0
∂t2

=
∂2u0
∂x2

;
∂2u01
∂t2

=
∂2u01
∂x2

entonces, partiendo de 1)

∂2u0
∂t2

=
∂2u01
∂t∂x

=
∂2u01
∂x∂t

=
∂

∂x

(
∂u0
∂x

)
=
∂2u0
∂x2

.

similarmente, tomamos 2)

∂2u01
∂t2

=
∂2u0
∂t∂x

=
∂2u0
∂x∂t

=
∂

∂x

(
∂u01
∂x

)
=
∂2u01
∂x2

.

3 ⇒ 4
Cada componente de u(u0, u01) satisfacen el problema de valores iniciales para el operador de
onda □ de dimensión 1

□u = (
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
)u = 0
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con valores iniciales
u0(x, 0) = f(x) u01(x, 0) = g(x)

∂tu0(x, 0) = g′(x) ∂tu01(x, 0) = f ′(x)

Sea u0(x, 0) = f(x) y ∂tu0(x, 0) = g′(x) por la fórmula de D’Alembert u0(x, t) tiene solución,

u0(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t

g′(η)dη

resolviendo la integral, por el teorema fundamental del cálculo obtenemos que∫ x+t

x−t

g′(η)dη = g(x+ t) + g(x− t)

de esto sigue que,

u0(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2
[g(x+ t)− g(x− t)] .

Similarmente calculamos u01(x, t). Sea u01(x, 0) = g(x) y ∂tu01(x, 0) = f ′(x) por la fórmula de
D’Alembert u01(x, t) tiene solución,

u01(x, t) =
1

2
[g(x+ t) + g(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t

f ′(η)dη

resolviendo la integral, por el teorema fundamental del cálculo obtenemos que∫ x+t

x−t

f ′(η)dη = f(x+ t) + f(x− t)

se sigue que,

u01(x, t) =
1

2
[g(x+ t) + g(x− t)] +

1

2
[f(x+ t)− f(x− t)]

componemos u(x, t) que por hipótesis es

u(x, t) = u0(x, t) + εe1u01(x, t)

luego,

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t) + g(x+ t)− g(x− t)]+

εe1
2

[g(x+ t) + g(x− t) + f(x+ t)− f(x− t)] .

4 ⇒ 1
u(x, t) está dada por la fórmula

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t) + g(x+ t)− g(x− t)]+

εe1
2

[g(x+ t) + g(x− t) + f(x+ t)− f(x− t)] .

Queremos mostrar que Dwu(x, t) = 0 y u(x, 0) = φ(x) = f(x) + εe1g(x). Iniciemos probando
que u(x, 0) = φ(x) = f(x) + εe1g(x), si t = 0 entonces u(x, t) es lo siguiente,
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u(x, 0) =
1

2
[f(x) + f(x) + g(x)− g(x)] +

εe1
2

[g(x) + g(x) + f(x)− f(x)]

se sigue que,

u(x, 0) =
1

2
[f(x) + f(x)] +

εe1
2

[g(x) + g(x)]

entonces,

u(x, 0) = f(x) + εe1g(x).

Ahora queremos ver que,

Dwu(x, t) = 0

sabemos que,

Dwu(x, t) = ε∂tu− e1∂xu

luego,

ε∂tu(x, t) =
ε

2
[f ′(x+ t)− f ′(x− t) + g′(x+ t) + g′(x− t)]

+
e1
2
[g′(x+ t)− g′(x− t) + f ′(x+ t) + f ′(x− t)] ,

e1∂xu(x, t) =
e1
2
[f ′(x+ t) + f ′(x− t) + g′(x+ t)− g′(x− t)]

+
ε

2
[g′(x+ t) + g′(x− t) + f ′(x+ t)− f ′(x− t)]

se sigue que

ε∂tu− e1∂xu = 0

entonces,

Dwu(x, t) = 0.

■

4.5. Espacios de polinomios de onda-monogénica
El espacio de polinomios homogéneos de grado k con valores en el álgebra de Clifford con signo
Cl(1, n) se denota de la siguiente manera Pk(Rn, Cl(1, n)), del capítulo 2 sabemos cómo se
construye una base para Pk(Rn), es decir {xα : |α| = k}. De esta base obtenemos una para
Pk(Rn, Cl(1, n)), es decir {eβxα}. Sea DWk(Rn, Cl(1, n)) el espacio de polinomios homogéneos
de grado k que además satisfacen el operador de Dirac de onda, es decir los polinomios homo-
géneos de onda-monogénicos. En esta sección nos interesa construir una base de este espacio,
para ello realizaremos la construcción en el caso cuando n = 3, DWk(R3, Cl(1, 3)) siendo los
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otros casos análogos. Las variables de Fueter se introdujeron debido a la no conmutatividad.
Fueter simetrizó productos de sus variables y la simetrización compensa en cierto sentido la no
conmutatividad.

Karl Rudolf Fueter (1880-1950)
Fue un matemático de Suiza que introdujo un conjunto de polinomios de aproximación alrede-
dor de un punto, generalmente en el origen. Estos polinomios llevan su nombre y dan origen a
las series de Taylor y Laurent para el caso monogénico.

Construcción de Fueter en n = 3
Primero, definimos los siguientes polinomios en R3 con valores en Cl(1, 3)

1. W1 = x1 + εe1t

2. W2 = x2 + εe2t

3. W3 = x3 + εe3t

Observemos que Wi con i = 1, 2, 3 son polinomios de onda-monogénico de grado 1.

Para cada multiíndice α = (α1, α2, α3) con |α| = k vamos a construir un polinomio Qα(x, t) que
será de grado k y el cual va a satisfacer el operador de Dirac de onda Dw. Antes de entender
la construcción general, iniciaremos ilustrando el procedimiento con algunos ejemplos sencillos.
Algo importante que debemos considerar en esta sección es la no conmutatividad. Empeza-
mos considerando todos los posibles productos de los Wi para distintos grados.

Para el grado 2 tenemos los siguientes productos

W 2
1 W 2

2 W 2
3

W1W2 W1W3 W2W3

W2W1 W3W1 W3W2.

Los productos obtenidos para el grado 3 son los siguientes

W 3
1 W 3

2 W 3
3 W 2

1W2 W 2
1W3

W 2
2W1 W1W

2
2 W1W

2
3 W2W

2
1 W 2

2W3

W 2
3W1 W 2

3W2 W2W
2
3 W3W

2
1 W3W

2
2

W1W3W2 W2W1W3 W2W3W1 W3W1W2 W3W2W1

W1W2W1 W1W3W1 W2W1W2 W3W1W3 W3W2W3

W1W2W3 W2W3W2.
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Sea α = (α1, α2, α3), con |α| = k definimos

Wα := Wα1
1 W α2

2 Wα3
3 .

Cabe mencionar que Wα no es necesariamente de onda-monogénica.

Ahora, vamos a construir Qα(x, t) como la suma de todos los productos posibles a partir de
Wα considerando la no conmutatividad. Iniciaremos con algunos ejemplos antes de dar la cons-
trucción general.

Ejemplos:

1.- Sí α = (1, 1, 0), k = 2

Q(1,1,0)(x, t) =
1

2
(W1W2 +W2W1)

es decir, tomamos todos los posibles productos de orden 2, generados a partir de W (1,1,0).

2.- Sí α = (2, 1, 0), k = 3

Q(2,1,0)(x, t) =
1

3
(W 2

1W2 +W2W
2
1 +W1W2W1)

nuevamente, tomamos todos los posibles productos de orden 3, generados a partir de W (2,1,0).

3.- Sí α = (2, 1, 1), k = 4, entonces

Q(2,1,1)(x, t) =
1
12
(W 2

1W2W3 +W 2
1W3W2 +W2W

2
1W3 +W3W

2
1W2 +W2W3W

2
1 +W3W2W

2
1 +

W1W2W1W3 +W1W2W3W1 +W1W3W2W1 +W1W3W1W2 +W2W1W3W1 +W3W1W2W1).

en este caso tomamos todos los posibles productos de orden 4, generados a partir de W (2,1,1).

Cada uno de los diferentes productos se puede ver como Wα bajo la acción del grupo de per-
mutaciones (con repeticiones).

Ahora recordemos que,

Wα := W α1
1 Wα2

2 Wα3
3 .

entonces,

= WI(1)WI(2)WI(3)WI(4)...WI(k)

donde I es la permutación identidad y W1 está repetido en los primeros α1 lugares, W2 está en
los siguientes α2 lugares, etc.

Consideremos el siguiente ejemplo, sea σ la siguiente permutación
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σ =


1 → 2
2 → 3
3 → 1
4 → 4


ahora σ(Wα) denotará el siguiente producto

σ(W α) = Wσ(1)Wσ(2)Wσ(3)Wσ(4)

supongamos que α = (2, 1, 1), entonces

σ(W (2,1,1)) = Wσ(1)Wσ(2)Wσ(3)Wσ(4)

= W2W3W1W4

= W2W1W1W3

= W2W
2
1W3.

La construcción general para k se hace usando el grupo de simetrías de k elementos Sk de la
siguiente manera

Qα(x, t) :=
1

k!

∑
σ∈Sk

σ(Wα).

Si α = (α1, α2, α3) y e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) usaremos la siguiente notación

α− e1 = (α1 − 1, α2, α3),

α− e1 = (α1, α2 − 1, α3),

α− e1 = (α1, α2, α3 − 1)

etc. Acordamos que Q(0,0,0)(x, t) = 1.

El siguiente teorema nos da fórmulas de recursión que nos permiten calcular el operador de
Dirac de onda de manera efectiva.

Teorema (Fórmulas de Recursión)
I.- Para cada α ∈ N3, α = (α1, α2, α3) con k = |α| se tiene que,

kQα(x, t) = α1Qα−e1(x, t)W1 + α2Qα−e2(x, t)W2 + α3Qα−e3(x, t)W3.

II.- Las parciales de Qα(x, t) para j = 1, 2, 3 están dadas por

∂jQα(x, t) = αjQα−ej(x, t).

III.- La parcial de Qα(x, t) con respecto a t está dada por

∂tQα(x, t) =
3∑

j=1

εejαjQα−ej(x, t).
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Demostración
I. Cada sumando de Qα(x, t) contiene un factor de la forma Wi como su último elemento, así
que factorizamos respecto a estos últimos factores obteniendo una expresión de la forma,

kQα(x, t) = Q̃1(x, t)W1 + Q̃2(x, t)W2 + Q̃3(x, t)W3.

Afirmamos que,

Q̃i(x, t) = αiQα−ei(x, t)

para i = 1, 2, 3.

Observemos que en Q̃(x, t) la suma recorre todas las permutaciones de Sk que fijan a Wi en
la última posición. Es decir, tenemos todas las permutaciones para el índice α − ei. Además
debemos tener en cuenta que Wi puede estar en el ultimo lugar αi-veces sin que cambie el
factor, es decir que cada factor se repite αi-veces. De aquí se sigue que,

Q̃i(x, t) = αiQα−ei(x, t),

para i = 1, 2, 3.

II.- Usaremos inducción en k, probemos que es cierto para k = 1. Sea Wi = xi + εeit con
i = 1, 2, 3 observemos,

∂jWi = δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

}
.

de aqui se sigue que,

∂1Qα(x, t) = α1Qα−e1(x, t).

Supongamos cierto para todo α y |α| ≤ k − 1, donde k ≥ 2.

Luego, si |α| = k de I sabemos que,

kQα(x, t) = α1Qα−e1(x, t)W1 + α2Qα−e2(x, t)W2 + α3Qα−e3(x, t)W3

por lo tanto

k∂1Qα(x, t) = α1[∂1Qα−e1(x, t)]W1+∂1Qα−e1(x, t)+α2[∂1Qα−e2(x, t)]W2+α3[∂1Qα−e3(x, t)]W3 = ∗

Por la hipótesis de inducción sabemos que,

∂1Qα−e1(x, t) = (α1 − 1)Qα−2e1(x, t),

∂1Qα−e2(x, t) = α1Qα−e1−e2(x, t),

∂1Qα−e3(x, t) = α1Qα−e1−e3(x, t).

Luego,
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∗ = α1(α1 − 1)Qα−2e1(x, t)W1 + α1Qα−e1(x, t) + α2α1Qα−e1−e2(x, t)W2 + α3α1Qα−e1−e3(x, t)W3

= α1[(α1 − 1)Qα−2e1(x, t)W1 + α2Qα−e1−e2(x, t)W2 + α3Qα−e1−e3(x, t)] + α1Qα−e1(x, t) =

es decir, usando nuevamente la fórmula de recursión I

= α1(k − 1)Qα−e1(x, t) + α1Qα−e1(x, t)

= α1kQα−e1(x, t)

por lo tanto
∂1Qα(x, t) = α1Qα−e1(x, t).

Similarmente para las parciales ∂2 y ∂3.

III.- Nuevamente aplicamos inducción con respecto de k.
Prueba en k = 1

∂tWi = εei =
3∑

j=1

(εej)Qei−ej(x, t)

=
3∑

j=1

εej∂ijQei−ej(x, t).

Supongamos cierto para todo α y |α| ≤ k − 1, donde k ≥ 2 y usando la fórmula de recursión I

∂t(kQα(x, t)) = α1∂t[Qα−e1(x, t)W1] + α2∂t[Qα−e2(x, t)W2] + α3∂t[Qα−e3(x, t)W3]

= α1[∂tQα−e1(x, t)]W1 + α1Qα−e1(x, t)∂tW1 + α2[∂tQα−e2(x, t)]W2

+α2Qα−e2(x, t)∂tW2 + α3[∂tQα−e3(x, t)]W3 + α3Qα−e3(x, t)∂tW3

sabemos que ∂tWi = εei, se sigue

= α1[∂tQα−e1(x, t)]W1 + α1Qα−e1(x, t)εe1 + α2[∂tQα−e2(x, t)]W2

+α2Qα−e2(x, t)εe2 + α3[∂tQα−e3(x, t)]W3 + α3Qα−e3(x, t)εe3 = ∗

Por la hipótesis de inducción sabemos que,

∂tQα−e1(x, t) = εe1(α1 − 1)Qα−2e1(x, t) + εe2α2Qα−e1−e2(x, t) + εe3α3Qα−e1−e3(x, t)
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∂tQα−e2(x, t) = εe1α1Qα−e1−e2(x, t) + εe2(α2 − 1)Qα−2e2(x, t) + εe3α3Qα−e2−e3(x, t)

∂tQα−e3(x, t) = εe1α1Qα−e1−e3(x, t) + εe2α2Qα−e2−e3(x, t) + εe3(α3 − 1)Qα−2e3(x, t)

entonces,

∗ = α1εe1[(α1 − 1)Qα−2e1(x, t)W1 + α2Qα−e1−e2(x, t)W2 + α3Qα−e1−e3(x, t)W3]

+α2εe2[α1Qα−e1−e2(x, t)W1 + (α2 − 1)Qα−2e2(x, t)W2 + α3Qα−e2−e3(x, t)W3]

+α3εe3[α1Qα−e1−e3(x, t)W1 + α2)Qα−e2−e3(x, t)W2 + (α3 − 1)Qα−2e3(x, t)W3]

+α1εe1Qα−e1(x, t) + α2εe2Qα−e2(x, t) + α3εe3Qα−e3(x, t)

reescribiendo lo anterior usando nuevamente I,

[εe1α1[(k − 1)Qα−e1(x, t)] + εe2α2[(k − 1)Qα−e2(x, t)] + εe3α3[(k − 1)Qα−e3(x, t)]]

+εe1α1Qα−e1(x, t) + εe2α2Qα−e2(x, t) + εe3α3Qα−e3(x, t) =

= k[εe1α1Qα−e1(x, t) + εe2α2Qα−e2(x, t) + εe3α3Qα−e3(x, t)].

■
Corolario
Para todo α, Qα(x, t) es de onda monogénica, es decir DwQα(x, t) = 0.

Demostración

DwQα(x, t) =

(
ε∂t −

3∑
j=1

ej∂j

)
Qα(x, t)

= ε∂tQα(x, t)−
3∑

j=1

ej∂jQα(x, t)

usando las fórmulas de recursión II Y III

= ε

3∑
j=1

εejαjQα−ej(x, t)−
3∑

j=1

ejαjQαj−ej(x, t)
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=
3∑

j=1

ejαjQα−ej(x, t)−
3∑

j=1

ejαjQαj−ej(x, t)

por lo tanto,

DwQα(x, t) = 0.

■
Teorema
Una base de DWk(Rn, Cl(1, n)) está dada por los Qα(x, t) con α tal que xα es base de Pk(Rn).

Demostración
Observemos que Qα(x, 0) = xα y como xα es una base de Pk(Rn) entonces Qα(x, 0) son lineal-
mente independientes y generan todo DW (Rn, Cl(1, n)).

■
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