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Resumen

Un nuevo método de renormalizaciéon llamado renormalizacién pacman nos per-
mite estudiar funciones de Siegel (con un sélo punto critico) a través de las funciones
tipo pacman. Se ha usado para investigar a los parametros Siegel con numero de
rotacién combinatoriamente periddico en la cardioide principal del conjunto de Man-
delbrot [7]. Ya se sabe que se puede definir un operador de renormalizacién pacman
tal que para los Siegel pacmen, con niimero de rotaciéon combinatoriamente periédico,
el operador es compacto, analitico y tiene un tinico punto fijo, en el cual es hiperbdlico
con variedad inestable uno-dimensional. En esta tesis observamos que este operador
de renormalizacion pacman es compacto y analitico en cualquier parametro Siegel
pacman o funcién de Siegel con nimero de rotacién combinatoriamente acotado. Es-
to nos permitié definir un operador de renormalizacién en las clases hibridas de los
estandar Siegel pacmen al cual le construimos su herradura donde el operador es to-
polégicamente semiconjugado al corrimiento a la izquierda en el espacio de sucesiones
bi-infinitas de nimeros naturales acotados por una constante.






Abstract

A new method of renormalization called Pacman renormalization allows us to
study (unicritical) Siegel functions through pacman type functions. It has been used
to investigate the Siegel parameters with combinatorially periodic rotation number in
the main cardioid of the Mandelbrot set [7]. It is already known that it can be defined
a pacman renormalization operator such that for Siegel pacmen, with combinatorially
periodic rotation numbers, the operator is compact, analytic and has a unique fixed
point, at which it is hyperbolic with one-dimensional unstable manifold. In this thesis
we observe that this pacman renormalization operator is compact and analytic at any
Siegel pacman or Siegel map with combinatorially bounded rotation number. This
allows us to define a renormalization operator on the hybrid classes of the standard
Siegel pacmen to which we built its horseshoe where the operator is topologically
semiconjugated to the left shift on the space of bi-infinite sequences of natural numbers
bounded by some constant.






Agradecimientos

Estoy muy agradecido con mi asesor el Dr. Rogelio porque desde que lo contacte
para ingresar al posgrado y hasta el final de éste, siempre ha sido muy amable y ha
tenido una gran disposicién para trabajar, lo cual hizo del doctorado una experiencia
muy agradable y enriquecedora. Le agradezco su guia y consejos, pues sin ellos no
hubiera sido posible hacer éste trabajo. Y gracias por compartir sus conocimientos,
asi como el gran apoyo que me ha dado.

Les agradezco a los profesores de mi comité tutorial, el Dr. Carlos y la Dra. Gabrie-
la por su gran apoyo y disposicion durante todo el posgrado, por escucharme y darme
sus consejos. También a los jurados por aceptar revisar el trabajo y sus comentarios
para mejorarlo.

Le agradezco a Gemma por estar conmigo, apoyarme siempre y darme fuerzas en
todos estos afnos, pues gracias a esto puedo decir que ésta ha sido una etapa muy feliz
de mi vida.

Gracias a mis padres y a mi tia Luli, porque siempre estdn al pendiente de mi
ayuddandome y apoyandome con mis decisiones.

A mi familia y amigos Lalo, Arturo, Néstor, Armando por acompanarme, moti-
varme e inspirarme durante esta etapa.

A los Profesores que a lo largo de mi vida, ademas de matematicas, me ensenaron
el valor del trabajo.

Gracias al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por el apoyo brindado durante

el doctorado [CVU-714167].






Indice general

Lista del jurado
Lista de publicaciones relacionadas con la tesis
Resumen
Abstract
Introduccién

1. Preliminares
1.1. Conjuntos de Juliay Fatou . . .. ... ... ... ... ......
1.2. Conjunto de Mandelbrot . . . . . . .. ... ... ... .. .....
1.3. Renormalizacién . . . . . . . . . . . ... ...
1.4. Fracciones continuas . . . . . . . ... .. ... ... ...

2. Renormalizacién pacman
2.1. Funciones pacman . . . . . . . . .. ...
2.2. Renormalizacién pacman . . . . . . ... ... L.
2.3. Analiticidad del operador de renormalizacién pacman . . . . . . .
2.4. Renormalizacion en el disco y la funcién Rprp, - . . . . . . . o L.

3. Siegel pacman
3.1. Funciones tipo Siegel y Siegel pacman . . . . . ... .. ... ...
3.2. El punto fijo de la renormalizaciéon pacman . . . . . ... ... ..

4. Renormalizacion pacman en parametros Siegel de tipo acotado
4.1. Extension del operador de renormalizaciéon pacman . . . . . . . . .
4.2. Herradura y conjugacién del operador de renormalizaciéon pacman

Notacion.

Bibliografia.

15

21
21
27
28
35

39
39
42
45
47

53
53
o7

65
65
66

77

81






Introduccion.

El conjunto de Mandelbrot M (Figura 1.2) fue estudiado por Benoit Mandelbrot
a finales de los 70’s aprovechando el gran avance de las computadoras. Douady fue
quien propuso éste nombre para el conjunto M pues Mandelbrot fue el primero en
producir imagenes de dicho conjunto ademaés de investigar sus propiedades, esto a
partir del estudio de las iteraciones de la funcién z +— Az(1 — z), pero tomando A y
z en los nimeros complejos. Lo anterior desato grandes descubrimientos, en palabras

de Mandelbrot:

“Se abren las cajas de Pandora de las posibilidades, las curvas fractales de Julia, tan
gratas a la vista como al intelecto”.

El conjunto M nos permite visualizar en el plano complejo la clasificacion de los poli-
nomios de grado dos con coeficientes en los complejos, a partir de sus “dindmicas”, es
decir, el comportamiento de las érbitas de cada uno de los puntos en el plano complejo.
Existen muchas propiedades importantes que tiene el conjunto de Mandelbrot, una de
ellas es la autosimilaridad, ya que a simple vista podemos observar pequenas copias,
similares mas no exactamente iguales, a él mismo pegadas a su alrededor y siempre
que hacemos un acercamiento en su frontera nos encontraremos con una infinidad de
copias emergiendo. Otra propiedad muy interesante del conjunto de Mandelbrot es
la conexidad local en su frontera (MLC), pues aunque ya ha sido demostrada para
algunos parametros aun falta ser probada para para toda su frontera, por ejemplo los
pardmetros que son infinitamente renormalizables [2]. Una de las principales razones
de estudio del conjunto de Mandelbrot se debe a su relacién con la conjetura de Fa-
tou acerca de la densidad de las funciones racionales hiperbélicas en el espacio de las
funciones racionales, pues la conjetura MLC implicaria la conjetura de Fatou en la
familia de polinomios cuadréticos [2].

Una de las formas de estudiar la autosimilaridad y la conexidad local de M es con la
teoria de renormalizacion [2, 13]. Algunas de las teorias de renormalizacién mas impor-
tantes son: la renormalizacion de Douady-Hubbard o de funciones de tipo cuadratico
[5, 14], la renormalizacién parabdlica [10] y la renormalizacién Siegel [16, 20].

Nuestro trabajo se enfoca en la renormalizacién de funciones tipo Siegel (Defi-
nicién 3.1.1), que son funciones holomorfas f : (Ur,a) — (C,«) con un punto fijo
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indiferente a(f), el cual satisface f(a) = a y f/'(a) = €*™. Ademds a(f) tiene una
vecindad donde es linealizable, esto quiere decir que la funcién f en dicha vecindad
es conjugada a una rotacién de dangulo 6 € [0, 1] N1, en el disco unitario. Su maximo
dominio de linealizacién Z; es llamado el disco de Siegel de f. Estaremos suponiendo
que f tiene un tinico punto critico el cual se encuentra en el quasicirculo 97, entonces
por [7, Teorema 3.2|,  tiene una fraccién continua simple donde todos sus elementos
son acotados (Definicién 1.4.2).

Uno de los trabajos mas importantes acerca de la renormalizacién de funciones
tipo Siegel es el de McMullen [16], donde trabaja con pares holomorfos (holomorphic
pairs) con el fin de complejizar los pares analiticos que conmutan (analytic commu-
ting pairs), es decir, el comportamiento dindmico en la frontera de los discos de Siegel
cerca del punto critico. Esta renormalizacién relaciona la aproximacién en fracciones
continuas de un nimero € con las funciones de primer retorno de la rotacién de angulo
0 en intervalos de la frontera del disco unitario. Cuando aplica éstas herramientas a
un polinomio cuadratico tipo Siegel con niimero de rotacion con fraccion continua
periddica, demuestra que las renormalizaciones convergen a un punto fijo, lo que da
una idea de la hiperbolicidad para estos parametros.

Después Yampolsky [20] introdujo la renormalizacion cilindrica y usando los resulta-
dos de la renormalizacion Siegel de McMullen, construye puntos fijos hiperbdlicos para
éste operador y prueba que la dimensién de su variedad inestable es exactamente uno.

Por otro lado en [3], Branner y Douady definieron un tipo de cirugia que encaja
la basilica de la rama-1/2 (limb-1/2) en el conejo de la rama-1/3 (limb-1/3), el cual
consiste en que para los pardmetros en la rama-1/2, a su conjunto de Julia lleno se le
pegan copias de ciertos sectores de su mismo conjunto de Julia lleno para asi obtener
conjuntos de Julia llenos de pardmetros en la rama-1/3, y viceversa, se pueden remo-
ver ciertos sectores del conjunto de Julia lleno de los parametros en la rama-1/3 para
obtener conjuntos de Julia llenos de parametros en la rama-1/2.

Usando los conceptos anteriores, en [7] definen un nuevo tipo de renormalizacién,
llamada renormalizacién pacman. Para esto, se introducen las funciones tipo pacman
(Definicién 1.1.1), las cuales son funciones holomorfas f : (U,a) — (V,«) entre dos
dominios anidados tales que f : U\ 7 — V \ 71 es una cubierta doble ramificada
donde v; es un arco que conecta o con 0V (Figura 2.1). La renormalizacién pacman
primaria de f (Definicién 2.2.2) se define al remover el sector S; acotado por 7 y
su imagen 7, luego se toma la primer funcién de retorno al complemento del sector
S1 (Figura 2.2). Esto se hace en tres pasos, primero definen una pre-renormalizacién
como un prepacman (Definicién 2.2.3), que es una funcién definida en un sector holo-
morfa a trozos con dos ramas; una rama es univalente mientras que la otra rama tiene
un unico punto critico y un pequeno sector anclado a la otra preimagen del punto
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fijo a.. Asi el prepacman se obtiene como las funciones de primer retorno al sector S
anclado al punto fijo a. Entonces el sector S se pega adecuadamente y con ello se
obtiene un pacman abstracto que finalmente se encaja en el plano complejo.

La renormalizaciéon pacman general de un pacman f existe si hay un prepacman de-
finido en un sector S anclado al punto fijo @ y tal que las funciones del prepacman
son iteraciones de f que realizan el primer retorno al sector S (Definicién 2.2.4). La
renormalizacién pacman es combinatoriamente alguna iteracion de la renormalizacion
pacman primaria. Este tipo de renormalizacién se usa principalmente en Siegel pac-
man (Definicién 3.1.3), que son funciones pacman que tienen una vecindad centrada
en el punto fijo a donde son funciones de Siegel. Aunque para aplicar este operador
de renormalizacion no es necesario que la funcion f sea un pacman, es suficiente que
exista un prepacman en el plano dinamico de una funcién analitica f con un punto
critico y con un punto fijo distinguido «, para que un operador de renormalizacion
pacman compacto y analitico pueda definirse alrededor de f (Observacion 2).

En [7], Teorema 1.1 ellos probaron que para cualquier niimero de rotacién € con

expansion en fraccién continua periédica (Definicién 1.4.2), el operador de renorma-
lizacién pacman tiene un tnico punto periédico f,, el cual es un Siegel pacman con
nimero de rotacion #. Mas atin, éste punto periddico es hiperbdlico con variedad ines-
table (Definicién 3.2.3) uno-dimensional y la variedad estable consiste de todos los
Siegel pacman con el mismo nuimero de rotacién. Al aplicar el operador de renorma-
lizacién pacman a los polinomios cuadraticos tipo Siegel en la cardioide principal de
M, con niimero de rotaciéon combinatoriamente periédico, obtuvieron coeficientes de
escalamiento para los centros de las pequenas copias satélites del conjunto de Man-
delbrot cercanas a estos parametros Siegel de combinatoria periédica.
En su siguiente trabajo [6], usaron los resultados anteriores para probar que M es
localmente conexo en ciertos parametros infinitamente renormalizables asi como sus
respectivos conjuntos de Julia, los cuales van a tener medida positiva. Ademas prue-
ban que M es autosimilar cerca de éstos parametros Siegel con ntimero de rotaciéon
de combinatoria periédica, pero no ahondaron en la extensién del operador de renor-
malizacion pacman a los parametros Siegel con nimero de rotacion de combinatoria
acotada.

En el primer teorema de éste trabajo probamos que, debido a los resultados en
[7], para cualquier Siegel pacman (o funcién de Siegel), con numero de rotacién de
combinatoria acotada (Definicién 1.4.2), existe alguna vecindad donde el operador de
renormalizacién pacman es compacto y analitico, ademaés actiia en los niimeros de
rotacién como alguna iteracion de la funciéon R, (Lema 2.4.2).

Teorema 1. Para cualquier Siegel pacman (o funcion de Siegel) f : Uy — V con
nimero de rotacion § € Oy,q, existe un Siegel prepacman F = (S, f¥=, fk+) alrededor
de cualquier punto x € 0Zy, diferente del punto critico o cualquiera de sus preimage-
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nes iteradas, y una funcion de pegado v : S — V' que proyecta a F al Siegel pacman
Rf : U — V' con nimero de rotacion R, (0), para algin t € N. También existen
pequenas vecindades de Banach Ny (f,e) y Ny/(Rf,0) y un operador de renormali-
2acion pacman

R : Nw<f, 8) — NU/(Rf, 5)

tal que R es compacto y analitico.

Cabe mencionar que cuando el nimero de rotacién es combinatoriamente periédi-
co (Definicién 1.4.2) el operador de renormalizacién pacman no es necesariamente el
mismo que en [7, Teorema 3.16], pues ellos construyeron un sector de renormalizacién
muy especifico que necesitaban para que el operador de renormalizacién pacman de-
jara fijo al Siegel pacman con nimero de rotacién periédico.

Debido al Teorema 1 pudimos definir un operador de renormalizacién pacman Ry
y construirle una herradura (Definicién 4.2.1), para ello necesitamos enfocarnos en un
tipo especifico de Siegel pacman, los estandar Siegel pacman (Definicién 3.1.9), ya que
podemos trabajar con sus clases hibridas (Teorema 3.1.10). Primero dada una M > 0
fija, definimos el conjunto de nuimeros de rotacién irracionales Oy,q(M) (Definicién
4.2.1), tales que su expresién en fraccién continua (Definicién 1.4.1) satisface que to-
dos sus elementos son acotados por M. Con esto podemos definir la herradura o el
conjunto de no escape Ay; (Definicién 4.2.1), como el conjunto de clases hibridas de
estdandar Siegel pacman con nimero de rotacién en Oy,,(M), estas clases son infinita-
mente renormalizables hacia atras y hacia delante bajo el operador de renormalizacion
R (Definicién 4.2.1), donde renormalizar una clase hibrida significa aplicar el ope-
rador de renormalizacién pacman Rj; a un representante de la clase hibrida, esto esta
bien definido debido al Teorema 1. El operador R, actiia en los nimeros de rotaciéon
como la funcién R, iterada cierto ntimero de veces de tal forma que elimina el pri-
mer elemento en la fracciéon continua del nimero de rotacion.

Para la conjugacién consideramos el espacio %(M) de sucesiones bi-infinitas de
nimeros naturales acotados por la constante M, con la topologia débil (Definicién
4.2.3). El corrimiento hacia la izquierda w : ¥(M) — X(M) mueve cada elemento
de la sucesién un espacio a la izquierda (Definicién 4.2.3). El siguiente teorema lo
probamos de manera similar a como Lyubich prueba [12, Lema 8.1], pero en lugar
de pedir la condicién de a priori bounds, usamos que el conjunto ©y,q(M) es cerrado
(Observacion 5).

Teorema 2. Para cualquier M > 0 el conjunto Ay es una herradura para el operador
de renormalizacion Ry : Ay — A el cual actia en las clases d/e\ estdﬁdar Siegel
pacman con nimero de rotacion en Op,q(M). La extension natural Ry : Ay :— Ay
es un homeomorfismo topolégicamente conjugado al corrimiento a la izquierda w :
(M) — X(M) mientras que Ry es semiconjugada a w.
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Para mostrar que el conjunto A;; es una herradura para el operador de renormali-
zacién R s necesitamos probar que cualquier elemento del conjunto Ay, tiene érbitas
bi-infinitas y precompactas con respecto al operador de renormalizaciéon pacman Ry,
y también que este operador de renormalizacién es topologicamente semiconjugado al
corrimiento a la izquierda en el espacio (M) con la topologia débil.

Con los Teoremas 1 y 2 construimos una herradura de renormalizacién para el
operador de renormalizacién pacman R,; para funciones Siegel pacman con niimero
de rotacion acotado. Debido a ésta conjugacion con el corrimiento por la izquierda en
el espacio de sucesiones bi-infinitas de niimeros naturales acotadas por una constante
(M) podemos saber perfectamente como es que el nimero de rotacién va cambiando
cada vez que el operador de renormalizacion es aplicado. Esto puede ser usado para
construir una variedad estable e inestable para al operador R, y finalmente llegar que
éste operador es hiperbdlico, con lo cual se tendria una generalizacién del [7, Theo-
rem 1.1] y un mejor entendimiento de los pardmetros en la frontera de la molécula
principal del conjunto de Mandelbrot.

En el primer capitulo damos algunos preliminares como son las definiciones de
conjunto de Julia y el conjunto de Mandelbrot, adema&s de algunos resultados clasicos
de la dinamica holomorfa que ocupamos para desarrollar éste trabajo. Luego damos
un breve contexto de la teorfa cldsica de renormalizacién (Douady-Hubbard), donde
enunciamos el Teorema de Hiperbolicidad de Lyubich [12, Hyperbolicity Theorem],
cuya primera parte nos sirviéo como punto de partida para para trabajar nuestro resul-
tado, el Teorema 2. Concluimos con la expansion en fraccién continua de un niimero
y algunas de sus propiedades que ocuparemos para trabajar con la renormalizacion
pacman, ademés definimos los conjuntos de niimeros de rotacién combinatoriamente
periddicos y acotados en los cuales estaremos trabajando con la funcién R,,,.

En el capitulo dos definimos las funciones tipo pacman, la renormalizacién pacman
primaria y los prepacman, para asi poder empezar a trabajar con la renormalizacion
pacman. Luego vemos que esta renormalizacién nos genera un operador en el espacio
de funciones analiticas y que ademés dicho operador es compacto y analitico. Final-
mente vemos cémo se construye la renormalizacion de sector en el disco unitario, que
es la base de la renormalizacion pacman primaria, por lo cual esta directamente rela-
cionada con la funcién R,,,, la cual va a estar actuando en los nimeros de rotacion
de las funciones pacman y damos un ejemplo de como actiia en la anti-media dorada
1/¢?, donde ¢ = (1 + /5)/2 es la media dorada o proporcién durea.

En el tercer capitulo se definen las funciones Siegel, Siegel pacman y una relacién
de gran importancia entre ellas, la conjugacién hibrida, que después nos va a permitir
trabajar con las clases de equivalencia. También vemos los principales resultados de
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la renormalizaciéon pacman, entre ellos el Teorema del punto fijo hiperbélico (Teorema
3.2.5) para cualquier nimero de rotacién de combinatoria periédica. Terminamos con
un ejemplo de como se usa este teorema para estimar las distancias en el conjunto de
Mandelbrot entre el punto c¢(1/¢?) y los centros de las componentes hiperbélicas que
van aproximando a la anti-media dorada 1/¢* mediante fracciones continuas.

En el capitulo cuatro primero vemos que el Teorema 1 es cierto. Después defini-
mos la herradura de renormalizacién Aj; en las clases de estandar Siegel pacman con
nimero de rotacién con combinatoria acotada (Definicién 4.2.1). Luego a partir de
que una clase en Ay nos determina una sucesion de clases hibridas de estdndar Siegel
pacmen podemos definir la extensién natural A,; de éste operador (Definicién 4.2.3).
Observamos que el conjunto O, (M) es cerrado (Observacién 5) lo cual se ocupa
fuertemente para demostrar el Teorema 2. Dividimos la prueba del Teorema 2 en
dos lemas. En el primero vemos que la herradura de renormalizacion es precompacta
respecto a la renormalizacién de érbitas y en el segundo probamos que la extension
natural es conjugada a la funcién de corrimiento a la izquierda en el espacio de suce-
siones bi-infinitas de niimeros naturales acotados por una constante. Concluimos con
algunas posibles direcciones para continuar éste trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En ésta tesis trabajaremos con funciones holomorfas en el plano complejo C y la
esfera de Riemann C. Principalmente estamos interesados en la dindmica de éstas
funciones cuya teoria puede consultarse en [1, 4, 14].

1.1. Conjuntos de Julia y Fatou

La dinamica estudia sobre todo los procesos de iteracion, los cuales repiten los
mismos procedimientos sobre resultados obtenidos en el paso anterior. Por ejemplo
al iterar una funcién en el plano complejo es que se generan los conjuntos de Julia y
Fatou (Definicién 1.1.5).

Definicién 1.1.1. Sean X € C y f : X — X una funcién. Para cada n € NU {0}
sea f™ la funcion f*: X — X definida para cada x € X como

@)=, fi(z) = f(2), fAz)=f(f@),..., ["(@)=Ff(f"" (@) sin>1.

A f™(z) le llamaremos la n-ésima iteracion de f en x.
Si f es una funcion invertible en X y su inversa es la funcion f~1, podemos definir
f": X — X para todon € N como:

fHa) = @), f @) = @) fT ) = fHM (@) sin > L

Asi para cada x € X se define la érbita de x bajo f como la sucesion de puntos
{f"(x)}neny C X y en caso de que f sea invertible en X también podemos tomar la
orbita {f7"(x) fnen C X.

Por otro lado sea A C X, al considerar f~1(A) nos referimos a la imagen inversa de
A bajo la funcion f es decir al conjunto {z € X | f(z) € A}. Por lo cual aunque f
no sea una funcion invertible, podemos definir para toda n € N el conjunto

FUDA) = FHFA)).
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Por ejemplo si f es un polinomio de grado n, entonces dado k € N, la k-ésima
iteracién f* serd un polinomio de grado n*.
En el caso de que f sea un polinomio, consideramos que f(oco) = oo y entonces
f: C — C. Por lo cual podemos ver a {f*}.cy como una sucesién de funciones
analiticas en C.

La descripcién del comportamiento local cerca de los puntos fijos sirve como punto
de partida para el estudio de los sistemas dinamicos complejos.

Definicién 1.1.2. Decimos que un punto zy € C es un punto periodico de periodo
k € N de una funcion f si f*(z0) = 20 v f?(20) # 20 para toda j < k. Como la drbita
de zy es finita y consta solo de k elementos, se le llama orbita periddica o ciclo
de periodo k.

El nimero X = (f*)'(29), se llama multiplicador de f en z,. Los puntos fijos se
clasifican de acuerdo a su multiplicador como sigue:

a) Atractor si |\ < 1. Cuando A =0 le llamamos superatractor.
b) Repulsor si |A| > 1.

¢) Neutral racional si |\ =1 y XA =™ con 0 € Q.

d) Neutral irracional si |\ =1 y A= €2 con 0 € .

Por otra parte decimos que zy es un punto critico de la funcion analitica f en zy si

f'(z) = 0.

Notemos que podemos ver a un punto k-periédico de f como un punto fijo de la
funcién f*, por lo cual toda la teorfa de los puntos fijos se puede aplicar a un punto
k-periédico para la funcién f*. Ademas el multiplicador de un k-ciclo es el mismo en
cualquier punto de la k-6rbita pues por la regla de la cadena se tiene

“ 17 )

por lo cual el comportamiento de la funcién alrededor de cualquier punto del ciclo es
el mismo.
Por ejemplo para f.(z) = 2% + ¢, con ¢ € C, sus puntos fijos cumplen f.(29) = 2

por lo tanto son dos

1++/1—4c

5
excepto cuando ¢ = 1/4 pues ambos puntos fijos colapsan en uno sélo zg = 1/2, el cual
va a ser un punto fijo neutral racional. El punto fijo con el signo positivo en la raiz

212 =
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cuadrada, siempre serd un punto fijo repulsor (excepto cuando ¢ = 1/2) y se le llama
f-punto fijo. Mientras que el punto fijo con el signo negativo en la raiz cuadrada
se le llama punto fijo o y puede variar entre ser un punto fijo atractor, neutral o
repulsor.

El punto fijo a es atractor cuando |f.(«)] < 1 es decir

[1—v1—4c¢| <1

, por lo cual

c(6) = 62:0 - (62:9)2. (1.1)

Nos interesan los multiplicadores A de los puntos peridédicos porque cerca de éstos
puntos es facil decir como se va a comportar la funcién, pues al ser diferenciable se
puede aproximar como A\z. Por ejemplo los puntos suficientemente cercanos a un pun-
to fijo atractor zy van a empezar a acercarse al punto fijo con cada iteracién de la
funcién, méas ain podemos decir que la sucesién de funciones {f"},en va a converger
uniformemente en una vecindad del punto fijo zo a la funcién de valor constante z.
Por otro lado puntos suficientemente cercanos a un punto fijo repulsor se alejan de él
con cada iteracion.

Otra forma de estudiar el comportamiento dinamico de una funcién alrededor de
ciertos puntos es transformarla en una funcién més sencilla a través de un cambio de
coordenadas, es decir, bajo una conjugacion.

Definicién 1.1.3. Decimos que una funcion f: U — U es topolégicamente con-
jugada a una funcion g : V. — V, si existe un homeomorfismo p : U — V tal
que
g=wpofop .

En particular estamos interesados cuando tenemos una conjugacion conforme,
es decir, cuando ¢ es un homeomorfismo conforme, esto es analitica y biyectiva
o equivalentemente derivable y el valor de su derivada distinto de cero en todos los
puntos de su dominio.

Las funciones conformes tienen la propiedad especial de que conservan el angulo
entre dos curvas que pasan por un punto. Por ejemplo, cuando pedimos que la funcién
de conjugacién ¢ : C — C sea conforme y que ademas sea una biyecciéon de plano en
el plano, entonces debe ser de la forma ¢(z) = az + b, con a,b € C.

De la definicion anterior podemos ver que ¢ también es una conjugacién entre f™
y ¢", o en caso de que f y g sean invertibles, entonces ¢ conjuga a sus inversas. Por lo
tanto la imagen ¢(2p) de un punto k-periddico zy de f va a ser un punto k-periédico



24 Capitulo 1. Preliminares

de su conjugada g. Si ademads la conjugacién ¢ es conforme, entonces también se van
a preservar los multiplicadores. Por lo cual podemos decir que bajo una conjugacion
conforme se van a preservar las dinamicas.

Estaremos trabajando con una familia en particular de los polinomios de segundo
grado en los complejos, dado ¢ € C definimos

fo(z) =22 +ec

Esta familia tiene la propiedad especial de que dado cualquier polinomio de segundo
grado en los complejos P(z), existe un tnico ¢ € C tal que P(z) y f.(z) son con-
formemente conjugados. Asi, basta estudiar la dindmica de los polinomios f.(z) para
entender la dinamica de los polinomios de grado dos, ademés de que éstos polinomios
estan parametrizados por el plano complejo.

Notemos que el 0 es el inico punto critico de ésta familia de polinomios.

Lo siguiente también sucede no sélo para los puntos fijos sino para los k-ciclos que
son puntos fijos de f*, para toda k& € N. Suponga que tenemos una funcién analitica
en 2

f(z2) =20+ Az — 20) +alz — 2)P . ..

con p > 2, por el Teorema de Koenings [4, Teorema 2.1] si 2y es un punto fijo atractor
(no superatractor), entonces siempre existe una conjugacién conforme entre f(z) y la
funcién Az, andlogamente si z; es un punto fijo repulsor. Mientras que si tenemos un
superatractor, por el Teorema de Boettcher [4, Teorema 4.1] sabemos que existe una
conjugacién conforme de f(z) con la funcién z? en el circulo unitario.

Cuando tenemos un punto neutral racional puede conjugarse en ciertos sectores an-
clados a zy (pétalos atractores) con la funcién z + 1 en el semiplano superior donde
el oo toma el papel de zy [4, Capitulo 2, Seccién 5).

El caso que mds nos va a interesar es cuando A\ = 2™ con 6 € I, para éste existe
una conjugacién conforme con la rotacion de angulo 6 en el circulo unitario siempre
y cuando 6 sea diofantino [4, Teorema 6.4], es decir, mal aproximado por nimeros
racionales, en el sentido de que deben existir ¢ > 0y pu < oo tales que

C

> 2

q

para todos los enteros p, q con g # 0. Para p > 2 fijo, la condicién anterior se cumple
para casi todos los nimeros reales. Cuando existe ésta conjugacién decimos que f es
linealizable en z; con niimero de rotacion 6 y al méximo dominio de linealizacién
Z; le llamamos disco de Siegel (Figura 1.1) y decimos que f es una funcién de
Siegel (Definicién 3.1.1). Mientras que, si el punto fijo neutral irracional 2y es tal que
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Figura 1.1: En el lado izquierdo se muestra con una cruz blanca la posicién del parame-
tro ¢(0) € OM cuando € es la anti-media dorada, es decir, § = %5 ~ 0.381966 ... =
1 — [0;1], el cual nos genera una funcién de Siegel fe(ey la cual tiene un conjunto de
Julia que se muestra en el lado derecho de la figura, donde la frontera del disco de
Siegel es la curva de color blanco.

f no es linealizable en zy, se dice que tenemos un punto de Cremer [17, Capitulo 11].

Para trabajar los conjuntos de Julia y de Fatou de un polinomio, los cuales se
empezaron a estudiar por P. Fatou y G. Julia aproximadamente en la segunda década
del siglo pasado, se ocupa la nociéon de una familia normal de funciones.

Definicién 1.1.4. Sea U C C un subconjunto abierto y conexo. Sea F : {f : U — @}
una familia de funciones analiticas en U. Decimos que F es una famailia normal
en zg € U si para toda toda sucesion { f,tneny C F existe una subsucesion { fn, tren C
{fn}nen que converge uniformemente en subconjuntos compactos en una vecindad de
zg contenida en U, a una funcion fo.

Los conjuntos de Julia y Fatou de la funcién van a dividir a C en dos partes, el
conjunto de Fatou contiene a los puntos donde la familia de funciones generada por
las iteradas de la funcién se comporta de una misma manera o de manera estable,
mientras que el conjunto de Julia contiene a los puntos cadticos, es decir, en cualquier
vecindad de éstos existen puntos que bajo las iteraciones de f se comportan de manera
muy distinta.

Definicién 1.1.5. Sea f : C — C una funcion analitica. Definimos el conjunto de
Fatou de f, F(f), como el conjunto de puntos zy € C para los cuales eziste una
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vecindad donde la familia de funciones { f™}n,en es normal. Se define el conjunto de
Julia de f, J(f), como el complemento del conjunto de Fatou.

También pueden definirse el conjunto de Julia lleno o el conjunto de puntos pri-
sioneros K (f) como todos los puntos tales que su dérbita estd acotada (en las figuras
1.1y 1.2 (lado derecho) K (f) esta pintado de color negro) y al conjunto de Julia como
la frontera de éste conjunto. Mientras que el conjunto de Fatou seria el complemento
del conjunto de Julia. Las definiciones son equivalentes pero se utiliza la definicién de
familia normal porque asi puede usarse el Teorema de Montel ([1, Teorema 3.3.4]) y

la teoria de sucesiones funciones analiticas equicontinuas.

A continuacién tenemos un listado de las propiedades mdas importantes de los
conjuntos de Julia y Fatou de un polinomio.

Proposicién 1.1.6. Dado un polinomio f su conjunto de Julia J cumple:
1. J#0, J C K, el interior de J es vacio y J es compacto.

2. J y F son completamente invariante bajo [ es decir J = f(J) = f~YJ) y
F=f(F)=fF).

3. Para todo k € N, J = f*(J) = f~5(J) y J(f) = J(f*).

4. J es un conjunto no numerable y perfecto, es decir, cerrado y sin puntos aislados.
5. Sizg € J, entonces U5 o f"(20) es denso en J.

6. El conjunto de puntos periodicos repulsores es denso en J.

7. El conjunto de los puntos periodicos atractores de f estd contenido en F y el
conjunto de puntos periddicos repulsores en J.

8. El oo es un punto fijo superatractor, por lo tanto pertenece al conjunto de Fatou.

Uno de los teoremas mas importantes de Fatou, es el siguiente el cual nos dice
que la conexidad del conjunto de Julia de un polinomio depende de las érbitas de sus
puntos criticos.

Teorema 1.1.7. Para un polinomio en C, su conjunto de Julia lleno es conexo si y
solo si las orbitas de sus puntos criticos son acotadas.
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1.2. Conjunto de Mandelbrot

A finales de la década de los 70’s B. Mandelbrot hizo un experimento en un la-
boratorio de cémputo de IBM que consistié en pintar cada pixel de la pantalla que
representa a un punto ¢ € C de negro si el conjunto de Julia del polinomio f.(z) = 2%+c
era conexo y de blanco si era disconexo. Lo que encontré fue un conjunto delimitado
por una curva ramificada que el llamé Separator (Figura 1.2), este conjunto es el que
ahora conocemos como el conjunto de Mandelbrot.

Para trabajar con dicho conjunto, estaremos ocupando la familia de polinomios cuadrati-
cos f., donde ¢ € C y denotaremos su conjunto de Julia y de Fatou como J. y F¢,
respectivamente. El siguiente corolario se obtiene del Teorema 1.1.7, pues la familia
fe tiene al cero como su tnico punto critico.

Corolario 1.2.1. FEl conjunto J. es conexo si y solo si la érbita del cero es acotada.
Por otro lado J. es un conjunto de Cantor (totalmente disconezo) si y sdlo si la drbita
del cero no es acotada.

Asi para definir el conjunto de Mandelbrot es suficiente fijarnos en la érbita del
cero para la familia de polinomios f,.

Definicién 1.2.2. Definimos al conjunto de Mandelbrot M como
M :={ceC:J.es conexo} ={ce C: {f0)}nen es acotada}.

El conjunto de Mandelbrot nos permite entender como es que va cambiando la
dinamica de las funciones f. conforme el parametro ¢ € C se va moviendo a través de
M, ya que el comportamiento de J., en particular los ciclos periédicos de f., estan
estrechamente relacionados con la ubicacién de ¢ € M. Por ejemplo si f. tiene un
ciclo indiferente, entonces ¢ € M, pero si tiene un ciclo atractor, entonces ¢ esta en
el interior de M.

La cardioide principal es la curva mas grande con forma de corazén que delimita
a M y se define como los parametros ¢ € dM para los cuales f. tiene un punto fijo
indiferente, la cual estd parametrizada en la ecuacién (1.1) por el angulo 6 € [0, 1].
Cuando 0 = p/q € [0,1] N Q se dice que f,p) tiene un punto fijo parabélico en su
punto fijo o, ademads de ¢(6) brota una componente hiperbélica con combinatoria p/q
la cual contiene una copia homeomorfa del conjunto de Mandelbrot con combinatoria
p/q. Mientras que si § = p/q € [0,1] N1y ademds € es diofantino, entonces tendre-
mos parametros c(f) los cuales generan funciones f,g) de tipo Siegel con niimero de
rotacién 6, por ejemplo cuando 6 es igual a la anti-media dorada denotada 1/¢?

(Figura 1.1), donde ¢ = %5 es la media dorada o razén aurea, por lo cual

1 3-V5h

¢? 2
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Figura 1.2: Del lado izquierdo observamos al conjunto de Mandelbrot M, con una
cruz blanca indicando la posicién del parametro ¢(f) € M cuando 6 = 1/4, el cual
nos genera una funcién parabdlica f.(1/4) cuyo conjunto de Julia se muestra en el lado
derecho de la figura, donde la linea blanca punteada es la 6rbita que sigue el 0 entre
cada pétalo de la flor de Fatou convergiendo su centro, es decir, al punto fijo o con
multiplicador ez’

Ya se han demostrado distintas propiedades del conjunto de Mandelbrot por ejem-
plo: M C B(0,2), es conexo, compacto, su complemento también es conexo, entre
otras [2, Seccién 7]; pero todavia existen problemas no resueltos acerca de M, el mas
importante es el de probar que la frontera de M es localmente conexa, ademaés éste
problema se relaciona con la conjetura de la densidad de las funciones racionales
hiperbdlicas (funciones cuyas érbitas de sus puntos criticos convergen a sus ciclos

periddicos atractores) en el espacio de funciones racionales [2].

1.3. Renormalizacion

Cuando las nuevas estructuras que descubrimos resultan ser semejantes a la estruc-
tura completa se da el fenémeno de autosimilaridad, ésta es una de las peculiaridades
mas importantes del conjunto de Mandelbrot ya que podemos encontrar una infini-
dad de pequenos subconjuntos muy similares a él, mas no iguales, en una vecindad
de cualquier punto en la frontera de M. La mayoria sélo son visibles al hacer un
acercamiento lo suficientemente grande a la frontera de la imagen de M por medio
de una computadora. Para estudiar este fenémeno se usa la teoria de renormalizacion
la cual fue introducida por Douady y Hubbard [5]. Para esto se tiene que ampliar
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el lugar de trabajo de la familia de polinomios cuadréticos del tipo f. al espacio de
funciones de tipo cuadratico, el cual es un espacio de funciones de dimensién infinita
que conserva las propiedades que nos interesan de dichos polinomios.

Definicién 1.3.1. Sean U C U’ dos discos topoldgicos en C. Una funcién f : U —
U’ holomorfa, cubriente ramificada de grado dos se llama una funciéon de tipo
cuadrdtico. Se normalizan de tal forma que el punto critico sea el 0.

Su conjunto de Julia lleno se define como su conjunto de no escape

K(fy={2z€U: f"(2)elU, n=0,1,2,...}
y su frontera serd el conjunto de Julia J(f).

Las funciones de tipo cuadratico generalizan de cierta forma a los polinomios de
segundo grado pues como ya dijimos conservan las principales caracteristicas dinami-
cas de los polinomios cuadréticos, por ejemplo K(f) y J(f) son conexos si y sélo si
0 € K(f), en caso contrario son de tipo Cantor [14, 28.1.3].

Para trabajar con gérmenes de tipo cuadratico se define la relacion de ajuste,
la cual nos dice que una aplicacién de tipo cuadratico es el ajuste de otra si ambas
funciones son iguales en la restriccién de un dominio méas pequeno que contenga al
punto critico 0. Por ejemplo cualquier polinomio f. determina un gérmen de tipo
cuadratico, al restringir f, a la preimagen de un disco suficientemente grande (que
contenga la imagen del punto critico).

En [12], Lyubich dota al subconjunto de gérmenes con conjunto de Julia conexo con
una topologia y una estructura analitica compleja modelada por espacios de Banach.

Para definir una nueva clase de conjugacion mas general que la conjugacion con-
forme se usan las funciones quasiconformes. Estas funciones que son una herramienta
estandar para el estudio de sistemas dinamicos, aunque generan curvas de Jordan
bastante irregulares tienen, en cierta forma, una cota para su deformacion.

Definicién 1.3.2. Usando la notacion estandar sean dz = dx +idy, dz = dx —idy y

_of 1 . _of 1 ,
fz—g—i(fx ny)a fz—g_é(fﬂc_szy)
Un homeomorfismo f : X — Y es K-quasiconforme si localmente tiene derivadas
distribucionales en L*(X) y si la dilatacién compleja p dada localmente por

( )d_E_f_g_ 8f/8§d_§
M = 1 7 102 dz
satisface

K—1
K+1

|| < casi donde quiera con la medida de Lebesgue.
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A la dilatacion p también se le llama coeficiente de Beltrami de f y a la ecuacion
fz=nf. sele llama ecuacion de Beltrama.

Con ayuda de las funciones quasiconformes se define una nueva clase de conju-
gacion mas general que la conjugacién conforme, la conjugacién hibrida [12, p. 339].
Nosotros también estaremos ocupando ésta conjugacién para relacionar a las funciones
de Siegel y Siegel pacman (Definicién 3.1.4), pues ésta conjugacién sigue preservando
la dindmica dentro de los conjuntos de Julia.

Definicién 1.3.3. Dos funciones de tipo cuadrdtico f : U — U',g : V. — V' son
topdlogicamente (quasiconformemente) conjugadas si existe un homeomor-
fismo (quasiconforme) h : (U',U) — (V',V) tal que h(f(2)) = g(h(2)), para toda
z € U. Dos gérmenes de tipo cuadrdtico son topoldgicamente (quasiconformemente)
conjugados si existe una eleccion de representantes que son topoldgicamente (quasi-
conformemente) conjugados. Si h es conforme casi dondequiera en el conjunto de Julia
lleno entonces decimos que f y g son hibridos equivalentes.

De hecho de acuerdo con el Teorema de Enderezamiento [5, Straightening Theo-
rem 1] las restricciones del dominio que hacen a los polinomios cuadréticos funciones
de tipo cuadratico representan a todas la funciones de tipo cuadratico bajo la relacion
de conjugacién hibrida, es decir cualquier funcion de tipo cuadratico es hibrida equi-
valente a alguna restriccion de un polinomio cuadratico f. y éste polinomio es tinico
si el conjunto de Julia es conexo, las clases hibridas se denotan #(c). Esto lleva
a una laminacién por clases hibridas de la familia de gérmenes de funciones de tipo
cuadratico con conjunto de Julia conexo. Las cuales son subvariedades holomorfas,
conexas de codimension-uno del espacio de gérmenes de funciones de tipo cuadratico
[12]. Con ayuda de la funcién de enderezamiento se prueba que hay homeomorfismos
conformes en el interior de las copias y también homeomorfismos quasiconformes en
el complemento de las copias del conjunto de Mandelbrot.

Podemos entender un sistema dinamico f a pequena escala, al considerar una
restricciéon y una cierta iteraciéon (la de primer retorno al dominio restringido) de
la funcién de tipo cuadratico y encontrar otra dindmica relacionada con la original,
el nuevo sistema dindmico R(f) se le llama la renormalizacién del sistema original
f. Puede pasar que R(f) sea muy parecido a f y entonces podemos tratar de re-
petir éste procedimiento y construir una segunda renormalizacién R?(f), hay casos
donde podemos repetir este procedimiento infinitamente y con ello obtener una suce-
sién de renormalizaciones, la cual va a estar relacionada con el sistema original [13].
La siguiente definicién de renormalizacién fue introducida por Douady-Hubbard [14,
28.4.1].

Definicién 1.3.4. Sea f una funcion de tipo cuadrdtico tal que podemos encontrar
discos topoldgicos U € U’ alrededor del 0 y un entero p > 0 tal que g = fP: U — U’
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vuelve a ser una aplicacion de tipo cuadrdtico con conjunto de Julia conexo. Suponga-
mos que los pequenos conjuntos de Julia f¥(J(g)), k=0,1,...,p—1 no se intersectan
entre ellos excepto tal vez en sus puntos fijos repulsores 5. Entonces la funcion f se
dice renormalizable de periodo p y a la funcion g se le llama prerenormali-
zacion de f. Al gérmen de la funcion de tipo cuadrdtico g, considerada mddulo una
conjugacion afin, se le llama renormalizacion R(f) de f.

Figura 1.3: En el lado izquierdo de la figura en color rosa observamos un copia maximal
de M de periodo 12, con una cruz blanca se indica la posicién del parametro c en la
copia. En el lado derecho de la figura observamos una parte del conjunto de Julia de
fe v en rosa esta el conjunto de Julia resultante al considerar una renormalizacion de
periodo 6, es decir, al considerar una restriccién de f¢, donde la cruz blanca indica el
valor critico tanto de f. como de f5.

Notemos que cuando aplicamos la renormalizacién a una funcién de tipo cuadrati-
co que proviene de la restriccion de un polinomio, no obtenemos un polinomio sino
una funcién de tipo cuadratico, es por esto que se introducen éste tipo de funciones
para trabajar en un mismo espacio con el operador de renormalizacién. Asi la renor-
malizacion de un gérmen sera la renormalizacion de uno de sus representantes, ésta
misma idea se aplica a las clases hibridas de los Siegel pacman (Definicién 4.2.1).

Si tenemos un parametro superatractor ¢ # 0 en M, gracias al teorema de ende-
rezamiento, le podemos asociar una copia del conjunto de Mandelbrot ¢ * M, donde
el homeomorfismo entre la copia y todo el conjunto manda al centro ¢ en el 0 y el
punto r. correspondiente a 1/4 se le llama la raiz. Cada copia ¢ M tiene un p > 1 tal
que cualquier punto en la copia ¢ € ¢x M (excepto posiblemente la raiz) y cualquier
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gérmen de tipo cuadrético en la clase hibrida f € H(¢'), tiene un dominio U > 0 tal
que fP|y es una aplicacién de tipo cuadratico y por lo tanto f es renormalizable
de periodo p. El periodo de la copia p(c * M) es el maximo de tales p y decimos
que la copia ¢ * M es maximal si existe sélo una de tales p o equivalentemente, si no
pertenece a otra copia excepto a M (Figura 1.3).

Debido a que una vez que tenemos una funcion de tipo cuadratico que sea renorma-
lizable bajo cierto periodo p y que en una vecindad suficientemente pequena de éste
todas las funciones son de tipo cuadratico y renormalizables con el mismo periodo,
entonces existe un operador de renormalizacién canénico R definido como la
p-ésima iterada de f restringida a una vecindad adecuada U del punto critico de tal
forma que fP|y es una funcién de tipo cuadrético. Este operador de renormalizacién
actia en el espacio de gérmenes de tipo cuadratico con conjunto de Julia conexo (Fi-
gura 1.4) y como éste espacio tiene una estructura analitica compleja modelada por
espacios de Banach [12], el operador de renormalizacién tiene una extensién analitica
a alguna vecindad de los gérmenes pues lo que hace el operador de renormalizacion
es tomar una restriccion de la p-ésima iteracion, por lo cual el operador es analitico
[12, Seccién 5.3].

Figura 1.4: En la imagen tenemos un esquema de como se va moviendo el operador de
renormalizacion R entre transversales a las clases hibridas de gérmenes de funciones
de tipo cuadrético H.. En éste caso primero se manda la clase H,. del centro ¢ de la
componente hiperbdlica de periodo 4 a la clase del centro de la componente de periodo
2 y finalmente a la clase del centro de la componente de periodo uno es decir, la clase
correspondiente al parametro 0, todo mediante renormalizaciones de periodo 2.

Por ejemplo hay funciones de tipo cuadratico f que s6lo podemos renormalizar
un numero finito de veces pero si la renormalizacién R"™(f) estd definida para toda
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n € N, entonces decimos que f es infinitamente renormalizable, esto significa que
el parametro ¢ € M que representa a la clase hibrida de f pertenece a una infini-
dad de copias del conjunto de Mandelbrot. Las propiedades asintéticas de la sucesion
de renormalizaciones {R"(f)}nen refleja la microestructura del sistema original; por
ejemplo si R™(f) converge a una funcién f, independientemente de f que varia en una
clase hibrida, entonces todas las funciones en dicha clase tienen en pequenas escalas
una geometria universal representada por f, (Teorema 1.3.5 inciso ii).

El itinerario o tipo combinatorio [12, p. 366] de una funcién infinitamente renor-
malizable f es

T(f) = {MO, My, My, ... M,,.. }

donde M, es la copia méaxima que contiene al pardmetro ¢, de la clase hibrida R™(f),
de la n-ésima renormalizacién de f.

Se dice que f tiene combinatoria real si todas las copias en 7(f) son reales, es decir,
su centro es un numero real. Una funcion de tipo cuadratico infinitamente renormali-
zable se dice de tipo acotado si el itinerario 7(f) esta variando entre un nimero finito
de copias M, lo cual es equivalente a que todos los periodos p(M,,) de las copias son
acotados, ésto guarda una gran similitud con los angulos de rotacién de tipo acotado
(Definicién 1.4.2) y por eso trabajamos la extensién del operador de renormalizacién
de Siegel pacman con angulos de rotaciéon de tipo periddico andlogamente a como
lo hace Lyubich para extender el operador de renormalizacion de parametros infini-
tamente renormalizables con itinerario estacionario a itinerario acotado [12, Seccién §].

La teoria de renormalizacion también esta relacionada con la conexidad local de
M, pues por ejemplo ya se sabe que para cualquier polinomio f., con ¢ € M, que
no sea infinitamente renormalizable, entonces M es localmente conexo en c¢. Lo cual
reduce la conjetura MLC a los parametros en la frontera de M que son infinitamente
renormalizables [2, Teorema 11.7].

Lo que se busca con la construccion de un operador de renormalizacion es probar
su hiperbolicidad [11, Capitulo 4]) en ciertos pardmetros pues con ello se obtienen
resultados acerca de la autosimilaridad de M, ésto es lo que hace Lyubich con el
siguiente Teorema [12, Hyperbolicity Theorem].

Teorema 1.3.5. Sea >4 el espacio de sucesiones bi-infinitas en d simbolos y w : g —
Yq la transformacion de corrimiento de un lugar hacia la izquierda en éste espacio.
Si existe un operador de renormalizacion R de tipo real acotado en la union de d-
franjas de renormalizacion, entonces existe un conjunto R-invariante y compacto A,
la herradura de renormalizacion, con las siguiente propiedades:

i) La restriccion R|A es topoldgicamente conjugado a w|¥, y es uniformemente
hiperbaolico.
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i1) Cualquier hoja estable W*(f), f € A, coincide con la clase hibrida de f y tiene
codimension uno.

iii) Cualquier hoja inestable W (f) es una curva analitica que pasa transversalmente
a través de todas las clases hibridas reales excepto la cispide (la correspondiente
ac=1/4).

Donde las hojas estables W*(f) de f (inestables W*(f)) (Véase Definicion 3.2.3),
son las componentes conexas que contienen a f, en el espacio de funciones de tipo
cuadrdtico, definidas de tal forma que las orbitas hacia adelante (atrds), bajo el ope-

rador de renormalizacion R, son exponencialmente asintoticas a la correspondiente
orbita de f.

Figura 1.5: En la imagen se observa un esquema de la variedad estable e inestable en
el punto fijo hiperbdlico del operador de renormalizaciéon del Teorema 1.3.5.

En el teorema anterior el conjunto A es un conjunto formado por gérmenes de
tipo cuadratico infinitamente renormalizables con conjunto de Julia conexo. El inciso
i) nos dice que el operador de renormalizacién es conjugado al corrimiento por la
izquierda en el espacio de simbolos formado por copias de M. Nuestro resultado Teo-
rema 2 es un analogo a éste inciso pero con el operador de renormalizaciéon pacman y
es el primer paso para probar la hiperbolicidad y el resto del teorema. Las partes i)
y #i1) nos dicen que el conjunto de gérmenes que convergen a f bajo la iteracién de
R son los hibridos equivalentes a f y su complemento lo podemos parametrizar por
el plano, es decir la variedad inestable cerca del punto hiperbdlico es de dimension
uno-compleja e intersecta en un sélo punto a las clases hibridas reales (Figura 1.5).
La parte clave para probar la autosimilaridad de M es la hiperbolicidad del operador
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en la herradura de renormalizacion, lo cual resulta muy dificil de probar y por eso Lyu-
bich sélo lo demuestra para parametros reales. Para el operador de renormalizacion
pacman lo demuestra cuando tiene un punto fijo [12, Teorema 7.7] y nosotros cons-
truimos la herradura de renormalizacién para una clase méas general de pardmetros

(Definicién 4.2.1).

1.4. Fracciones continuas

En ésta seccién vamos a definir la expresion en fraccién continua de un nimero
[16, 22|, la cual estd relacionada con la aproximacién de nimeros irracionales [17,
Apéndice C], la linealizacién de funciones de Siegel [17, Capitulo 11] y serd usada en
el Lema 3.1.7 para describir como cambia el niimero de rotacién cuando se aplica la
renormalizaciéon pacman.

Definicién 1.4.1. Una fraccion continua generalizada es una expresion de la
forma

b
CLO+ !

b
a + 2

. by,
as + -+

an + -
donde ag € Z y a; € N, para toda i € N, son llamados coeficientes o términos de la
fraccion continua. Si todas las b; son iguales a 1 para toda i € N

CLO+

1
a, +

decimos que tenemos una fraccion continua (simple) y se escribe de la forma

lag; ay, as, .. .|

Debido a un resultado de Euler [22, p.177], todo nimero real a puede representar-
se de manera tnica por una fraccién continua (simple), la cantidad de coeficientes de
dicha fraccién continua es finita si « es racional e infinita si « es irracional (los nime-
ros racionales pueden tener dos representaciones debido a que [ag; aq,aq, ..., a,] =
[CLO; a1, a9, ...,0y — 1, 1])

Observaciéon 1. Dado un nimero 0 € [0,1) nos interesan dos expresiones que invo-
lucran una fraccion continua simple

9: [0;a1,a2,...] :1—[0;b1,b2,...],
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donde la relacion entre las dos expresiones es la siguiente

(0, a1, as, az, ... = 1—[0;1,a1 — Liag,...] siay>1&0€]0,1];
TRl T L~ [0jag 4 1, as, - sz’a1:1<:>9€[%71]'

de lo cual se obtiene también que

[0;1,by — 1,bo,...] siby>1<60€[i1];

L= 1036165, b3, -] :{ 050y + 1,b3,...]  sibi=1&0€]0,1]

En efecto, primero supongamos que a; > 1, entonces

1
1-1[0;1,a1 — 1,a9,...]=1— 1 -
1+
0,1—1—|-[0;(12,...]
1 a; —1+1[0;as,...] 1
1-— =1- = = |0;a1,as,...|.
a; + [0;aq,...] aj + [0;aq, .. ] aj + [0;aq, . . .| 01, a2, - ]
a; — 1+ 1[0;az,...]
Y sia; =1 tenemos
1 a2+[0;a3,...]
1—-10;a2+1,a3...]=1-— =
0: 2 3] as+1+[0;as,...] a2+ [0;as,...]+1
1
i =10;1,as,as,...].
1+
as + [0;as, .. .|

A continuacion se definen los conjuntos de niuimeros irracionales en el intervalo
(0,1) con expresion en fraccién continua periédica y acotada. Son los niimeros con los
que vamos a estar trabajando en la renormalizaciéon pacman ya que representan a los
numeros de rotacion de los pardmetros Siegel pacman (Teorema 3.1.2).

Definicién 1.4.2. Denotamos como O, el conjunto de nimeros de rotacion

combinatoriamente periddicos, es decir, los nimeros [0;ay;as, as,...] € (0,1)N
I con expansion en fraccion continua periodica, cuya periodicidad empieza desde el
primer coeficiente ay, por lo cual tienen un bloque de elementos aq,...,ar que Se

repiten de forma periodica, donde a k se le llama el pertodo de la expansion y se
escriben

[0;a1, a2, -, ar) := [0;a1; a2, a3, ..., a,a1,a2,a3 ..., Ak, a1, . . ..

Si la periodicidad de [0;a1;aq,as,...] no empieza en a; entonces el nimero de ro-
tacion es combinatoriamente preperiodico.
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Denotamos por Op,q al conjunto de nuimeros de rotacion combinatoriamen-
te acotados, es decir, los nimeros de rotacion con expansion en fraccion continua
0; ay; ag, as, . ..] € (0,1)NI donde todos sus coeficientes a; son acotados por una misma

constante
a; < M, VieN.

Note que Opc, C Oppg. Ademads los nimeros en ©,,, van a ser los puntos periédicos

de la funcién R, (Lema 2.4.2) y por lo tanto van a representar a los nimeros de
rotacién de los puntos fijos del operador de renormalizacién pacman (Teorema 3.2.2).

Por [2, Proposicién 2.7.3] se sabe que 6 es de combinatoria acotada si y sélo si es
diofantino de exponente dos (u = 2). Luego por el Teorema de Siegel [4, Teorema, 6.4]
tendremos que cualquier funcién analitica con un punto fijo neutral irracional, cuyo
niumero de rotacion es de tipo acotado, sera linealizable en dicho punto. Por ejemplo
cuando 6 es igual a la anti-media dorada 1/¢*> = 1 — [0;1] (Figura 1.1) o cuando

0=1/¢=10;1].

Para los polinomios de grado dos con un punto fijo neutral irracional con niimero de
rotacion 6, ya se sabe por el teorema de Brjuno [2, Teorema 2.7.6], que una condicién
necesaria y suficiente para que f sea linealizable, es que las n-ésimas aproximaciones
en fraccién continua p, /g, = [0;a1,aq,. .., a,] de 8 =[0;ay, as, .. .], cumplan que

f: log(arn) _

— I






Capitulo 2

Renormalizaciéon pacman

Después de la renormalizacién de Douady-Hubbard empezaron a definirse otro
tipo de renormalizaciones, por ejemplo la renormalizacién parabdlica [10] o para los
pardametros de tipo Siegel la renormalizacién de pares holomorfos que conmutan (ho-
lomorphic commuting pairs) [16] y la renormalizacién cilindrica [20], las cuales han
servido para probar autosimilaridad en los conjuntos de Julia de éstos parametros.
Estas surgen debido a que la renormalizacién de Douady-Hubbard no es posible apli-
carla a estos parametros pues requiere de una vecindad repulsora del punto fijo «
de corte para poder hacer un engordamiento de los sectores de renormalizacién ([14,
Seccién 28.4.3]) y con ello obtener una funcién de tipo cuadrético.

La renormalizacién pacman es relativamente nueva y se basa en la cirugia de Branner-
Doaudy [3] y en la renormalizacién de pares holomorfos que conmutan de McMullen
[15], la cual a su vez estd relacionada con la renormalizacion de funciones criticas del
circulo (critical circle maps) [21].

En éste capitulo veremos la teoria necesaria para trabajar con la renormalizacion
pacman y puede encontrarse en [7].

2.1. Funciones pacman

Por razones técnicas en la teoria de la renormalizacion pacman se trabajan con dos
tipos de funciones pacman: los full-pacman y los pacman truncados o simplemente
pacman. Un pacman se obtiene de un full-pacman al remover una pequena vecindad
del punto pre-fijo o’ (la otra preimagen del punto fijo ), mientras que un full-pacman
siempre puede obtenerse al extender topoldgicamente un pacman truncado.

Definicién 2.1.1. Considere un disco topoldgico cerrado V, con un arco simple 1
conectando un punto de la frontera de V a un punto a en el interior. Llamaremos a
1 el arco critico del pacman.

Un full-pacman es una funcion f: U — V tal que:
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Figura 2.1: Del lado izquierdo vemos un full-pacman f : U — V, el cual es una
funcién analitica dos a uno de U \ 79 a V' \ v y tal que f~1 (1) = U~ U~,. Un
pacman f : (U \ Of, Og) — (V,O), que es la versién truncada de un full pacman con
f(OU) = 0V U~ UOO, se puede ver del lado derecho.

» « es un punto fijo de f, es decir, f(a) = a.
» U es un disco topoldgico cerrado tal que U C V.

» FEl arco critico vy tiene exactamente tres preimdgenes vo C U y v4,v- C OU tal
que o empieza en el punto fijo o mientras que 4, y_ empiezan en el pre-punto
fijo o ; suponemos que y; no intersecta a 7o, V4, V- fuera de c.

w [:U =V esanaliticay f:U\v — V\71 es una funcion cubriente ramificada
dos a uno. Porlo cual f tiene un inico punto critico co(f) € U\y. Denotamos
el valor critico de f, es decir, la imagen del punto critico como c1(f).

» [ admite localmente una extension conforme a través de OU \ {o'}.

Notemos que las funciones full-pacman son casi funciones de tipo cuadratico [5],
el problema es la curva v; debido a que tiene tres preiméagenes y también hace que

F(0U) ¢ V.

Definicién 2.1.2. Considere un full pacman f : U — V y sea O un pequeno disco
topoldgico cerrado alrededor de «, tal que c1(f) € int(O) y suponga que v; cruza-
intersecta a 0O en un sélo punto. Entonces f~1(O) consiste de dos componentes
conexas: Oy > o y O > o. Asi obtenemos un pacman truncado o simplemente
pacman

f : (U\067OO) — (‘/70)7

que es una funcion que admite una extension local conforme a través de QU tal que f
puede ser topologicamente extendida a un full pacman. En particular, todo punto en
V'\ O tiene dos preimdgenes mientras que todo punto en O tiene una sdla preimagen
en Oy.
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Denotamos a los dos subconjuntos de la frontera de U como: la frontera externa

0ty = f~Y9V) y la parte olvidada de la frontera 0'™U = oU \ 9¢*'U.

Podemos obtener ejemplos de funciones full pacman y pacman al aplicar la renor-
malizacion pacman a cualquier funcién de Siegel como un polinomio cuadratico tipo
Siegel (véase Lema 3.1.7 y Corolario 3.1.8).

Analogamente a como se hace con las funciones de tipo cuadratico podemos definir
el conjunto de no escape para las funciones tipo pacman [12; p.332], aunque éste
conjunto es sensible a pequenas deformaciones de OU.

Definicién 2.1.3. Fijemos un pacman f : U — V. El conjunto de no escape de
un pacman es

Ry =)/ (0)

n>0

El conjunto de escape es el complemento V \ Ry.

Los rayos externos de un pacman [7, p.10-11] se definen de la siguiente manera:
se encaja un rectangulo § en V \ U tal que el lado horizontal inferior B es igual a
0°'U y el lado horizontal superior T' es un subconjunto de V. Las imégenes de las
lineas vérticales dentro de § forman una laminacién de un subconjunto de V' \ U.
Llevamos ésta laminacién adentro de U usando las preimédgenes f~"(§). Las hojas de
ésta laminacion que empiecen en V' son llamadas segmentos de rayos externos
de f. Los segmentos de rayos externos infinitos, es decir, los rayos formados por la
unién de segmentos que conectan a dV con 00R son llamados rayos externos de f.
Tenemos dos funciones de B a T una es la identificaciéon natural 7 a lo largo de las
lineas verticales, la otra es la funcién f : B — T que estd definida sélo en f~(T'). Por
lo tanto la composicién ¢ = 7o f : B — B es una funcién parcialmente definida
dos a uno. Consideremos el conjunto A C B de todos lo puntos cuya oOrbita hacia
adelante siempre est& bien definida (podemos caer fuera de f~!(7") cuando aplicamos
7~1). Entonces A es un conjunto completamente invariante y existe una tnica funcién
que preserva orientaciones

6:A— St

que semiconjuga ¢ : A — A con la funcién duplicadora del circulo. Decimos que 6(a)
es el angulo del segmento de rayo externo que pasa a través del punto a.
Notemos que un segmento de rayo externo que pasa a través de un punto a € A
es infinito (es decir un rayo externo) si y sélo si no toca a la iterada de un punto
precritico (pues eventualmente aterrizaria en el Julia) ni tampoco una preimagen
iterada de &/™U (porque eventualmente se truncarfa al caer en §/7°U).
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2.2. Renormalizacion pacman

Para la teoria de renormalizacién pacman se define un sector, que sera el lugar del
plano dinamico del pacman donde se lleva a cabo la renormalizacion, el cual se pega
topolégicamente con una funcién para generar otro pacman.

Definicién 2.2.1. Un sector S es un disco topolégico cerrado con dos arcos distin-
guidos B_, B4 en OS intersectandose en un solo punto llamado el vértice de S.

Una funcion 1 : S — V de un sector cerrado (S, 3, 3y) sobre un disco topoldgico
cerrado V. C C se llama funcion de pegado si 1) es conforme en el interior de
S, Y(B-) = ¥(By) y ¢ se puede extender de manera conforme a una vecindad de
cualquier punto en B_ U By excepto el vértice de S.

El proceso de cirugia desarrollado en [3] por Branner y Douady, sirvié de motiva-
cion para la definicién de renormalizaciéon pacman primaria.

Definicién 2.2.2. Sea f: U — V un full-pacman y sean vo,v1 y 2 = f(m1) mutua-
mente disjuntas excepto por el punto fijo a. Denotemos por Sy el sector cerrado de V
con vértice en a y acotado por v1 Uy que no contiene a 7. Supongamos que:

i) S1 no contiene el valor crititico ¢y, por lo cual el punto critico co & So U Sy.

Sea V la superficie de Riemann con frontera obtenida de V \ int(S1) al pegar v =
Y ) N1 y 2 alo largo de f. Esto significa que existe una funcién cociente

WV \int(S;) = V,

tal que ¢ es conforme en V' \ S; mientras que ¥ (z) = ¢¥(f(2)) € XA/, para toda z € 7.
Encajamos la superficie V en C.

El sector S; tiene dos preimagenes bajo f; sean Sy la preimagen de Sy unido a o y
Sy la preimagen de Sy unida a o . Ademds notemos que y— U~y C V' \ Sy, pues de lo
contrario ¢y € Sy implica que ¢; € Sy, lo que contradice a la condicion ii). Defina

= [ flz) sizeU\(S1USyUS);
e ‘_{ f2(2) size Son fYU).

Suponiendo que co € Sy, entonces la funcion f desciende via 1 a un full-pacman
FiU—V

con el rayo critico 71. A ésta funcion se le llama la renormalizacién pacman
primaria de f.
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[

Figura 2.2: Del lado izquierdo de la figura vemos un full-pacman f : U — V| cuando
le aplicamos la renormalizacion pacman primaria obtenemos un nuevo full-pacman
f U — V que se muestra del lado derecho.

En pocas palabras lo que se hace en la renormalizacién primaria de un full-pacman
es borrar el sector S tanto de U como de V', pegando y; y 72 a lo largo de f : 1 — 7.
También quitamos el sector S, pero sélo en el dommlo U y redefinimos f en Sy como
f?. Asf obtenemos un nuevo full-pacman f U — V como se muestra en la Figura 2.2.

La siguiente definicién de prepacman es el andlogo de los pares holomorfos (holo-
morphic pairs) de McMullen [20, Definicién 2.3].

Definicién 2.2.3. Considere un sector S con rayos de frontera p_, [+ y con rayo
interior By que divide a S en dos subsectores T, T. Sean f_ :U_ — S, fy : Uy — S
una pareja de funciones holomorfas definidas en U_ C T_, U, C T'y. Decimos que

= (Sa f*7f+)

es un prepacman si existe una funcion de pegado en S que proyecta a (f_, f1) sobre
un (full)-pacman f : U — V donde B_, 5. son enviadas al arco critico 1 y Py es
enviada a o (Figure 2.3). La funcion 1 es llamada renormalizacion de cambio
de variables.

Los objetos dindmicos como el conjunto de no escape de un prepacman F' son
preimagenes contenidas en el sector S del correspondiente objeto dindmico de f bajo
la funcion 1.

Por la definicién se tiene que f_, fi conmutan en una vecindad de fy. Por otro
lado dado que B_ y (4 cada una tiene dos preimagenes y una de las cuales es [y,
entonces el pegado hace que 7; tenga exactamente tres preimagenes.

Noétese que todo pacman f : U — V tiene un prepacman trivial que se obtiene al
cortar V' a lo largo del arco critico 7y; y cuando lo pegamos obtenemos el mismo
pacman.



44 Capitulo 2. Renormalizacion pacman

Figura 2.3: En un (full)-prepacman (f_ : U_ — S, f. : U, — S) tenemos que
U_=7_UT,, donde el punto critico de f_ pertenece a T_ asi que f_ manda a Y_
de forma dos a uno a S_ y T, de forma uno a uno a S,. La funcién f, manda U,
de manera univalente a S, . Después de pegar el sector con ¥, ¥(8y) = ¥(B-) = 7,
»(Bo) = Yo, ¥(B) = 72, obtenemos un full-pacman.

Después veremos que la siguiente definicién de renormalizacién pacman se puede
extender a cualquier funcién f : U — V con un punto fijo distinguido «(f), esto es,
la renormalizacién pacman no esta definida tinicamente para funciones tipo pacman

sino para cualquier funcion que tenga un prepacman, por ejemplo cualquier funcion
de Siegel (Corolario 3.1.8).

Definicién 2.2.4. Decimos que un pacman f : U — V es renormalizable si
existe un prepacman

G=(g-=f": U —=S.g,=f:U; -85

definido en un sector S C V' con vértice en «, tal que g_, g, son iteraciones de f
realizando la primera funcion de retorno a S y tal que las f-orbitas de U_, U, antes
de que regresen a S, cubren una vecindad de o compactamente contenida en U (Fi-
gura 2.4). Llamamos a G la pre-renormalizacion de f y al pacman g : U—Vla
renormalizacion de f.

Los numeros a, b son los tiempos de retorno de la renormalizaciéon. La renor-
malizacion de f es primaria sia+b = 3.
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Figura 2.4: La renormalizacion pacman de f: las primeras funciones de retorno de
los puntos en U, U U_ bajo ciertas iteraciones de f de regreso a S = S, U S_ es un
prepacman. Al esparcir las 6rbitas de U, y U_ alrededor del punto fijo a(f) antes de
regresar a S se triangula una vecindad A de «(f) y se pide que AU S € Domf.

Mas adelante veremos que combinatoriamente una renormalizacién pacman en ge-
neral es una iteracion de la renormalizacién primaria, debido a que la renormalization

pacman viene de una renormalizacién de sector en el disco unitario cerrado (Lema
3.1.7).

Definicién 2.2.5. Definimos A = Ag como la union de puntos de las f-orbitas de
U_,U, antes de regresar a S. Naturalmente /\ es una vecindad triangulada de o
Llamamos a A\ una renormalizacion triangulada y diremos que /\ es obtenida al
esparcir alrededor U,,U_ (Figura 2.4).

Sean f,g dos funciones cualesquiera con puntos fijos distinguidos y sean R y @) dos
prepacman en el plano dinamico de f y g definiendo algunas renormalizaciones pac-
man. Sea h una conjugacion local entre f y g restringida a vecindades de sus puntos
figos a(f) y a(g). Entonces h respeta a R y Q) si h envia la triangulacion Ar a Ng
tal que la imagen de (Sr,Ugr+) es (Sg,Ug.+)-

2.3. Analiticidad del operador de renormalizacién
pacman

En esta seccion veremos que el operador de renormalizacion pacman es analitico
en el espacio de funciones analitcas con la norma del supremo.
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La siguiente definicién dota con una estructura de espacio de Banach al espacio de
funciones de pacman.

Definicién 2.3.1. Considere un pacman f : Uy — V' con disco de truncamiento O no
vacto. Suponga que existe un disco topologico W 2 Uy con frontera suave a pedazos
tal que [ se extiende analiticamente a W y continuamente a su cerradura. Sea € > 0,
definimos la bola centrada en el pacman f de radio € como Ny (f,€) y es el conjunto
de funciones analiticas g : W — C con extension continua a OW tales que

sup | f(2) —g(2)] <e.
zeW

Luego Ny (f,€) es una bola de Banach.

A continuacién veremos que el operador de renormalizacion pacman es analitico
en bolas de Banach suficientemente pequenas, esto significa que el operador es di-
ferenciable en el sentido de Frechet y que la diferencial es lineal con respecto a los
nimeros complejos.

Decimos que la curva « aterriza en a, en un angulo bien definido, si existe
una curva tangente a y en «.

Debido a [7, Lema 2.5] sabemos que dado un pacman f : Uy — V, es suficiente
que las curvas 7, y 7o aterricen en «( f) con angulos bien definidos para que exista una
pequena vecindad de Banach Ny (f,e) de f donde todas las funciones g € Ny (f,¢)
tienen un dominio U, C W, tales que g : U; — V es un pacman con los mismos
m,0,V pero trasladados a «a(g), el punto fijo de g.

Maés atin, los rayos periddicos son estables, es decir, si un rayo periédico R(f) de f
aterriza en un punto periédico repulsor z(f) € Uy, entonces el rayo periédico R(g) de
g aterriza en x(g) € U, y R(g) esta contenido en una pequena vecindad de R(f).

Usando lo anterior y resolviendo la ecuacién de Beltrami para la imagen hacia
delante (pushforward) de la diferencial de Beltrami generada por el movimiento ho-
lomorfo del sector Sy (el prepacman de f), se obtienen funciones de pegado 1, las
cuales dependen analiticamente de g en una vecindad de Banach de f suficientemente
pequena. Asi es como se prueba el siguiente resultado [7, Teorema 2.7|, el cual nos
dice que para obtener un operador de renormalizacion pacman analitico y compacto,

es suficiente que para un prepacman de f existan curvas que aterrizan con angulos
bien definidos en a(f).

Teorema 2.3.2. Suponga que f U - V es una renormalizacion del pacman
f Uy =V via una funcion cociente vy : Sy — V. Suponga que las curvas By, By, B-
aterrizan en o con dngulos bien definidos distintos a pares. Entonces para toda vecin-
dad Ny (f,¢€) suficientemente pequena existe un operador de renormalizacion pacman
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R : g +— g compacto y analitico definido en Ny (f,¢) tal que R(f) = ]? Mas aun, la
funcion de pegado ), usada para ésta renormalizacion depende analiticamente de g.

Observacion 2. FEs importante notar que en la prueba del teorema anterior no es
necesario que la funcion f sea un pacman, mas bien solo se requiere que un prepacman
pueda ser definido en el plano dindmico de una funcion analitica f con un punto fijo c.
Esto nos permite definir un operador de renormalizacion pacman compacto y analitico
cerca de f.

2.4. Renormalizacion en el disco y la funciéon R,

Considere § € R\Z y sea Ly : D! — D! la rotacién de d4ngulo @ en el disco unitario,
2+ 292, A continuacién veremos como se define la renormalizacién primaria en D*
de una rotacion de angulo 6 que después se generaliza para definir la renormalizacién
de sector en D' (Definicién 2.4.4).

Definicién 2.4.1. Suponga que 8 # 0 y considere un rayo interno cerrado I de DI.
Un sector fundamental Y C D! de Ly es el sector cerrado mds pequerio acotado por
Iy Ly(I). El dngulo w en el vértice de Y es @ si0 € [0,1/2] 01—0 si 6 € [1/2,1].
Un sector fundamental estd definido de manera unica salvo una rotacion; rotemoslo
de tal forma que 1 € D'\ Y. Sean

Y :=LN(Y), Y, =D\ YUY_.

Asi (LolY 1, L2|Y_) es el primer regreso de los puntos en Y_UY, a Y_UY,.
La renormalizacion primaria de Ly es la rotacion

LRme(g) : W — ﬁ

obtenida de (Lg|Y, L2|Y_) al aplicar la funcién de pegado ¢y, - Y_UY, — D! dada
por
2y 210,

ésta funcion borra al sector Y pegando 1 con Ly¢(I) y define una nueva rotacion al
proyectar Ly bajo Vpym,, es decir

Ly (0) = Yprm © (Lol Yo, LY _) 0 0.

Lo que hace la renormalizacién primaria es que dado un angulo de rotacion 6 €
(0,1), borra un sector Y C D! de dngulo 6 6 1—6 y al pegar DT\ Y bajo la funcién ¢,
obtenemos una nueva rotacion Lg,,.(9), que es basicamente modificar la rotacion Ly
para obtener iteraciones de Ly de tal forma que sean un primer retorno del sector
Dt \ Y a el mismo, pero que al evaluarlas en éste sector no caigamos en el sector Y
(Figura 2.5). El siguiente Lema [7, Lema A.1] nos dice exactamente como se va a
modificar el angulo de rotacion 6 cuando le aplicamos la renormalizacion primaria.



48 Capitulo 2. Renormalizacion pacman

Figura 2.5: A la izquierda se observa la renormalizacién primaria que borra un sec-
tor fundamental Y y proyecta a (Lg|Y, L7|Y_) a una nueva rotacién Lg,. .. A
la derecha tenemos una renormalizacion de sector la cual borra el complemento del

sector X = X, U X_, de dngulo w, y proyecta las primeras funciones de retorno
(L3|X_, LBIX,) a una nueva rotaciéon R(Lg).

Lema 2.4.2. Tenemos que

L si0<60<1/2

Fyrm(8) = § 35~

si1/2<0<1.
Si 6 esta dada en sus expresiones en fraccion continua
0= [0, ai, as, ] =1- [O,bl, bg, ]

con a;,b; € N\ {0}. Entonces

‘ _f [05a1 —1a,...] siag > 1;

Rprm([0; a1, az, ...]) = { 1—1[0;a9,a3,...] sia =1.
1= [0:0y —1,by,...] siby >1;
Rprm(l—[osbbb%“']):{ [o;bz[,bg,l...} v b1

Observemos que 6 es periddico bajo Ry, siy sélo si existe un 6’ € ©,,, tal que
0 = Ry, (0) para algin n > 0, es decir, 0 es periédico bajo Ry, si la periodicidad
de 0 empieza desde su primer coeficiente a; o by; si su periodicidad empieza después

entonces es pre-periodico.
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10 10

_ -1
Rprm, 1 - Rprm.]
Rprm.z R-1
0.8 08 prm, 2
0.6 06
0.4 D4
02 D2
0.0 Do
Do 02 D4 D6 08 10 0.0 D2 D4 06 Y 10

Figura 2.6: Del lado izquierdo tenemos la grafica de la funcién R, y en el lado
derecho las ramas de la funcién inversa de R,p,.

La funciéon Ry, : [0,1] — [0,1] es continua en todo el intervalo excepto en el
punto 1/2; pero si lo es cuando consideramos que los elementos del intervalo [0, 1]
estdn bajo la relacién de equivalencia de congruencia médulo uno, asi la clase del 0
es igual a la clase del 1 por lo cual en la clase de 1/2 la funcién R, es continua.
También la funcién R, es diferenciable en el intervalo [0, 1] bajo la relacién de equi-
valencia de congruencia médulo uno.

1 1

Ademas la funcién en (0, 5) es creciente y Ry, (0) > 0; pero en (5,1) se tiene que

R, (0) < 0 aunque la funcién sigue siendo creciente.

Como la funcién R,,,, es dos a uno en [0, 1], podemos calcular las ramas de la
funcién inversa:

_ 0 0
pr1m,1(9) 1410 para Rp.p1(6) = 1-06
_ 1 20 — 1
Rpr1m,2<9) = ﬂ para Rprm,Q(e) = T
Veamos como actuan éstas funciones en los elementos de las fracciones continuas:
;7’11%,1([0; ay, Gz, . . ]) = [07 a; + 17 a2, . . ] =1- [Oa 17 ai, az, .. ]
-1 Y L 1—[0;1,1,61—17172,...] Slb1>]_,
Rprm’l(l (0501, b, ) = { 1—1[0;1,b0+1,bs,...] si b = 1.
Y
R o(1—1[05b1,ba, .. ]) =1 — [0y + 1,by, ... = [0;1,b1, by, .. ]

-1 ) 01,1, a0 — 1, ag,.. ] sia; > 1
B2 ([0 a1, s, ) o= { bbb
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Veamos un ejemplo de cémo actia la funcién R,,,, en el anti-punto medio dorado
(anti-golden mean point) que es un nimero de rotacién combinatoriamente periédico
relacionado con el nimero aureo.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos la media dorada o proporcion durea

7DnJrl 1+ \/5 T
=1 = =151
o= lm 5= g~k
donde { Py }nen = {1,1,2,3,5,8,...} es la sucesion de Fibonacci.
Como se cumple la igualdad

1
=14 =
¢ +¢7

1 ; 9 _
— = lim P 0:

¢ nooo n+1:1+\/g:

Luego como é ~ 0.6180... € [$,1], tenemos que

1y _
Rprm(l):M:2—¢:l—l,

entonces

1
o I o
y como se cumple la identidad
1 1
—4+-—-1=0,
¢
donde Y
1 - - , Pn o 3— VD ~
Ezl—[O,l]z[O,Z,l]:Jl_)n;O 2 ~ 0.38196. ..

obtenemos la anti-media dorada (anti-golden mean point)

1 1
(1)

Andlogamente

N_1 g 1yt _ 1
i (6) =5 1 (5) = 5 =1

1 1 1 1 1
Wm(w> 24+¢ 1+¢2’ W“(&) ¢
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A continuacién definimos la renormalizacién de sector en D', la cual serd la base
para trabajar con la renormalizacién Siegel pacman (Lema 3.1.7).

Definicién 2.4.4. Una renormalizacion de sector R de Ly es:

1. Un sector de renormalizacion X presentado como la union de dos subsec-
tores X_ U X, normalizados de tal forma que 1 € X_NXy (lo cual siempre es
posible usando rotacion).

2. Un par de iteraciones, (L3|X_, LYX,) llamadas pre-renormalizacion de
sector, realizando la primer funcion de retorno de los puntos en X_ U X, de
regreso a X_ UX,. A a,b les llamamos tiempos de retorno de la renor-
malizacion.

3. La funcion de pegado
@Z):X_UX+—>D1 e
proyectando (L§|X_, L5|X,) a una nueva rotacién
R(Lg) = o (L§IX_, Lg|Xy) 0 g7
donde w es el dngulo de X en 0.

Se permite que los sectores se traslapen y que alguno de los dos sectores X_ o X
tenga angulo 0 pero no ambos.

Notemos que la renormalizacion primaria es un caso particular de la renormaliza-
cién de sector con X_ =Y_ X, =Y, (X_UX)°=Y.

Sean Ri(Lg) = L, y Ra2(L,) = L, dos renormalizaciones de sector. La com-
posicién Ry o Ry(Ly) = L, se obtiene al tomar la preimagen de la renormaliza-
cion de Ry en el plano dinamico de Ly. Es decir, para evaluar la renormalizacion
Ro(L,) = (LZ'|X’_ : LE’\X’JF), la cual tiene sectores de renormalizacién X', X’ en el
plano dindmico de L, se proyectan dentro de los sectores X_, X, en el plano dindmi-
co de Ly, por lo cual Ro(L,) = L, va a ser una renormalizacién de sector de Ly bajo
una combinacién de los primeros retornos a, b, a’, b’, dependiendo los sectores en los
que aterrice. Por lo tanto se tiene el siguiente resultado [7, Lema A.2].

Lema 2.4.5. Una renormalizacion de sector es una iteracion de la renormalizacion
PTIMATia.

Asi podemos concluir que la renormalizacién de sector también va a actuar en los
angulos de rotacién como alguna iteracion de la funcién Rp,.






Capitulo 3

Siegel pacman

En éste capitulo se definen las funciones de Siegel, los pacman tipo Siegel y la rela-
cién de conjugacion hibrida entre ellos y algunas de sus propiedades las cuales pueden
encontrarse en [7, p.16-29] y que ocuparemos en el utimo capitulo para probar los
Teoremas 1 y 2. También analizamos el Teorema del punto fijo de la renormalizacién
pacman (Teorema 3.2.2) y el Teorema de hiperbolicidad (Teorema 3.2.5). Conclui-
mos con un ejemplo de como se utilizan éstos teoremas para hacer estimaciones en el
conjunto de Mandelbrot.

3.1. Funciones tipo Siegel y Siegel pacman

A continuacion veremos que las funciones de Siegel y los pacman tipo Siegel con
un unico punto critico son basicamente funciones holomorfas que tienen una vecindad
del punto fijo en donde son conjugadas a una rotacion irracional.

Definicién 3.1.1. Sea f : (U, a) — C una funcién holomorfa que tiene un punto fijo
indiferente a con multiplicador f'(a) = e y niimero de rotaciéon 6 € R\Z, la
cual es localmente linealizable en una vecindad de o, es decir, es topologicamente
conjugada a la rotacion e*™ en el disco unitario. Su mdximo dominio de linealizacion
Z;, que es completamente invariante, se llama disco de Siegel de f. Si Z; € Uy
es un quasidisco cuya frontera contiene exactamente un punto critico ¢y € 0Zy,
entonces f es llamada funcion de Siegel (Figura 1.1).

Podemos hacer una foliacion en el disco de Siegel Zy de f por equipotenciales que
wienen de la linealizacion, parametrizados por sus alturas que van desde 0 que es la
altura de «, hasta 1 que es la altura de 0Z;.

El siguiente resultado [7, Teorema 3.2, nos asegura que el hecho de tener una
funciéon holomorfa con un disco de Siegel y un unico punto critico estd relacionado
con un numero de rotaciéon combinatoriamente acotado en el disco de Siegel.
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Teorema 3.1.2. Si 6 € O,q, entonces el disco de Siegel cerrado Z del polinomio
cuadratico pg, es un quasidisco que contiene al punto critico de py.

Reciprocamente, suponga que una funcion holomorfa f : U — V' con un unico punto
critico tiene un quasidisco de Siegel fijo Z_f € UNYV que contiene al punto critico de
f. Entonces f tiene un niumero de rotacion de tipo acotado.

Las funciones Siegel pacman son las funciones donde nos interesa aplicar el ope-
rador de renormalizacién pacman.

Definicién 3.1.3. Un pacman f: U — V es Siegel si:
a) f es una funcion de Siegel con disco de Siegel Z; centrado en .

b) El arco critico y1 es la concatenacion de un rayo externo Ry sequido de un rayo
interno I de Zy tal que el iinico punto en la interseccion y1NZy no es precritico.

¢) Escribiendo f: (U \ O}, Oy) = (V,0) como un pacman truncado, el disco O es
un subconjunto de Zy acotado por su equipotencial.

El niimero de rotacién de un Siegel pacman es 6 € R\ 7Z tal que e(0) = > es el

multiplicador en «. Ademds por el Teorema 3.1.2 se tiene que el numero de rotacion
de una funcion Siegel estd en Oppg.

El nivel de truncamiento de f es la altura de 00.

Si f: U —V es un Siegel pacman definimos el conjunto de Julia de f como

T = F(0%).

n>0

Ahora vamos a definir la relaciéon de conjugacion hibrida entre dos funciones de
Siegel o dos Siegel pacman, la cual relaciona a dos de éstas funciones mediante sus
discos de Siegel, la conjugaciéon hibrida es una relacion de equivalencia lo cual nos
permitira trabajar mas adelante con clases hibridas.

Definicién 3.1.4. Como v, es una concatenacion de un rayo externo Ry y un rayo
interno Iy, también vy es la concatenacion de un rayo externo Ry con un rayo interno
Io con f(RO U Io) = R1 U Il.

Dos Siegel pacman f : Us — Vy y g : Uy — V, son combinatoriamente equiva-
lentes si tienen el mismo nimero de rotacion y si Ro(f) y Ro(g) tienen el mismo
angulo externo.

Una congugacion hibrida entre funciones de Siegel es una conjugacion quasi-
conforme que es conforme en una vecindad de los discos de Siegel. Andlogamente se
define una conjugacion hibrida entre Siegel pacman.

Del siguiente resultado [7, Theorem 3.6] podemos concluir que el nimero de rota-
cién determina la clase hibrida de una funcién de Siegel.
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Teorema 3.1.5. Cualesquiera dos funciones de Siegel con el mismo nimero de rota-
citon son hibridas conjugadas en vecindades de sus discos de Siegel cerrados.
Por ejemplo cualquier polinomio cuadratico de la forma
po(2) = ™02 + 22,
con 0 € Oy,q, es una funcién de Siegel, asi como el polinomio cuadrético
Pe(o)(2) = 22+ ¢(6)

que tiene un punto fijo indiferente en a = 1_\/21_740 con multiplicador e y nuimero
de rotacién 6, en donde ¢(6) (Ecuacién 1.1) se encuentra en la frontera de la cardioide
principal del conjunto de Mandelbrot, entonces ambos polinomios son hibridos con-
jugados, mas aun la conjugacién no sélo es conforme en una vecindad de sus discos
de Siegel sino en toda una vecindad de sus conjuntos de Julia.

2760

En la siguiente definiciéon de prepacman de un Siegel pacman f vemos que es
esencialmente lo mismo que el prepacman de un pacman, solo que ahora para trabajar
con clases hibridas nos va a importar el punto en el cual la curva 3y del sector del
prepacman se intersecta con el disco de Siegel de f.

Definicién 3.1.6. El prepacman () de un Siegel pacman q también se le llama Siegel
prepacman; el numero de rotacion y el nivel de truncamiento de () son los
de q. Recuerde que @) consiste de dos funciones que conmutan q— : U_- — Sg y
¢+ : Uy — Sg tales que U_ y Uy estdn separadas por [y. Dada una funcion de Siegel
f decimos que [ tiene un prepacman () alrededor del punto x € 07 siq_,q;
son iteradas de f, el vértice de Sq estd en o f) y Bo(Q) intersecta a 0Z; en x.

El siguiente lema [7, Lema 3.4] nos dice que para cualquier polinomio cuadratico
de Siegel p con numero de rotaciéon de tipo acotado, existe un prepacman alrededor
de cualquier punto x € dZ, que no sea el punto critico ni alguna de sus preimage-
nes iteradas, el cual lo hace pacman renormalizable. Adema&s el nimero de rotacién
cambia como alguna iteraciéon de la funciéon R,,,, en el numero de rotacién de p y
el esparcimiento de U, U_ alrededor de « se queda tan cerca del disco de Siegel Z,
COmMo queramos.

Lema 3.1.7. Suponga que p es un polinomio cuadrdtico Siegel con nimero de rotacion
0 € Oppq. Considere un punto x € 0Z, tal que x no es el punto critico de p o alguna
de sus preimagenes. Entonces para toda v € (0,1) y toda € > 0, la funcidn p tiene un
Siegel prepacman

Q=(q-:U-— Sq,q+: Uy = 5q)

alrededor de x tal que:
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i) el numero de rotacion de Q) es el resultado de aplicar cierto nimero de veces la
funcion Ry, a 0.

i) para toda z € U_UU,, la érbita z,p(2),...,p"(2) estd en la e-vecindad de Z,,
para k tal que p*(2) = q+(2).

ii1) r es el nivel de truncamiento de Q).

i) Todo segmento de rayo externo de Q) estd dentro de un rayo externo de p.

El lema anterior se prueba usando la conjugacion del polinomio en su disco de
Siegel con una rotacién en el disco unitario, asi se trasladan los sectores de renorma-
lizacién de D' a Z, y se extiende dicho sector con rayos mas all4 de Z, para construir
un prepacman en el plano dinamico de p.

Usando el Teorema 3.1.5 y el lema anterior, podemos mandar un prepacman de
cualquier polinomio cuadratico de Siegel a un prepacman de cualquier funcién de
Siegel con el mismo nimero de rotacién que el polinomio [7, Corolario 3.7].

Corolario 3.1.8. Toda funcion de Siegel f : U — V es pacman renormalizable.
Ademds de que existen prepacman de f y p, donde p es el polinomio cuadrdtico con el
mismo numero de rotacion que f, tales que la conjugacion hibrida entre f y p respeta
los prepacman como en la Definicion 2.2.5.

St el Siegel pacman f : U — V proviene de la renormalizacion de un polinomio
cuadrdtico Stegel, entonces su conjunto de no escape Ry es localmente conezo.

Ahora definiremos los estdndar Siegel pacman [7, p.26], que son Siegel pacman
tales que vy pasa por el valor critico y con un prepacman alrededor del valor critico
(Definicién 3.1.6), las clases hibridas de los estdndar Siegel pacman serdn las que
utilizaremos probar el Teorema 2.

Definicién 3.1.9. Decimos que un Stegel pacman es estandar si vy pasa a través
del valor critico ¢; = f(co), equivalentemente si vy pasa a través de la imdgen del
valor critico f(cy).

Un estdndar prepacman R en el plano dindmico de una funcion de Siegel g es un
prepacman alrededor del valor critico de g. El pacman r obtenido de R es estandar y
la funcion de renormalizacion de cambio de variables Vg respeta el rayo interno que
pasa a través del valor critico. La renormalizacion pacman asociada con R se llama
renormalizacion pacman estandar de g.

El siguiente teorema [7, Teorema 3.11] nos dice que después de fijar el nivel de
truncamiento, podemos trabajar con clases hibridas de estandar Siegel pacman, las
cuales estan determinadas por su nimero de rotacién.

Teorema 3.1.10. Suponga que dos Siegel pacman son combinatoriamente equivalen-
tes y ademas tienen el mismo nivel de truncamiento, entonces son hibridos equivalen-
tes.
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3.2. El punto fijo de la renormalizacién pacman

En [7, Teorema 3.16], dado un nimero de rotacién 6 € ©,,4, se prueba que existe
un Siegel pacman con éste nimero de rotacion, el cual va a quedar fijo bajo cierto
operador de renormalizacién pacman, para ello usan los resultados de McMullen [16,
Teorema 8.1], en donde encuentra un punto fijo para la renormalizacién de pares holo-
morfos [16, p.29], los cuales son iteraciones para un primer retorno a ciertos dominios
de una funcién holomorfa y en particular, polinomios cuadraticos de Siegel, donde
ademas las iteraciones de primer retorno estan relacionadas con la aproximacién en
fraccion continua del nimero de rotacion del polinomio de Siegel, por lo cual guarda
un gran parecido a la renormalizaciéon pacman.

Usando el resultado mencionado arriba de McMullen, pero llevando a cabo la renor-
malizacién alrededor del punto ¢;, obtienen el siguiente lema [7, Lema 3.15].

Lema 3.2.1. Para cualquier 0 € ©,,q, existe un estandar Siegel pacman f, : U, — Vi
que tiene un estdndar Siegel prepacman F, = (f¢|U_ — S,, f°|U, — S.) junto con
una funcion de pegado 1, : S, — V. que proyecta a F, de vuelta a f.. Mds ain se
tiene que Ap, € f71(U,).

Al aplicar el Teorema 2.3.2 a f, del Lema 3.2.1 obtienen el siguiente resultado [7,
Teorema 3.16].

Teorema 3.2.2. Sean f, : U, — V, y F, el prepacman del Lema 3.2.1. Entonces exis-
ten pequenas vecindades Ny (fs,€), Nw(f+«,0) de f. con e < y un operador analitico
de renormalizacion pacman R : Ny (fe,€) = Nw(fi,d) tal que Rf. = f.. Mds ain el
operador R es compacto asi que su espectro es una sucesion que converge a cero. La
prerenormalizacion de Rf, es F.

El resultado anterior nos dice que al fijar un niimero de rotacién periédico vamos
a encontrar un estandar Siegel pacman f, con éste nimero de rotaciéon y una vecin-
dad de f, en donde existe un operador de renormalizacién pacman que deja fijo a
f+, ademas dicho operador de renormalizacion es analitico y compacto. El Teorema 1
extiende el resultado anterior en el sentido de que si ahora pedimos que el nimero de
rotacion sea de combinatoria acotada, no solamente periddica, para cualquier Siegel
pacman podemos encontrar una vecindad de donde existe un operador analitico y
compacto, aunque en éste caso no tendremos un punto fijo.

Para utilizar los resultados de analiticidad del operador de renormalizacion pacman
y trabajar con su espacio tangente se usan los conceptos de variedad estable e inestable
[11, Capitulo 6.

Definicién 3.2.3. Sea f : X — X un difeomorfismo y sea p un punto fijo de f. El
conjunto o variedad estable de f en p es

{r € X: f"(x) = p cuando n — oo}.
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La variedad inestable de f en p es el conjunto estable pero de la funcion f=1 en p.

El siguiente corolario [7, Corolario 3.17] nos dice que en una vecindad del punto
fijo f., existe una variedad analitica W" que va a ser de dimension finita, la cual sirve
para partir el espacio tangente del operador de renormalizaciéon pacman en el punto
f« en la suma directa de dos componentes, una de estas componentes serd YW*.

Corolario 3.2.4. En una pequena vecindad de f, el operador R del Teorema 3.2.2,
tiene una subvariedad analitica inestable finito-dimensional YW tangente a la direccion
inestable de R.

En la demostracion del corolario anterior usan resultados de la teoria de opera-
dores hiperbdlicos [9, Corolario 5.4], en particular que el operador analitico tenga un
punto fijo, es por esto que no es tan sencillo poder extender éste resultado cuando el
nimero de rotaciéon es de tipo acotado; por lo cual en el Teorema 2 nosotros buscamos
la construccién de la herradura de renormalizacion para que sea el analogo al punto
fijo de renormalizacion y tener el resultado del corolario anterior pero para el operador
del Teorema 1.

Un pacman indiferente es un pacman con un punto fijo indiferente af(f). El
niimero de rotacién de un pacman indiferente f es § € R\ Z, donde €™ es el multi-
plicador en «(f). Y si el numero de rotacién 6 € Q, entonces f es parabdlico.

La siguiente observacién [7, Lema 3.18] no indica como actia el operador de renor-
malizacion pacman cuando se aplica a un pacman de tipo parabdlico.

Observacion 3. Tenemos que los parametros racionales 8 = p/q € [0, 1] representan
polinomios cuadrdaticos f., donde ¢ € OM pertenece a la cardioide principal del con-
gunto de Mandelbrot, que tienen un punto fijo indiferente de multiplicador e*™ los
cuales tienen en su conjunto de Julia una flor de Fatou con combinatoria p/q [14,
Seccion 21.8], es decir la flor tiene q-pétalos atractores por lo cual bajo g-iteraciones
de f regresamos al mismo pétalo donde empezamos pero cada vez mas cerca del punto
fijo a y en cada iteracion de f en la flor avanzamos p-pétalos en direccion contraria
a las manecillas del reloj. La funcion Ry, actia en el nimero de rotacion y en la
flor de Fatou con combinatoria p/q de la siguiente manera:

i) Sip/q€0,1/2], entonces

remueve p-pétalos atractores y se sigue avanzado p-pétalos a la izquierda en cada
iteracion de Rprm(f).
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i) Sip/q € [1/2,1], entonces

B (2) __W-a
""\q) q—(¢-p)

remueve (q — p)-pétalos atractores y se avanza (2p — q)-pétalos a la izquierda en
cada iteracion de Rprm(f).

Por otro lado lo que hacen las ramas inversas de R, a una flor de Fatou con com-
binatoria p/q es:

a) la primera rama

()7
prm,1 q q +p

agrega (p + q)-pétalos atractores y se sigue avanzado p-pétalos a la izquierda en
cada iteracion de R (f);

prm,1

b) la sequnda rama

()
rm2\q)  2q—p

agrega (2q — p)-pétalos atractores y se avanza q-pétalos a la izquierda en cada
iteracion de R} o (f).

prm,2

El operador de renormalizacién pacman se puede aplicar a pacman indiferentes
parabdlicos pues al considerar la variedad inestable de f, del Corolario 3.2.4 se puede
tomar una foliacién en dicha variedad dada por el multiplicador en el punto fijo « [7,
Seccion 7]. Por lo cual hay pacman parabdlicos muy cerca de f, donde el operador de
renormalizacién esta bien definido y por la observacion anterior sabemos cémo actia
en los nimeros de rotacion.

Ademas trabajando en el espacio de prepacman maximales en [7, Seccién 5] demues-
tran que los pacman hiperbdlicos también tienen conjuntos llamados flores valiosas
(valuable flowers) los cuales tienen pétalos atractores y repulsores que bajo cierta ite-
racion se conjugan con la funcién z+1 en el semiplano superior |7, Seccién 6], es decir,
se comportan de manera analoga a los polinomios cuadréticos indiferentes racionales
y sus flores de Fatou.

Luego prueban que hay un movimiento holomorfo en C equivariante con la 6rbita del
punto critico de los prepacman maximales [7, Lema 7.1]. Con ésto y utilizando otra
vez los resultados de McMullen [15, Teorema 8.1] demuestran la hiperbolicidad del
operador de renormalizaciéon pacman en f, [7, Teorema 7.7].

Teorema 3.2.5. El operador de renormalizacion pacman R, como el del Teorema
3.2.2, es hiperbdlico en f, con variedad inestable uno-dimensional W* y con variedad
inestable W* de codimension uno.
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En una pequena vecindad de f, la variedad estable YWW* coincide con el conjunto de
pacman que tienen el mismo multiplicador que f. en el punto fijo a. Todo pacman en
W?* es Siegel.

En una pequena vecindad de f, la variedad inestable W* estd parametrizada por los
multiplicadores del punto fijo a de los puntos f € W".

Cuando tenemos un operador lineal entre espacios vectoriales con un punto fijo,
decimos que es hiperbdlico si su espectro (el andlogo al conjunto de eigenvectores
pero en espacios de dimensién infinita) no tiene elementos de norma uno [11, Capitulo
4]. Lo cual es equivalente a poder dividir el espacio vectorial en una suma directa de la
variedad estable e inestable las cuales son invariantes bajo el operador lineal y tienen
constantes de expansion y contraccion, ademas los eigenvectores nos van a decir cémo
se comporta la transformacion hiperbdlica cerca de los puntos hiperbdlicos. En nuestro
caso la diferencial del operador de renormalizacion pacman es el operador lineal hi-
perbdlico por lo cual el espacio tangente en el punto fijo se descompone en dos espacios
los cuales son tangentes a W* y W?. En la variedad inestable la antirenormalizacién
R~! se comporta como \f donde X es el tnico eigenvector de la diferencial DR en
W la cual al ser de dimensiéon uno-compleja puede ser parametrizada por el plano
complejo. Mientras que en la variedad estable al aplicar la renormalizacién a puntos
cercanos a f, sus iteraciones van a converger a f, exponencialmente [7, Teorema 7.5].

Por ultimo en el Teorema de escalamiento [7, Teorema 8.2], prueban que si se
toma una transversal a la clase hibrida de una funcién de Siegel f con ntmero de
rotacion 6, es decir, funciones cercanas a f que tienen diferente multiplicador en su
punto fijo o, y existe una sucesién {p,/¢.},2 tal que R...(pn/Gn) = Pri1/Gni1 ¥
Pn/@n — 0 cuando n — —oo, donde t € N es tal que R}, (6.) = 0.. Entonces existen
representantes g, ; en la interseccion de la transversal con la vecindad de f que tienen
una flor valiosa de combinatoria p,/¢,, y multiplicador A; € D en el punto fijo « tales

que
dZSt(Lﬂ gn,t) ~ ((R;er)/<9*))n
Es asi como obtienen los factores de escalamiento cerca de los parametros Siegel en

la cardioide principal con ntmero de rotacién de combinatoria acotada.

Por ejemplo tomemos la anti-media dorada 1/¢* = 1 — [0;1] € ©,,4 que vimos en
el Ejemplo 2.4.3, entonces el pardmetro ¢, en la cardioide principal de M con ntimero

de rotacién 1/¢?* es
e .1 2
6271'1 v 627” Py
Cy = — )
2 2

Por lo cual f., es un polinomio cuadratico de Siegel con nimero de rotacién 1/¢?.
Sabemos que a 1/¢?* lo podemos aproximar por racionales con su sucesién en fracciones
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continuas:
1 1 2
1—[0;1]:(), 1—[0;1,1]25, 1—[0;1,1,1]25, 1—[0;1,1,1,1]257...,

es decir si {Py, }nen es la sucesién de Fibonacci (P, = P,—1 + P2 donde Py = 1y
P, = 1), entonces la aproximacién a 1/¢? por fracciones continuas es

0 11235 81321 Puy Py Pun Pup
'2'375°8°13°21' 347 55" Port Pasa Prss Paraf

Por otro lado vimos en el Ejemplo 2.4.3 que 1/¢? es periddico bajo la funcién Ry,

1 1

Entonces por el Teorema de escalamiento [12, Teorema 8.2], necesitamos encontrar
una sucesién de racionales {p,/q.},% tales que R2. (Dn/n) = Pni1/@ns1 ¥ Pn/Gn —
0., cuando n — —oo. Ya sabemos que la sucesion {P,/P,i2}nen tiende a 6, pero
aplicando R, a ésta sucesién, tomando en cuenta que P,1o/P,i4 < 1/2, para toda
n > 1, tendremos que

R <Pn+2> _ 7Dn—l—2/73n—|—4 _ 7Dn—s—2 _ 7Dn—|—2 _ Pn+2
prm 7)71—4-4 1 - Pn+2/7)n+4 7)71—&—4 - Pn+2 7)n—l—?) + 7)71—5—2 - 7371—5—2 Pn+37

luego como P y2/Pyis > 1/2, entonces

R2 (Pn+2> - R - (PnJrQ) _ 2(Pn+2/Pn+3) —1 _ Pn+2 - Pn+1 _ 7Dn '
prim Pn+4 v 73n+3 Pn+2/Pn+3 Pn+2 Pn+2

Por lo cual para cumplir con las condiciones del teorema tomamos la subsucesion

{1 2 Pn—2 Pn P’n—i—? } C { Pn }

2, 5’ ’ Pn , 7Dn+2, 7Dn+4’ Pn+2 neN

la cual estd aproximéndose a 1/¢? por la izquierda. También podriamos considerar a
la subsucesion de {P,, /Py 12 }nen que se aproxima a 1/¢? por la derecha y obtendremos
el mismo resultado.

Al considerar la funciéon de Siegel f., y como rebanada transversal de f., a la familia de
polinomio cuadraticos f., entonces las funciones g, son de la forma f., en particular

1 = fpn/gn(0) = ayp, /q. €s €l centro (pardmetro superatractor) de la componente
hiperbdlica con combinatoria p,/q,. Por lo cual

lex = apojgul = 11e.(0) = fy/a, (0)] < dist(fe., gn) ~ (R5,.)'(02)) 7"
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Por otro lado como 1/¢? =0, < 1/2y ¢* — ¢ — 1 = 0, entonces

/ 1 o 1 o ¢4 _¢_4_ 2
Rprm(ﬁ)_(1_#)2_<¢2_1)2_¢2_¢.

Por lo cual tendremos que

1 1 1 1 1
i) (g2) = B (o (52) ) e () = B () 47 = o) o
)

Asi es como concluyen que los centros de las componentes hiperbélicas que aproximan
a ¢4, bajo la sucesion anterior, cumplen que

[ apn/Qn| ~ (¢4)_n'

Ademsds se obtiene exactamente el mismo resultado si en lugar de considerar la anti-

media dorada 1/¢? tomamos el niimero
L. P
— = lim
¢ n—oo n+1

=[0;T] ~ 0.6180. . .,

pues como vimos en el Ejemplo 2.4.3, se cumple que

1 1
(D)=L
AN ¢
Si consideramos la subsucesién

2 5 13 34 Poo Pu Prio c
378721'55" T Pult Pust Pass

{12358132134 Pn Posi }
neN’

727375’8713721734’%7""7}n+1’7)n+2""

2
1 1 1 1 1
(Rgrm)/ (_> = R;rm (Rprm <_)> R]/orm (_) = R;rm (_2) (T)
o o 6 2 )\1
_ 1 2 _ 4
a-gr ¢
Asi obtenemos el mismo factor de escalamiento que para la anti-media dorada. En la

Figura 3.1 se puede observar la autosimilaridad de M alrededor del punto ¢(1/¢) y
como se van aproximando las copias con la combinatoria antes mencionada.
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Figura 3.1: Con una cruz blanca se indica la posicién del pardmtero ¢(1/¢) € OM y
en cada imagen se hace un acercamiento a este punto. En la imagen del lado superior
izquierdo, la copia del lado izquierdo con una cruz roja es la de combinatoria 3/5
mientras que la copia del lado derecho con una cruz roja es la de combinatoria 5/8.
En la imagen del lado superior dercecho, la copia del lado izquierdo con una cruz roja
es la de combinatoria 8/13 mientras que la copia del lado derecho con una cruz roja
es la de combinatoria 13/21. En la imagen del lado inferior izquierdo, la copia del
lado izquierdo con una cruz roja es la de combinatoria 21/34 mientras que la copia
del lado derecho con una cruz roja es la de combinatoria 34/55. En la imagen del lado
inferior derecho, la copia del lado izquierdo con una cruz roja es la de combinatoria

55/89 mientras que la copia del lado derecho con una cruz roja es la de combinatoria
89/144.






Capitulo 4

Renormalizacion pacman en
parametros Siegel de tipo acotado

En éste capitulo extendemos la definicién y analiticidad del operador de renorma-
lizacién pacman a cualquier funciéon de Siegel o Siegel pacman que tenga nimero de
rotacién combinatoriamente acotado, ya que originalmente en [7] sélo estaba definido
para funciones de Siegel o Siegel pacman con nimero de rotacién periédico. Después
usando éste resultado, construimos la herradura de renormalizacion del operador de
renormalizacién pacman sobre las clases de equivalencia de los estandar Siegel pacman
y concluimos con la demostracion de que éste operador es semiconjugado al opera-
dor de corrimiento de un lugar a la izquierda en el espacio de sucesiones infinitas de
simbolos en los naturales acotados por una misma constante.

4.1. Extension del operador de renormalizacion pac-
man

Primero vamos a probar el Teorema 1 de la introduccion, el cual se sigue de los
resultados en [7] y nos dice que para cualquier Siegel pacman o funcién de Siegel, con
nimero de rotacién de combinatoria acotada, existe una vecindad donde el operador
de renormalizaciéon pacman es analitico y compacto.

Teorema 4.1.1 (Teorema 1). Para cualquier Siegel pacman (o funcién de Siegel)
[ Up = V con nimero de rotacion 0 € O, existe un Siegel prepacman F =
(S, f=, f*) alrededor de cualquier punto x € 0Z; diferente del punto critico o alguna
de sus preimagenes iteradas y una funcion de pegado ¢ : S — V' que proyecta a F
al Siegel pacman Rf : U — V' con niumero de rotacion R]twm(e), para algin t € N.

También existen pequenas vecindades de Banach Ny (f,e) y Ny(Rf, ) y un operador
de renormalizacion pacman

R : Nw(f, 6) — NU/(Rf, 5)
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tal que R es compacto y analitico.

Demostracion.
Debido al Corolario 3.1.8 ya sabemos que toda funcién de Siegel es pacman renorma-
lizable, en particular si el nimero de rotacién de f es de tipo acotado (Lema 3.1.7).
Entonces podemos usar el Teorema 2.3.2, por lo cual existe una vecindad de f sufi-
cientemente pequena donde podemos definir un operador de renormalizacién pacman

que sea compacto y analitico. 4

Notemos que el sector de renormalizacién de f en el teorema anterior, cuando
x es el valor critico f(cg) y el nimero de rotacién de f es de tipo periddico, no es
necesariamente es el mismo sector de renormalizacion de [7, Lema 3.15], pues ellos
necesitaban un sector de renormalizacion muy especifico que viene de los resultados
de McMullen [16], el cual hace que al pegar el prepacman obtengamos el mismo Siegel
pacman.

4.2. Herradura y conjugacion del operador de re-
normalizacién pacman

La definicion del conjunto A,; es analoga a la definicion de la herradura de re-
normalizacién A, en [12, p.389-390], pero en lugar de pedir la condicién de a priori
bounds [12, p.367], nosotros pedimos que los nimeros de rotacién pertenezcan al con-
junto Oy,q(M), asi que los elementos de la fraccién continua del nimero de rotacién
estan acotados por la constante M.

Definicién 4.2.1. Definimos el conjunto Oppa(M) C Opng como el subconjunto de
angulos cuyos elementos de su fraccion continua estdn acotados por la constante M,
esto es, si 0 = [0;a9,a1,...] 00 =1—10;a9,a,...], entonces 0 € Oppa(M) si y sdlo
sia; < M, para toda i € NU{0}.

El conjunto de puntos completamente sin escape o la herradura A, es el con-
gunto de clases hibridas [f] de estdndar Siegel pacman, con un nivel de truncamiento
fijo, con su nimero de rotacion 6 € Opa(M). A 6 le podemos asignar la sucesion
infinita {a,}n>o la cual depende de los elementos de su fraccion continua. Luego po-
demos tomar cualquier sucesion {a,}n<o C N tal que a,, < M, con lo cual obtenemos
una sucesion bi-infinita {a,}nez relacionada con 6. Asi tendremos que [f] es infi-
nitamente pacman renormalizable hacia atrds y hacia adelante, lo cual significa que
para toda n € Z existen clases hibridas [f.] y [fni1] definidas por su nimero de rota-
cion p([fa]) = [0; an, Gpi1, ... (01 —1[0;an, any1,...] dependiendo si 0 = [ag,aq,...] 0
0 =1—[ag,as,...] ysin esimpar o par) tales que Rar[fn] = [fut1], donde [fo] = [f] v
renormalizar una clase hibrida significa hacer la renormalizacion pacman en algun re-
presentante de la clase f € [f], de tal forma que Ry f actia en el nimero de rotacion
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0 = [0; ag, a, as, ...] como

RM(Q) = Rao ([O, ap, A1, a9, . . ]) =1- [O, ai, az, . . .];

prm

andlogamente en el caso § = 1 — [0;ag, ay, as, .. .| el operador Ry actia como

Ry (0) = R°, (1 —[0; a0, a1, as,...]) = [0;a,as, . . ..

prm

Note que debido al Teorema 4.1.1, el operador de renormalizacién pacman R,
en A, siempre estd bien definido. También éste conjunto es no vacio pues al menos
estan las clases [f] tales que su nimero de rotacién 6 = [0;ag, ar, - - -, Gn| es periddico
con a; < M, y podemos asociarles la sucesion bi-infinita:

{ . an,a0,G1,...,Gn,a0,a1,...,0y,a0,...}.

Tomando en cuenta la Observacion 1 también podemos ver a la funciéon R, de la

siguiente forma, si § = [0; ag, aq, . . .| tenemos que
[0‘1&1—1&2...] SIRM'(Q)E[l 1]<:>a1>1'
__ Pao . _ ) ) ) 29 )
R(0) = Ry ((0; 00, a1, 02, ]) = { [0;as + 1, as,...] si Ry (0) € [0,3] & ar =1,

ysi 0 =1—10;bg,by,...], entonces

Rar(6) = RY,.(1 = [0;bo, by, by, ...]) =
1—[0;1761—1,172,...] si RM(Q) S [O,
1— (0300 +1,bs,...]  siRy(0)€[3,1]< b =1

Por lo cual tenemos que Rj; aplicada a un 6 € Oy,4(M) vuelve a caer en Op,q(M) o
a lo mas en Oy,q(M + 1), dependiendo como expresamos al nimero Ry (#) (debido
al primer coeficiente), pero no importa cuantas veces iteramos Rj; en un elemento de
Opna(M) no nos salimos de Oy,q(M + 1).

Ejemplo 4.2.2. Supongamos que 8y € ©,., donde 8, = [0;ag, ar, .-, ax|, entonces
ftl [ [0sa0,a4,...] =6y sik es impar
Ry (00) = { 1 —10;a0,a1,...] sik es par.

Por lo cual si k es par hay que volver a aplicar Rf\jl a R’f\jl(ﬁo) para obtener a 0.

FEs decir, si tenemos un nimero 6y periodico respecto a Ry, con k la longitud de su
periodo, éste también serd periodico respecto a Ry donde

o — RN (0y)  sik es impar;
0 Ri/([kﬂ)(@()) si k es par.
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La siguiente observacién nos dice que una clase [f] € Ay determina una suce-
sién de clases hibridas de estdndar Siegel pacman {[f,|}nez C Aps, una sucesién de
nimeros de rotacién 6, = p([f,]) y una sucesién bi-infinita 7([f]).

Observacion 4. Por la Definicion 4.2.1 dada [f] € Ay, automdticamente obtenemos

una sucesion de clases {[fn|}nez C Anr tales que Ry[fn] = [fos1], las cuales a su
vez generan una sucesion de dangulos {0, }nez definidos por el nimero de rotacion
de cada clase 0, = p([fn]). Debido a la condicion Rur[fn] = [fu+1] y como actia

Ry en los angulos de rotacion, podemos obtener una sucesion bi-infinita 7([f]) =
(...,a_9,a_1,a9,a1,as,...) cuyos elementos son los nimeros naturales que definen a
los nimeros de rotacion de las clases [f,].

Las siguientes definiciones para la construccion de la conjugacién son andlogas a
las de [12, p.389-391].

Definicion 4.2.3. La extension natural ﬁM : A\M — ﬁM del operador Ry :
Ay — Ay se define como ellevantamz’ento de Ry al espacio/\de orbitas de dos
lados F = {[fn]}nez, donde Rar(F) = {Rus[fn]}nez, entonces Ry es un homeomor-
fismo con respecto a la topologia débil en .Zl\M. Esto significa que Gy = {[gmn]}nez
converge a F = {[fu]}nez cuando m — oo siy sdlo si dadan € Z la coordenada [gm ]
estd bien definida siempre y cuando la coordenada [f,] estd bien definida y cuando
esto pasa [gmn] — [fn] cuando m — oo, esto es, para cada m hay un representante
de [gm.n] tales que convergen a un representante de [f,] en el espacio de funciones
analiticas con respecto a la norma del supremo.

También consideramos el espacio (M) de sucesiones bi-infinitas de nimeros
naturales de la forma T = (...,a_9,a_1,a0,0a1,as,...), acotados por la misma con-
tante M y con la topologia débil (es decir convergencia punto a punto como arriba).
Denotamos por w : (M) — (M) el corrimiento a la izquierda es éste espacio,
algunas veces llamado desplazamiento de Bernoulli, de tal forma que a; es la
coordenada cero de w(T).

La siguiente observacién nos dice que Oy,4(M) es un subconjunto cerrado de Oy,q,
lo cual nos va a permitir definir la herradura de renormalizacién para el operador
de renormalizacién pacman en las clases hibridas de los estandar Siegel pacmen. Por
herradura de renormalizaciéon nos referimos a un conjunto que es invariante ba-
jo el operador R, sequencialmente compacto donde R,; es topolégicamente semi-
conjugado al operador de corrimiento de Bernoulli en el espacio de simbolos ¥(M).

Observacion 5. Dado cualquier M € N, el conjunto Op,q(M) C Opg C [0,1] de

nimeros de rotacion irracionales 0 = [0; ag, ai, az,...] 0 0 =1—[0; a9, a1, as,...| tales
que a; < M, para toda v = 0,1,2,..., es un conjunto cerrado.
En efecto supongamos que 6 = [0;aq,ay,as,...] (el caso § = 1 — [0;aq, a1, as,...| es

andlogo), sea {0, }nen C Opna(M), donde 0,, = [O;aén),a(ln),a;"), ... y tal que 6, —
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0, cuando n — oo. Por lo tanto 0 también es irracional y ya que la expansion en
fraccion continua es unica, para todo € > 0, existen N,m(N) € N tales que si para
toda n > N, |0, — 0| < e, entonces al(-n) = a;, para toda i < m. Asi que para
toda i € N, lim,,_, agn) = a;. Y como para toda i,n € N, aﬁ”) < M, entonces su
limite también estd acotado por M, esto es, a; < M para toda i € N. Por lo tanto
0 = [0;ap,a1,as,...] € Opa(M).

Ahora ya estamos listos para demostrar el teorema principal de éste trabajo.

Teorema 4.2.4 (Teorema 2). Para cualquier M > 0 el conjunto Ay es una he-
rradura para el operador de renormalizacion Ry @ Ay — A el cual actia en las
clases hibridas de estindar Siegel pacman con nimero de rotacion en Oy,q(M). La
extension natural ﬁM : .ZM — ./Zl\M es un homeomorfismo topoldgicamente conjugado
al corrimiento a la izquierda w : X(M) — (M) mientras que Ry es semiconjugada
aw.

En resumen lo que vamos a probar es que el siguiente diagrama es conmutativo y
que las funciones el él son continuas.

M
Ay —— Au
Dividiremos la prueba del teorema anterior en los siguientes lemas.

Lema 4.2.5. El conjunto Ay es precompacto con respecto a la renormalizacion de
orbitas.

Demostracion.

Veamos que dada [fy] € Ay, la cual por la Observacién 4 tiene asociada una su-
cesion de clases {[fn]}nez C An tal que [f.] = RY[fo] v Rulfn] = [fus1], enton-
ces debemos encontrar una subsucesién {[f,,|}ren y una clase [F] € Ay, tales que
limyso0[fn,] = [F]. Para probar esto necesitamos encontrar representantes de éstas
clases que converjan a un representante de [F] en el espacio de funciones analiticas
con la norma uniforme.

Como ya vimos por la Observacién 4, a [f] € Ay le podemos asociar una suce-
sién de angulos {0, },cz definidos por el nimero de rotacién de cada clase de [f,],
es decir 0, = p([f.]). Asi que dado cualquier N € Z podemos tomar la sucesién
{01} n>N C Opra(M) de ntimeros de rotacién asociados a cada [f,]. Ahora por la Ob-
servaciéon 5, el conjunto Oy,q(M) es cerrado en [0, 1], entonces {6, },>n debe tener
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una subsucesiéon {0, }ren que converge a un 0, € Oy,q(M). Dado que todo nime-
ro irracional tiene una tnica expresion en fraccién continua, la convergencia anterior
nos dice que eventualmente los primeros elementos a;* de cada 6, deben ser iguales
a los primeros elementos a; de la fraccién continua de 6, esto es aj* = a para
i=0,...,ky, donde kg — oo si |0,, — 0] — 0.

Ahora a cada 6,, le asociamos la clase de estandar Siegel pacman [f,,] que tiene el
nimero de rotacién 6,, y de la misma forma a 6, le asociamos su clase [F]. Para
probar que [f,,, ] — [F] necesitamos encontrar representantes donde se de la conver-
gencia.

Definimos el nimero ¢, de tal manera que si 64 = [0;ay,af,a3,...] (andlogamente
sifp =1—1[0;af,af,af,...]), entonces ¢, := [0;af + 1,a],a;,...]; y de la misma

forma a cada 6, le asociamos 0, que consiste en anadir un 1 al primer elemento de la
fraccién continua de 6, . Por lo cual tendremos que Ry (0,) = 01, Ry (), ) = On,
y por lo tanto 0, — 0.

Ahora consideremos los polinomios cuadrdticos feg) = 22 + ¢(f) de tipo Siegel en la
cardioide principal de M, los cuales tienen niimero de rotacion 0, esto es, f! (9)(ac(9)) =
e?™  donde ac) es el punto fijo a de feg). Sea g : [0,1] — OM la funcién que a cada
6 € [0,1] le asigna el punto ¢ = w en la frontera de la cardioide principal
(esto es porque el punto fijo a de f, satisface que f'(a) = ¥ y a = 1—T@> Por
lo tanto g es continua en su dominio.

Sea A, el espacio de Banach de funciones analiticas con la norma uniforme. Ahora
definimos la funcién h : OM — A, tal que h(c) = f. es el polinomio f.(z) = 2% + c.
Entonces la funcién g es continua porque si |¢; — co| — 0, entonces ||h(c1) —h(ca)||oo =
|22 +c1 — (22 + @2)|]oo = |c1 — 2] = 0.

Cuando tomamos la composicién de funciones h o g : [0,1] — A, obtenemos una
funcién continua que a cada @ € [0, 1] le asigna el polinomio f.). Entonces conforme
0, — ¢, tenemos que fc(%k) — fc(g;).

Si consideramos el operador de renormalizaciéon pacman del Lema 3.1.7 aplicado en
fc(gi), con x = f(0) para tener un estdndar Siegel pacman, de tal forma que actia
como solo una iterada de la funcién R,,,, en el nimero ¢’ , es decir, restando un uno
al primer coeficiente de la fraccién continua por lo cual Ry, (#,) = 6. Entonces por
el Teorema 4.1.1, existe una vecindad Ny ( fc((;;), ¢), donde el operador de renormali-
zacién pacman R es compacto y analitico.

Si consideramos el estandar Siegel pacman R fc(gg) por construccién tenemos un
estandar Siegel pacman con nimero de rotacion @, por lo cual es un representan-
te de la clase [F]. De la misma forma si & € N es suficientemente grande tenemos
que fC(%k) € Ny( fc((;;), g) y si consideramos a R fc(%k) tendremos un estandar Siegel
pacman que tiene nimero de rotacién 6,, por lo cual es un representante de la clase
[fn,.]- Asi conforme fc((%k) — fc(gi) y dado que el operador de renormalizacion pacman
R es continuo en Ny ( fc(g;),&f), podemos concluir que R fc(g;bk) — Rfe,) en alguna
vecindad de R fc(gzr), es decir, hemos encontrado representantes de las clases donde se
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da la convergencia.

Finalmente veamos que [F] € Ay. Por construcciéon sabemos que su niimero de ro-
tacién 0, pertenece a Op,q(M) por lo cual [F] es infinitamente renormalizable hacia
delante. Ahora falta ver que [F] es infinitamente renormalizable hacia atrés, para ésto
podemos simplemente anadir cualquier sucesién infinita {a},<o acotada por M, de
tal manera que al combinarla con la sucesién generada por 6. obtenemos una sucesién
bi-infinita {...,a%,,ad,af,...} € £(M) a la cual le podemos asociar una sucesién de
clases hibridas de estandar Siegel pacman {[f,]}nez donde el niimero de rotacién de
/] estd dado por 6, = [0;a,},a;,,,...]sin€ Zespary 0, =1—1[0;a},a5,,,..]si

n € Z es impar. Asi [fo] = [F] y por lo tanto Ru[f,] = [fn+1] para toda n € Z. 4

Lema 4.2.6. El operador ﬁM es conjugado al operador w mientras que Ry; es semi-
conjugado a w.

Demostracién. R
Definimos la funcién de conjugacién ® : X(M) — Ay tal que a cada 7 = {a, }nez €
2 (M) le asigna una F = {[fu]}nez € Ay de tal manera que el nimero de rotacién p
de cada clase de estdndar Siegel pacman [f,] esta dado por

| 0san, ant, -] si n es par;
plfnl) = { 1 —1[0;an,any1,...] sinesimpar.

La funcién ® estd bien definida pues debido al Teorema 3.1.10 cada nimero de rota-
cién determina una unica clase de estandar Siegel pacman.
Veamos que ® es una funcion inyectiva. Si tomamos dos sucesiones distintas 7 =
{antnez, 7 = {a, }nez € (M) con (1) = {[fultnez ¥ (7)) = {[f]]}nez, entonces
debe existir al menos una ny € Z tal que ay, # aj, . Por lo cual [f,,] # [f,,], pues
tienen diferente niimero de rotacién, asf que ®(7) # (7).

Por otro lado ® es suprayectiva. Sea {[f.]}nez € Ay y si suponemos que n € Z
(n) (m) _(n)

es par (el caso impar es analogo), sean 6, = p([fu]) = [0;an , a1, Cpio,--] ¥
Oni1 = p([for1]) = 1 — [0; aﬁﬁl),aﬁ?),...]. Debido a que Ry[fn] = [fus1] para
toda n € Z, esto implica que p(Ru[fn]) = p([frs1]), asi que agn) = aE"H) para toda

1 > n+ 1. Como esto pasa para toda n € Z, tenemos una unica sucesién de elementos
{a;}nez que define a los niimeros de rotacién de las clases de {[f,]}nez. Por lo tanto
es suficiente tomar 7 = {a; }nez € X(M) para que ®(7) = {[fu] tnez-

Por 1ltimo veamos que la funciéon ® es continua. Sean {7;}rey C X(M) una
sucesion con T = {aq(lk)}nez vy T = {an}tnez € (M) tales que 7, — 7 cuando k — oo,
entonces tenemos que probar que si ®(7;,) = Fy, = {[fflk)]}nez y (1) = F = {[fu] }nez,
entonces Fj, — F cuando k — 00, es decir, para toda n € Z, limk%m[fék)] = [fn]. Asi
que fijando un entrada, digamos n = 0, hay que encontrar representantes de las clases
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[ fék)] y [fo] en el espacio A, donde se tenga la convergencia.

Sea X(M) el espacio de sucesiones infinitas hacia la derecha con elementos en los
nimeros naturales acotados por la constante M, dotado con la topologia débil. Vamos
a probar que la funcién g : X7 (M) — Op,q(M), tal que

g({an}n>0) = [0; a9, a1, as, .. ], (4.1)

es continua. Para cada k € N, tomemos la sucesién 7, = {a,(f)}nzo € Xt (M), como
por hipétesis 7, — 7 cuando k — oo, entonces 7, converge a 7' = {a, }n>0 € LT(M)

cuando k — oo, por lo tanto para cada n € N tenemos que limj_, aT(f) = a,. Debido

a que agﬂ), a, € N, entonces para cada n € N, existe una K(n) € N tal que para toda

k > K se satisface que a%k) = Q.

Notemos que K (n) no necesariamente es la misma para cada n, pero lo que si podemos
asegurar es que dado un m € N, existe un N(m) = maz{K(0), K(1),...,K(m)} tal
que para toda k > N(m), agk) =a; parai=0,1,...,m.

Ahora si probamos que dadas cualesquiera dos expansiones en fraccion continua

[0; a0, a1,y .-y Gp_1, Qpy Apits - -], [05 G0, A1y - oo A1, b0, bty - -] € Opna(M) tales que

sus primeros n-elementos son iguales, entonces deben satisfacer que

105 a0, a1, ..., Gn_1,n, Gy, -] = [05a0, a1, .. Gp1, b, by, ]| < o5 (4.2)

B2n )

1
donde B = 1 |
onee MV

Con esto ultimo y como ya sabemos que limkﬁoo{a%k)}nzo = {a, }n>0, podemos con-
cluir que para toda € > 0, existen n, N € N suficientemente grandes tales que si k > N

k .
y a§ ) = a;, parat=0,1,...,n, entonces

k) (k) (k
|[0; a(() ),ag ),ag ), ... = [0;a0,a1,as,...]| <e.
Por lo cual limg_,, g(71) = g(7') y entonces g serd continua.
Primero veamos que (4.2) se cumple para expresiones finitas donde los primeros n-
elementos son iguales, esto es de la forma [0; ag, a1, . . ., an_1, @y, [0; ap, ay, ..., an_1, by
cuyos elementos estan acotados por M. Al hacer la resta de fracciones obtenemos

X X b [0;a17a27a37"'7bn]_[O;a'lva%a?n"'aan]

[Oaa07a17a2a"'7an]_[0)a07a17a2a"-7 n]: N
[ . A .

donde Ay := ag + [0; a1, az, as, ..., a,], Ay := ap + [0; a1, ag, as, . . ., by).
De la misma forma cuando hacemos la resta [0; ay, as, as, . .., b,| —[0; a1, as, as, ..., by),
obtenemos

i . . [0;@2,@3,0/47...7[)”] - [O;a27a37a47"'7bn]
[0; Qg, a1, @2, - - - 7an]_[07 Qg, a1, @2, - - - 7bn] =

Ag AL A AT
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donde Ay :=a; + [0;az,as, ..., a,], A} := a1 + [0; ag, as, ..., by,).
Procediendo de forma analoga haciendo todas las restas de fracciones obtenemos

|an, — bn|
0; n_07 y 1, 7"'7bn -
|[ ; Ao, 1, G2, 70’] [ Qg, a1, a2 ]| AOAé]AlAllAn—lA/n_lAnAln
donde A; := a;+[0; a;y1, Givo, . .., an], As = a;+[0; a;11, @iy, ... by) coni =0,1,... n.

Por hipétesis se satisface que 1 < ag,b, < M para kK = 0,...n, asi que para ¢ =
0,1,...,n — 1 tenemos que

A =a;+ (05011, ai19, .., a,] > B;

también A, = a,, > 1 implica que 1/A4,, < 1 y lo mismo pasa para A}. Por lo tanto
podemos concluir que (4.2) es verdad para el caso finito.
Ahora veamos que lo de arriba se sigue cumpliendo cuando tenemos fracciones conti-
nuas infinitas cuyos primeros n-elementos son iguales, asi que vamos a tomar dos ele-
mentos de la forma [0;ag, a1, ..., an 1, @y, Gpi1,-- -], [0;00,01, . Qn1,bp, by, ...] €
Opna(M). En efecto, para toda i € N se sigue cumpliendo que

Ai = a; + [0, ai+1, (IH_Q, ey A1, Qp, (L,H_l, .. ] > B

Aj = a; + (05 aiq1, Gigas - ooy Gpe1, by Doy, ] > B

Por lo cual en la n-ésima resta tendremos que:

[0; a9, a1, ..., a0, ans1,...] — [0;a0,a1, ..., bpy by, ... =
|y + (05 i1, ngay - -] — (b 4 [05 b1, brsay - - ]| < M
AgALALAY LA AL AGAL - B2’
Ahora con todo lo anterior probemos que la funcién ® es continua en la entrada n = 0.
Dado que para cada k € N, 7, = (... ,aﬂ?, a(()k), agk), ...) € X(M), consideremos la su-

cesion {7/ }ren con elementos 7, := {1 + a((]k), agk), agk), ...} €XT(M +1) y un punto
7 ={1+ agp,a1,as,...} € (M + 1). Como por hipétesis limy_,,, 7 = T, entonces
lmy oo 7 = 7.

Consideremos la sucesion de dngulos {6} }ren dada por 6, = [0;1 + a(()k), agk), agk), o,
el cual es el nimero de rotacién de | fék)] pero sumandole un uno al primer elemento
de su fraccién continua. Dado que la funcién g : X7 (M + 1) — Oppg(M + 1) definida
de igual forma que en (4.1) también debe ser continua, entonces 0, = g(17.) — g(7') =
0 =10;1+ ag, ai,as,...], cuando k — oo.

Ahora procederemos de la misma forma a como probamos la compacidad de las su-

cesiones en Ay, con respecto a la drbitas de renormalizacién (Lema 4.2.5). Es decir,

ol
1—(1— 27”0k: 2 .
a cada 6}, lo mandamos a IM con c(6,) = % de manera continua, por lo

tanto c(f;,) — c(¢’) cuando k — oo. Luego a cada c(6) le asignamos el polinomio
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fc(g;g) en A, lo cual ya vimos que es continuo, por lo tanto fc(glfc) — fe(ory- Finalmente
aplicamos el operador de renormalization pacman R, el cual por el Teorema 4.1.1 es
continuo en una vecindad suficientemente pequena de f.4, de tal forma que actia
en el nimero de rotaciéon como R,,,, por lo tanto R fc(%) — Rfe)- De ésta forma es

como obtenemos los representantes R f. (o) de las clases [ fék)], pues tienen los mismos
nimeros de rotacién, los cuales convergen a fc) que es un representante de [fo).

Lo mismo puede hacerse para cada [f,], con n € Z, que pertenece a F = {[fn|}nez-
Por lo cual ® es un homeomorfismo.

Finalmente como la funciéon proyeccién en la coordenada cero Il : Ay, — Ap no

es inyectiva, entonces Ry : Ay — Aps es semiconjugado a w : X(M) — X(M). 4



Conclusion

Con el Teorema 1 probamos que se puede definir un operador de renormaliza-
cién pacman que sea compacto y analitico en cualquier Siegel pacman con nimero de
rotacion acotado. Usamos esto para definir un conjunto herradura A;; donde el opera-
dor de renormalizacion Siegel pacman Rj; puede aplicarse infinitamente hacia atras
y hacia adelante. Luego en el Teorema 2 probamos que el comportamiento de éste
operador en los nimeros de rotacién estd modelado por el corrimiento a la izquierda
en el espacio de sucesiones bi-infinitas de niimeros naturales acotadas por una misma
constante. De esta manera nos acercamos a la conjetura de Lyubich [7, Apéndice C] la
cual dice que existe un operador de renormalizaciéon pacman global, el cual tiene una
herradura de renormalizacién en la molécula principal del conjunto de Mandelbrot (la
molécula principal de M es el subconjunto cerrado mas pequeno de M que contiene
a la componente hiperbdlica principal asi como a todas las componentes hiperbdlicas
obtenidas de la componente principal a través de bifurcaciones parabdlicas), el cual es
analitico a pedazos, hiperbdlico con variedad inestable uno-dimensional tal que su he-
rradura de renormalizacién es compacta y combinatoriamente relacionada con Ry,
Para llegar probar dicha conjetura faltaria ver que el operador de renormalizacion
pacman Rj; en los parametros Siegel con niimero de rotacion acotada es hiperbdlico,
pero el primer obstaculo es encontrar la teoria de operadores hiperbdélicos que nos ga-
rantice la existencia de la variedad inestable finito dimensional tangente a la direccién
inestable del operador, pues ésta solo se ha encontrado cuando se tiene un punto fijo.
Otra direccién que puede tomar este trabajo es tratar de extender el operador de
renormalizacién pacman a otras componentes hiperbdlicas de M, es decir, a las fun-
ciones de Siegel pero con ciclos de punto fijos indiferentes, las cuales tienen dos o
mas discos de Siegel con el mismo nimero de rotacién con combinatoria periddica,
para llegar a resultados de autosimilaridad alrededor de éstos pardametros que sean
andlogos a los que se tienen para funciones de Siegel con un tnico punto fijo.
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UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL
ESTADO DE MORELOS

Se expide el presente documento firmado electronicamente de conformidad con el ACUERDO GENERAL PARA
LA CONTINUIDAD DEL FUNCIONAMIENTO DE LA UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE MORELOS
DURANTE LA EMERGENCIA SANITARIA PROVOCADA POR EL VIRUS SARS-COV2 (COVID-19) emitido el
27 de abril del 2020.

| presente documento cuenta con la firma electronica UAEM del funcionario universitario competente,
amparada por un certificado vigente a la fecha de su elaboracion y es vélido de conformidad con los
LINEAMIENTOS EN MATERIA DE FIRMA ELECTRONICA PARA LA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE
ESTADO DE MORELOS emitidos el 13 de noviembre del 2019 mediante circular No. 32.

Sello electrénico

ANTONIO DANIEL RIVERA LOPEZ | Fecha:2023-11-06 19:49:13 | Firmante
hGrpHCbrdxgfa5r3QcrcKpaGQtDgRW1HQ2GUADOGdb+KZAxsiQjpkZK6EhtGBIpHDIWmMWP+2ArUNdgvv100QicWrzdsCthwOT9v30KfINgy+B+gaEVUriQQt/IdfBul7Md35WKuqg4
PTniG3jtjKMFoJdr5/ICTUNZES601arQU+x/MIIB2mL8G1quQW/svMVgnyXONmr3tV2jGDAAWY4z9sJP+00C6aQ2DQkmfvZI/UhCx9H8GYmgU9kvd8naGlkJAwNeblqOjj3NCowjN
adOfv/416cTObq7cXa5fyueWrcuVzXxlisHagmWoXc/gzwl19iSfJOsiuwKCOgbv+K6Aw==

LIUDMILA LVOVNA SABININA | Fecha:2023-11-06 21:13:35 | Firmante
Te3wohAWzMOJf50rXBPpDmgknQcu5cVoalhV9VnzbOxii6bti6rtlwakXImoJ/LACVHTIFylc/X6HNY swpwW1OK+p6A58IDPBZcmLkCbyVMMXMhQUA4Y1J1sYeyTZsibwflUXidpNY
9CgK6xI11aNi5sIPDMROGAUQI3pQOfNc7agXg6aApKI7rb57ayRmuUI810gY/sIDgvynnB6noli/vNcB5std77HceM5SBTWc/6mBkSHa9omSccMh2rXQUFfZdxvvaojfPAcP5U2t2aHb
UldF6raDJLQVIXG/Q/h9j85DbB6PUbAtN/sRpammelVIUSOJKEFGYJIsi8kkbobdpmg==

JUAN PABLO DIAZ GONZALEZ | Fecha:2023-11-07 09:09:35 | Firmante

SBNOLFrBsLPRz70I7nWglZkxVr50xX2AxhcQB6NmuTfPFdUsgcl PK1kAJUbDmMk15WgnvCQ7gn4QqviWcW4iTre/z5VEOkJ/QUvzAST5+XP2D5g6L Bfdgém/zpunQyLo57AUHOY
QV+1v8rFP8KOLplfnuxVOQp70kuddYWWyVZ44LLnYdHc2UEWWIS8dq090/plO6GAPKWFt+R00O8UISHCA4G TwPdkU5KOITGbygMwFF6d+lwgD79r1rY3+yRX3UzNhh7Aw+91K
2ilfrdmH3EgmMsknOK147HjvPAYgY8BHfWe/GBroLVUo5sfLFdfsuKdBCrkYTU4IHgLgZu8tp7vCPw==

GABRIELA GUADALUPE HINOJOSA PALAFOX | Fecha:2023-11-07 10:00:24 | Firmante
HIVAuulQZcorg35pn9swuTUIYnl0AhcflaARP6p/pT7dLuBUslYgnaxXX0zrFrpv5rOlaLjEoj4aEl72fmCucCE5Bc2zkhZfwo96Bqz/3F+9yLuvacfMKeVusMJI3DaFbNjeWRFRA7VEQdY
hSkgzvVic56mvJiaVNID7U7b79nBwZatsO1Xdcjlf8BWGg3Y XrodphMHcwbRcdANCcA2AWSBZrRHy2JKxjpDSiunS3HXPI2FLOpaxK8KmMRbZOTX5¢/LM850BDOIPs7P2Y0+rdopyg2Kf
GzU3I+h0CTkCuezRalL6BINEZaLE+ntOVTaWkdv00SBaxiTYnZHHhPS5ywsO0TwBdw==

EMILIO MARMOLEJO OLEA | Fecha:2023-11-07 11:18:58 | Firmante
UAHIkS/st6BOyKrkmecOZEoFSN8u7flnJluRD2IYk4hsoOat6eh+SmizFIOE3elPmYAn3P4htKRWsTmEh1h1z4yoouE4INOj8K/TE6DTo8LMWreOmgmGJgzPWZcsGJd950ub0ZgJ
kIgLUhlyMTX717GZ0+cwweUsqYhr/40yybGPF3BkAizw5gD7AtzWzU3qcYx/bZ4BbV+OBEi6KO2zLy85yk/bu7MmLg0dgttuUf3nkzlsFcodVDY8tILCHgp+41Vq9gJQSNLm+Gulec
FSI/kriIRuF6DqCASIs8RXdNy0i8/UO0/IfJJ+7abpZtojgQOfwek1qG4nasT3xRz2NUQ==

CARLOS ALFONSO CABRERA OCANAS | Fecha:2023-11-07 11:47:44 | Firmante
€c27uZHNMjMso0HNUZDDyUix9Lg2CPMCGmMEtWx0oB5cXTwSUingrUx3rVK+gktARAS5iu8Ky0Gap0iBL5f6 TkpFBTKGWIRIbLSGgoTS04/0i0J84K6rvRCE48sxq3DdkiOViGNMhkQ7
B8XEa+mc6082b7B3IT4MXeVVzuv6i50dE/wWnUI8Zwd5AK8KHtsyd3MA7eMK7+s2Hn4c7J0Zx4IT2skerQi5IHbOmMs3ru6uscAFMvIGcSwJI+imO8Ppgxn/D8BgLIWV/sO0syKQpeOs
m9p30p8yIJN7WTTQB0oB1dRCj2WKKTU/H8wA2m5dmdezDczWQztfRjUYEMmTieXbZh8617zw==

ROGELIO VALDEZ DELGADO | Fecha:2023-11-07 21:41:11 | Firmante
gXVP5Q62hxONiHPKVgbTXve+LbabwDjOs+2iuLTpZoQJopPcXf1OLoesNLIFL8Ltg+4LcGmgscCsdEF1uCuRzIvgTqQWAXDDPID5BFQO7SunYU7pM40aOWhOuck1/31I9MVCgP
9J+s6/Jg6aqvd7MfcV7Z8g9WIaRk1KXnrrOEPcLV28sMtGbCTuuRgPY8JJQsoh7NP13dRT8aNtlZrkxCyEcnMXQHIPheJKvH4CCSZvbFsV696KKtj7nBp/BcnOf50P/721+EqxR1+s
YS/BUCsCjrzjenJrO3ixdItPWK9UvSdDjO98NxMN/n+aXHvVAUIM505DmMWDA2QzIggE4pl 7VA==

Puede verificar la autenticidad del documento en la siguiente direccién electronica o
escaneando el codigo QR ingresando la siguiente clave:

F7iy56KUV

https://efirma.uaem. mx/noRepudlo/WUubeUDKUI7LntF5t11kpsqu|aavfb
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