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Notas al lector

El objetivo de este trabajo de tesis es calcular el factor de estructura para fluidos Newtonianos y de Maxwell en
el formalismo de las integrales de trayectoria. Para ambos sistemas se calcula para los casos dentro y fuera del
equilibrio. Esto con el propésito de observar teéricamente los cambios que sufre el factor de estructura y realizar el
célculo aproximado de varias magnitudes de interés.

El marco tedrico de esta tesis estd conformado principalmente por los primeros cinco capitulos. En cada capitulo
se aborda de forma extensa cada una de las teorias necesarias para este trabajo. La mayor parte de los cédlculos ne-
cesarios para cada capitulo se encuentran en los apéndices, esto con el objetivo de que cada capitulo se mantenga
centrado y no se pierda la lectura.

Dado que cada autor en cada texto de la bibliografia presenta una notacién diferente, cada capitulo y apéndice al
final presenta una pequefa tabla con la mayor parte de su notacién. La notacién no es uniforme en toda la tesis
pero se procura que lo sea para cada capitulo y apéndice. La secuencia de capitulos estd pensada para que el lector
pueda enfocarse en cada parte del texto independientemente de las demds para posteriormente, poner todo junto
en los capitulos de resultados y conclusiones.

Ellector, si asilo desea, puede consultar la bibliografia para completar lo expuesto por el marco teérico. Cada libro,
tesis y articulo se extiende en otras direcciones que, aunque no son necesarias para esta tesis, son sumamente
importantes para sus respectivas teorias.

En el capitulo de resultados, se muestran los resultados inmediatos al seguir el algoritmo presente en la tltima
seccion del capitulo 5. Los resultados se presentan principalmente por las expresiones explicitas para el factor
de estructura en cada caso y su respectiva grafica. Las gréficas se presentan completas sin mucho detalle, con
excepcion de la dltima, esto con el propésito de no saturar el capitulo.

En el capitulo de discusién y conclusiones, se presenta un resumen de toda la tesis, ademds de la discusién a detalle
de los resultados.
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CAPITULO 1

Introduccién

1.1 Ladescripcion mecéanica de la materia

Histéricamente, desde el punto de vista tedrico, las propiedades reversibles de la materia fueron las primeras en ser
entendidas. Estas propiedades estan caracterizadas por las leyes del movimiento de Newton, las cuales estdn des-
critas en términos de fuerzas, velocidades (momentos) y posiciones. Si a estas magnitudes, junto al tiempo, se les
cambia el signo, se describe la misma propiedad pero en “reversa’, por lo cual se dice que es una propiedad reversi-
ble. La reversibilidad sugiere que cualquier movimiento debe tener como pareja otro realizable en las condiciones
iniciales adecuadas pero en reversa. Sin embargo, esto es contrario a la intuicién: se puede observar naturalmente
como se disuelve la sal en agua pero nadie ha visto a la sal precipitarse de una disolucién no saturada. A esto se le
conoce como “irreversibilidad” de la materia.

El deseo de entender la irreversibilidad de la materia en términos mecédnicos inici6 con Newton, que introdujo
la idea de viscosidad a la dindmica de fluidos. La teorfa de la dindmica de fluidos fue desarrollada antes de la
introduccién de la teoria atémica de la materia. Es una teoria del continuo en la cual se le asigna una velocidad a
cada punto material en el espacio, asi como otras propiedades que definen el estado dindmico. La tasa de cambio
de estas velocidades era determinada por las fuerzas entre los elementos de volumen y por las fuerzas externas
actuando sobre el medio. Después de que se mostro la realidad de los &tomos y las moléculas, hubo varios intentos
de desarrollar el esquema mecdanico de la materia basdndose en las colisiones e interacciones de las moléculas.
Este modelo cinético molecular fue después desarrollado en gran detalle por Boltzmann.

Una descripcién mecanica completa de una coleccién grande de moléculas seria muy complicada. Debido a que
la mecanica Newtoniana es determinista, la descripcion debe incluir el conocimiento de todas las posiciones y
(momentos) iniciales de las particulas y la solucién, ya sea analitica o numérica, de las ecuaciones del movimiento.
Resolver las ecuaciones del movimiento es una tarea muy complicada pero asignar las posiciones y momentos ini-
ciales de cada una de las particulas de forma exacta es imposible. En consecuencia, incluso con las computadoras
mds precisas, este cdlculo mecanico para un niimero grande de moléculas no puede ser exitoso.

Para que un célculo mecdanico sea exitoso se debe dar la vuelta al problema de especificar las condiciones iniciales.
Gibbs fue el primero en intentarlo introduciendo el concepto de ensamble en mecdnica. Un ensamble consiste de
un gran nimero de copias conceptuales del sistema de interés, las cuales son preparadas de la misma forma ma-
croscopica. Por ejemplo, si el sistema es un fluido uniforme compuesto de moléculas de una sola especie, se debe
especificar su volumen inicial, su temperatura y el ntimero de moléculas que lo componen. Dicha especificaciéon
inicial es compatible con todas las posibles posiciones y momentos iniciales que las moléculas pueden tener. Gibbs
llamé espacio fase al espacio de las posiciones y los momentos, y asi un ensamble corresponde a una distribucién
de puntos en el espacio fase. La nocion de ensamble permite la introduccién de conceptos estadisticos en la me-
cénica: la distribucién inicial de los puntos se usa para asignar probabilidades a los puntos o regiones del espacio.
Como cada miembro del ensamble evoluciona en el tiempo, su punto correspondiente en el espacio fase se mueve
a uno nuevo. La evolucién de su nube de probabilidad es descrita por la ecuacién del movimiento Newtoniana
llamada la ecuacién de Liouville.

La idea de Gibbs fue usar las propiedades estadisticas del ensamble en evolucién para caracterizar el sistema de
interés. El sugiri6 que un estimado del valor de cualquier propiedad medible se podia obtener promediando la
misma propiedad sobre el ensamble. Esta idea no funciona muy bien en ensambles arbitrarios. Por ejemplo, si solo
el volumen y el nimero de moléculas se emplea para especificar los puntos iniciales del ensamble, el ensamble serd
distribuido sobre puntos en el plano fase correspondientes a temperaturas diferentes o incluso, en puntos donde
la temperatura no este definida. Naturalmente, surgen dos preguntas con la propuesta de Gibbs. Primero, ;Cudando
la descripcién del ensamble es suficientemente completa para asegurar que el promedio de una magnitud sobre el
ensamble es un buen estimado del sistema? Y segunda, para dicha especificacién completa del ensamble, ;Cudl es
la distribucion correspondiente en el espacio fase?

La respuesta a la primera de estas preguntas requiere saber cuales de las especificaciones iniciales macroscépicas
son suficientes para predecir el futuro de una forma confiable, ya que de otro modo los promedios sobre el en-
samble no tendrén relacidon con las medidas del sistema. No hay forma de responder esta pregunta basandose en
principios examinando simplemente la evolucién del ensamble para un conjunto de varias condiciones iniciales.
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En consecuencia, es necesario el uso de informacién empirica para determinar si las especificaciones macroscépi-
cas conducen a una prediccién confiable.

La termodindmica del equilibrio es una guia empirica bésica para obtener buenas especificaciones del ensamble.
El estado de un sistema en equilibrio se determina por su entropia en funcién de las variables extensivas: la energia
interna E, el volumen V y el niimero de moléculas N. Se sabe que, salvo puntos criticos en las transiciones de fase,
las mediciones en dichos sistemas son predecibles con un alto grado de precision. De este modo, la termodindmica
sugiere que las especificaciones de E, V y N para sistemas en equilibrio deben dar lugar a un ensamble reprodu-
cible. Este es el ensamble microcandnico el cual es la piedra angular de la descripcién de Gibbs para la mecénica
estadistica del equilibrio.

Dada la justificacién empirica de la confiabilidad del ensamble microcanénico, ahora es necesario responder cual
es la distribucién en el espacio fase que corresponde con la especificacion del ensamble. Esta pregunta es extra 'y
no tiene respuesta dentro del dominio de la teoria mecanica. Su respuesta debe ser llevada al estatus de postula-
do. Para el ensamble microcanénico, Gibbs postul6 que la regién en el espacio fase correspondiente a la energia
dado un rango entre E y E + dE tiene una probabilidad en el ensamble proporcional a su volumen. En esta base,
existe la misma probabilidad para regiones del mismo volumen del espacio fase euclidiano. Dicha especificacién
corresponde correctamente con un ensamble estacionario, dado que la probabilidad depende solo de la energia.
La ecuacidn de Liouville implica que dicha distribucién de probabilidad es independiente del tiempo.

Una vez que la forma de la distribuciéon del ensamble microcanénico se ha elevado a postulado, no hay manera
de verificarla de forma independiente, excepto por comparaciéon con deducciones basadas en la experimentacién.
Asi, su empleo es justificado a posteriori como todos los postulados de las teorias fisicas. De hecho, los resulta-
dos basados en la distribucién microcanénica coinciden excelentemente con las propiedades experimentales de
la materia en equilibrio. En realidad, la mayoria de los calculos de las propiedades termodindmicas emplean la
distribucién canénica correspondiente al ensamble en equilibrio de los sistemas con valores bien definidos de V,
N ylatemperatura T. La distribucién candnica es derivable de la microcanénica. Empleando los promedios sobre
el ensamble candnico se puede calcular ecuaciones de estado de presién-volumen, capacidades calorificas y otras
cantidades. Estos resultados coinciden cualitativamente y cuantitavamente con los resultados experimentales. De
este modo la distribucién microcanénica ha sido justificada satisfactoriamente a posteriori.

Uno puede preguntar si la distribucién microcanénica de Gibbs es la tinica que describe el ensamble microcanoni-
co, es decir, ;Es la tinica distribucién que funciona? La respuesta es no. Una distribucién canénica con el pardmetro
T correcto es equivalente a la distribucién microcandénica en el limite que Ny V tienden a infinito y N/v es fijo. Este
es el llamado limite termodindmico, que se emplea usualmente para justificar el uso de la distribucién canénica.
Este resultado sugiere que la distribucién microcanénica que Gibbs postul6 funciona muy bien no por su forma en
particular, si no por una razén més profunda.

De cualquier modo, uno se encuentra en la delicada posicién de introducir postulados en la teoria del ensamble
mecdénico para describir la naturaleza de las funciones de distribucién iniciales que no pueden ser medidas. Para
un ensamble fuera del equilibrio esto se vuelve un serio problema dado que nadie sabe como asignar una distribu-
cién correcta dada la condicién de no equilibrio e incluso, si dicha prescripcion existiera, seria necesario resolver
las ecuaciones del movimiento para encontrar como evoluciona el ensamble en el tiempo. Para un sistema no
uniforme grande, dicha solucién no se puede obtener.

1.2 Descripciones y contracciones macroscopicas

La secci6n previa describi6 algunos de los ingredientes que son necesarios para la teoria mecénica de la materia.
Dado el vasto nimero de moléculas involucradas en cualquier sistema de tamafio razonable no es posible obtener
la informacién empirica, como es el punto inicial en el espacio fase el cual es requerido para predecir sus pro-
piedades materiales. Esta dificultad es inherente en nuestro sistema de medicién. Dado que no hay manera para
seguir las posiciones y momentos de un sistema grande molecular, las mediciones son limitadas a la especificacién
de una cantidad pequeiia de caracteristicas. De este modo, en lugar tener un orden de nimero de Avogrado de
variables, solo se tienen, por ejemplo, unas cuatro o cinco para describir el sistema.

El hecho de que las medidas de los sistemas macroscépicos se restringen a un niimero pequeiio de variables genera
una pregunta similar a la que dio Gibbs para la teorfa del ensamble. ;Bajo qué condiciones, dado un conjunto
de variables es posible hacer una descripciéon autocontenida y que pueda hacer una prediccién confiable de la
evolucion del sistema dados sus valores iniciales? Desde el punto de vista macroscépico, esta pregunta debe ser
contestada de forma empirica para cada sistema individualmente.

CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Entre las descripciones contraidas de la materia esté la descripcién termodindmica del equilibrio. La termodinéa-
mica cldsica describe la materia en términos de variables extensivas, entre las cuales se incluyen la energia interna,
el volumen y el nimero de moléculas que componen la materia. Estas variables son llamadas extensivas debido
a que dependen de la extension del sistema. Si dos sistemas idénticos se unen en uno solo, el valor de la variable
extensiva serd el doble respecto a su valor en cualquiera de los dos sistemas tomados individualmente. Esto con-
trasta con las variables intensivas, que se mantienen igual cuando dos sistemas idénticos se combinan. Dado que
las variables extensivas proveen una buena descripciéon de la materia en equilibrio, se dice que caracterizan el esta-
do de equilibrio macroscépico del sistema. En otras palabras, dos sistemas en equilibrio cuyas variables extensivas
poseen el mismo valor, para propésito de la mayoria de mediciones, son idénticos.

Desafortunadamente, es claro que dos sistemas que tienen la misma descripcién no pueden ser en todos los as-
pectos, idénticos. De esto se sigue que el estado molecular, o su localizacién en el espacio fase, no serd el mismo
para ambos sistemas. En consecuencia, la descripcién debe incluir fluctuaciones moleculares. Estas fluctuaciones
son la causa de las diferencias que se presentan en los sistemas que tienen la misma descripcién macroscépica.
Para que la descripcién contraida sea buena, estas fluctuaciones deben ser pequenas, pero no pequefias que se
desvanezcan, de tal modo que debido a nuestras limitadas mediciones, la descripcién del sistema sea de caracter
estadjistico.

Es entonces natural introducir el concepto de ensamble fisico para hacerle frente a las diferencias entre sistemas
con la misma descripcién macroscépica. Un ensamble fisico consiste en una coleccién de sistemas, idénticamente
preparados respecto a su descripcion. Esto difiere respecto al ensamble de Gibbs que correspondia con una distri-
bucién matemética de los sistemas en el espacio fase que se empleaba para estimar las propiedades de un sistema
en particular. Por otro lado, el ensamble fisico se introduce debido a la tosquedad de la descripcién, que correspon-
de no solamente a un sistema, sino a una coleccién de sistemas. En otras palabras, cuando se adopta la descripcién
del ensamble fisico uno se olvida de describir el sistema y en su lugar, se enfoca en las propiedades estadisticas del
ensamble. De este modo, las medidas sobre el ensamble solo son relevantes para entender el comportamiento
estadistico del mismo.

Para el ensamble de Gibbs se requiere conocer la distribucién estadistica del sistema en el espacio fase. Para el
ensamble fisico solamente se requiere conocer la distribucién estadistica de las variables que se han elegido para
realizar la descripcién contraida del sistema. De este modo, para un sistema de volumen fijo en contacto con un
reservorio de temperatura, tiene sentido realizar la descripcién contraida en térmnos de las variables extensivas
usuales E, la energia interna total y Ny, Na, ..., N, el nimero de moléculas de las k especies que forman el sistema.
Dado que estas cantidades forman la base para la descripcién contraida del sistema, se puede medir empiricamen-
te y por tanto, esta informacién es accesible directamente a diferencia de la distribucién estadistica en el espacio
fase. De este modo, el punto de vista del ensamble fisico es més operacional que el del ensamble de Gibbs.

Brevemente, las secciones anteriores han descrito un marco de trabajo para el estudio de diversos problemas que
involucren sistemas con un gran niimero de particulas. Uno de estos problemas es la teoria molecular de dispersiéon
de luz, de la cual se obtiene el espectro de dispersiéon para un liquido monoatémico puro, el cual es una funcién
que involucra dos teorias: la teoria electromagnética cldsica y la termodindmica irreversible lineal estocastica. En
el siguiente capitulo se describe a detalle el experimento de dispersién de luz y su estadistica.

Simbolo Pardmetro
E Energia interna
T Temperatura
|4 Volumen
N Numero de particulas
Ni Nuimero de particulas de la k-ésima especie

Tabla 1.1: Notacién para el Capitulo 1.

CAPITULO 1. INTRODUCCION



CAPITULO 2

Dispersién de luz

El espectro de dispersion de luz para un fluido monoatémico puro es
If = (- i) Sk, w). 2.1

El término (72; - 7 f)2 a? se deriva de la teoria electromagnética. La magnitud a es la polarizacién del fluido mientras
que el vector 7; es la direccién de polarizaciéon con la que la onda de luz incide sobre el volumen del fluido dispersor
y res la direccién de polarizacién con la que la onda sale dispersada. Por otro lado, S(%, w) es el llamado factor
de estructura cuyo cdlculo involucra la termodindmica irreversible lineal estocdstica. En este capitulo de describe
con cierto detalle el experimento de dispersién de luz y se deriva la expresion para el espectro de dispersién de
luz.

2.1 Sinopsis del experimento

En un experimento, la luz de un l4ser se hace pasar por un polarizador, lo que define la polarizacién del campo
eléctrico incidente sobre el volumen de dispersién. El campo dispersado entonces pasa por un analizador el cual
selecciona una polarizacién dada y finalmente, entra a un detector. La posicién del detector determina el &ngulo de
dispersion 6. La interseccion entre el campo incidente y el dispersado es lo que se llama el volumen de dispersién
V. El esquema del experimento se muestra a continuacion:
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Figura 2.1: Representacion esquemadtica del experimento.

En experimentos de dispersion se mide la distribucion espectral en las frecuencias de la luz dispersada. Las carac-
teristicas espectrales de la luz dispersada dependen de las escalas de tiempo que caracterizan el movimiento de los
dispersores. Las cantidades medidas en los experimentos de dispersién de la luz son las funciones de correlacién
en el tiempo del campo dispersado o la intensidad dispersada (o su densidad espectral respectiva). Consecuen-
temente las funciones de correlacién en el tiempo y sus densidades espectrales son centrales para el estudio de
dispersién de la luz.

En un experimento idealizado de dispersién de luz, el campo incidente es el de una onda electromagnética pla-
na
E;(7,t) =n;Eyexpi [ki -?—wit] ,

con longitud de onda 1;, frecuencia w;, polarizacién #;, amplitud Ej y vector de onda
. Wi\ ~
ki= (—l) ki,
c

4



2.2. LA TEORIA ELECTROMAGNETICA DEL EXPERIMENTO 5

con el vector unitario k; indicando la direccién de propagacién.

Cuando las moléculas en el volumen de dispersién son sujetas a la luz incidente sus cargas constitutivas expe-
rimentan una fuerza y por lo tanto son aceleradas. De acuerdo con la teorfa electromagnética cldsica, una carga
acelerada radia luz. El campo radiado (o dispersado) al detector en un tiempo dado es la suma de todos los campos
radiados por las cargas en el volumen iluminado y consecuentemente depende de las posiciones exactas de las
cargas. Las moléculas en la regién iluminada estdn en perpetuo movimiento de traslacién, rotacién y vibracién en
virtud de sus interacciones térmicas. Debido a este constante movimiento, la posicién de las moléculas estad cons-
tantemente cambiando, asi el campo total dispersado flucttia con el tiempo. La informacién estructural y dindmica
de las moléculas se encuentra implicita en estas fluctuaciones.

El movimiento molecular térmico es erratico, de modo que el campo total dispersado varia aleatoriamente en el
detector. Graficamente esto se veria como un patrén de ruido. He aqui la importancia de la teoria del ruido y las
fluctuaciones para el estudio de la espectroscopia de dispersién de la luz. En los Apéndices Ay B se desarrolla un
poco la teoria de fluctuaciones y de funciones de correlacion.

2.2 Lateoria electromagnética del experimento

Se considera un medio no magnético, no conductor y no absorbente con constante dieléctrica promedio ¢y (e
indice de refraccion n = /€p). Sea el campo eléctrico incidente una onda plana de la forma

E;i(7, 1) = hiEgexpi(k; - T —w;1), 2.2)

donde #1; es el vector unitario de polarizacién del campo eléctrico incidente, Ej es la amplitud del campo eléctrico,
k; es el vector de propagacién y w; es la frecuencia angular incidente.

La onda plana incide sobre un punto en el dispersor medio cuya constante dieléctrica local es
e(7, 1) =eol+0€(7, 1) 2.3
donde d¢e(7, 1) es el tensor de fluctuacién de la constante dieléctrica.

ﬂ Detector

4

Figura 2.2: El campo E; es la superposicion de todos los campos radiados por los voliimenes infinitesimales d3 r en las posiciones 7 con respecto
al centro del volumen iluminado V. El detector esté en la posiciéon R con respecto al centro del volumen iluminado.

Esquematizado en la Figura 2.2, se muestra la componente del campo eléctrico dispersado a una distancia R del
volumen dispersor con polarizacion 7 ¢, vector de propagacion ky y de frecuencia w ¢ es

Ey

Es(R,b) =
s(R 1) 41 Re

exp(ikfR)f‘/dsrexpi(%-?—iwit) ﬁf-(%fx(lzfx(ég-ﬁi))) , (2.9

donde V indica que la integracion es sobre el volumen de dispersion (ver Apéndice C). El vector k es definido en
términos de la geometria de dispersién como
kzkf—kl', (2.5)

donde k; y k’f son respectivamente las direcciones de propagacién de la onda incidente y de la onda dispersada
que alcanzada por el detector. El dangulo 6 entre ambas direcciones de propagacion se le llama dngulo de disper-
sién. Esto se ilustra en la Figura 2.3. La magnitudes de ki y %f son respectivamente 271/1; y 22nfA;, con A; y A las
respectivas longitudes de onda en el vacio y 7 el indice de refraccién del medio dispersor.

CAPITULO 2. DISPERSION DE LUZ
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3 Detector

@,wf

M Analizador

4

o
% Tci’wi

Polarizador
i

v

Figura 2.3: Luz de polarizacién #; y vector de onda k; es dispersada en todas direcciones. Solo la luz dispersada con vector de onda %f y

polarizaciéon k r es captada por el detector. El vector de dispersién 4= %f - Ei se define por geometria. Dado que la onda dispersada tiene
esencialmente la misma longitud de onda que la onda incidente, k¢ =27n/4; = k;, se sigue por ley de cosenos que g = 2k; sin(6/2).

Usualmente, la longitud de onda incidente varia muy poco en el proceso de dispersion, esto es IIEII = II%fII. Enla
Figura 2.3 se muestra como los vectores ki, %f y k forman un tridngulo isdsceles, por lo cual se puede emplear ley
de cosenos para obtener la magnitud de k:

K2 = |1Kg = Kill = k% + k7 = 2k; - Ky = 2k} (1 - cos0) = 4k; sin®(0/2) =  k=2k;sin(0/2).

Esta es la llamada condicién de Bragg. Especifica cual es la componente del vector de onda de la constante dieléc-
trica que da origen a la dispersion en el &ngulo 6.

La transformada de Fourier de la fluctuacién de la constante dieléctrica es

6g(7€, 9] =f d3r exp [i%-?ég(?, t)] ,
v

Es(R, 1) =

E
" expi (kR i) | A 2.6)
€o

4nR

kf x (%f x (e(, t)-ﬁ,-))

Se trabaja esta tltima expresion usando la identidad vectorial A x (B x C) = B(A-C) — C(A- B), y tomando en cuenta
que Aig-kr=0
Eok?

= f
Es(R, 1) =—
s(® 1) 41 Reg

expi (ks R~ iw; ) oe; (K, 1), @.7)

donde se ha definido . _
5§if(k, t) = ﬁf -0e(k, 1) - i,

que es la componente de la fluctuacién de la constante dieléctrica respecto a las direcciones de polarizacion inicial
y final.

Teniendo la expresion (2.7) para el campo dispersado, se calcula la respectiva funcién de correlacién en el tiem-

po

k‘;»|Eo|2

E;(R,0)Es(R, 1)) = ————
(B (R OISR, 0) = 052

(0" ¢; (K, 008¢; ¢ (k, 1)) exp(~iw; 1) (2.8)

Durante el experimento de dispersién de luz, la polarizacién, el vector de onda y la frecuencia angular pasan de
una forma inicial a una final cuando el campo dispersado es captado por el detector, es decir que (#;, ki, w;) —
(i, kr,wr). Con esta consideracién y empleando (2.8), se evaltia la expresion para la densidad espectral del campo

eléctrico

4
Tok4

Ik, t,R) = | —L—
if 1672 R%¢3

1 [ . N R )
Ej;oodt«s E,f(k,O)(Sglf(k, 1)) expli (wf—wi) tl, (2.9
con Iy = |Ep|%.
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2.3. ENFOQUE MOLECULAR DE LA DISPERSION DE LUZ 7

La densidad espectral para el campo eléctrico exhibe ciertas caracteristicas: (a) I; o A4 (b) I fox R72 y (© Iy
depende de la diferencia w s — w;. Debido a (a), es mds conveniente realizar experimentos de dispersion de luz
en longitudes de onda dentro del espectro del visiblee y no con longitudes de onda mayores a la del infrarrojo,
como son las ondas de radio. De (b) se muestra que la densidad espectral sufre de la atenuacién esperada de una
onda esférica. Se define el cambio en la frecuencia w = w; — w¢. El cambio en la frecuencia ocurre solamente si
de (k, t) varia con el tiempo, es decir, en el caso de fluctuaciones “congeladas”, hay dispersion pero la frecuencia de
la onda dispersada serd la misma que la incidente. De (2.9) se observa que I; f(E, t, R) es proporcional a la densidad
espectral de la fluctuacién de la constante dieléctrica

- 1 [ . - - .
Iff(k,w) = Ef—oodt@ €;7(k,0)0¢; (k, 1)) exp(—iw1), (2.10)
con constante de proporcionalidad
4
Iokf
16m2R%3’

Para la funcién de autocorrelacién de la fluctuacién de la constante dieléctrica es conveniente usar la siguiente
notacion
Ifp(k, 1) = (67 ¢; (K, 008¢ £ (K, 1)). 2.11)

De este modo se observa que el proceso de dispersion que produce el cambio en el vector de onda k y cambio en
la frecuencia w se debe a la fluctuacion de la constante dieléctrica.

Para calcular el espectro de dispersién de luz se debe plantear un modelo para el mecanismo en que las fluctuacio-
nes de la constante dieléctrica decaen.

Frecuentemente, en la espectroscopia de dispersion de luz se mide I7 f(%, 1) a un angulo de dispersién dado con
k fijo como funcién de w. El espectro contiene informacién interesante pero es bastante complicado. Solo con
fuentes altamente monocromaticas el espectro puede ser suficientemente resuelto para que el experimento pueda
considerarse util. Antes de la llegada del ldser, solo la intensidad total I? fdé) se media. Esto era equivalente a in-

tegrar I7 f(k, w) sobre todas las frecuencias para encontrar el drea que cubria el espectro. Esta integracién también
proporciona informacién importante sobre el sistema. Haciendo este célculo, se tiene

zgf(%):f dwzgf(%,w)zf de8(0)(6% ;1 (k, 08¢, ¢ (k, 1)) = (I6e; s () (2.12)

De este modo I} f(%) proporciona informacién acerca de los promedios del cuadrado de las fluctuaciones dado

-

k.

2.3 Enfoque molecular de la dispersion de luz

La expresion (2.10) para la densidad espectral de la luz dispersada es meramente fenomenoldgica y estd descrita en
términos de las fluctuaciones de la constante dieléctrica. En ningtin momento fue necesario establecer explicita-
mente la dependencia de las fluctuaciones respecto a las propiedades moleculares del sistema. Para establecer esta
dependencia se requiere alguna aproximacién en algin grado. Sin embargo, la formulacién molecular contribuye
bastante a entender intuitivamente la dispersién de luz y es ttil para su aplicacién préctica.

Se considera un rayo monocromaético, dado por la ecuacioén (2.2), que incide sobre una molécula cuya polarizacién
estd dada por el tensor a. La luz incidente induce un momento dipolar fi(#) = a- E(f). De acuerdo a la teoria clasica
de la radiacién un dipolo que varia en el tiempo emite radiacién electromagnética. El campo eléctrico radiado o
luz dispersada es proporcional a k X (k rx [i(t")), con t' el tiempo retardado y i la segunda derivada de fi respecto
al tiempo. Se aplica el mismo argumento geométrico del apéndice A para mostrar que el campo dispersado con
polarizacion 7ir en el detector es proporcional a «; ¢(¢) expli k-7(1)] donde

a;r(t)=ng-al®)- (2.13)

es la componente del tensor de polarizacion molecular respecto a 72; y 7iy. La componente a; (1) es dependiente

del tiempo debido a la rotacién y vibracién de la molécula mientras que el factor de fase exp[i% - 7(1)] varia en el
tiempo por la traslacién de la molécula.

CAPITULO 2. DISPERSION DE LUZ



8 2.4. ELMODELO DE MOLECULAS ESFERICAS

En un fluido, las moléculas estdn débilmente acopladas eléctronicamente, la configuracién de los electrones en
una molécula no es perturbada por sus vecinos y es razonable asumir que la luz dispersada por el conjunto de
moléculas en el volumen iluminado serd la superposicion de las amplitudes dispersadas de cada molécula, en
otras palabras, el campo dispersado es proporcional a

Yol explik-Fi()] (2.14)
j

con el superindice j denotando la j-ésima molécula. Esto lleva a un patrén de interferencia que es modulado por
los movimientos moleculares. La densidad espectral del campo dispersado serd entonces

. 1 [ ) -
I;lf(k,w) = gj;mdt exp[—zwt]ll‘."f(k, 13} (2.15)
con Iff(%, 1= <5a;.*f(%, 0)6aif(%, 1)), donde
- N i -
Sais(k, t):Zajf(t)exp[ik-?j(t)]. (2.16)
J
Este tiltima ecuacion es la transformada de Fourier espacial de densidad de polarizacién

N
Saif(F, )=} aj (DS(F = F;(1). 2.17)
J

La teorfa molecular es claramente una aproximacion. En general, cuando dos moléculas colisionan sufren distor-
siones en su distribucién de carga electrénica. Estas distorsiones persisten por el tiempo que a la molécula le tome
cruzar su rango efectivo en el potencial intermolecular. Esto es del orden de 10~ '3 segundos. De este modo, la intui-
cion fisica indica que la ecuacién (2.15) no considera la contribucién de este fenémeno, que es llamado dispersién
de luz inducida por colisién.

La componente de la polarizabilidad al! f(t) puede entenderse como la suma de dos términos: (a) la polarizabilidad
de la molécula congelada en su configuracién de equilibrio nuclear y (b), un término lineal en los desplazamientos
vibracionales. La ecuacion (2.15) consiste entonces de cuatro términos: (a) un término que dependa solamente de
la polarizabilidad de la molécula rigida, (b) dos términos cruzados que son lineales en los desplazamientos mole-
culares y (c) un término cuadratico en los desplazamientos vibracionales. Los términos cruzados (b) usualmente
tienen promedio nulo y el término (c) da lugar al espectro de vibracién-rotacién de Raman. En el resto de este
texto no se discutiré el espectro de dispersién de Raman, en su lugar se discutira el caso en que la ecuacién (2.15)
en el esquema de la polarizabilidad rigida. A este tipo de dispersi6n se le conoce como la dispersién de Rayleigh-
Brillouin.

2.4 El modelo de moléculas esféricas

La luz dispersada por sistemas complicados tiene caracteristicas espectrales que serfan muy dificiles de entender
de no ser por que existen modelos cldsicos de sistemas simples cuyas caracteristicas pueden ser completamente
predichas. Las componentes del momento dipolar inducido en una molécula no esférica son

Hx = AxxEx+axyEy+axzEz,
Uy = ayxEx+ayyEy+ay Bz,
Mz =0zxEx+azyEy+azEz,

con ag, las componentes del tensor de polarizacion y Eg las componentes del campo eléctrico aplicado. En su
forma matricial es
f=a-E, (2.18)
o0 en notacién tensorial
Hp = apyEy, (2.19)

donde se emplea la convencién de indices repetidos y 8,y = 1,2,3 corresponden a las componentes (x, y, z) del
sistema de ejes coordenados del laboratorio.
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2.4. ELMODELO DE MOLECULAS ESFERICAS 9

En el caso mads sencillo, la polarizacién es paralela al campo eléctrico, asi
u=aE, (2.20)

donde a es un escalar. Al hacer la comparacién con el caso general, se muestra que para las moléculas esféricas
agqq = ay el resto de las entradas fuera de la diagonal son nulas. Asi

agy=abp, o a=al 2.21)

con § gy la delta de Kronecker e [ la matriz identidad.

La funcién de correlacién en el tiempo involucrada en la dispersién de luz debido a la ecuacién (2.15) involucra a
la polarizabilidad molecular por medio de (2.13), para el caso de moléculas esféricas se tiene

air=n)a@dop(ngp=anq(nga o ajr=ali; iy). (2.22)

Inmediatamente por (2.16) se sigue que

N
Sair(k, 1) =a(n;-fyf) ) explik-7j(0)]. (2.23)
j=1
Se define la funcién N
yk, =Y explik-7;(0)], (2.24)
j=1

siguiendo la misma idea que la ecuacién (2.17), 1//(75, ) es

N
w(k, t):f d®r Y 57 - 7)) explik-7] (2.25)
v i

Recordando la suma es sobre todas las particulas en el volumen V, el término Z;V o(F — ?j) se interpreta como la
densidad instantdnea p(7, t) en el punto 7 al tiempo t. Esto puede escribirse como p(7, t) = pg + 6 p(7, ), con pg la
densidad promedio y § p(F, ¢) la fluctuacion de la densidad alrededor de pg. Sustituyendo la densidad instantdnea
en la ecuacién (2.25) se obtiene

w(k, 1) =f d*rép(F, Dexplik-7l1=8p(k, 1), (2.26)
14

donde la integracién para p se anula debido a que la transformada de Fourier de una constante es proporcional a
0(k), 1a cual es nula para toda k # 0. Volviendo a la ecuacion (2.23), por este pequefio desarrollo se sigue

Saip(k, ) = a(i;-npspk, 0. (2.27)

Este resultado es importante ya que la densidad espectral I’,, dada por (2.15), estd relacionada con la fluctuacién de

la densidad §p(k, t) a través de (2.27). Esto demuestra como la fluctuacién de la densidad surge espontaneamente
y decae debido al movimiento término de las moléculas. Las perturbaciones en la densidad para sistemas macros-
copicos se pueden propagar en la forma de ondas de sonido. Se sigue que la dispersion de luz en fluidos puros (y
mezclas) requerirdn eventualmente del uso de modelos termodindmicos e hidrodindmicos para su estudio.

Es sencillo proceder, basta con sustituir la ecuacién (2.27) en (2.15) para obtener densidad espectral planteada al
inicio de este capitulo. Facilmente se identifica que el llamado factor de estructura es

S(k,w) = %f dt exp[—iwt](5p* (k,008p(k, D) = (5p* (k,0)8p (K, w)). (2.28)

Sin embargo, hace falta discutir la conexién que tiene con los modelos termodindmicos.
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Simbolo

Parametro

Sk, w)

18,

Factor de estructura
Espectro de dispersion de luz para un fluido monoatémico
Tensor de polarizacion
Tensor dieléctrico del material
Constante dieléctrica
Indice de refraccién
Campo eléctrico incidente y dispersado
Vector de onda incidente y dispersado
Frecuencia angular incidente y dispersada
Longitud de onda incidente y dispersada
Velocidad de la luz en el vacio
Direccién de polarizacién incidente y dispersada
Tensor del momento dipolar
Densidad instantdnea
Vectores de posicién, siguen la convencién de la Figura 2.2
Tiempo
Matriz identidad

Delta de Kronecker

Tabla 2.1: Notaci6n para el Capitulo 2.
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CAPITULO 3

Termodinamica Irreversible Lineal

Como se menciona en el capitulo anterior, el problema de dispersiéon de luz para un fluido monoatomico puro de
moléculas esféricas involucra, mediante el factor de estructura, el estudio de modelos termodindmicos. Para ello,
en este capitulo se establecen los principios de la termodindmica irreversible lineal (TIL) como marco de referencia
para el estudio del factor de estructura.

3.1 Hipoétesis de la Termodindmica Irreversible Lineal

Primera De su posicién 7 y el tiempo ¢, se determina para cada elemento de volumen los pardmetros termodinéa-
micos de forma tnica: la presién P (7, t), la densidad p (7, ¢), la temperatura T (7, ¢), etcétera. De este modo,
se postula el equilibrio termodindmico local para cada elemento de volumen.

La forma en que el sistema se aleja de su estado de equilibrio se derivard de la suavidad y brusquedad con
lo que estas funciones varien en el tiempo y espacio, es decir, por la magnitud de gradientes espaciales y
variaciones temporales.

Cada elemento de volumen o volumen de control estd en una posicién 7 dentro del sistema y esta primera hipdtesis
postula que localmente, cada elemento de volumen se encuentra en equilibrio y sus pardmetros termodindmicos
tendran algiin valor. Para el sistema, los pardmetros de cada elemento son en general diferentes lo cual producird
las fluctuaciones termodindmicas que alejan al sistema del equilibrio termodindmico.

Segunda Se postula la validez local de la ecuacion de Gibbs: localmente, se tiene la misma relaciéon funcional que
guardan entre si las variables termodindmicas en equilibrio subsiste cuando estan fuera del equilibrio. Esto
implica la validez local de la relacién de Gibbs y ahora las diferenciales que aparecen en la ecuacién deben
tomarse en funcién de 7 y t.

Localmente, la ecuacién de Gibbs sera

rds_de, 41 3.1)
ar ar Par\p) '
o de forma alterna
d_de_pde (3.2)
dt dr p2dt’ '

donde s = S/v, e = E/lvy p = M/v con V el volumen y M la masa del sistema. Esta forma de la ecuacién de Gibbs
permite conocer la forma como cambia la entropia del sistema en el tiempo en relacién con los pardmetros termo-
dindmicos, los cuales estdn dados en términos de ecuaciones de tipo conservacion que se ilustran a continuacion:
la ecuacién de conservacién de masa

dp

0, L ipv-i=o, 3.3
° q eV 8-3)

op .
LT v
5, TV (i)

donde i es la velocidad baricéntrica; la ecuacién de conservaciéon de momento
u , o
P~ +V-T = pFex, (3.4)

con Fiexy las fuerzas externas y 7’ = pI+ 1", con I el tensor unidad y " es el llamado tensor de Navier-Newton
dado por

zvzzn(g—%v-ﬁg)w[v-ﬁ]g, 3.5)

cuya traza es
Tr (zv) =3(V-il.

En estas ecuaciones se denota 1) como la viscosidad cortante, { la viscosidad volumétrica y

D= (Vi D _1(0u; Ouj) s
D=( ”)(S)’ (o] =5 a"’a—xl ; (3.6)

11



12 3.1. HIPOTESIS DE LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE LINEAL

finalmente, la ecuacién de conservacién de la energia

de_ 49, pdp v

= 1 Vi, 3.7
PP Tpar 67

aqui : denota la doble contraccién entre tensores y g es la cantidad de calor agregada al sistema por unidad de
masa.

La deduccién paso a paso de las ecuaciones de conservacion se encuentra en el apéndice D.

Tercera Se generaliza de la segunda ley de la termodindmica para procesos fuera del equilibrio. Esta ley es expre-
sada como la desigualdad de Clausius-Planck para sistemas cerrados

ds= dTQ (3.8)

En el caso de un fluido, el cual no es un sistema cerrado ni aislado, se postula que la entropia no obedece a una
ecuacion de conservacion, es decir

ds -
pE+v.]S=Q, (3.9)

lo cual se puede leer como la suma del incremento de entropia més el flujo neto de entropia es igual a la produccién
de entropia, donde

0=0.

Para un fluido de una sola componente, la produccién de entropia tiene la forma

_ Jagr L. (Va) -Zv-a (3.10)
e= T ® T ‘
La forma de la produccién de entropia se deduce en el apéndice E.

Cuarta Teniendo en cuenta la forma de o en términos de las fuerzas y flujos generalizados, se propone la integra-
ci6én de la ecuacion de Gibbs.

Se tiene la ecuacién de Gibbs en la forma

plr—=p——-———. (3.11)

Para realizar la integracion de la ecuacién de Gibbs, es necesario conocer su miembros y para ello se emplean las
ecuaciones de conservacion (3.3), (3.4) y (3.7) en la forma

dp -
a.}.pv.uzoy (312)
dii )
y
de - P
pa +V-Jg=-1:Vi. (3.14)

Sin embargo, éstas forman un conjunto de r +4 ecuaciones incompleto; se tienen r ecuaciones para las c, 3 para ii
y 1 para e, siendo que se tienen r densidades parciales, 6 componentes de T y 3 componentes fq, lo cual forma un
conjunto de r+9 incégnitas. Para completar el sistema, se emplean las ecuaciones constitutivas que estdn descritas
en términos de variables independientes.

La produccién de entropia puede reescribirse en forma general como

0=) JiXi=0, (3.15)
i
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donde, para el caso de los sistemas cerrados los vectores generalizados J y X son

Tq —VT/T?
J=| 2| vy X=|-(va)r

-V-u/T

<

donde se aplican los productos adecuados para obtener el escalar correspondiente. El vector J es el vector de flujos
generalizados y X es el vector de fuerzas generalizadas.

Las ecuaciones constitutivas se obtienen a partir de resultados experimentales o de alguna teoria microscépica. Se
propone la relacién entre flujos y fuerzas generalizadas de la forma

I

Jo| |2 o of] -vT/T?

o N
=0 7 o -(va) /T (3.16)
T o o || -v-ar

y considerando un régimen cerca del equilibrio, se tiene la ecuacién de Fourier

R A
]qZ—EVT:—KTVT, (3.17)
las ecuaciones de Newton
o T v =n(va) 3.18
== (va) =ofv) o1
y
(/
:——V u=-(V-i, (3.19)

donde « 7 es la conductividad térmica, 7 1a viscosidad cortante y { la viscosidad volumétrica del fluido.

Acoplando las ecuaciones constitutivas con las ecuaciones de conservacion y linealizando alrededor de las fluctua-
ciones de las variables termodindmicas (apéndice F), p = p — po, i = it y T = T — T, con valores de equilibrio pg,
ip=0 y Ty, se obtienen las ecuaciones de la hidrodindmica para la termodindmica irreversible lineal

9P 4 pov-ii=0, (3.20)
ot
gl; polKTVp—KﬁvnznvZ* (n—c)v(v-ﬁ), 3.21)
y .
or _ DyV?T - P gy (3.22)
t PoCpKT

Sin embargo, estas ecuaciones son deterministas. En un fluido dadas las fluctuaciones internas aparecen también
tensiones y flujos locales desconectados de los gradientes de las ecuaciones constitutivas. Estas magnitudes, € y 9,
se consideran aleatorias y se insertan en las ecuaciones (3.17) y (3.18)

Jg=——VT = —xVT +, (3.23)
j:—"—(%ﬁ)szn(ﬁa)s+g. (3.24)

Teniendo en cuenta las estas magnitudes aleatorias, se sigue el mismo procedimiento mostrado en el apéndice F
para obtener de nueva cuenta las ecuaciones de la TIL

+poV-u 3.25
ar Po (3.25)
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14

3.1. HIPOTESIS DE LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE LINEAL

ol

ot

1 __ B 2o (2 ) .
- Vp— VT +2nV2ii—|2n—¢|V(V-ii)+ V-9, (3.26)
prrsl s n 37 (V-@)+V-9
oT - T
—:DTVZT—&V-EHV-E. (3.27)
ot ponKT

Se debe notar que la ecuacién de continuidad no presenta cambio alguno, esto se debe a que no tiene una corres-
pondiente ecuacién constitutiva para la densidad. Esta modificaciéon a las ecuaciones de la TIL presenta un nuevo
obstéculo ya que implica tener que aplicar la teoria de procesos estocdsticos para su estudio, lo cual se presenta en

el siguiente capitulo.

Simbolo Pardmetro
7t Posicién y tiempo
0 Pk Densidad y densidad de la k-ésima componente
u, iy Velocidad baricéntrica y velocidad baricéntrica de la k-ésima componente
P, Pk Presién y presion de la k-ésima componente

F(ext)) Fk(ext)

v

Lom oo

I

I~

m¢

e
q

Jer Tg T
e

o, T

po, To

Fuerza externa y fuerza externa de la k-ésima componente
Volumen
Superficie normal
Tensor de esfuerzos
Tensor de esfuerzos viscosos
Matriz unitaria
Viscosidad cortante y viscosidad volumétrica
Potencial
Energia total por unidad de volumen
Energia interna por unidad de volumen
Calor por unidad de masa
Flujo de energia total, calor y de entropia
Produccién de entropia
Fluctuacién de la densidad y la temperatura
Densidad y temperatura promedio
Viscosidad cortante
Viscosidad volumétrica
Conductividad térmica
Capacidad calorifica a presién constante

Difusividad térmica

Tabla 3.1: Notacién para el Capitulo 3.

CAPITULO 3. TERMODINAMICA IRREVERSIBLE LINEAL



CAPITULO 4

Caracterizacion de los procesos estocasticos y ensambles fisicos

4.1 Funciones y densidades de probabilidad

La forma matematica natural para tratar los ensambles fisicos, y por tanto realizar la descripcién contraida del
sistema, es la teoria de los procesos estocdsticos. Para propésitos de ilustracion, se considera un proceso estocdstico
real n(t). La funcién n(t) es una variable aleatoria que depende paramétricamente de forma continua del valor de ¢.
Dado que es una variable aleatoria, se tiene que existe una distribucién de los posibles valores de n(f). Por ejemplo,
sea n(t) el nimero de iones de hidrégeno en un recipiente con agua. Alin si se tomara dos recipientes llenos con el
mismo nimero de moléculas de agua, el n(t) serd diferente debido a las fluctuaciones moleculares que gobiernan
al proceso de ionizacién, lo que produce una fluctuacién de n(t) respecto al tiempo ¢. Es esta dependencia del
pardmetro ¢ lo que caracteristica al proceso estocdstico y que lo vuelve titil para describir el ensamble fisico.

Dado que la descripcién contraida de los sistemas macréscopicos usualmente involucra varias variables, es nece-
sario considerar procesos estocdsticos méds complicados. De este modo, sean n;(?), n2(t),..., ni(t) variables alea-
torias que dependen del tiempo t. Como estas variables hacen posible la descripcion contraida del sistema, es de
suponer que son continuas y el niimero k, finito. Es conveniente arreglar las k variables n; como un vector co-
lumna 7(t), el cual es el vector del proceso estocdstico. Para caracterizar estas variables para todos los valores del
tiempo, es necesario especificar las propiedades estadisticas para todos los subconjuntos finitos de estas variables,
por ejemplo, 7i(t1), 7i(t2), ..., ii(t,,). El proceso estocdstico se caracteriza por las funciones de distribucién conjuntas
para todas las posibles especificaciones de los tiempos. De este modo, se necesita conocer

Prob [i(t1) < iy, i) < Tig, ... i(ty) < i), 4.1)

donde Prob[*] es la probabilidad conjunta de que cada una de las 7; toman un valor menor a los valores indicados
fi1,..., ,. En general, para este estudio se restringe la atencion hacia los procesos estocésticos cuyas funciones de
probabilidad conjuntas son derivables de densidades de probabilidad

n ny,
Prob (1) < 7t'] =f ldn1-~-[ dn, Wi (7, 1), 4.2)

donde W (1, t) es la densidad de probabilidad a un solo tiempo para 7i(t). El nombre de “densidad” viene del hecho
que si se toma (4.2) con 72’ = 71y se resta de si misma pero con 72’ = 72+ d: se obtiene

Prob (7 < (1) < i+ da] = Wi (7, Hda. 4.3)

De este modo, W (7, t)d7i es la probabilidad de que 7(t) tome valores entre 72 y 71 + d7i. Se definen las densidades
de probabilidad conjunta a multiples tiempos de forma similar

Prob [/ < 7y () < iy + A7y, ..., i < A (1) < gy + ity | = Win (71, 1155 i, B)d ity -+ A, (4.4)

La densidad de probabilidad conjunta para m contiene toda la informacién estadistica que contienen las densi-
dades para m’ < m, ademas de la informacion adicional para el resto de instantes en el tiempo. Esto da lugar a la
siguiente relacién de consistencia la cual se obtiene de integrar sobre dii,;,

Win-1(7y, B3 =1, tm—1) = f Win (1, 1.5 T, B) Ay, (4.5)
El conocimiento de todas las densidades de probabilidad conjuntas proporciona una descripcién estadistica com-
pleta de 77 a un nimero finito de instantes en el tiempo. Las densidades de probabilidad pueden ser empleadas

para obtener los valores promedio de una funcién dependiente de la variable 7(f). Por ejemplo, el promedio a un
solo tiempo de una funcién escalar f(72) es dado por

(f@mn Eff(fl)W1(ﬁ, ndn, (4.6)

de modo similar, el promedio a dos tiempos de las funciones escalares f y g estd definido como
(f(a()g@a)). = f fg(m)"Wa(n, t;7, ') dRdr’ “@.7)

15



16 4.1. FUNCIONES Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

y asi sucesivamente para promedios a m' tiempos. Usualmente se omite el subindice en el ket por que se entiende
que a multiples valores de ¢ se calcula el promedio sobre esos tiempos muiltiples.

Frecuentemente se hace empleo de estos promedios para caracterizar el proceso estocéstico. El promedio en el
ensamble

(ni(1) = f n;Wi (i1, t)dn (4.8)

es uno de ellos. Otros promedios importantes son los momentos centrales

(i = e h, (4.9)

con!=1,2,.... El primer momento central es cero y el segundo se llama la varianza. Los momentos centrales son
cantidades ttiles y motiva introducir nuevas variables

on(t) = n(r) — (n(o), (4.10)

llamadas fluctuaciones alrededor del promedio. Con estas variables, se construyen medidas de correlacién entre
las fluctuaciones de n;. La matriz de covarianza a un solo tiempo esta escrita como

0ij(1) =(6n;(én;(1), 4.11)

0 en notacion vectorial
a(t) =(dandn’ (1), 4.12)

donde el superindice T indica transpuesto. La covarianza mide la dependencia estadistica de n;(f) con n;(f). Se
dice que dos variables son no correlacionadas si

(ni(On;() = {n;(0){n;1). (4.13)
Para las fluctuaciones facilmente se puede verificar que
0ij(1) =(6ni(D6n;(1)) = (n;i(O)n;@)) — (n;()){n;), (4.14)

de este modo, cuando no hay correlacion entre las fluctuaciones, esta expresién se anula. Una medida relacionada
ala correlacion de variables aleatorias es la funcién de correlaciéon a un solo tiempo definida como

(ni(On;j (D)

) (4.15)
(i (0)(n; (1)

gij(1)=

la cual es igual a la unidad cuando 7n;(#) y n;(f) estdn no correlacionadas. Usando esta definicién en la ecuacion
(4.14) se tiene que la covarianza de las fluctuaciones de n;(f) y n;(t) estd dada en términos de la funcién de corre-
lacién

(6n;(0)6n;j(1) = (ni(0){n;() (g —1). (4.16)

La funcién de correlacién a dos tiempos, frecuentemente llamada la funcién de correlacion en el tiempo mide las
correlaciones entre variables aleatorias en instantes distintos en el tiempo. Esta definida por

Cij(t,t) =(ni(On;(t)), 4.17)
donde el lado derecho es el promedio a dos tiempos. La covarianza a dos tiempos es
oij(t, 1) =(Eni(On;(t). (4.18)
Del mismo modo que en el caso a un solo tiempo, la matriz de covarianza a dos tiempos se escribe en términos de
la funcién de correlacion en el tiempo de la siguiente forma
0ij(t, 1) =Cij(t, 1) = (ni(0)n; (1) (4.19)

y la version a dos tiempos de g;; es
Cij(t,t)

_— 4.20
(i (D) (nj (1) (420

gij(t,t) =

CAPITULO 4. CARACTERIZACION DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS Y ENSAMBLES FISICOS
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Estas tres funciones se reducen a su version a un tiempo cuando ¢ = t'. Todas estas contienen informacion similar
acerca de como las correlaciones entre variables cambian en el ensamble durante un intervalo en el tiempo, ¢ —
t', es decir, entre dos mediciones. Para muchas situaciones encontradas experimentalmente, la irreversibilidad
inherente de la descripcién contraida provoca que estas funciones decrezcan en el tiempo.

Ademads de las densidades de probabilidad conjuntas, existen las llamadas densidades de probabilidad condicional
que del mismo modo son ttiles parala caracterizacién del ensamble. La probabilidad de medir el valor de 7(t) entre
1y in+dn se interpreta como la fraccién de sistemas teniendo el valor 7 en un rango infinitesimal, o ventana, al
tiempo ¢ dentro del marco del ensamble. Se considera el ensamble al tiempo ¢° y se selecciona un subemsamble
tal que 7i(t°) = 72°. Este es ensamble condicional. Dado que 72 solo da la descripcién contraida del sistema, significa
que los miembros del ensamble condicional no son iguales entre si, pero poseen los mismos valores 7° al tiempo
t°. Conforme avanza el tiempo, las interacciones moleculares provocan que cada sistema evolucione de manera
ligeramente diferente y en consecuencia, al tiempo ¢ el ensamble condicional tendréd una distribucién de valores
71(1). De este modo se define formalmente la densidad de probabilidad condicional para una ventana de 77a i+ d7n
al tiempo ¢ para el ensamble condicional 72° como

P, (ﬁ“, ), t) =

Prob [nl(to) = n(l),...,nk(to) = n,glnl s ni(t) <ny+dny,..., ng < ng(t) < ng+dng|. (4.21)

0

La funcién P, (fzo, )7, t) es la densidad de probabilidad condicional a dos tiempos. Se debe notar que 72" es so-

lo un pardmetro y la funcién depende de la variable 72 al tiempo t. Las densidades de probabilidad conjunta a
uno y dos tiempos estan estrechamente relacionadas con la densidad de probabilidad condicional de la siguiente
manera

Wa(i®, 1% 7, 1) = WA (0, 1) Py (7°, €1, 1). 4.22)

Multiplicando est4 tltima expresién por dii° e integrando, por la ecuacién (4.5), se tiene que
Wi (7, 1) =fW1(fz°, ()P, (A, 117, £) dt°, (4.23)

Dada esta ecuacion, frecuentemente a la densidad condicional se le llama la probabilidad de transicién al mostrar
que Wi (7, t) es la evolucién de W, (2°, t°) después de haber transcurrido el intervalo de tiempo £ — ¢°.

Esta definicién puede extenderse para m instantes en el tiempo

Wi (i1, 1155 By Bm) = Wi (A1, 815+ im—1, =) P (1, B15 -5 o1, Bn—1| P, E)- (4.24)

Asi como se define el promedio a un solo tiempo de una funcion, se define el promedio condicional
(F((0)° :ff(ﬁ(t))Pg(ﬁO,tolfz, t) d. (4.25)

donde el superindice indica que estd condicionado a 71°. Esta definicién permite escribir el promedio a dos tiempos
de la siguiente manera

(g(A(t”) f(A(D)) = f dn’ f dig(i@®) f (R Wa(7°, £ 7, t)
_ f an’ f dig (%) fWi (2%, ©°) P, (7, )7, 1)
= (g(a")(f ()P, (4.26)

En el caso particular donde f(72) = nj y g(77) = n;, la funcién de correlacién a dos tiempos queda escrita co-
mo
Cij(t, 1) = (n;i ())(n; (£)°). 4.27)

Esta tltima expresion es una conexién fundamental entre los promedios condicionales y los promedios a dos tiem-
pos la cual es frecuentemente ttil en diversas aplicaciones.

CAPITULO 4. CARACTERIZACION DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS Y ENSAMBLES FISICOS
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4.2 El proceso de Markov, estacionario y Gaussiano

Una subclase importante de los procesos estocésticos, especialmente para ciertas condiciones fisicas, son los pro-
cesos de Markov. Un proceso de Markok es aquel que solo depende de su estado inmediato anterior, es decir, que
para m > 2 instantes en el tiempo, los procesos de Markov cumplen que

Py (1, 1155 =1, 1| Am, tn) = Po (-1, t—11Rm, tm). (4.28)

Se dice frecuentemente que esta condicién caracteriza a un proceso sin memoria dado que el pasado del estado
actual es irrelevante para el futuro del proceso. Ejemplos de procesos de Markov son el movimiento Browniano o
los volados consecutivos de una moneda justa. De la ecuacién (4.24), para un proceso de Markov en el caso que
m = 3 se tiene que

W3 (7, t; 1ip, t; 113, 13) = Wa (7, t1; iz, 1) P2 (712, 12| 713, 13) = W1 (711, 1) P2 (711, 11| 7o, 12) P2 (72, 12| 73, 13). (4.29)

Este resultado se puede extender andlogamente para cualquier m > 3.

Todos los procesos de Markov cumplen la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, también conocida como la ecuacién
de Smoluchowski, la cual es derivable de la ecuacién (4.5) haciendo la conexién entre las densidades de probabili-
dad conjuntas a dos y tres tiempos de la siguiente forma

Wz(ﬁl,h;ﬁs,l‘s)=fW3(f11,tl;ﬁzyt2;ﬁ3,t3)dﬁ2, (4.30)
empleando las ecuaciones (4.29) y (4.22) se obtiene
Wl(ﬁl,fl)Pz(ﬁl,hlﬁs,te,)=fW1(fl1,h)Pz(ﬁthﬁz,tz)Pz(ﬁz,tzlflg't:a)dﬁz, (4.31)

pero como W (71, t1) no depende de 72, entonces se cancela en ambos lados de la igualdad y queda finalmente la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Pz(fll,flms,ts)=[P2(fl1,tllflz,tz)Pz(ﬁz,tzlﬁgytg)dﬁz- (4.32)
Esta ecuacién nos permite escribir las densidades de probabilidad condicional entre dos instantes de tiempo no

contiguos a partir de las densidades condicionales intermedias entre ambos instantes.

Otra propiedad importante que es relevante para los sistemas fisicos es la estacionaridad. Un proceso estacio-
nario es aquel que es invariante ante traslaciones en el tiempo en un intervalo 7. De este modo las variables
i(ty +1),..., it + 1) son indistinguibles de las variables sin traslacion 7i(f;), ..., ii(t;,). Esto implica que los prome-
dios en el tiempo son constantes y las densidades de probabilidad a un tiempo W; son independientes del tiempo.
Un ensamble de sistemas en equilibrio termodindmico es estacionario, solo por nombrar un ejemplo. En conse-
cuencia, las probabilidades a dos tiempos dependen solamente de los intervalos en el tiempo, es decir

Wa (7, t1; 112, 1) = Wa (71, 0; 7ip, £ — 1), (4.33)

P> (711, 11712, £2) = P2 (711,01 712, t2 — 7). (4.34)

Debido a ésto, para un ensamble estacionario frecuentemente se omite escribir el tiempo inicial y queda como
Py (|7, ).

Una de las formas mds simples que una densidad de probabilidad puede tomar es la forma Gaussiana. La repre-
sentaciéon multivariable de la bien conocida campana de Gauss es

G(7) = [2ndeta] " exp [ (- @) & (- )], (4.35)

donde deto es el determinante de la matriz no singular, simétrica y positiva definida o y g™! es su inversa. La
densidad Gaussiana G(71) estd escrita en su forma normalizada

fG(fL) dn=1. (4.36)
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Los dos valores que caracterizan a la densidad Gaussiana son su promedio y covarianza, los cuales, respectivamen-
te, estdn dados por

fﬁG(ﬁ) di =i (4.37)

f(ﬁ—ﬂ) (i-a)' G di=o. (4.38)

Para una sola variable n, con y = 0y covarianza o, estas integrales siguen de las siguientes identidades

s} 2
f_oo exp (—Z—U) dn = (@2no)"?, (4.39)
oo n2
——1dn=0 4.40
f_oonexp Py n ( )
y
() 2 1/2
2 _n _ 3
f_oon exp( 20) dn = (2710 ) (4.41)

Para el caso multivariable se realiza el cambio de variables apropiado que diagoliza g, asi deto es el producto de
sus valores propios g, de este modo las integrales (4.36), (4.37) y (4.38) se pueden escribir como el producto de
integrales Gaussianas de una sola variable, asi estas identidades se mantienen para el problema de 7.

Un proceso estocdstico se dice que es Gaussiano si todas las densidades de probabilidad conjuntas y condicionales
tienen forma Gaussiana. Para el proceso Gaussiano estacionario, la densidad de probabilidad conjunta de orden
mads bajo serd independiente del tiempo. En consecuencia, el promedio yla covarianza que caracterizan a la densi-
dad Gaussiana serdn constantes. Este tipo de densidad de probabilidad es bien conocida en la mecénica estadistica
del equilibrio, donde su forma fue por primera vez derivada en el limite termodindmico por Einstein. Las densida-
des condicionales son usualmente Gaussianas para los procesos fisicos. Para ensambles condicionales, los valores
promedio y covarianza de 71(f) serdn dependientes del tiempo. En las siguientes secciones, se observara que las
ecuaciones diferenciales resueltas por estas cantidades dependientes del tiempo se relacionan con ecuaciones de
transporte macroscopico.

Se debe mencionar que bajo ciertas condiciones, por el teorema del limite central, un proceso compuesto por k
ensayos de Bernoulli es un Gaussiano. El ejemplo mds claro es un proceso de k volados de una moneda justa. Se
tiene que para cada volado, se tiene una variable aleatoria X,, que toma los valores 0 si cae cruz o 1 si cae cara. Las
variables aleatorias no dependen entre si unos de otros y tampoco dependen del instante del tiempo en el que se
realizaron. La distribucién de probabilidad de las X, no es Gaussiana, sin embargo, si se realizan k volados y se
toma como variable aleatoria Sy como la suma de las k variables X;;;, entonces la distribucién de probabilidad de
Sy si es Gaussiana.

El teorema del limite central se enuncia de la siguiente manera: sea X, X»,..., Xy un conjunto de variables alea-
torias, independientes e idénticamente distribuidas con media p y varianza 0°.8i S = X; + -+ X, entonces la
distribucién de probabilidad es Gaussiana.

4.3 El proceso de Wiener

En 1827 el botdnico Robert Brown noté un fenémeno peculiar. Examiné unos granos de polen de un una gota de
agua con su microscopio y observo que estés particulas no quedaban fijas en su posicion, al contrario, se movian en
una forma muy irregular y aleatoria. El pensé que este movimiento tenia algo que ver con la “fuerza viva” del polen,
sin embargo la idea fue descartada al notar que particulas inorgdnicas del mismo tamafio se movian de la misma
forma. A este fendmeno se le dio el nombre de movimiento Browniano. Una forma de estudiar este movimiento es
a partir de la descripcion del proceso de Wiener.

El proceso de Wiener es aquel que se caracteriza por tres propiedades:

1. Para los instantes de tiempo fy < f; < -+ < t;; < -+ < fg, Se tiene que los desplazamientos de la particula
x(t1) — x(t9), x(t2) — x(t1), ..., x(tm) — x(t;m-1), ..., X(#x) — x(fx—1) son variables aleatorias independientes.

2. Los desplazamientos x(f + 1) — x(t) no dependen del tiempo.

CAPITULO 4. CARACTERIZACION DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS Y ENSAMBLES FISICOS
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3. Tlim Prob(|x(t+71)—x(#)| <A)/T =0 para todo A > 0, es decir, es un proceso continuo.
—00

No es dificil ver por la primera propiedad que el proceso de Wiener es un proceso de Markov. Decir que todos los
desplazamientos son x(t,;) — x(¢;-1) son independientes entre si es equivalente a decir que para todo entero m > 0,
x(t) no depende de sus valores iniciales, solo de x(f,,—1), por lo cual es un proceso que no tiene memoria mas que
de su pasado inmediato, en otras palabras, es un proceso de Markow.

La segunda y tercera propiedad dejan claro que un proceso de Wiener es Gaussiano por el teorema del limite cen-
tral. Se sabe que los desplazamientos son variables aleatorias independientes, solo falta mostrar que son idénti-
camente distribuidas. Dado que k es grande, entonces se tiene que 7 es algtin multiplo entero de % y por lo
tanto x(t+71) — x(¢) = Zf:m z; con z; = x(t;) — x(¢tj—1), que son los desplazamientos originales. Como x(f + 7) — x(¥)
es independiente del tiempo y lo anterior vale para todo m > 0, la propiedad se generaliza para los desplazamien-
tos originales y por lo tanto, son idénticamente distribuidos. Esto solo sugiere que el proceso puede ser que sea
Gaussiano, sin embargo, la tercera propiedad asegura que el proceso es continuo, por lo tanto la densidad de dis-

tribucién es Gaussina.

Gracias a que el proceso de Wiener es Gaussiano, entonces queda caracterizado completamente por su media y su
varianza. Estos dos momentos se determinan facilmente de la siguiente forma:

a(t+71)=(x(t+71)—x00)) =(x(t+71)— x(7) + x(7) — x(0))
=(x(t+71) — x(1)) + {x(7) — x(0)) = (x(#) — x(0)) + (x(7) — x(0)
=a(t)+ a(r).

Aqui, a(t) es la media al tiempo t. En el segundo renglén, primero se emplea la propiedad de independencia entre
los desplazamientos para separar la media como la suma de las medias y luego, se emplea la propiedad de inde-
pendencia en el tiempo. Finalmente, por la propiedad de continuidad, se tiene que a(#) es lineal en t. Como se
puede observar directamente, a(0) = 0y por ser lineal se tiene que

(x(t+7)—x(7)) = pt, (4.42)
aqui u es una constante, llamada de arrastre. Para la varianza se procede de modo similar

b(t+7) = ((x(t+7) — x(0))*) = ((x(t +T) — x(7) + x(7) — x(0))*)
=((x(t+7) = x(1)?) + 2((x(£ + 1) — (7)) (x(7) — x(0))) + {(x(7) — x(0))?)

= ((x() = x(0))?) + {(x(7) = x(0))?)
=b(t) + b(1),

aunque el procedimiento arroja un resultado para la varianza similar al de la media, se debe mencionar que del
segundo al tercer renglon el término 2{(x(¢+7)—x(7)) (x(7) —x(0))) se anula debido a que éste es la correlacion entre
dos variables que son independientes por la primera propiedad. Como la varianza es lineal en ¢ por los mismos
argumentos que la media, se tiene que

((x(t+71) - x(1)?*) =0t (4.43)

aqui o es otra constante. Ambos resultados indican que el proceso de Wiener no es estacionario ya que su promedio
y varianza no son constantes y de hecho, dependen linealmente del tiempo.

La propiedad de continuidad y no estacionaridad del proceso de Wiener conducen a un resultado interesante y
perverso. Recordando el movimiento Browniano, x(#) nos indica la posicién de la particula Browniana al tiempo
t. Los desplazamientos que efectie la particula Browniana, x(;,) — x(f;;,—1) son aleatorios, independientes, idénti-
camente distribuidos y tienen una distribucién de probabilidad Gaussiana. Estos desplazamientos componen una
trayectoria continua, sin embargo, dado que el promedio y la varianza de la distribucién Gaussiana que caracte-
riza al movimiento no son constantes, la velocidad no estd definida y por lo tanto, x(¢) no es derivable en todo el
espacio. Esta dificultad matemética es posible superarse ddndole la vuelta al problema, lo cual se desarrolla en la
siguiente seccidn.

4.4 Laecuacion de Langeviny las integrales estocésticas

Lavelocidad de la particula Browniana, al no estar definida, supone un problema que conduce a resultados anéma-
los, sin embargo, una forma simple para remediar esta situacién es usar una versién menos contraida del ensamble
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que incluya la dindmica entre la velocidad y la posicién. Esta manera fue ideada por Langevin en 1907, poco des-
pués de que Einstein publicara sus resultados sobre el movimiento Browniano en 1905.

Langevin toma las ecuaciones mecénicas de Newton para una particula Browniana de masa m. De acuerdo a la
mecéanica Newtoniana, son

i p
—_— =, 4.44
dr m ( )
y 4
p -
hal gy 4.45
a7 (4.45)

donde F es la fuerza actuando sobre la particula y = m7 es el momento. Dado que la particula esta contenida
dentro de un fluido, Langevin argument6 que la fuerza consiste de tres partes. Primero, las fuerzas viscosas en el
fluido que tienden a amortiguar el movimiento de la particula. Las fuerzas viscosas estdn dadas por un modelo
hidrodindmico de la forma

E,=-(7, (4.46)

con ( la constante de friccién y con el signo menos indicando amortiguamiento. Segundo, las fuerza aleatoria

debida al choque de las particulas del fluido sobre las particula Browniana, f, la cual es una variable aleatoria.
Finalmente, las fuerzas externas F,y;. De este modo, sin tomar en cuenta las fuerzas externas, Langevin reescribié
las ecuaciones del movimiento para la particula Browniana

i p
—_— = 4.47
dt m ( )
y 45 ‘
p 7
LR 4.48
dr mp f ( )

Se debe notar el acoplamiento de 7 y p, ademads de que la variable aleatoria f solo aparece en la segunda ecuacion,
la cual se le conoce como la ecuacién de Langevin. Por otra parte, dado que se espera que el ensamble de particulas
exhiban un amortiguamiento en su momento a un valor terminal, es natural asumir que

(f) =0. (4.49)

Esto solo especifica parcialmente las propiedades del término aleatorio y hasta no especificarlo a detalle, los pro-
cesos estocasticos 7(t) y p(t) no estdn definidos. Para completar la especificacion de la fuerza aleatoria, se definen
los incrementos en el momento de la particula como

div = (¢t +do) — () = fde. (4.50)

Dado que la fuerza aleatoria es causada por impactos moleculares, tiene sentido que cambie répida y aleatoria-
mente. De este modo, los incrementos en el momento deben de ser variables continuas, aleatorias y no correla-
cionadas. Ademaés, estos impulsos se generan en el fluido. Si el fluido esté en equilibrio, entonces las propiedades
estocdsticas son independientes del tiempo. Estas propiedades son justamente las que caracterizan un proceso de
Wiener, y por lo tanto es natural tomar a W (¢) como un proceso de Wiener. Desafortunadamente, la ecuacion (4.50)

muestra que f es la derivada con respecto del tiempo de ©(¢), sin embargo, su derivada no estd definida.

Para darle la vuelta al problema, la ecuacién de Langevin debe escribirse de una manera equivalente pero que esté
bien definida. La manera de hacerlo es escribirla en términos de diferenciales

" ¢ .
dp=-—pdt+dw, 4.51
p o w (4.51)

donde se hace uso de la definicién de incrementos en el momento. De esta manera la ecuacién de Langevin quedd
escrita en términos bien definidos. Para encontrar la solucién se debe integrar la ecuacién. Sin embargo, hay otro
problema.

Dado que iw(#) no es diferenciable, no es una variaciéon acotada, de modo que la integral de Stieljes, f dip, no tiene
ningtin sentido. Sin embargo, hay una manera de volver a darle la vuelta al problema. Regresando a la forma original
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de la ecuacion de Langevin sin fuerzas externas, se reemplaza ¢ con 7 y se multiplica por el factor de integracién
exp(%r)

dn B
eXp(ir)—p =—£eXp(£r)ﬁ+eXp(£t)f(r), (4.52)
m dr m m m

asi, al escribir nuevamente la ecuacién en términos de diferenciales, ya se puede realizar la integracién de 0 a
t

t -
exp(ar)ﬁ(r)%:fo exp(ar)f(r) dr, (4.53)

P GRS . L. .
aqui a = .-. Siguiendo el proceso de integracion, se tiene que

t ~
expl-a(r— 1) f(r)dr, (4.54)

p(t) =exp(—at)p(0) +f0
es la solucién a la ecuacién de Langevin ya que p(f) solo depende de su valor inicial y de la fuerza aleatoria, sin
embargo, atin sigue sin estar definida la integral de Stieljes de di0. Para resolver el problema, se realiza la integracién

por partes
t

t
fexp[—a(t—r)]dﬂ?:ﬁ;(t)—af exp[—a(t—1)]w(r)dr, (4.55)
0 0

donde se toma i(0) = 0. De este modo, el integrando queda en términos del incremento en el momento, el cual estd
bien definido y por lo tanto, la integral queda bien definida en el dominio. El momento de la particula Browniana
estd resuelto en el esquema de Langevin como

t
p(t) =exp(—at)p(0) + w(t) - af exp[—a(t—1)]iw(r)dr. (4.56)
0

Dado que @0(t) es un proceso de Wiener, es Gaussiano, por lo tanto p(t) — p(0) también lo es ya que la integral de
una Gaussiana también resulta ser una Gaussiana. Ademas, p(f) solo depende de su estado inicial p(0) y no de
estados anteriores, por lo tanto, también es un proceso de Markov.

Esto es un ejemplo de una integral estocdstica, una integral de una variable aleatoria que produce una nueva va-
riable aleatoria. El “truco” es escribir de forma vélida (definida) la integral de Stieljes para encontrar la solucién a
la ecuacion de tipo Langevin. Para propdésitos generales, el proceso de Wiener es suficientemente rico de tal forma
que las integrales estocésticas definidas a partir de él tendran aplicaciones fisicas muy interesantes, por lo tanto, es
importante tomar esto en cuenta de modo mds general.

Se considera el proceso vectorial (general) estocdstico con incrementos definidos por

di = h(7, nde+g(n, ndw (4.57)

donde @ es un proceso de Wiener con o; = 1y w(0) = 0, & una funcién vectorial y g una matriz. En el caso de
que se encuentre una definicién razonable de la integral estocdstica, se puede reescribir como una ecuacién inte-
gral

t t
i(r) :fz(to)+f h(n,tyde+ | g@@, 0 dw. (4.58)
to o —

Por supuesto, el “truco” es encontrar una definicién aceptable de la integral de Stieljes sobre una funcién de varia-
cién no acotada, justo como en la ecuacién de Langevin. Resulta que hay dos posibles interpretaciones comunes
para las integrales estocdsticas que producen resultados muy diferentes para el proceso estocastico 7i(t), estas son
las interpretaciones de Itd y Stratonovich.

La eleccion popular es la interpretacioén de Itd, debido a que la integral estocéstica tiene la propiedad matematica
de martingala. Esta propiedad es técnica pero til ya que relaciona los promedios condicionales con el pasado del
proceso estocéstico. Ademds, permite demostrar que las ecuaciones (4.57) y (4.58) son procesos de Markov. Mds
atin, bajo las condiciones apropiadas de diferenciabilidad de 71y g, se puede demostrar que el proceso 7 tiene una
densidad de probabilidad que resuelve la llamada ecuacién de Fokker-Planck

OPy(n, ], 1) __Ohi(i, Py, 11 1) | 1 0°gik(7 D8k (R, DP2(a, 1172, 1)
ot - on; 2 on;on;

, (4.59)
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donde los indices repetidos indican suma. La ecuacién de Fokker-Planck se resuelve empleando la condicién inicial
P, (71,|7,0) = 6(nn — iy) para la densidad condicional. Aceptando la validez de la ecuacién de Fokker-Planck, no es
necesario continuar detalladamente con el desarrollo de la integral estocéstica de It6. En su lugar, es suficiente
resolver la ecuacion para la cual se describe un proceso de Markov en particular. Sin embargo, es importante tener
en cuenta la estructura de la ecuacion de Fokker-Planck.

Factorizando el operador de divergencia en la ecuacion de Fokker-Planck, adopta la forma de una ecuacién tipo
continuidad donde el flujo j, ahora flujo de probabilidad, tiene la forma

Ji = hi(n, ) P2 (7, 0|, 1) + > (4.60)

an,-

Identificando términos, 7 es el vector de arrastre, el cual se puede identificar en el problema del movimiento Brow-
niano como el pardmetro a debido a la friccién entre particulas y por otro lado, el producto g;x(7, 1) gk (7, 1) se
identifica con la intensidad del ruido blanco, el cual se trata en la siguiente seccién.

4.5 Ruido blanco

De regreso a la ecuacién de Langevin para el movimiento Browniano sin fuerzas externas. La fuerza aleatoria debe
estar bien definida para que en un limite de fd¢ represente incrementos en el proceso de Wiener. Dado que div

es Gaussiano, se necesita que f sea también Gaussiano con media 0. Para representar la independencia de los
incrementos, se escoge una funcién de correlacion a dos tiempos de la forma

z oz 1 =t
(fifithy=—yijexp|- . (4.61)
fin]; ZTCY” P Te
Esto quiere decir que f; y f] no son correlacionados para intervalos en el tiempo mayores a 7., el tiempo de co-
rrelacion. Se debe de considerar que para el proceso de Wiener 7. debe ser pequeiio. Tomando la definicién de
incrementos, dw; = w; (¢t +df) — w;(t) = f;dt yla aproximacion dt’' = 7., se tiene la correlacion entre incrementos a
dos tiempos

!/
(dwi(t)dwj(t’)) =~ l}/ij exp (— il )dt. (4.62)
2 Te
Ellado derecho de la ecuacion se anula para |’ — ¢| > 7.y toma el valor de % para |t' — t| < 7. En el limite en que
el tiempo de correlacion tiende a 0, la ecuacion (4.62) se acerca a la férmula correcta para un proceso de Wiener.
En este limite se tiene

Fi fj) =yij6(' - v, (4.63)
donde ¢ es la funcién delta de Dirac. El proceso estocéstico resultante se le conoce como ruido blanco. El ruido
blanco no es un proceso estocéstico ordinario, es un proceso generalizado dado que su funcién de correlacién es
una distribucién o una funcién generalizada. El pico de altura infinita a tiempos iguales corresponde a la falta de
diferenciabilidad del proceso de Wiener. Expandiendo la definicién de procesos estocdsticos para incluir funciones
generalizadas, la ecuacion de Langevin toma un significado operacional bien definido.

El ruido blanco, considerado como funcién del tiempo es un proceso Gaussiano, justo como el proceso de Wiener.
Esto significa que todos sus momentos estdn definidos en términos de la matriz de covarianza, esto es, la correla-
ci6én a dos tiempos dada por la ecuacion (4.63). Para una serie de puntos en el tiempo 73,...,t,,... y las variables
aleatorias f(t1),..., fe(tn),... cuyo promedio es nulo se tiene que la covarianza de cualquier pareja depende solo
de la diferencia t — t;, por lo cual el ruido blanco es un proceso estacionario y Gaussiano.

La razén del por qué al ruido blanco se le dice “blanco” tiene que ver con el espectro de frecuencias que constituye
su transformada de Fourier. Para cada proceso estocdstico definido en el intervalo infinito —oo < f < 0o, correspon-
de una transformada de Fourier, que es una funcién aleatoria de la frecuencia

ﬁ(w)zif n(t)exp(iowt)dt. (4.64)
27 J-co

Aunque la transformada inversa es solo vélida para funciones bien comportadas, se escribe en el sentido formal
como

n(r) =f f(w)exp(—iwt)dw. (4.65)

—00
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Incluso para funciones generalizadas, estas férmulas pueden tener sentido por que involucran la integral de una
funcién generalizada. Para el ruido blanco

2 1 ©
Jew) = o f Fe(Dexpliot) dt. (4.66)

Dado que f; es un proceso Gaussiano, su transformada también es una Gaussiana. Al promediar fi(w), se inter-

cambia la operacién de integracién con la de promedio, de modo similar a fi.(), el promedio de fj(w) es cero. La
covarianza es también fécil de calcular

2 2 1)\2 [® o0 , = =
(fj () fr(@") = (E) f dtf dt’ expli(wt + ' (f; (D) fir())
1\2 oo )
= (_) f dtf dt’ expli(wt +w' )]y 6t - 1)
2n -0 —00
= %f_wdt expli(w+w) 1]
_ Yk st (4.67)
7
donde en la dltima linea se emplea la representacion de la delta de dirac

5( / _i R : /
W+w)= dt expli(w+w')1l.
27 J-co

Dado que f es una funcién Gaussiana, esta descrita por su promedio y covarianza. Para cualquier proceso esto-
céstico estacionario el espectro de potencias se define como la funcion S (w) en la expresion

1 [
<nj(t)nk(t’)> = Ef Sjk(w) dw. (4.68)

Esta expresion nos da la medida de la contribucién de las frecuencias para el valor cuadratico medio de nj. En el
caso del ruido blanco, empleando la ecuacién (4.67) y la transformada inversa se obtiene

1 (e 9)
(fi 0 fi(e) = gf Yjk(w)do, (4.69)

al comparar se observa que yjx = Sjk. Asi, el espectro de potencias es constante para todas las frecuencias. Por
analogia, tomando el hecho de que la luz blanca consiste en una mezcla de luz de todas las frecuencias de la luz
visible, un espectro de potencias que es constante para todas potencias se le llama blanco.

4.6 Solucién ala ecuacion de Langevin

Al haber caracterizado como ruido blanco a la fuerza aleatoria en la ecuacién de Langevin, se puede volver a la
pregunta de como un ensamble de particulas Brownianas evoluciona en el tiempo en el marco de Langevin. En
ausencia de fuerzas externas, el momento satisface

g ¢ =
4 =, (4.70)

Para cualquier miembro del ensamble, esta ecuacién puede ser formalmente integrada empleando el factor de
integracion exp[% t] como se mostré dos secciones atrés. Integrando entre ¢’ y  se obtiene

¢

t E
B =exp[—(t—t’)—]ﬁ(t')+[ exp[—(t—r)i]f(r)dr. 4.71)
m t m

El valor del momento al tiempo ¢ depende solamente del valor de p(t') y de los valores de f(r) parat' <7<t Es
claro que se requiere especificar el proceso estocdstico p(t') a un tiempo anterior y también conocer la relaciéon

estocdstica entre p(t') y f(r).
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La naturaleza del problema nos ayuda. El ensamble de particulas Brownianas estd inmerso en un fluido en equili-
brio térmico. Si se espera lo suficiente el ensamble evoluciona hasta alcanzar una distribucién estacionaria corres-
pondiente al equilibrio. Si se considera solamente al ensamble estacionario, entonces p(t') debe estar distribuido
en equilibrio por una distribucién de Maxwell. Esto es

2
Wl (ﬁ) = (ankB T)—3/2 exp (_Zm;l?—kBT) . (472)

Dado que la fuerza aleatoria es provocada por las moléculas del fluido y varia rdpidamente, es natural asumir que
para T > t' esa fuerza es independiente de p(¢). Explicitamente esto es

(pj) fr()y =0, 4.73)
para ¢’ < 7. Esto permite calcular la correlacion a dos tiempos usando la ecuacion (4.71)
(pj (" pr(n) =expl—(r— t,)%]<l7j(t,)l9k(l‘l)>, (4.74)

donde los términos de la fuerza aleatoria han desaparecido debido a que no esté correlacionada con el momento.
Ma4s atin, de la covarianza de la distribucién de Maxwell se obtiene la correlacién a tiempos iguales, asi

(pj (" pr(®)) = exp[—(r - t')%}mklg T6 ji. (4.75)

Las hipétesis planteadas acerca de que el momento tiene correlacién con la fuerza aleatoria permite probar que
p (1) es también un proceso de Markov. Para mostrarlo se necesita demostrar que si p(¢') tiene algtin valor conocido,
entonces p(t) es independiente de los valores p(s) para s < t'. Esto es bastante obvio dada (4.71) debido a que solo

involucra p(t') y f(r) parat > t' > s. Dado que p(t’) es conocida de forma precisa, entonces la correlacion es

(pj()pi(t)y = exp[—(t - ﬂ)%](ﬁj(s»pk(t/) =0 (4.76)

dado que el promedio del momento es nulo. De este modo, p(f) es un proceso estacionario, Gaussiano y Marko-
viano.

Dado que p(#) es un proceso Gaussiano y Markoviano, basta con especificar su promedio y covarianza en un en-
samble condicional para terminar su caracterizaciéon. Como el ensamble es estacionario, se puede fijar el tiempo
f1 = 0. Asumiendo que p;(0) es conocido con valor p(}, el promedio condicional es

(pj(0)° = eXp(—t%)p?-. 4.77)

Este promedio condicional se relaja exponencialmente con un tiempo de relacién 7z = m/¢. Similarmente, se de-
duce la covarianza condicional de la fluctuacién 6 p;(f) = p; () — (p; (1))° haciendo

t t ! ( ! ( !
<6pj(t)5pk(t)>°:f0 drfo dr eXp[—(t—T)E]eXp[—(t—T)EKfj(T)fk(T ),
[ ! ¢
:yjkexp[—Zt—]f drf dr’ exp[(t +1)=16(r +1")
m Jo 0 m

_ ¢ rt g
=yjrexp[-2t—] | drexpl2T1—]
m Jo m

_Yiem B i

= 27 (1—expl Ztm])

=0jk(1—eXp[—2t£]). (4.78)
m

Enseguida, usando (4.77) y (4.78) en conjunto con (4.35), se escribe la densidad de probabilidad condicional para
el momento
—1/2

Pz(p(]).lpj, 1= (2n)3det(ajk(1 - exp[—ZI%]))

exp | —(pj —exp(- ti)p?)(ajk(l - exp[—2t£]))_1 (pr— exp(—ti)pz)/Z ) (4.79)
m m m
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Junto con la ecuacion (4.72), se define el proceso estocdstico para el momento.

Hasta este punto, no se ha escrito explicitamente el espectro de potencias y jx empleado para describir la magnitud
del ruido blanco en el movimiento Browniano. Aunque parezca que la matriz es arbitraria con la tinica condicién
de ser positiva definida, su valor estd implicito en los resultados que se han obtenido. Para ver esto, es necesario
emplear un resultado general de los procesos estacionarios para los cuales la densidad de probabilidad condicional
se vuelve independiente de su condici6n inicial asintéticamente en el tiempo. Para el proceso se sigue que

lim Py (nfinj, 1) = Wi(n)), (4.80)
y su demostracion es sencilla. Se tiene
Wi (n;) =fW1(n[])-)P2(n?|nj,t)dn?, (4.81)

lo que es vélido para todo ¢, en particular t — co
Wi(ni) = | Wi(n% lim P, (n%\n;, 0)dn® = lim P,(n%|n;, 0) | Wi(n®)dn, (4.82)
J J o0 At 77 =0 i 7

pero por ser estacionario, la probabilidad de transicién deja de depender de su condicién inicial por lo cual sale de
la integral y se obtiene inmediatamente la ecuacién (4.80).

Para hacer uso de este resultado, se toma la ecuacion (4.79) y ¢ — oo de tal modo que la probabilidad de transicién
se vuelve independiente de su condicién inicial y toma su forma de distribucién de Maxwell

. _ PjPj
lim P,(p%p;, t) = @emkg T)~? exp[- ———]. 4.83
Hm P> (p;lpj, 1) = @nmkpT) " expl 2”kaT] (4.83)
Por simple inspeccién, se obtiene
0jx=mKpTéjr = (p;(0) pr (D). (4.84)
Mas aln, o ji estd expresado en términos de y jk» @si
Yjk=2kpTd jk. (4.85)

Esta expresion relaciona la magnitud de la fuerza aleatoria y jx con el coeficiente de friccion disipativo y es un
ejemplo del teorema de fluctuacién-disipacién para un ensamble en equilibrio. Debido a esta condicién de con-
sistencia, el valor de y j es determinado en la teoria de Langevin por los pardmetros disipativos. El estudio gene-
ral del teorema de fluctuacién-disipacién en el esquema de Langevin se fundamenta en el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck, del cual habla la siguiente seccion.

4.7 FElproceso de Ornstein-Uhlenbeck

El tratamiento original de Langevin del movimiento Browniano no fue tan detallado como se mostré en las sec-
ciones anteriores. No fue sino hasta afios después que Ornstein y Uhlenbeck elaboraron la teoria en el esquema
de Langevin de manera similar a como se presenté en la seccién anterior. Existe una excelente generalizacién de
Ornstein-Uhlenbeck para el tratamiento de la ecuacién de Langevin que lleva a una clase de procesos estocdsti-
cos estacionarios, Gaussianos y Markovianos. En la literatura son los llamados procesos de Ornstein-Uhlenbeck.
Un proceso de Ornstein-Uhlenbeck se genera a partir de una ecuacién diferencial lineal estocéstica que incluya
un término de ruido blanco. Se considera el estacionario caracterizado por n variables aleatorias a(t). En gene-
ral, es suficiente asumir que el promedio a un solo tiempo de a se anula, y en caso de que no sea asi, siempre se
puede definir las variables @ — (@) que si cumplen dicha propiedad. Las variables a satisfacen la ecuacién de tipo
Langevin

99 _ pa+j, (4.86)

donde H es una matriz. Para asegurar que el proceso estocdstico es acotado, se especifica explicitamente que los
valores propios de H tienen partes reales negativas. El término f es ruido blanco, asi

(fity=0 (4.87)
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Fi fe)y =y bt —1), (4.88)
cony i positiva semidefinida. Para completar la caracterizacion del proceso de Ornstein-Uhlenbeck se asume que

la densidad de probabilidad a un solo tiempo de a(t) es independiente de f (1) para t < t’, entonces

(fithar(ny=0 (4.89)

—1/2
Wi(aj) = |2m)" deto i exp[—ajcr]f,i ai). (4.90)

La ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck (4.86), se resuelve del mismo modo que la ecuacién de Langevin (4.70). El

factor de integracion es el operador exp[—H ], donde la exponencial estd definida en su serie de potencias conver-
gente. Enseguida, la solucién es

t =
d(t):exp[ﬂt]d(0)+f exp[H(t—-1)1f(r)dr. (4.91)
0

De inmediato, gracias a la propiedad (4.89), se obtiene el promedio condicional
(a;j(0)° =explHjxt]a} (4.92)

Asi se puede calcular la covarianza de la fluctuacion 6a = a —(a; (1))

t
crjk(t)=<6aj(t)6ak(t))0=exp[ijt] foexp[—ijT]}/jkexp[—ijT]dr exp[Hy; 1] (4.93)

Derivando esta expresion respecto al tiempo, se obtiene la ecuacion diferencial

do (0
dr

=Hjk0jk+0jkHj+7jk (4.94)

Existen otras expresiones ttiles para o k- Haciendo el cambio de variable s = t—1, la ecuacién (4.93) ahora es

t
0 k(1) :/ exp[H sy jx explHg;slds. (4.95)
0
Entonces, se define el limite
o0
Ojk= [lirgajk(t) =f0 exp[Hjsly jx explHg;slds, (4.96)

el cual existe por que los valores propios de H tienen partes reales negativas. Restando (4.94) de (4.96) y haciendo
el cambio de variable 7 = s — ¢ (el cual no tiene relacién con el anterior) se tiene que

o k-0 D) = f explHjis1y j explHyjs] ds = expl Hji ] fo explHj 71y jx expl Hy;7] dT explHy 1],
t

Identificando que la integral es justamente o i y acomodando la expresion, se obtiene

O'jk([)=O'jk—eXp[ijt]O'jkEXp[ijt]. (4.97)

Dado que el proceso af(t) es estacionario y Gaussiano, los resultados (4.92) y (4.93) determinan completamente la
densidad de probabilidad de transicién condicional, que toma la forma

0 n -2
Py(allaj, 1) = [(2n) deta jx (1)

exp [—(aj exp[Hjrla)o; (agexp[Hjlap) /2|, (4.98)

y como es un proceso de Markov, W, se determina facilmente y basta con conocer ambas densidades de proba-
bilidad para caracterizar el proceso a(t). Es obvio de (4.98) y (4.96) que Pg(a?la i, 1) se vuelve independiente de a?
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cuando ¢ — oo. Entonces se puede hacer uso del resultado (4.80) para la equivalencia asintética de P, y W;. Para el
proceso de Ornstein-Uhlenbeck caracterizado por (4.90) y (4.97) se implica

}ir&ajk(t)zajkz(aj(t)ak(t». (4.99)

Este limite se puede escribir de una manera mads clara empleando (4.94). Como se mencioné, de (4.96) el limite de
o (1) existe, por lo tanto en el limite la derivada de () se anula, por lo cual (4.94) adopta la forma

Hjxojk+0jkHij =7 jk- (4.100)

Este es el llamado teorema de fluctuacién-disipacién y generaliza la relacién entre la fuerza aleatoria y la cons-
tante de friccién del movimiento Browniano. Se debe notar que si H y y son conocidas, entonces el teorema de
fluctuacién-disipacién es la ecuacion lineal a resolver para obtener o. Alternativamente, si H y g son conocidas,
entonces se tiene una ecuacién para determinar y.

Ahora que se ha caracterizado el proceso de proceso de Ornstein-Uhlenbeck de manera general para la ecuacién
de tipo Langevin cuya solucién es la ecuacién de Doob, se debe plantear el problema de la TIL.

4.8 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck para la Termodindmica Irreversible Lineal

Se tienen las ecuaciones de la TIL

6ﬁ+ V-i=0 (4.101)
= -u=0, .
ot Po
o 1 Zn- o1
4 >—Vp+ 3n-¢ V(Vﬁ)—zivzm h VI=—V-9, (4.102)
0t pgxr Po Po PoKT Po
y .
oT T 5
—+Lv-a—DTv2T=v-§. (4.103)
ot ponKT

En el capitulo anterior se mostré que los términos de divergencia a la derecha de las ecuaciones vienen de las
fluctuaciones en el sistema, de tal modo que son procesos estocdsticos. Caracterizdndolos como ruido blanco,
entonces se puede escribir el vector general

Fo = fo o), (4.104)

con

1/2
~ ~ 1 = To .
fi=0, fi=xPP—N-Dey, fs=|———]| V-E
T g ’ P5CoKT

donde¢=2,3,4y f} corresponde cada uno con la componente ¢ — 1 del término 1/pV - 8. Por ser ruido blanco debe
no estar correlacionado con las propiedades termodindmicas y debe cumplir

i fre@y =y 1. (4.105)

Por otra parte, se tienen las ecuaciones de la TIL escritas en su forma tipo Langevin

oa o -
E+ﬂa=f(t), (4.106)
donde se tienen las variables
112 T, e
~ 1/2 2 - = 0
p=py-ai, Us_1=|pyKT ag, T=|——— as, (4.107)
’ ! (0 ) ’ (PgCPKT)
y la matriz
0 (p()KT)_I/ZV- 0
/
(oorr) ™V — (gn—()wv-)—z | £ ()"
H = [(PoKT 00 113 n poxt | Cp (4.108)
ﬁ T 1/2
0 L 2 v —DyV?
PoKT Cp
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Estableciendo la matriz H, solo hace falta escribir la matriz de correlacién o para emplear el teorema de fluctuacién-
disipacién y obtener la forma explicita de la magnitud del ruido. Para ello se toma la ecuacién de la entropia de
Boltzmann

S =kplogW,(a), (4.109)

con W la densidad de probabilidad. Cerca del equilibrio, a segundo orden se escribe
S=Sy—a'Ea, (4.110)
donde a E es la matriz de la entropia. Cerca del equilibrio, ambas expresiones deben ser iguales
kglogW(a) = Sy — a' Ea, (4.111)

despejando W) (a), se obtiene
1
Wi(a) = W exp[—k—(fg[z] 4.112)
B

El proceso a(t) es un proceso estacionario, Gaussiano y Markoviano, por lo cual la densidad de probabilidad W;
estd definida en términos de su promedio y su covarianza, con esto en cuenta se obtiene

o l'=E (4.113)

Por otro lado, la ecuacién (4.110) se deriva respecto al tiempo

ds .
= ks a'Ea=ksa' H Ea. (4.114)
En el dltimo paso se emplea (4.106) y el hecho de que la fuerza aleatoria no tiene correlacién con d(t). Esta expre-
sién es una forma alterna para la produccién de entropia dada por la ecuacion (3.10), la cual puede reescribirse en
términos de la matriz H como

ds

— =kpd' | ——H°

dt poksxrTo—

donde HS es la parte simétrica de la matriz H. Se sigue que

a (4.115)

1
E= - (4.116)
= pokpxrTo~
Sustituyendo la ecuacion (4.116) en (4.113) e invirtiendo
o =pokpxTTHl, (4.117)

de lo cual se sigue finalmente que, por el teorema de fluctuacién-disipacién, la magnitud del ruido es

y =2pokpx T ToHS. (4.118)

De esta manera, queda completamente descrito el proceso Ornstein-Uhlenbeck para las ecuaciones de TIL. Mu-
chos autores contintian el desarrollo para obtener el factor de estructura al estilo Landau, sin embargo, en este
trabajo llega al mismo resultado utilizando la via alterna de las integrales de trayectoria, teoria que se desarrolla en
el siguiente capitulo.

Simbolo Parametro
il Vector general de variables aleatorias para las secciones 4.1 ala 4.6
a Vector general de variables aleatorias para las secciones 4.7 y 4.8

Resto de las variables  Segtin sea alguno de los casos, se ajusta la notacién en cada seccién del capitulo

Tabla 4.1: Notacién para el Capitulo 4.
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CAPITULO 5

Integrales de trayectoria para procesos estocasticos

Las integrales de trayectoria han mostrado ser una herramienta muy poderosa en varias dreas de la fisica: estudios
acerca de aproximaciones semiclasicas, barrera de penetracién, propagadores adidbaticos, cuantizacién de Hamil-
tonianos contraidos, la matriz de densidad, el oscilador arménico térmico y métodos numeéricos han sido descritos
en el esquema de integrales de trayectoria. Los procesos estocdsticos no son la excepcién. A continuaciéon se mues-
tra el uso de las integrales de trayectoria para este trabajo.

5.1 Laintegral de trayectoria para el proceso de Wiener

Se considera la forma general de la ecuacién de Langevin en una dimensién
a(n) = f(a, 1)+ gla, DE(1) (5.1)

Aqui a(t) es el proceso estocdstico, f(a, t) y g(a, t) son funciones suaves y conocidas y, () es ruido blanco Gaus-
siano con promedio cero y correlacién §. Por ser un proceso Markoviano, cumple la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
conn<mbh<Its

o0
P(ay, tlas, 13) :f day P(ay, tilay, ) P(ay, t2|as, t3) (5.2)
—00

Tomando en el intervalo de tiempo [#;, ff] una particion de n pasos fo = ; < --- < I; < ..., = [y con f; = fy +
JIn(t — tp), la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov permite escribir el propagador en términos de las integrales de
trayectoria. Dada la particion, se itera n — 3 veces la ecuacién de Chapman-Kolmogov y se tiene

o0 o0
P(ag, tolan, ty) =f [ dayday---da,—1 Plag, tolay, t1) Play, tilag, t) -+ P(an—1, th—1lan, ty) (5.3)
- —00

(o0]

Esta expresion se puede interpretar como la integracion sobre todas las posibles trayectorias que el proceso puede
llevar a cabo correspondientes a la secuencia ay, ay, ..., a,-1,a,. Es necesario obtener la forma del propagador
a tiempos cortos para encontrar una representacion méas convencional de las integrales de trayectoria. Para ello,
dada la probabilidad al tiempo ¢, el proceso toma un valor entre p y g, con g > p, dado por

q
f daP(agy, tyla, t) (5.4)
p

De este modo, la probabilidad de que el proceso tenga algtn valor entre p, y ¢;, iniciando en a = ay al tiempo
t = ty que tome un valor entre p; y g; al tiempo 17, entre p» y g» al tiempo 5, etc, hasta llegar a a,, al tiempo ¢, estd
dada por

qi rqz qn
f f daiday ---day, P(ag, tolar, 1) P(aq, tilag, t2) - -- P(an-1, th-1lan, tn). (5.5)
p1 Jp2 Pn

Si se aumenta el tamafo de la particion, es decir, el nimero de pasos en el tiempo donde los intervalos (pj, q;)
se especifiquen y se tome el limite g; — p; — 0, las trayectorias se definen con mayor precisién. Claramente, las
trayectorias deben ser continuas. Esto ocurre en particular para el proceso de Wiener. La probabilidad de transicién
para el proceso de Wiener es con constante de normalizacién D

(a2 — ar)?

P(ay, tilag, tz) = [2nD(t, — tl)]_I/ZEXp T 2D(t— 1)
2= 11

. (5.6)

Para n — oo, se define la medida en el espacio de la trayectoria llamada medida de Wiener. Sustituyendo (5.6) en
(5.5), se obtiene el integrando

‘3Xp[—L i(dj -aj1)’] ﬁ %, (6.7
2De ;5 j=1(2meD)

30
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donde € = %(tn — 1y). Este integrando es la probabilidad de que el proceso siga una trayectoria dada. Haciendo
tender € — 0y n — oo, el exponencial se reescribe

ex] [—i tdr(%)z] (5.8)
PI75D o dr '

Una manera alterna de obtener (5.8) es tomar la ecuacién (5.5) y realizar todas las integraciones intermedias, lo cual

es equivalente a realizar las sumas sobre todas las trayectorias posibles. Como las probabilidades de transicion

son Gaussianas, su convolucién también es Gaussiana, arrojando como resultado (5.8). Asi, se ha expresado la
probabilidad de transicién como una integral de trayectoria de Wiener

Plag, tola,n = | 2 L[ e (de) 5.9

(ao, ola,t)—f [a()] exp( ZthO r(dr) ] (5.9)

con

n
Pla(®)] = lim [22D(t2 — )] " [] daj.
j=1

La integral de trayectoria de Wiener es la versién continua de (5.5), y se realiza sobre todos los posibles valores de
los puntos intermedios {a;}.

5.2 Laintegral de trayectoria para el proceso general de Markov

Volviendo a la ecuacién de Langevin (5.1), tomando g(a,t) =1y f(a,t) = f(a), se escribe en su forma discre-
ta
aj—aj1=|af(a))+A+a)f(aj-1)|e+[W;-W;_1] (5.10)

donde dW (#) = {(¢)dt es un proceso de Wiener. El pardmetro « es arbitrario con valores 0 < & < 1. Las elecciones
mds populares son a = 0y a = 1/2, que corresponden a los esquemas de Ito y Stratonovich respectivamente. Aunque
no se mostrard explicitamente el valor de «, se dejard expresado para mostrar la dependencia de la Lagrangiana
final que se obtiene respecto a este pardmetro. La probabilidad para

W(ty) =0, Wy < W () < Wy +dWy;.. s W, < W (L) < W, +dW,
estd dada, de acuerdo a la seccién anterior, por
n .
j

1 , o dW
PUW HDAW; =exp[——— (W; = W;_1)°] —_— (5.11)
J J 2De]g'1 JT I jl:[1(27reD)1/2

La funcién de probabilidad de interés es la correspondiente en el espacio de las variables {a;}, por lo cual es nece-
sario transformar la probabilidad dada por la ecuacién anterior. Para ello es necesario el determinante Jacobiano
de la transformacién {W;} — {a;}. Primero, se reescribe (5.10)

Wi=aj-aj-1—|af(aj))+(1+a)f(a;-1)| e+ W;_1. (5.12)

. . ow;
Se construye la matriz Jacobiana J = sz

|- eq @) 0 0
afe d
ca-n Y@ g 4@ 0
J= day da . (5.13)
0 e@-pH @) 4 @
da, day

Enseguida, el determinante Jacobiano es

(5.14)

detj =[] (l—ea f(aj)),
j=1

aj
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pero cada factor en la producto es la expansion en series de la funcién exponencial hasta primer orden, asi

det/=exp | —€a (5.15)
- j=1 daj

n df(aj)]

Recordando la regla de transformacion P(a;) = P(W;)det ], la forma de la probabilidad de transicién P (ao, Lola, t)
para un proceso de Wiener y la ecuacion (5.10), se obtiene

P(ag,tola, t) =

f f detJexp| —%Z

j=1

( ~aj1 - |af@)+ 0+ f(a )] ) I (5.16)

]=1 6‘D)1/2 '

Para pasar a su forma continua, se debe aplicar el proceso a limite con N — ooy € — 0, asi cada factor del integrando
pasa a su forma continua

, df(aj) tdf(a)
n_’lgggéoexp [—ea; da; =exp |- drT
. € aji1—aj 2 3 1 t (da(r))2
P | 55 ];( ¢ ) l_eXp 20 ), 9 ar
3 e & 2 1
nal;or,réaoexp —ﬁj;(af(aj)+(l+a)f(aj_1)) =exp ~3D dT [f(a(r))]
n
nﬁloiorr;_.oexp Z( —-aj- 1) (af(a])+(1+a)f(a] 1)) =exp f dr—f(q(r))

@[a(r)]— hm [27TD€] nlznda]
j=1

Se define la Lagrangiana estocdstica (también conocida como la funcional de Onsager-Machlup)

da(r) 1
((), ) =

2
+adf(a(r)) (5.17)
da

-fla

y enseguida se escribe la probabilidad de transicién en su forma continua

f dr & (a(‘r), d“(TT)) . (5.18)

P(ap, phla,t) = f@[a(r)] exp

La dependencia de & en la Lagrangiana estocéstica es clara en el dltimo término. La integral sobre la Lagrangiana
estocdstica es la accion, de tal modo que la probabilidad de transicion es finalmente

P(ay, tola, t) =f@[a(r)] exp [-S(a(1)], (5.19)
con d
Fa(b) = f dr & (a(‘r), a(r) ) (5.20)
To
5.3 Formalismo de las integrales de trayectoria para procesos de varias variables
Se tiene la ecuacién de Langevin para el proceso a(7, )
al+H ac(t)=fF() con be=12,...n, (5.21)
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. o . - . jk .
aqui los superindices j, k representan las posiciones r;,rx dentro del sistema y por tanto H, = = Hp:6(Fj — 7).
Los subindices representan una sumatoria sobre las componentes del vector a y los superindices repetidos, una
integracion sobre 7. La fuerza aleatoria es ruido blanco Gaussiano, con promedio cero y correlacién

(FlofEay =20]fsw -1 (5.22)

donde la matriz Q{}c es una matriz real, simétrica, positiva definida.

Dado que el término estocéstico es ruido blanco Gaussiano, se tiene que su densidad de probabilidad es propor-
cional a

P(f (1)) ccexp

1 zj —1)/% 2k
_Zfdtfb(t)(Q )bcfc (t)]. (5.23)

El objetivo es encontrar la densidad de probabilidad en términos del proceso a(7, t) y para ello se emplea la regla de
transformacioén P(a(7, t)) = P( f (7, 1)) det J, pero dada la naturaleza lineal de la ecuacion de Langevin, la dependen-
cia de sobre a(7, t) se desvanece al ser absorbida por la normalizaciéon de P(a(7, t)). Asi, simplemente se sustituye
la ecuacion de Langevin en (5.23)

P(a’g(t)) o exp

—i[dt (a0 + 1} a0 (Q‘I)Z |l +H§emag"(t)]] . (5.24)

A continuacién, es més sencillo trabajar en el espacio de Fourier, asi el proceso aX() y la ecuacién de Langevin
son

[e.e]
akw) = f dt expliwtlak (1), (5.25)
—00
|-iws7%8). + H]Y| k(@) = Fl @) (5.26)
respectivamente, con 0. la delta de Kronecker. Asi, se define la matriz Jféf
Y W) = ~iws 5 e + HI. (5.27)

Teniendo esto en cuenta, la densidad de probabilidad en el espacio de Fourier es

i 1 fdo ; ik
J - Jo_ -1 k
P(a; (1)) x exp 4[ - a, (-w) (98 (w))bc a (w)] (5.28)
donde la matriz 4 (w) es
B = Jf(w)QJz?Jr(w). (5.29)

De (5.27), es facil ver que # (w) = #" (—~w) y gracias a que Q esreal y simétrica, se sigue que 2 es Hermitica
B(w) = B (w). (5.30)

De aqui, se pueden calcular magnitudes de interés, como la funcién de correlacién

J2\alay(w)a}™ ) expl-F]
J2la)exp[-F]

(@e(@)af (-0) = (ap@)a]™ (@) = (5.31)

donde d .
_1[do js “10,0)/F &
= f o @ @ (37 W), afw), (5.32)

es la accion estocdstica generalizada para a(7, t). El determinante Jacobiano y los factores de normalizacién se han
cancelado del numerador y denominador de (5.31). Dado que la matriz 98 es Hermitica, es diagonalizable y las
integrales en (5.31) se evaltian de la forma usual para obtener

(ag(@)af™ ) = 2B ). (5.33)
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Sin embargo, hay una manera alternativa y sencilla de obtener el mismo resultado. Empleando la definicién (5.27),
se reescribe (5.26)
i
af ) = 76 () f} ), (5.34)

y enseguida se calcula la funcién de correlacion

- Jf” (w)Zkamek* )

En la segunda linea se emple6 la correlacién del ruido y en la dltima la definicién de B(w). Este resultado ofrece
una via directa para calcular el factor de estructura, solo es necesario hacer e = f y [ = m = 1, sin embargo, hay un
inconveniente. El formalismo de integrales de trayectoria se basa en que el determinante Jacobiano es distinto de
cero o que Q es invertible, esto es védlido para toda Q no singular. En la siguiente seccidn se abordaré el caso en que
Q es singular. o

5.4 Formalismo de las integrales de trayectoria: caso singular

El estudio del caso singular en el esquema de las integrales de trayectoria es muy importante. Recordando las
ecuaciones de TIL en su forma de ecuacién de Langevin, el ruido blanco Gaussiano tiene en su primera entrada un
cero, es decir, no hay fuerza aleatoria actuando sobre la fluctuacién de la densidad, lo cual es consecuencia de que
no exista una ecuacion constitutiva para la densidad. Al calcular la funcién de correlacién del ruido, la matriz de
correlacion tiene la forma

Q{)C = . ]k ’ (5.35)
: Q,uv

Aqui se adopta la convencién de que los indices griegos empiezan en 2, es decir u,v = 2,..., N y se fija que Q{lﬁ es
una matriz no singular. El objetivo es encontrar una relacién anédloga a (5.33) para el caso singular.

Tomando la primera ecuacién de Langevin del sistema, es decir, para flk (1)

—iws’* + Hf| af () + ] af ) = (5.36)
de la cual se despeja
a(w) = —h™ H] af (). (5.37)

P i . .o ik . . ik
El término h"/ es el inverso de [—zw6 ik 4 H{ 1 ] y no se debe confundir con la matriz Jféc .Paraelrestodelas N—1
componentes del ruido, se tienen las ecuaciones

|- iws7 5, + HIY| af @) + H) Yl (@) = Fl @), (5.38)
por (5.37) se sigue que
|-iws7%8 5y + HYC— H R ] af @) = F) ). (5.39)

De las ecuaciones (5.37) y (5.39), se muestra que la variable a; k(w) es estocastica por que las variables ak(w) lo son.
Aunque ambas expresiones se observen més complejas, obtener la funcién de correlacion es sencillo.

Se parte de la ecuacién (5.34), la cual sigue siendo vélida para el caso singular con flj (w) = 0. Haciendo la corres-
pondiente modificacién, se tiene

a}(©) = 7] (@) ff ). (5.40)

La ecuacién (5.40) invita a realizar el proceso andlogo al caso no singular sin tener que romper la simetria del
problema ni tratar de forma especial a a{ (w) como lo harian (5.37) y (5.39). Asi, se repiten los mismos pasos que en
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el caso no singular
(@g@)af™ (@) = a"f” (w) (f,j (w)fy ’ (w)>JL”ka(w)
= Jf”( 12Q 77 ()
=237 ().

con I
Im J mkt
% (w) Jf ( )Qﬁ},iffy (w) (5.41)

La definicién (5.41) muestra que el proceso para calcular la funcién de correlaciéon solo involucra a la submatriz no
singular Qéy. De este modo, para calcular la funcién de correlacion entre las variables estocasticas ai) (w) siempre

se sigue el resultado (5.34), con la matriz %é? (w) dada segtin sea el caso.

En el esquema de integrales de trayectoria, también se hace una modificacién similar. La densidad de probabilidad
es

ik
P(fb(t))oc [1’[6(f1(t))]exp ——fdtfﬁ(t) )ﬁyfy(t)]. (5.42)

Se debe recordar que P( flf (7)) es parte del integrando. Como se ve en la expresion, el argumento de la funcién

. Jk jko . L .
exponencial depende de (Q‘l)ﬁ ynode (Q‘l)h . Asi, se repite la transformacién entre variables
Y c

exp

- f d—wai(—w)( l(w)) a (w)] (5.43)

P(al (1)) o [r[la((ifl)ifb al (@) 1| o

Finalmente, se construye nuevamente la funcién de correlacion en términos de integrales de trayectoria

1b b
218 [, 8(7™) ) al (@) | expl-]

J21@ [0 1, al )| ab@)a* @) expl-]
, (5.44)

(@g(@)af (-w) = (ap@)a]™ (@) =

de nuevo, .# es la accién estocdstica y estd dada por la misma expresion (5.32).
Habiendo desarrollado esté via, el objetivo es claro: basta con calcular la matriz %é? (w) para obtener la funcién
de correlacién del proceso a{] (w) y finalmente, extraer la entrada %{T(w) para obtener el factor de estructura. A

continuacién, se muestra este procedimiento para el caso de la TIL.

5.5 Elfactor de estructura parala TIL

En el lenguaje hidrodindmico, las ecuaciones de la TIL estan escritas en cinco variables independientes: la densi-
dad, la velocidad baricentrica y la temperatura, que en términos del proceso a(w) son

] y , i i T ~1/2
) =pya ), upa@ =(pfxr)  aple), T = a5 (®). (5.45)
Po&pXT

Del mismo modo, la matriz Hj, en el espacio de Fourier es

0 iCl kﬂ 0
Hpe = ic k,u Cgk'ukv - C4k25pv ngkﬂ ’ (5.46)
0 iCz ky 05k2
con los coeficientes
6 (To)” 2+ 2
= (pokT)” 1/2 Cr = ) , €3= n .= —n, cs =Dt (5.47)
pokr | Cp Po 3p0
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y el operador de derivada en el espacio de Fourier

—iky, con pu=23,4 X1=X,X2=),X3=2 Yy K= —kyky. (5.48)
dxﬂ,l

Asi, las componentes de la fuerza aleatoria son
1/2
. 2K - _ [ T
=0, fu=i—kOvw, f=il5—| kutp (5.49)
Po ponKT
La fuerza aleatoria es nuevamente ruido blanco Gaussiano, con promedio cero y correlacion

(Fol@) f7 (@) = 2Qpc (5.50)

Para el célculo de factor de estructura es necesario contruir la matriz ('), un ejemplo es el caso de las ecua-
ciones de la hidrodindmica de la TIL

ek ¢k 0
(H# Vpe = —iw8pc + Hpe = |iclky  cikuky —c\k20,,  ichk, (5.51)
0 ichky cLk?
con
c{):—ip, cg=c1, =0, C3=cs, ci:i%+c4, cé:—i%+cs. (5.52)

Del capitulo anterior, a partir de la entropia de Boltzmann y la produccién de entropia se obtuvo que, mediante el
teorema de fluctuacién-disipacion, la matriz Qp. es proporcional a la parte simétrica de Hp,

Qpe = pokpxr To(H®) pe. (5.53)

Una vez reunidos todos los ingredientes, el cilculo de la funcién de correlacién del proceso aj,(w) es
i 1
(ap(©)a; @) = 2%pc = 5 poksxr To Ay (Hyﬁ + (HT)yﬁ) 7€, (5.54)

donde se ha empleado la propiedad 2(Hs)yﬁ = Hyp+ (HT)Yﬁ. Por otra parte, de la definicién de /),
Hypg=iwdys+ (A )y = HypHyp=iofbys+06yp, (5.55)
asila funcién de correlacion es

1
(ap(@)a; @) = 5 poksxr Ty (Jé’by(w)éyc +5bﬁ,]fgc(w)). (5.56)

Esto muestra que el célculo de la funcién de correlacién para este problema solo requiere de la construcciéon e
inversién de la matriz (#~!)p.. Finalmente, el factor de estructura es la primera entrada de la funcién de correla-
cién

S(w) = (a1 (W) a] (w)). (5.57)

En este caso, como a; o p, entonces el factor de estructura es la funcién de correlacién entre las fluctuaciones en
la densidad del sistema.
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5.6 Algoritmo para calcular el factor de estructura

Como nota final de este capitulo, se puede describir al proceso de calcular el factor de estructura con un pequeno
algoritmo que es valido para cualquier sistema que cumpla las propiedades estocdsticas descritas en el capitulo
anterior y sea descrito por una ecuacién de Langevin.

1. Escribir las ecuaciones que determinan el sistema en su forma de ecuacién tipo Langevin para denotar la
matriz H, el proceso a(7, t) y el ruido blanco Gaussiano f (7, t).

2. Escribir la ecuacion de tipo Langevin en el espacio de Fourier.

3. Mediante el teorema de fluctuacién-disipacién, escribir de forma explicita la matriz de correlacién Q.

4. Construir la matriz #~".

5. Construir la funcién de correlacion (a.(w) aj’;(w)) = 2%, r(w) segun sea el caso no singular o singular. Este

paso en general requiere inversién de la matriz 4.
6. Extraer el elemento 29, (w), el cual es el factor de estructura.

En el siguiente capitulo, se explorard el cdlculo del factor de estructura para cuatro sistemas de interés: el fluido
Newtoniano eny fuera de equilibrio, y el fluido de Maxwell en y fuera de equilibrio.

Simbolo Pardmetro
a Vector general de variables aleatorias
D Constante de normalizacion de la distribucién Gaussiana
¢, f Ruido blanco Gaussiano para el caso de una variable y de varias variables aleatorias
a Pardmetro de Ito o Stratonovich
¢ Tiempo
w Proceso de Wiener
€ Diferencial de tiempo discreto
] Matriz Jacobiana
< Lagrangiana estocdstica
S Accibn estocastica
H Matriz de Langevin
Q Matriz de correlacién del ruido o magnitud del ruido
o, T Fluctuacién de la densidad y la temperatura
po, To Densidad y temperatura promedio
7] Velocidad baricéntrica
n,¢ Viscosidad cortante y viscosidad volumétrica
K7, D1 Conductividad térmica y difusividad térmica
Cp Capacidad calorifica a presién constante
kg Constante de Boltzmann

Tabla 5.1: Notacién para el Capitulo 5.
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CAPITULO 6

Resultados: el problema fuera del equilibrio y el fluido Maxwelliano

En este capitulo, se plantearan tres sistemas para el calculo del factor de estructura:
= El fluido Newtoniano en el equilibrio: A=0, ¢ =0.
» El fluido Newtoniano fuera del equilibrio: A#0, ¢, =0.
= El fluido Maxwelliano en el equilibrio: A=0, # #0.
= El fluido Maxwelliano fuera del equilibrio: A#0, ¢ #0.

Donde Ay t. son dos pardmetros que surgen de la fisica de estos sistemas. La magnitud A es una diferencia de
temperaturas por unidad de longitud aplicada externamente al fluido y ¢, es el tiempo de relajacién. Se tomaréd
como base el caso Newtoniano en equilibrio (A = 0, ¢, = 0) como guia para calcular el factor de estructura de los
otros tres sistemas. Se debe recordar que el factor de estructura S(w) es una funcién de correlacién, muestra que
tanta correlacion existe entre las fluctuaciones de la densidad en el espectro de frecuencias w. En la tltima seccién
de este capitulo se encuentra el conjunto de pardmetros termodindmicos para los fluidos: Agua, Argén liquido y
Tolueno y sus respectivas gréficas del factor de estructura.

6.1 Fluido Newtoniano en equilibrio

Del capitulo pasado, se mostré explicitamente la forma de la matriz %!, que es

c(’)k2 crky 0
(# ™ Vpe = —i08pe+ Hpe = |iclky  chkuky — k28 ichky | 6.1)
0 ichky Lk
con las constantes
! . w ! ! ! ! . w ! . w
Cy= —lp, C1=Cl, C=Cy C3=C3 C4= lﬁ +cC4 C5= —lp + cs, (6.2)
que estdn a su vez definidas por
7 \" M+l 2
0
c =cr, czzczTﬁ — 1| =crvy-1, c= n . c4:—n, cs=Dr, (6.3)
Cp Po 3po
cony = g—’;, CZT = p()lKT yDr = p’;gp Ademas, se expres6 la forma del proceso [1(75, w) en términos de las variables
termodindmicas
—1/2
N 1 (2. M2 —— Ty
PO =pa@), up @ =(pfxr)  apw), Tw=|"—| as. 6.4)
PoCpKT

Realizando el proceso descrito en la tiltima seccién del capitulo anterior, se lleg6 al factor de estructura

X

S(w) = [6k4p(2)TokB (30r = 1K203c Cprr + P C(3¢ +4m) + k3T + amich ) | x |6y ~ DA p§w? 3 C, (3 + 4micr

-1

+p30” Cf, (9,0(2) (a)2 —yk? cZT) 2+ kK0? 3¢+ 417)2) + k2 (9p(2, (wz -k C%) 2+ k? 3¢+ 417)2) (6.5)

A esta expresion, por mera cuestion de comodidad, se le llamard la expresion completa del factor de estructu-
ra.
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Por simplicidad,se suelen despreciar los términos que dependen de y = 1, debido a que son pequeiios comparados
con el resto de los términos en w, esto implica que Cp = C,. Empleando esta aproximacion, el factor de estructura

es
6k* p5 Tokp (3¢ +41m)

9p3 (wz - kzczT) 2 4 kw2 (3¢ +4m)? ’

S(w) = (6.6)

de nuevo, por comodidad, se le llamaré la expresién simple del factor de estructura.

Realizando la comparacioén, es claro que la segunda forma es bastante mds simple que la primera al no incluir los
pardmetros C,, Cy, y ni k7. También debe notarse que en ambas versiones solo aparece la magnitud k y no k o sus
componentes de manera explicita. Esto indica, recordando que k viene dada por la condicién de Bragg (Capitulo
2), que siempre que se mantenga el angulo de dispersion 6 y la magnitud del vector de onda incidente k;, k puede
ser cualquiera y por lo tanto, el experimento presenta simetria esférica.

Ambas expresiones para el factor de estructura pueden verse como una distribucién de tipo Lorentz (ver Apéndice
F). Para este caso, w? = x, por lo tanto, se espera que la grafica muestre dos picos cuya altura méaxima es S(w =
+wp) = I con w% = Xo y su ancho medio es I'k?. Estos picos son los llamados picos o lineas de Brillouin. Aqui T tiene
una interpretacién particular. I' es el coeficiente atenuacién del sonido. Este estudio solo se limita a escribir los

valores numéricos de los pardmetros wg, I yT'.

Solo para este caso se realizo6 el cédlculo de la expresién mds simple del factor de estructura empleando la aproxi-
macién y = 1. La razén es la siguiente. Tomando en cuenta el caso del argén liquido (Tabla 6.1) se construyen las
graficas para el factor de estructura en ambos casos tomando el valor k = 1.0 x 10" cm™!. Ver Figuras 6.1 y 6.2. En
las gréficas se observa como la diferencia de altura en los picos entre una gréafica y otra no es muy grande por ser el
orden de 1079, sin embargo, la poca diferencia que se alcanza a apreciar en el ancho de los picos si lo es al ser del
orden de 107. No es una sorpresa. Si se toman ambas expresiones para el factor de estructura, es de esperarse que
la expresion para I' sea més completa en el caso completo comparada con el caso sencillo. Otra diferencia clave se
presenta cuando se construyen las gréficas (Figuras 6.3 y 6.4) para el factor de estructura en ambas versiones para
el agua (Tabla 6.1) usando el valor k = 1 x 108m™!. Se muestra como la versién completa presenta el llamado pico
de Rayleigh mientras que la versién sencilla no. Esto muestra que la simplificacién y = 1 conlleva una pérdida de
la informacién del espectro de frecuencias. Por otra parte, esto indica que una condicién necesaria para que este
presente el pico de Rayleigh es no tomar la simplificacién y = 1, pero no es suficiente ya que en el caso para el argén
liquido, no se muestra pico de Rayleigh alguno.

El pico de Rayleigh, asi como el doblete de Brillouin, se debe entender, o al menos, se pretende entender como
una aproximacién a una distribucién de Lorentz cuyo ancho medio es proporcional a D7. En este estudio, no se
aproxima analiticamente ni se estudia numéricamente esta idea. Esto se debe a que, adelantando el resultado para
el problema del fluido de Maxwell fuera de equilibrio, el pico Rayleigh se “parte” en dos y su mitad izquierda tiene
valores negativos.

6.2 Fluido Newtoniano fuera del equilibrio

Ahora se presenta el caso para el fluido Newtoniano al cual se le aplica una diferencia de temperatura. La idea
de aplicar una diferencia de temperatura a una placa de espesor L surge como método para medir la atenuacién
del sonido respecto al cambio en la temperatura. La idea es simple: entre menor sea la atenuacién, mayor es la
dispersién de la luz en el punto dado dentro del sistema que se calienta de manera no uniforme. Posteriormente,
se compara el resultado con el mismo sistema en equilibrio.

Se toma una “placa” de espesor L en la direccién z del sistema e infinita en las direcciones x y y. En la direccién z
se aplica una diferencia de temperaturas de tal modo que Ty = T(—L/2) > Ty > T(L/2) = T¢, con Ty y Tc fijos, asi se
define el pardmetro

Tu-Tc
-

El pardmetro A es entonces una diferencia de temperatura por unidad de longitud que se inyecta al sistema. Este
pardametro puede adoptar valores negativos invirtiendo Ty y T¢. La tinica condicién sobre Ty es que sea menor
al punto de ebullicién del fluido y T¢ mayor a su punto de fusién. Este término se incorpora a las ecuaciones de
conservacion

A= (6.7)

—+pV-u=0, (6.8)
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dii ,
pa +VI =0, (6.9)
y
de o . f e
pa+v-]q+ApCpu'z:—1:Vu. (6.10)

Aqui Z es el vector unitario en la direccién del eje z y A se aplica en esa direccién. Incorporando nuevamente las
ecuaciones constitutivas, (3.17) a (3.19) y luego, repitiendo los mismos pasos hasta llegar a la ecuacion de tipo
Langevin correspondiente a las nuevas ecuaciones de la TIL, se llega a la expresién de la matriz .4~

2
cok crky 0
e = |iclky  chkuky — k28, ichky | (6.11)
0 ichky+cgbay  cLk?

con cg = ¢ = Act. El factor de estructura es

S(w) =

6k* o2 Tokp (3p§cZTC,[J (A\/y— 1powCpk + (y — 1)1<Tk4) + k%(3¢ +4n) (p(z)wchJ + 1<sz4))] x

9p3w2Cf, (Az(y - 1)c‘}k§ + (a)2 - ykzczT) 2+

6A\y - lkngwczTCpkz (wz (Cp(3(+4n) +3KT) —BkZKTczT +

-1

k*p3 (6()/— Dk rw?c%Cp (3 +41) +9x5, (a)2 - kzc%) 2 +Lu4CIfJ (3¢ +4n)2) + x5 k8w (3¢ +4m)? (6.12)

Para este caso, la expresion para el factor de estructura es bastante mds compleja. En la expresién aparece el pro-
ducto Ak;+/y—1 varias veces. Para este problema, atin cuando y = 1, no se debe aplicar la simplificacién para
obtener la version simple del factor de estructura, esto se debe a que A siempre aparece como producto de /y -1,
por tanto, al aplicar la aproximacién se perderia la contribucién de A, volviendo al problema en equilibrio. La mag-
nitud de k, trae consigo otro cambio importante: aunque k se mantenga constante en el experimento, se debe
recordar que k? = k2 + k)z, + k2, por lo cual el problema pasa de tener simetria esférica a simetria cilindrica. Si el
gradiente A no se aplicara en la direccion Z, sino en cualquiera X o y, entonces k, se reemplazaria con ky o ky en
(6.12) respectivamente. Cuando k; = 0, el factor de estructura pasa a ser el mismo que en el caso en equilibrio, eso
quiere decir que si en el experimento se mide el factor de estructura en una direccién perpendicular a 2, lo que se
debe de observar es el factor de estructura en el equilibrio.

Tomando de nuevo en cuenta al Argén liquido, se construye las Figura 6.5 empleando nuevamente k = 1.0 x
10'cm™! con k, = 3.5cm™!. Claramente se se muestra una asimetria en los picos de Brillouin que crece propor-
cionalmente con A. Para el agua ocurre algo totalmente distinto. Usando k = 1.0 x 108 m~! con k, =3.5 x 10" cm ™!
se construye la Figura 6.6. Aparentemente, el crecimiento de A no afecta a las alturas de los picos de Brillouin, sin
embargo, la resolucién del graficador no alcanza a mostrar ese crecimiento. Esto indica que A no tiene un gran
impacto en el caso del agua comparado con el argén liquido.

6.3 Fluido Maxwelliano en equilibrio

Los fluidos se describen por medio de tres ecuaciones fundamentales: la ecuacién de continuidad o de conser-
vacion de masa, la ecuacion de balance de momento y la ecuacion de la conservacion de la energia. A partir de
ellas se obtienen todas las demds que rigen la mecdnica de fluidos. Estas ecuaciones no consideran si un fluido
es Newtoniano o no Newtoniano. Para construir las ecuaciones dindmicas en especifico para un tipo de fluido se
necesita, como ya se ha mencionado, de las ecuaciones constitutivas, las cuales pretenden describir el fluido de
forma precisa. Para el fluido Newtoniano se tiene la ecuacién de Newton

I:nvl_j, (6.13)
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pero para un fluido no Newtoniano es

ot .
tra =-7+nVi. (6.14)

Esta expresion es la ecuacion de relajacién para el tensor viscoso. Cuando el tiempo de relajacion ¢, = 0, se regresa
al caso Newtoniano.

Los fluidos no Newtonianos muestran propiedades diferentes a los fluidos Newtonianos. Ante esfuerzos, los fluidos
no Newtonianos pueden comportarse como un sélido, y en reposo, como un liquido. También se caracterizan
por ser fluidos que presentan comportamientos disipativos (viscosidad) y una propiedad de restitucién ante los
esfuerzos (elasticidad). Un ejemplo de fluido no Newtoniano son los fluidos viscoeldsticos y uno de los modelos
utilizados es el antes mencionado modelo de Maxwell, el cual introduce la inercia en el sistema y aunque tiene
limitaciones, como que la ecuacién constitutiva es lineal cuando la mayoria de los fluidos viscoeldsticos presentan
un comportamiento no lineal y que el fluido Maxwelliano solo considera un tiempo de relajacion y casi todos los
fluidos viscoelasticos reales presentan un comportamiento que requiere varios de ellos para ser descritos, sirve
para ilustrar muy bien el comportamiento viscoeléstico ya que cuenta con las propiedades bdsicas de elasticidad y
viscosidad cuando el fluido se somete a deformaciones y esfuerzos. Aunque existe una clasificacién de fluidos no
Newtonianos, en este caso es suficiente el modelo de fluido Maxwelliano.

Aplicando la ecuacién de relajacion en las ecuaciones de conservacion, se construyen las ecuaciones hidrodindmi-
cas de la TIL para el fluido de Maxwell

9\ oV ii=0 (6.15)
- -U=0, .
ot Po

ou - l+iwt 2

ou___ 1 g5 Pyr_ s Zﬁ—(—n—()v(v i) +V-9, (6.16)

ot 0oKT KT 1+ w?it? 3 -
y

3 T
——DTVZT—LV-ﬁ+V-E. (6.17)
PoCpKT

Pasando las ecuaciones de la TIL a su forma de ecuaciones de Langevin, se construye la matriz

cpk? ¢tk 0
_ . 1+iwt i
(A Ve = |ic)ky 1+—w2t; chkuky — k6| ichkul, (6.18)
r
0 ichky cLk?

y enseguida se sigue que el factor de estructura es

S(w) = 6k2p(2) Tokp (3(y— 1)k4p(2)C§~CpKT (wz 2+ 1) + p(z)wsz, (k2(3(+417) +3pow? tr) +

KZT(k6(3(+417) +3k4p0w2 tr))] x
,o(z,a)sz7 (6yk4p0w2 02T BC+4ant + 9p(2) (yz ktw? c‘; tf + (wz —yk? C%) 2) +K'w? B+ 417)2) +
6(y - 1)k4p%w202TCp1<T (k2 (3¢ +4n) + 3pow? t,) + k41<2T (6k4p0w202T(3(+ 4an)t, +9p% (k4wzc‘} tf + (wz - kzczT)z) +

K w? (3 + 417)2) . 6.19)

Si t, = 0 se regresa al factor de estructura del fluido Newtoniano. Ya que el factor de estructura depende solo de k,
presenta simetria esférica.

Para el Tolueno (Tabla 6.2), con k = 8.52m™} yitr=1x 10735, se obtiene la grafica para el factor de estructura vista
en la Figura 6.7. Aunque no lo parezca, el pico de Rayleigh estd presente en la grafica.
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6.4 Fluido Maxwelliano fuera del equilibrio

El ultimo sistema es una combinacién de los dos anteriores: a un fluido Maxwelliano cuyas fluctuaciones tienen
un tiempo de relajacion ¢, se le inserta una diferencia de temperatura por unidad de longitud A en la direccién Z.
Considerando ambas ecuaciones (6.10) y (6.16), se construye la matriz

¢ k? ¢tk 0
1+iwt, .
(A Ve = |ic)ky l-i-—a)zt; chkuky — k6| ichkul, (6.20)
r
0 ichky +cgbapu cLk?

y el respectivo factor de estructura

S(w) = |6k?*p3Toks

Ksz6(3C+ 4n) + po (3p0w202TC,, £ (A\/y— 1powCpk, + (y - 1)1<Tk4) +
poCp (362T (A\/y— 1powCpk, + (y — l)KTk4) + kzwsz(3(+4n)) +31, (p(z)w‘lcfj +1<2Tk4w2)) x

9,0%0‘} (wz tf + 1)

powCyp (popr (AZ (y— l)kﬁ +y2k4) —2A\y—- 1k4KTkz) +1<2Tk8) +
6p0w202T ty (poa)Cp (A\/Y— 1k, (3p(2)w2Cp —k* (3¢ + 417)) +k*pow (3()/— Dxr +)/Cp(3(+4n))) +

Ksz8(3(+4n)) + k2p0 Cp (pocu (A\/y— 1k, (Cp (B¢ +4n) + 3KT) =3ypowCy

+(y- 1)1<Tk4(3(+4n)) -3k*E || +

-1

w* (Ic4(3(+4n)2 +9p(2)w2) (p3w2C§+K2Tk4) (6.21)

De nuevo, aparece el producto Ak;/y —1 varias veces en la expresion por lo cual no se puede emplear la simpli-
ficacién y = 1. Nuevos términos en potencias impares de w también estdn presentes. En consecuencia el factor
de estructura puede tomar valores negativos indicando la no correlacién en las fluctuaciones a ciertos rangos de
frecuencias. Si se toma A = 0 se vuelve al factor de estructura del caso en equilibrio. Si A es negativo, los picos
de Brillouin se intercambian uno con otro. El factor de estructura presenta simetria cilindrica al estar presente
k.

Usando los valores k =8.52m™!, k, =3.52x107*m™}, £, =1 x 10 °s y A = 160K-m™! para el Tolueno en la Figura
6.8 se muestra el zoom a la curva correspondiente al factor de estructura. En la grafica se muestra la que aparece
un “pico” de Rayleigh alrededor de w = 0, sin embargo, del lado izquierdo toma valores negativos y del lado de-
recho valores positivos, por lo cual, en realidad son dos picos. Se sigue manteniendo la continuidad del factor de
estructura. En consecuencia, la seccion de la gréfica correspondiente a estos nuevos picos de Rayleigh, no se puede
interpretar como una curva dada por alguna distribucién de tipo Lorentz, a diferencia de los picos de Brillouin de
la misma grafica o todas las curvas mostradas en los problemas anteriores.
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6.5 Datosy graficas

Magnitud Valor Magnitud Valor
To 90K Ty 313.5K
00 1.396 g-cm ™3 0o 992.22kg-m~3
cr 8.49 x 10° cm-s~! cr 1.52889 x 103 m-s~!
n 236x103g-cm™!-s7! n 6.53x107* kg-m~1.s7!
¢ 1.48x10%°g-cm™!-s7! ¢ 1.84x 103 kg-m~!-s7!
KT 3.01x10*cal-cm™!-s71.K! KT 0.6305W-m™!.K!
Cp 2.67x107 cal-g7!-K Cp 4177.6] kg™t -K!
Cy 2.61x107 cal-g7!-K Cy 4073.37-kg 1 -K!
ks 3.2982 x 107% cal- K ! ks 1.3806 x 10723].K!

(a) Argdn liquido.

(b) Agua.

Tabla 6.1: Parametros termodindmicos para el caso del fluido Newtoniano.

Magnitud Valor
Ty 277K
00 861.5kg-m™3
cr 1.285x 103 m-s7!
n 553x107*kg-m~!-s7!
{ 7.47x103kg-m1.s7!
KT 1.364 x 107! W.m~!.K!
Cp 1649.66] kg ! -K!
C, 1212.28]-kg ! -K!
kp 1.3806 x 10723]- K}

Tabla 6.2: Pardmetros termodindmicos para el caso del fluido de Maxwell: Tolueno.
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Figura 6.1: Picos de Brillouin: factor de estructura para el Argén liquido en equilibrio en el caso completo.

S(w)

3.x10739

25x10739
2.x10739
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1.x10739 |
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Figura 6.2: Picos de Brillouin: factor de estructura para el Argén liquido en equilibrio en el caso simple.
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S(w)

_3x1011

—2x10' ~1x10" [ 1x10' 2x10" 3x10"

Figura 6.3: Picos de Rayleigh-Brillouin: factor de estructura para el agua en equilibrio en el caso completo.

S(w)
1.4x10734}

—3x10'"

—2x10'1 -1x10" ! 1x10" 2x10" 3x10'"

Figura 6.4: Picos de Brillouin: factor de estructura para el agua en equilibrio en el caso simple.
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S(w)
; I
H 4.x10739
'
: I
3.x10739
i I
)
i
Ao
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Figura 6.5: Picos de Brillouin: factor de estructura para el argén liquido fuera del equilibrio. Las diferencias de temperatura son: Ag =0, Ag =
4K-cm™! y Ag =8K- cm™! para este caso.

S(w)

” 1.2x10734 | ﬂ

1.x10734
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4.x1073
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. . . . w
-3x10" —2x10"" -1x10" [ 1x10" 2x10"" 3x10'"

Figura 6.6: Picos de Rayleigh-Brillouin: factor de estructura para el agua fuera del equilibrio. Las diferencias de temperatura son: Ag =0, A4 =
40K-m™! yAg= 80K-m™! para este caso.
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S(w)

15x10727

1.x10727 1

5x10728 |
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Figura 6.7: Picos de Rayleigh-Brillouin: factor de estructura para el Tolueno en equilibrio.

S(w)

4.x10728}
3.x10728 |
2.x10728
1.x10728 |
L I w
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Figura 6.8: Zoom a los picos de Rayleigh-Brillouin: factor de estructura para el Tolueno fuera del equilibrio con A = 160K-m™!. Los picos de
Brillouin son muy parecidos al caso en equilibrio.

CAPITULO 6. RESULTADOS: EL PROBLEMA FUERA DEL EQUILIBRIO Y EL FLUIDO MAXWELLIANO



48

6.5. DATOS Y GRAFICAS

Simbolo

Parametro

a

5T

po, To

N

S(k,w)

e

fle)

¢

KT, Dt

Cy

cr

kg

tr
Ty

Ic

Vector general de variables aleatorias
Fluctuacién de la densidad y la temperatura
Densidad y temperatura promedio
Velocidad baricéntrica
Factor de estructura
Cambio en el vector de onda dado por la condicién de Bragg
Frecuencia angular
Tiempo
Matriz de Langevin
Matriz de correlacion del ruido o magnitud del ruido
Viscosidad cortante y viscosidad volumétrica
Conductividad térmica y difusividad térmica
Capacidad calorifica a presién constante
Capacidad calorifica a volumen constante
Velocidad del sonido
Constante de Boltzmann
Diferencia de temperatura por unidad de longitud
Tiempo de relajacién
Temperatura caliente
Temperatura fria

Longitud o espesor del sistema

Tabla 6.3: Notaci6n para el Capitulo 6.
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CAPITULO 7

Discusién y conclusiones

Las integrales de trayectoria tienen un indudable valor cientifico. Ellas constituyen una representacién integral de
las ecuaciones diferenciales de procesos estocdsticos en varias variables como

k
c

aj () +H) ac(t)=ff(®) con bc=12,.,n. 7.1
Para este trabajo lo anterior result6 especialmente importante dado que esta es la forma que adoptan las ecuacio-
nes de balance de fluidos en y fuera de equilibrio en el esquema de la termodindmica de procesos irreversibles. La
representacioén en integrales de trayectoria de los procesos (7.1) nos permite una vision global de la solucién que
contiene mds informacion que la que aporta el punto de vista local de las ecuaciones diferenciales y mas que, inclu-
so, la propia construccién de las distribuciones de probabilidad. En este sentido, las expresiones de los momentos

de las distribuciones de probabilidad de los campos fisicos en términos de integrales de trayectoria

J2lal aé(w)a]’?*(w) exp[—]
S 2l1al exp[-F]

S) = (a@af" W) = (7.2)
constituyen el eje que estructura la presente tesis. Ademads, las integrales de trayectoria son especialmente ttiles
para desarrollar consistentemente métodos de cédlculo aproximados en problemas no lineales. En el caso de los
procesos irreversibles en medios continuos éste es un programa que esta atin por llevarse a cabo.

El objetivo principal de este trabajo de tesis fue desarrollar la representacién en integrales de trayectoria de los pro-
cesos irreversibles en fluidos no Newtonianos fuera de equilibrio enfocada al cdlculo de funciones de correlacién
de los campos fisicos relevantes. Como una aplicacion se estudi6 la dispersién de luz en fluidos de Maxwell, uno
de los modelos més simples de fluidos no Newtonianos, sacado del equilibrio por la aplicacién de una diferencia
de temperaturas externa. Hasta donde sé, la representacion en integrales de trayectoria s6lo se ha reportado hasta
el caso de fluidos Newtonianos en reposo y en equilibrio térmico. La extensién a fluidos no Newtonianos fuera de
equilibrio constituye la parte original de esta tesis.

Cabe resaltar dos resultados previos que se utilizaron para el alcance del objetivo que se persiguid, que son parti-
cularmente importantes. Por un lado, la conexién entre la teoria de procesos estocdsticos y la termodindmica de
procesos irreversibles dada por el teorema de fluctuacion disipacion escrito en la ecuacién

2Qpe = HpaOgc +0paHy, (7.3)

Por otro lado, la conexién entre la teoria de dispersién de la luz y la teoria estocdstica de los procesos irreversibles
dada por
If = (- ) Sk, w). (7.4)

En la ecuacién (7.3), g viene dado por la teoria de procesos estocésticos (proceso de Ornstein-Uhlenbeck) para la
TIL. En la ecuacién (7.4), considerando k una constante, el factor de estructura S(w) se determina de la termodi-
namica de procesos irreversibles estocdstica

S(w) = 2%11(w) (7.5)
con
Bw) = () QI (W), (7.6)
en donde
7 =—iwl+H. (7.7

El desarrollo del trabajo fue como sigue. En el capitulo 1 se dié una breve introduccién histérica y cualitativa de los
conceptos de ensamble de Gibbs y fisico, que fungen como marco de trabajo para problemas que involucran una
gran cantidad de particulas, en caso particular, el experimento de dispersién de luz. En el capitulo 2 se esboz6 sin
mucho detalle el experimento de dispersion de luz y mediante la teoria electromagnética y el modelo de particulas
esféricas, se dedujo la ecuacion (7.4). Los postulados y, a partir de las ecuaciones de conservacion y constitutivas,
la deduccién de las ecuaciones dindmicas lineales estocasticas de la Termodinamica Irreversible se mostraron en
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el capitulo 3. El capitulo 4 muestra la teoria de procesos estocdsticos hasta culminar con el estudio del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck y su aplicacién a las ecuaciones dindmicas de la TIL, expresandolas en su forma de ecuacién
tipo Langevin (7.1), ademds de escribir el teorema de fluctuacién-disipacion (7.3). El capitulo 5 muestra la formula-
cién y “algoritmo” para el calculo del factor de estructura por la via de las integrales de trayectoria (ecuacion (7.2)),
asi como se ilustro el ejemplo del fluido Newtoniano en equilibrio. Finalmente, el planteamiento del problema pa-
ra los casos del fluido Newtoniano fuera de equilibrio, fluido no Newtoniano (Maxwell) en y fuera de equilibrio asi
como sus respectivos resultados se ilustraron en el capitulo 6.

Los resultados mostrados en el capitulo 6 sobre el factor de estructura de un fluido de Maxwell en y fuera de equili-
brio requieren una discusién adicional, con base en que desde los pardmetros geométricos de los picos de Brillouin
estdn relacionados con propiedades fisicas del fluido y con la presencia de la diferencia de temperatura aplicada
externamente. En primer lugar, los picos revelan el grado de correlacién de las fluctuaciones de la densidad del
fluido. Su altura indica la magnitud de la correlaciéon. Su anchura media esta relacionada con el coeficiente de ate-
nuacién del sonido y finalmente su posicion en el eje de las frecuencias indica las frecuencias de la luz dispersada
mayormente, y por ende, las dispersadas con mayor intensidad.

Para el argén liquido en equilibrio en el caso completo, los picos de Brillouin son simétricos alrededor de w = 0,
donde se encuentra el minimo $(0) = 8.98262 x 10~*2g?-s-cm™3. Los picos de Brillouin estan centrados en +wq =
+8.53593x 10%s™! ysu altura es S(+wg) = 2.49936 x 10739 g?-s-cm™3. En la Figura 7.1 se muestra una amplificacién a
cadauno delos picos de Brillouin. El doblete de Brillouin esta relacionado con el coeficiente de atenuacién actstica
I'. El parametro I estd dado por la anchura media del pico. Para obtenerlo (numéricamente) se resuelve el siguiente
problema

S(xwp)
)

lw; — ]|
k2 ’

S(wi‘yz) = I'=

Se encuentran las w], (respecto a un solo pico de Brillouin) tal que resuelvan la ecuacién que se muestra a la

izquierda de la flecha, para después dividir su diferencia absoluta entre k?. Para el caso de los fluidos en equilibrio,
I es el mismo para ambos picos. El coeficiente de atenuacién para el argén liquido en equilibrio es ' = 2289.5657! -

cm?.

Para el caso sencillo para el argén liquido en equilibrio (Figura 7.2) se obtiene que los picos de Brillouin son si-
métricos alrededor de w = 0, donde se tiene un minimo S$(0) = 5.70951 x 10742 g? -s-cm™3. La altura méaxima de
los picos se encuentra en +wg = +8.48623 x 10°s~! con un valor de S(+wg) = 3.21379 x 1073%g?-s-cm™3. Como se
mencion6 en el capitulo anterior, la diferencia para estos valores entre el caso completo y simple son de orden muy
bajo, sin embargo, el coeficiente de atenuacién es I' = 1790.43s~! - cm?, cuya diferencia respecto al coeficiente de

atenuacién para el caso completo es del orden de 102

Las Figuras 7.3y 7.4 son las gréficas para el factor de estructura en equilibrio del agua, en el caso completo y sencillo
respectivamente. Para el caso completo, el doblete de Brillouin, simétrico alrededor de w = 0, alcanza la altura
méxima en +wg = +1.46054 x 10! s™! con un valor de S(+wq) = 1.45972x 1034 kg?-s-m~3. Su respectivo coeficiente
de atenuacién es T = 1.37783 x 10"6s~! . m?. Para el caso simple se obtienen los valores +wq = +1.44194 x 10'1s71,
S(+wg) = 1.49944 x 1034 kg?-s-m~3 y I = 1.37606 x 10~%s~! . m?. Para el agua, la diferencia de valores entre ambos
casos no es grande, sin embargo, en el caso completo aparece el pico de Rayleigh. Las diferencias numéricas para
el argén liquido y la aparicién del pico de Rayleigh para el agua motivan a no emplear la simplificacién y = 1. La
altura del pico de Rayleigh es S(0) = 7.27511 x 10~%kg? -s-m~3 y su anchura media B = 1.42071s!.

Para el problema del fluido Newtoniano fuera de equilibrio, el factor de estructura muestra la dependencia con la
diferencia de temperatura por unidad de longitud A. Realizando una variacién de este pardmetro, se estudia que
ocurre con el factor de estructura para el argon liquido y el agua. Para este problema, wy se recorre de manera
asimétrica para el doblete de Brillouin y en el caso del pico de Rayleigh, su altura maxima ya no se encuentra en
w = 0. Se toma w_ como el punto donde el pico izquierdo toma su valor maximo, w, para el derecho y wgr para
el pico de Rayleigh. Asi, la altura maxima para el pico izquierdo, derecho y de Rayleigh son S(w-), S(w+) y S(wg).
Denotando la diferencia de alturas absoluta entre los picos de Brillouin como

AS =|S(w-) - S(w4)l,

se construye la Tabla 7.1 para el argén liquido fuera de equilibrio y en base sus datos, se construyen la Figuras 7.5
y 7.6. Se muestra que cuando A crece, la altura del pico izquierdo crece y la del pico derecho decrece. Al calcular la
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diferencia absoluta entre alturas, se muestra que también es creciente con A. Ademas, se debe notar que w_ y w
sufren un corrimiento a la izquierda. De manera similar, tomando I'(w-) para el pico izquierdo, I'(w) para el pico
derechoy

AT =l w-) - T(w)l,

se construyen la Tabla 7.2 yla Figura 7.7 para el coeficiente de atenuacién del sonido. Se muestra la misma situacién
pero invertida. Cuando A crece, I'(w-) decrece yI'(w.) crece, asi como AT' también crece. Esto muestra que si el pico
de Brillouin crece en altura, debe decrecer en anchura y por tanto, su coeficiente de atenuaciéon también decrece,
y viceversa.

Para el agua fuera de equilibrio, los resultados no se muestran tan explicitamente debido a la resolucién del grafi-
cador y no hay cambios numéricos en las primeras cifras significativas. Se denota como S(wg) a la altura maxima
del pico de Rayleigh y

S* =S(wg) - S(wr =0),

es el crecimiento en la altura del pico de Rayleigh respecto al caso en equilibrio A = 0. Del mismo modo, la anchura
media del pico de Rayleigh se denota B(w) y su crecimiento es

B>|< =B((1)R) —B(LUR ZO).

Se construyen las Tablas 7.3, 7.4 y 7.5 y en base a sus datos, se construyen las Figuras 7.8, 7.9, 7.10, 7.11 y 7.12. En
ellas se muestra la importancia de las cantidades S* y B*. Ambas cantidades son crecientes con A y muestran que
la diferencia estd presente 14 cifras significativas después. Lo mismo ocurre con los picos de Brillouin. La diferencia
de alturas y coeficiente de atenuacion del sonido entre picos esté presente 8 significativas después.

En el problema del fluido de Maxwell solo se trabajé con el Tolueno. Para el caso en equilibrio, la Figura 7.13 mues-
tra los picos de Brillouin para el Tolueno. No se encuentra presente el pico de Rayleigh. Los picos de Brillouin
encuentran su altura maxima en +wg = 12771.4s~! con un valor de S(+wp) = 1.79787 x 1072"kg® -s-m~3. Su co-
eficiente de atenuacion del sonido tiene un valor de T’ = 11.2349s~! - m?. Para el pico de Rayleigh, su altura tiene
un valor $(0) = 3.7734 x 10~ kg -s-m™3, por lo cual es 16 ordenes de magnitud mayor a los picos de Brillouin. Su
anchura media es de B =2.80387 x 1014571

Finalmente, para el problema del fluido de Maxwell fuera de equilibrio se combinaron los dos problemas anterio-
res. Para el doblete de Brillouin se repiten cualitativamente los resultados de problemas anteriores, esto se muestra
numéricamente en las Tablas 7.6 y 7.7 y graficamente en las Figuras 7.14, 7.15y 7.16. Es el pico de Rayleigh el que
sufre cambios radicales. En la Figura 7.17 se muestra como la parte izquierda de este “pico” de Rayleigh adopta
valores negativos y su minimo es decreciente respecto de A, mientras que la parte derecha sigue siendo positiva
y mostrando un comportamiento habitual, lo tinico a destacar de la parte derecha es que el factor de estructura
decrece mas lentamente conforme A aumenta. Al no tener presente una interpretacion fisica de este cambio, no se
procede el estudio de esta linea de Rayleigh.

Para concluir esta tesis, se realizan una serie de observaciones:

1. Elvalor de k estd determinado por la condicién de Bragg, la cual a su vez estd determinada por la magnitud
del vector de onda incidente k; y el d&ngulo de dispersién 0. k; estd dado por el inverso de A;, la longitud
de onda incidente. En la literatura revisada no se indica ningin tipo de condicién experimental sobre 0 y
te6ricamente solo se dice que 8 es pequeiio, sin embargo, no se expresa que tan pequeiio es [1], [2].

2. Garcia Colin [3] toma resultados de [2] para la dispersién de luz en el agua, resultados que toma como ba-
se para la comprobacién experimental de la TIL estocdstica. En este estudio, Baysens enumera una serie de
complicaciones experimentales y menciona como sus resultados, al compararse por lo predicho en la teoria
tienen cierta discrepancia y no puede establecer a que se debe ésta misma. Aunque directamente se verifica
cualitativamente lo mostrado por la teoria, esa incertidumbre no permite establecer al experimento de dis-
persion de luz para un fluido fuera del equilibrio como la comprobacién experimental de la TIL estocdstica.

3. No existen condiciones claras para la diferencia de temperatura por unidad de longitud A. Es claro que para
un fluido [16], [17], [18], [19], [20] sus propiedades termodindmicas varian con la temperatura. Ni en esta
tesis ni en [2], donde Beysens emplea A =100K- cm™l seve reflejado este hecho, por lo tanto, los resultados
teéricos pueden y deben afinarse atin mds tomando en cuenta esta consideracion.

4. En esta tesis se mostr6 que la aproximacién y = 1 no es adecuada por diversas razones. Entre ellas, que
aniquila la contribucién de A para el problema fuera de equilibrio. Esto contradice a los resultados de Haro
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[15] y Beysens [2], donde se escribe el factor de estructura para el fluido fuera de equilibrio tomando dicha
aproximacién y mostrando su dependencia en A. Més atin, Haro y Beysens muestran la aparicién del pico de
Rayleigh atin cuando en esta tesis se establece que una condicién necesaria para que aparezca es que no se
debe tomar la aproximacién y = 1.

. Es importante mencionar que, en el caso de Haro [15], el factor de estructura se calcula como la suma de

tres funciones de correlacién independientes, cada una representando uno de los tres picos de Rayleigh-
Brillouin. Esto cualitativamente es similar al andlisis mostrado por las graficas y tablas de datos de esta tesis.
Sin embargo, por esa via, se presupone la forma del pico de Rayleigh con la forma de una distribucién de
Lorentz, lo cual en el caso del fluido de Maxwell fuera de equilibrio no es asi.

. Ningtn trabajo previo mostré todos los rasgos para el factor de estructura que si me muestran en esta tesis.

Aqui, se mostro6 la dependencia del factor de estructura respecto a todos los pardmetros termodindmicos
y experimentales relevantes; el corrimiento que sufren los picos de Brillouin y el pico Rayleigh en las fre-
cuencias para el problema fuera de equilibrio; la dependencia de la altura de los picos de Brillouin y de I'
respecto de A; los valores negativos que toma el factor de estructura para el problema del fluido de Maxwell
fuera de equilibrio; las expresiones explicitas para el factor de estructura para todos los problemas aborda-
dos; la simetria esféricay cilindrica explicitas en los problemas dentro y fuera de equilibrio, respectivamente;
y, un procedimiento a seguir para el calculo del factor de estructura con pasos claros y fundamentados en la
aplicaci6én de integrales de trayectoria a la TIL estocdstica.

7. No existe informacion experimental sobre la dispersién de luz para un fluido de Maxwell fuera de equilibrio.

Este trabajo de tesis puede extenderse en dos direcciones. Por un lado, en el tratamiento de problemas no lineales.
Como se mencioné a lo largo del trabajo, una suposicién que se hizo fue que el fluido no estaba lejos de equilibrio.
Esto se logra aplicando diferencias de temperatura pequefias. Si se quiere alejar al sistema del equilibrio deben
aplicarse diferencias de temperaturas mayores. Esto harfa que las ecuaciones dindmicas de la TIL dejaran de ser
aplicables. La representacion de las ecuaciones no lineales en forma de integrales de trayectoria es, hasta donde
sé, un problema abierto en el caso de fen6menos de dispersioén de luz en fluidos no Newtonianos. Por otro lado,
no encontré en la literatura datos experimentales sobre el factor de estructura de fluidos no-newtonianos fuera
de equilibrio. Por ello, creo que la realizacién de la experimentacién correspondiente a esos casos es también un
problema abierto.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Pico derecho de Brillouin.

Figura 7.1: Acercamiento a los picos de Brillouin para el argén liquido en equilibrio. Caso completo.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Pico derecho de Brillouin.
Figura 7.2: Acercamiento a los picos de Brillouin para el argén liquido en equilibrio. Caso simple.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Pico de Rayleigh. (c) Pico derecho de Brillouin.
Figura 7.3: Acercamiento a los picos de Rayleigh-Brillouin para el agua en equilibrio. Caso completo.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Ausencia del pico de Rayleigh. (c) Pico derecho de Brillouin.
Figura 7.4: Acercamiento a los picos de Brillouin para el agua en equilibrio. Caso simple.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin.

(b) Pico derecho de Brillouin.

Figura 7.5: Acercamiento a los picos de Brillouin para el argén liquido fuera de equilibrio. Ag =0, A4 = 4K-cm™! y Ag =8K- cm™ L,
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(a) Altura del pico izquierdo en funcién de A. (b) Altura del pico derecho en funcién de A. (c) Diferencia de alturas absoluta en funcién de A.
Figura 7.6: Altura de los picos de Brillouin en funcién de A para el argén liquido fuera de equilibrio.
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izquierdo en funcién de A.

derecho en funcién de A.

cion del sonido en funcién de A.

Figura 7.7: Coeficiente de atenuacion del sonido de los picos de Brillouin en funcién de A para el argén liquido fuera de equilibrio.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Pico de Rayleigh. (c) Pico derecho de Brillouin.
Figura 7.8: Acercamiento a los picos de Rayleigh-Brillouin para el agua fuera de equilibrio. Ag =0, A4 =40K-m~! y Ag =80K-m™!.
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(a) Altura del pico izquierdo en funcién de A. (b) Altura del pico derecho en funcién de A. (¢) Diferencia de alturas absoluta en funcién de A.
Figura 7.9: Altura de los picos de Brillouin en funcién de A para el agua fuera de equilibrio.
T(w-) T(w+) AT
.
25x10°8F 25x108F 12x1073F .
-13 |
2.x1078 F 210 F 1.x10 .
8.x10714f 4
-6 | -6 |
1.5x107 . . . . . . . o 15x10 . . . . . . . . 14 .
6.x10° g
x -6 [ x -6 [ .
1.x10 1.x10 axtoE
.
-7k -7 F
5.x10 5.x10 oxt0-Mf .
20 40 60 80 A 20 40 60 80 A 20 40 60 80

(a) Coeficiente de atenuacion del pico izquierdo en (b) Coeficiente de atenuacién del pico derecho en (¢) Diferencia absoluta de coeficientes de atenua-

funcién de A.

funcién de A.

cién en funcién de A.

Figura 7.10: Coeficiente de atenuacion de los picos de Brillouin en funcién de A para el agua fuera de equilibrio.
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(a) Altura neta del pico de Rayleigh en funcién de A. (b) Crecimiento de la altura del pico de Rayleigh.
Figura 7.11: Altura del pico de Rayleigh para el agua fuera de equilibrio en funcién de A.
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(a) Anchura media neta del pico de Rayleigh en funcién de A.

Figura 7.12: Anchura media del pico de Rayleigh para el agua fuera de equilibrio en funcién de A.
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10000 -5000

—axi0™? 210712 2010713 4x10?
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Figura 7.13: Acercamiento a los picos de Rayleigh-Brillouin para el tolueno en equilibrio.
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(c) Pico derecho de Brillouin.
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(a) Pico izquierdo de Brillouin. (b) Pico derecho de Brillouin.

Figura 7.14: Acercamiento a los picos de Brillouin para el tolueno fuera del equilibrio. Ag = 0, A4 =80K-m™!, Ag = 160K-m™!.
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Figura 7.15: Altura de los picos de Brillouin en funcién de A para el tolueno fuera de equilibrio.
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Figura 7.16: Anchura media de los picos de Brillouin respecto al gradiente insertado A para el Tolueno fuera de equilibrio.

(a) Parte izquierda del pico de Rayleigh.
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(b) Parte derecha del pico de Rayleigh.

Figura 7.17: Acercamiento al pico de Rayleigh para el tolueno fuera del equilibrio. Ag =0, A4 =80K-m™!, Ag =160K-m™.

A [K-cm‘l} w_ [106s‘1] w4 [1055‘1] S(w-) [10_39g3-s~cm_3] S(wy) [10_39g3~s-cm_3] AS [g3~s-cm—3]

0.0 -8.53593  8.53593 2.49936 2.49936 0

1.0 —-8.54775  8.52406 2.63016 2.38159 2.48577 x 10740
2.0 -8.55952  8.51214 2.77626 2.27499 5.01277 x 10740
3.0 -8.57124  8.50016 2.94051 2.17805 7.62453 x 10740
4.0 —-8.58291  8.48813 3.12648 2.08953 1.03694 x 10739
5.0 -8.59452  8.47605 3.33878 2.00838 1.3304 x 10739
6.0 -8.60609  8.46392 3.58342 1.93372 1.6497 x 10739
7.0 -8.61761  8.45173 3.86838 1.86481 2.00357 x 10739
8.0 —-8.62907  8.43949 4.20449 1.80101 2.40348 x 10739

150

Tabla 7.1: Argén liquido fuera del equilibrio: altura maxima de los picos de Brillouin y diferencia entre alturas absoluta respecto a A.
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Alcan| @ [1095)] @y [0 @) [soan?]  T(@s) [shem2] AT s o]

0.0 —8.53593 8.53593 2289.56 2289.56 0

1.0 —8.54775 8.52406 2169.42 2409.77 240.357
2.0 —8.55952 8.51214 2049.34 2530.06 480.714
3.0 —8.57124 8.50016 1929.34 2650.41 721.071
4.0 —8.58291 8.48813 1809.41 2770.84 961.426
5.0 —8.59452 8.47605 1689.55 2891.33 1201.78
6.0 —8.60609 8.46392 1569.77 3011.9 1442.13
7.0 —8.61761 8.45173 1450.05 3132.53 1682.48
8.0 —-8.62907 8.43949 1330.4 3253.23 1922.83

Tabla 7.2: Argén liquido fuera del equilibrio: coeficiente de atenuacién del sonido de los picos de Brillouin y diferencia entre coeficientes

absoluta respecto a A.

A lK-m_l] w_ [10“5“] w4 [10”5‘1} S(w-) [10‘34kg3-s-m‘3] S(wy4) [10_34kg3-s-m_3] AS [kg3-s-m—3]

0.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 0

10.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 1.63916 x 10742
20.0 ~1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 3.27832 x 1074
30.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 4.91748 x 107%2
40.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 6.55664 x 1074
50.0 -1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 8.19581 x 1042
60.0 -1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 9.83497 x 10742
70.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 1.14741 x 1074
80.0 —1.46054 1.46054 1.45972 1.45972 1.31133 x 1074

Tabla 7.3: Agua fuera del equilibrio: altura méxima de los picos de Brillouin y diferencia entre alturas absoluta respecto a A.
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A [K»cm'l] w_ [1063‘1] w4 [1065'1] F(w,) IIO'GS'I-cmZ] l“(w+) [lo‘es'l-cmz] AT [s'l-cmz]

0.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 0
10.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 1.61999 x 10714
20.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 3.23998 x 1014
30.0 —-1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 4.85998 x 10714
40.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 6.47997 x 10714
50.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 8.09996 x 10~ 14
60.0 —-1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 9.71995 x 1014
70.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 1.13399 x 10713
80.0 -1.46054  1.46054 1.37783 1.37783 1.29599 x 10713

Tabla 7.4: Agua fuera del equilibrio: coeficiente de atenuacién del sonido de los picos de Brillouin y diferencia entre coeficientes absoluta
respecto a A.

A [K-m_l] WR [s“] S(wg) [10‘35kg3-s-m‘3] S* [kg3-s-m‘3] B(wg) [109s—1] B* [s_l]

0.0 0 7.27511 0 1.42071 0

10.0 26.1257 7.27511 2.13821 x 1070 1.42071 4.76837 x 1077
20.0  52.2514 7.27511 1.06911 x 10749 1.42071 1.66893 x 1076
30.0 78.3771 7.27511 2.45894 x 10749 1.42071 4.05312 x 1078
40.0 104.503 7.27511 4.0626 x 10749 1.42071 7.86781 x 1076
50.0 130.629 7.27511 6.52155 x 10749 1.42071 1.21593 x 107°
60.0 156.754 7.27511 9.40813 x 1049 1.42071 1.74046 x 107°
70.0 182.88 7.27511 1.29362 x 10748 1.42071 2.36034 x 107°
80.0 209.006 7.27511 1.6785x 10748 1.42071 3.12328 x 107

Tabla 7.5: Agua fuera del equilibrio: Pardmetros para el pico de Rayleigh respecto a A.
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A [K-m—1] w_ [s-l] w4 [s-l] S(w-) [10—27kg3-s~m-3] S(wy) [10-27kg3-s-m-3] AS [10‘30kg3-s~m‘3

0.0 —12771.4 12771.4 1.79787 1.79787 0

20.0 —-12771.4 12771.4 1.79846 1.79728 1.1856
40.0 —-12771.5 12771.3 1.79906 1.79668 2.3712
60.0 —-12771.5 12771.3 1.79965 1.79609 3.5568
80.0 —-12771.6 12771.2 1.80024 1.7955 4.7424
100.0 —-12771.6 12771.2 1.80084 1.79491 5.928
120.0 —-12771.7 12771.1 1.80143 1.45972 7.11361
140.0 —-12771.7 12771.1 1.80203 1.45972 8.29923
160.0 —-12771.7 12771.1 1.80262 1.45972 9.48485

Tabla 7.6: Tolueno fuera del equilibrio: altura maxima de los picos de Brillouin y diferencia entre alturas absoluta respecto a A.

Afkem| -1 @ 10951 T(@o) [l T@s) [shom2] AT [
0.0 -12771.4 12771.4 11.2349 11.2349 0
20.0 -12771.4 12771.4 11.2311 11.2386 0.00753138
40.0 -12771.5 12771.3 11.2273 11.2424 0.0150628
60.0 -12771.5 12771.3 11.2236 11.2462 0.0225942
80.0 -12771.6 12771.2 11.2198 11.2499 0.0301255
100.0 -12771.6 12771.2 11.216 11.2537 0.0376569
120.0 -12771.7 12771.1 11.2123 11.2575 0.0451883
140.0 -12771.7 12771.1 11.2085 11.2612 0.0527197
160.0 -12771.7 12771.1 11.2047 11.265 0.0602511

Tabla 7.7: Tolueno fuera del equilibrio: coeficiente de atenuacién del sonido de los picos de Brillouin y diferencia entre coeficientes absoluta

respecto a A.
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Simbolo

Parametro

a

e

fle)

m¢

KT, DT

Cy
cr

kp

Iy
Ty

Ic

Vector general de variables aleatorias
Fluctuacién de la densidad y la temperatura
Densidad y temperatura promedio
Velocidad baricéntrica

Factor de estructura

Espectro de dispersion de luz para un fluido monoatémico

Direcci6n de polarizacion incidente y dispersada

Cambio en el vector de onda dado por la condicién de Bragg

Frecuencia angular
Tiempo
Matriz de Langevin
Matriz de correlacion del ruido o magnitud del ruido
Viscosidad cortante y viscosidad volumétrica
Conductividad térmica y difusividad térmica
Capacidad calorifica a presién constante
Capacidad calorifica a volumen constante
Velocidad del sonido
Constante de Boltzmann
Coeficiente de atenuacién del sonido
Diferencia de temperatura por unidad de longitud
Tiempo de relajacién
Temperatura caliente
Temperatura fria

Longitud o espesor del sistema

Tabla 7.8: Notacion para el Capitulo 6.
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APENDICE A

Fluctuaciones y funciones de correlaciéon en el tiempo

En el experimento, el campo incidente es lo suficientemente débil para asumir que el sistema responde linealmen-
te ante €él. El problema bésico consiste en describir la respuesta de un sistema en equilibrio ante este campo, o de
manera mas precisa, los cambios que presenta el campo debido a la interaccién con el sistema. Cuando dos sis-
temas estdn débilmente acoplados (como en el caso de la radiacién débilmente acoplada a la materia), basta con
conocer como un sistema se comporta en ausencia del acoplamiento para poder describir la forma en que un sis-
tema responde respecto al otro. Esto permite escribir la respuesta de un sistema en relaciéon con otro en términos
de las funciones de correlacién en el tiempo de las variables dindmicas.

Las funciones de correlacién se han vuelto muy ttiles en el estudio de la fisica estadistica y espectroscopia en
los tltimos afios. Proporcionan un método conciso para expresar en qué grado dos propiedades dindmicas estan
correlacionadas en el tiempo.

Se considera una propiedad A que dependa de la posicién y momento de todas las particulas del sistema. En virtud
del movimiento térmico, la posicién y momento de las particulas se encuentran en cambio constante en el tiempo.
lo cual puede parecer aleatorio y asf, la propiedad A(#) parecerd un patrén de ruido.

Es claro que para un experimento, la medicién de la propiedad de bulto A para un sistema en equilibrio es simple-

mente el promedio en el tiempo
to+T

A, T) = %f A(n)dr A1)

4]
con tj el instante en el tiempo cuando inicia la medicién y T es el tiempo de medicién de la propiedad A. El
promedio es significativo cuando T es grande comparado con el tiempo de la fluctuacion. El experimento ideal es
aquel en el que A es promediado en un tiempo de medicién infinito

3 1 to+T
A(%) = lim T A(ndt. (A.2)

T—o00 to

En general, A(?) # A(t+ 1) para tiempos ¢y ¢+ 7, con T un tiempo distinto de cero. Cuando 7 es muy pequefio com-
parado con el tiempo en que ocurre una fluctuacién, A(f + 1) tendrd un valor muy cercano a A(t). Cuando 7 crece
la desviacién de A(t + 1) respecto de A(t) es mds probable que sea distinta de cero. De este modo, se puede decir
que el valor A(f + 1) estd correlacionado con A(t) cuando 7 es pequenfo. Pero esta correlacion se pierde cuando 7 se
vuelve grande comparado con el tiempo de las fluctuaciones. De esta manera se siguen las aproximaciones

o I
<A>=A1]15;oﬁj;A,, (A.3)
1 N
(A@AM) = lim — ZlAjAj+n, (A4)
]:

donde A; es el valor de A al inicio del j-ésimo intervalo de los N intervalos que esta dividido el tiempo de medicién
T. La aproximacién mejora para el tiempo infinito con los intervalos At — 0. A continuacién se muestra como
la funcién de correlaciéon en el tiempo varia con el tiempo. Para una sefial de ruido de A(?) se nota que varios
términos A;jA;, son negativos, consecuentemente en la suma incluird términos que se cancelardn mutuamente.
Considerando el caso de {A(0)A(0)) se tiene la suma

Y AjAj =) AL (A.5)
J J

Como todos los términos A? = 0 se espera que la suma total sea grande. Esto implica que
Y A2=) AjAjin, (A.6)
J J

o de forma equivalente
(A(0)%) = (A)A(T)). (A7)
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Esto tltimo indica que la funcién de autocorrelacién se mantiene el mismo valor para todos los valores de 7, que
es el caso en que A es una constante de movimiento, o decae desde su valor inicial. De aqui en adelante, se espera
que la funcién de autocorrelacién de una propiedad A no conservada decae de su valor inicial (A?). Para tiempos
T grandes comparados con el tiempo de fluctuacién de A, se espera que A(f) y A(f + 7) no estén correlacionados.

Entonces se tiene
}Lrg}o(A(O)A(T)> = (A(0))(A(T)) = (A)% (A.8)

De este modo, se entiende que la funcién de autocorrelacién decae desde su valor inicial (A?) hasta su valor final
(A2
En muchas aplicaciones, la funcién de autocorrelacion decae como una exponencial, de modo que
2 2 2 -7
(A)A(T)) = (AY? + [(A ) — (A) ] exp (—) (A.9)

Tr

donde 7, es el tiempo de relajacion, el cual representa el tiempo de decaimiento de la propiedad A. Definiendo la
fluctuacién de la propiedad A como

OA(L) = A(t) —(A), (A.10)
es facil demostrar que
(BA0)5A(T)) = (A(0)A(T)) — (A)?, (A.11)
y
(6A%) = (GAOBFAWD) = [(4%) - (4)?]. (A12)

Combinando estds tltimas cuatro expresiones se obtiene

(GAO)SAD) = (5A%Yexp (;—T) . (A.13)
r

No todas las fluctuaciones decaen exponencialmente. Frecuentemente se requiere un pardmetro que tipifique la
escala de tiempo para el decaimiento de las correlaciones, de este modo se define

T, = fooo % dr. (A.14)
Para el decaimiento exponencial, 7, = 7.
Simbolo Pardmetro
A Propiedad que se mide del sistema
A Propiedad A de bulto
t Tiempo
T Tiempo distinto a ¢
T Tiempo de medicion
to Tiempo inicial de la medicién
N Numero total de intervalos en los que estd dividido T
j j-ésimo intervalo de los N intervalos de T
T, Tiempo de relajacién del decaimiento exponencial
T Tiempo de decaimiento

Tabla A.1: Notacion para el Apéndice A.
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APENDICE B

Funciones de correlacién temporales y la densidad espectral

De acuerdo con el teorema ergédico de Birkhoff, los promedios en el tiempo y en el ensamble son equivalentes si el
sistema es ergddico. La teoria sobre el ensamble y los resultados experimentales son consistentes y por lo tanto, esta
equivalencia se tiene dada. De este modo, estd seccién se dedica a los promedios en el ensamble de los sistemas
tanto cldsicos como cudnticos.

Una propiedad A es una funcién del estado T'; del sistema, es decir, de la especificacién de sus f posiciones gene-
ralizadas (7 (#),...,7¢(£)) y sus f momentos generalizados (p1(%),..., pr(£)) correspondientes a las f particulas del
sistema. De este modo se tiene A(f) = A(T';). Ejemplos de estas propiedades son temperatura y la densidad en una
region del sistema. Una propiedad del sistema evolucionaré en el tiempo a menos que sea una constante.

La funcién de correlacion temporal en el ensamble de la propiedad A se define como
(A"(0)A(1)) = f p (L) ATo) A(T'r) dT, (B.1)

donde el producto A(T)A(T;) depende del tiempo y del estado Tg y p(T'p)dIy es la probabilidad de encontrar el
sistema en el estado inicial T.

La densidad espectral (o espectro de potencia) I4(w) de una funcién de correlacion en el tiempo (A(0)A(?)) se
define como

1 [e.e]
I4(w) = —f dt (A" (0)A(D)) exp[—iwt], (B.2)
27 J-co
con A* el complejo conjugado de A.

De este modo, (A*(0)A(#)) y I4(w) son la transformada de Fourier de la otra y la determinacién experimental de
una es suficiente para la determinacién de la otra. De hecho, I4(w) es muy frecuentemente medida directamente
en el experimento. Se debe notar que el valor cuadréatico medio de la propiedad A se encuentra haciendo ¢ =0 de
modo que se procede de la siguiente manera

1AR) = JAQ)P) = f do L4 (@). (B3)

De esta tltima expresion se interpreta que I4(w)dw es la cantidad de |Al? en el intervalo de frecuencia ((u, w+ dw).
Esto se ilustra a continuacién:

r
é’%%%% S — Filtro - Detector . Promedio . Registro
%

0 Ap(D) AR 012 (1AFPy

~N~

Figura B.1: Esquema del proceso de registro de la magnitud A.

Una funcién A(¢) medida sobre el intervalo (—%, %) siempre puede expresarse en términos de sus componentes de

Fourler como
1l(t) le exp iU) t ( )
— n nt B- 1

donde w,, = 27” ny{A.} sonlos coeficientes de Fourier. Al pasar por el filtro, algunas frecuencias de Ar son filtradas,
con un conjunto de coeficientes F,, y permitiendo que varios de ellos sean nulos, la sefial filtrada de At es

1
Ap(t) = ﬁZFnAn expiwpt. (B.5)
n

La salida del detector debe ser proporcional al cuadrado de la funcién

1 R ,
|Ap(D)* = 7 Y FyFnALAnexpi(wn—wy)t, (B.6)

n,n'
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y al promediar
T
1 2 de .
(AF Py = ?f T Y FuFnA% Apexpi(wp—wy)t.
-2 n,n'

Recordando que
T
2 .
fl drexpi(wp—wy)t=TEpy,
T2

se realiza la integracion sobre ¢ en la ecuacion (B.7), quedando asi
2, 1 214 12
(AT = ?ZFMAnl .
n
Por otro lado la funcién de correlacion en el tiempo es
1 T
2
(A*(DA(t+ 1)) = Z_Ff r AtAT (DAL +7),
2
aplicando la expresion en series de Fourier dada por (B.4), se tiene

(A"(DA(t+D) T =

A% Ay f% dr
T 7§ T
y facilmente integrando

(A* DA+ 7= 1441

n

expiw,T.

T, T
2473

Multiplicando la ecuacién (B.11) por exp —iw, 7 e integrando sobre 7 de —
T

|Aml? = f ZT dT(A* (DAt + 1)) rexp—iw,T =2115 (Wm),
2

donde I} (w,,) viene dada por la definicién (B.2).

—expi(w,—wy) texpiv,T,

se tiene

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

Sustituyendo la expresion (B.12) en (B.8) se obtiene una relacién entre la densidad espectral y el promedio filtrado

sobre T 2
7
(AR = FZFﬁlg (@n).
n

(B.13)

La dltima ecuacién puede escribirse de otra forma. La separacion entre dos frecuencias adyacentes es Aw,, = W;+1—

Wy = 27”, de modo que la dltima ecuacién ahora se expresa como

(AF@OPyr =Y AwnF2IE (wy).
n

Cuando T — oo, Aw, — 0ylatdltima ecuacién puede escribirse en forma de una integral

Jim_ (AR(DPYr = f dwl, (@) |F()?,

donde
I4(w) = lim I}: (wn)
T—o0

es la densidad espectral de A determinada por el promedio sobre un tiempo infinito y

1 wo<w=<=wy+Aw
Flw) =

APENDICE B. FUNCIONES DE CORRELACION TEMPORALES Y LA DENSIDAD ESPECTRAL
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la funcién filtro para una banda delgada de frecuencias. Asi, por aproximacién en series de Taylor alrededor de wq
se obtiene

Tliirga<|AF(t)|2>T = I4 (wo) Aw. (B.16)

De esta forma, a partir del promedio en el tiempo de |Ap(f)|?> se obtiene la densidad espectral I4 (wo) y configu-
rando el filtro para valores diferentes de wg, se determina el espectro de la fluctuacién de A. De esta definicién se
observa que I4 (wo) Aw se puede interpretar como cantidad de |A7|? que pasa por el filtro, lo cual es equivalente a
lo que se mostré en la ecuacion (B.3).

El desarrollo y resultados anteriores son generales. Si la magnitud A(#) = E(t) es el campo eléctrico de una onda
de luz dispersada, el filtro es un interferémetro y si el detector es un fotomultiplicador, de acuerdo con la ecuacién
(B.16) la salida es

Jm (EF (017 = I (o) Aw, (B.17)

donde I (wp) es la densidad espectral del campo eléctrico y wq es definido por el filtro. Si el filtro es afinado para
todas las frecuencias, siguiendo la ecuacion (B.12) se tiene

Ip(w) = %f dr(E*" () E(t+1))expiwT, (B.18)

donde I (w) se determina como una funcién de la frecuencia, es decir, se determina directamente del experimento
y por lo tanto, la funcién de correlacién del campo eléctrico se determina con la transformada inversa de Fourier. Es
claro que dela ecuacién (B.18) yla descripcion del experimento que el espectro de dispersion de luz es determinado
a partir de funciones de autocorrelacién del campo eléctrico, de este modo, el objetivo de la teoria de dispersiéon de
la luz es mostrar que tan importantes son las propiedades fisicas que son extraidas de las funciones de correlacion
en el tiempo medidas del medio de dispersion.

Simbolo Pardmetro
A1) Funcién o propiedad del sistema
Afr(1) Funcién o propiedad filtrada del sistema
T Tiempo de medicion de la propiedad A

(Ap(HI®>r Promedio sobre T dela magnitud al cuadrado de la propiedad filtrada Ar(?)

t Tiempo
T Tiempo distinto a ¢
f Numero de particulas que componen el sistema
{Tr} Posiciones generalizadas de las f particulas
{Pr} Momentos generalizados de las f particulas
I, Funcién de estado del sistema al tiempo ¢
p(To)dly Probabilidad de encontrar el sistema en el estado inicial Ty
Iy (w) Densidad espectral o espectro de potencia de la propiedad A
Ay Coeficientes de Fourier
Fy Coeficientes de filtro
) Frecuencia angular
E Campo eléctrico

Tabla B.1: Notacion para el Apéndice B.
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APENDICE C

Deduccién del campo eléctrico dispersado

Se tienen los campos incidentes E;, D; (desplazamiento eléctrico) y H; (campo magnético) y los campos dispersa-

dos Es, Dy Hj, los cuales estan relacionados entre si por

E=Fi+E,
fi=D;+Ds,
fi= i+ A,

Tomando el rotacional en la ecuacion (C.4) y sustituyendo (C.5), se tiene

1 62D

VxVxE;=—— )
XV c? 01

(C.1

(C.2)
(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)
(C.7)

(C.8)

El vector de desplazamiento total y el campo eléctrico total estdn relacionados por la constante dieléctrica del

material, es decir

-

D =¢E = (eol + 5¢) (E,- +E‘s) =eolE; + 5¢E; + €oIEg + 5¢E,

como D; =eE; y 6g1§ s = 0 (se desprecia por ser de segundo orden), entonces

DS = 6gEi +€0E‘5,

o 1. 1 -
E;=—Ds— —0€E;.
€0 €0

Sustituyendo la ecuacion (C.11) en (C.8), empleando la identidad vectorial
vxva:—vz,?Hv(v-A),
y recordando ecuacién (C.7), la ecuacién (C.8) adquiere la forma

2 = €0 6255

ST 22 =—VXVX(5§E'L~).

La ecuacién (C.12) se simplifica empleando el vector de Hertz i el cual cumple con

Dy=VxVxi.

Sustituyendo (C.13) en (C.12), factorizando el operador V x V x, se tiene la ecuacién

-

2. €0 027[

“@gr Tk
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(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)
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la cual es una ecuacién de onda inhomogénea con término fuente d¢ E;. La solucién formal a esta ecuacion es

. 1 e, 1) o
ﬁ(R, t):—fdsr €00 g o, (C.15)
4n IR-T7]
donde se tiene el tiempo retardado
€0 =
t’:t—ﬂlR—?I. (C.16)
c

En el detector, D = €y E;, aplicando el operador V x Vx y sustituyendo la ecuacion (2.2) en (C.15) se tiene

S (= E| 1 >
ES(R,t)=VxVx 0 fd3r - *5g(r,t’)ﬁ,-expi(ki-F—wit’) . (C.17)
4meg |R—7]
Por aproximacién en serie de potencias, se tiene que
|[R-Fl=R-F-ks+..., (C.18)
y por tanto
€ A~
t':t—ﬂ(}?—? kp+ .| (C.19)
c
Por otra parte
1 1 1 . -
—=————Tkp+... (C.20)
|R—T7| R 2R
Expresando la fluctuacién en términos de su expansion en series de Fourier
Se(r, 1) :;6gp(r) expiQ,t’, (C.21)
donde
2m
Qp="p. (C.22)

Las tnicas frecuencias Qp que tienen una contribucién a la suma son aquellas que tipifican los movimientos na-
turales de rotacion y de traslacién del sistema cuyos valores tipicos son mas pequefios que 10'3s™! los cuales son
menores a los valores de la frecuencia del campo incidente, es decir que w; > ,, para todos los valores relevan-
tes de Qp. Considerando (C.18) y (C.20) a primer orden y sustituyendo (C.19) y (C.21) en la ecuacién (C.17) se
tiene

> (= E - ~
ES(R,t):4n€0RVxV><Z[d3rexpik,--?expi(§2p—wi) t—@(R—'r'.kf) 8e . (C.23)
0 p
Definiendo
- € ~
wp:wi—Qp y kngwfkf (C.24)
la ecuacion (C.23) se escribe como
- - E() f 3 . . g 7 - A~
E¢|R, t)| = VxV d - t ky,R ki —k,)-716 i C.25
S( ) pr— x x; rexp[—iwptlexplikyR] expli(k; — kp) - 710¢,, i (C.25)
pero definiendo
k=ki—kp (C.26)
y notando que solo exp[i(%i - 75,,) . ?]5§p depende de 7, se obtiene
E(R )= fo_y- (kpR-wpt) Vx Vx | drexpi(k-1oe, i (C.27)
s| R, —4n€0Rpexpz pR—wp rexpi(k-r)be,n;. .
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No se debe olvidar la ecuacién (C.27) es una ecuacién de onda y por lo tanto, su polarizacién es

VxVx [d*rexpi(dy-T)de,n;

fip = [VxVx [d3rexpi(q,- ?)5gpﬁ,~| (C.28)
donde 71, es perpendicular a IAcp. De este modo, por simple observacién geométrica
E(Rt)= 7 Fo Y expi (kR -w,t) Ky x Ky x fdf‘rexp i(k-7)oe, . (C.29)
egR 5
A continuacion se reescribe la ecuacion
Es (ﬁ, t) = 4753[:)}? expi(kfR—wit) %f x Ef x fd3rexpi(7c- 7)ben;, (C.30)

que es la ecuacion para el campo eléctrico dispersado dada en términos de Ry ¢. En este tltimo paso se emple6 la
expansion en series de Fourier dada por

de(r,t) =) e, (N expiQyt, (C31)
p

y se tiene Q, < w; de tal modo que

kp=@w,-=k,-=kf = 7C’f=kikAf Yy 7€’=7C>i—7c’f.

Finalmente, para obtener la magnitud del campo eléctrico dispersado, que es justamente la expresion (2.4), basta
con multiplicar escalarmente la ecuacion (C.30) por 72 f

(C.32)

Es(ﬁ,t)=4ﬂE}g€ exp(ikfR).[‘/d3rexpi(%-?—iwit)
0

iy (ch x (Ef x (e ﬁ,-)))

Simbolo Pardmetro
E, Ei, »s Campo eléctrico total, incidente y dispersado
D, D;, D Desplazamiento eléctrico total, incidente y dispersado
H, H;, Hy Campo magnético total, incidente y dispersado
R 7 Vectores de posicidn, siguen la convencién de la Figura 2.2
t, t Tiempo y tiempo retardado
c Velocidad de la luz en el vacio
Wi, Wf Frecuencia angular incidente y dispersada
ki, Ef Vector de onda incidente y dispersado
i, iuf Vector de polarizacién incidente y dispersado
Qp, p Frecuencia angular de Fourier y su contador
€ Tensor dieléctrico del material
A Vector cualquiera, solo se emplea para mostrar la identidad vectorial
7 Vector de Hertz, no confundir con el nimero 7

Tabla C.1: Notacién para el Apéndice C.
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APENDICE D

Deduccidon de las ecuaciones de conservacion

Sea py la densidad de masa local de la k-ésima componente y Vj un volumen arbitrario del fluido, se tiene que la
masa de la componente k es

prdV, (D.1)
Vo

y el flujo total
f ppily-d7, (D.2)

donde do es el diferencial de superficie y iy es la velocidad de la k-ésima componente. La rapidez de cambio con
que disminuye la masa en V; es, en ausencia de fuentes, igual al flujo neto que sale hacia el exterior

a L -
——f pdezj(pkuk-dozf V- (pxiix) dV, (D.3)
ot Vo Vo
sin embargo, esto se cumple para todo Vj arbitrario, por tanto se tiene

9

Pk V- (oeit) =0, D)

la cual es la ecuacion de continuidad para la componente k.

Se define la velocidad baricéntrica como

1 r
Z (D.5)

= e

con -
p=) Pk (D.6)

k=

Realizando la sumatoria sobra todas las componentes k en la ecuacién (B.4) y empleando las definiciones (B.5) y

(B.6) se tiene

0p .
Liv. =0, D.
o +V- (o) =0 (D7

la cual es la ecuacién de conservacién de masa total para un fluido sin fuentes externas. Recordando la definicién
de derivada total, se obtiene trivialmente su forma alterna
dp

. ov. D8
ar P ©.8)

Definiendo J; como flujo de difusién de la k-ésima componente con respecto al movimiento baricéntrico co-
mo
Ji = pi (e - 1), (D.9)

se tiene que su divergencia es
V-]kZV-(pkﬁk)—ka-ﬁ—ﬁ-Vpk. (D.10)

Sustituyendo la ecuacién (D.10) en (D.4) se tiene que

v-sz—g—pkv-u—ﬁ-v;)k, (D.11)
pero
dpr _ 0pk
—_— = -V, D.12
dr ar VPR (D-12)
entonces, arreglando términos en (B.11) se tiene la expresion
d
%+v Jo=—piV- i (D.13)
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Definiendo
¢ = 2X, (D.14)
0
y tomando en cuenta que,

doc_ dp  doc

=c s D.15
dr ~ *ar Par (D19
se reescribe la ecuacion (D.13)
VT - puV-i= cp 92 4 p 9k (D.16)
k= Pk =4 p T -
pero por la ecuacién de continuidad (D.8) se tiene
- o N dck
_v.]k_pkv.u:—pkv.u-ppa, (Dl?)
por lo tanto se tiene la ecuacién de conservacion para la k-ésima componente
d(,‘k -
p— +V-Ji=0. (D.18)

dt

La ecuacién del movimiento también es facil de obtener. Sea pi#i el momento total referido al sistema baricéntrico.
Su rapidez de cambio en un volumen Vj; es igual, por la segunda ley de Newton, al flujo de esta cantidad a través de
la superficie més la fuerza neta que el fluido ejerce sobre la superficie que encierra dicho volumen. Esto es

9
_9 padvzjfz-d&, (D.19)
ot Vo

donde 7 -dg es el flujo de momento y 7 es un tensor de segundo orden.

Para un gas ideal, 7 tiene dos contribuciones: la fuerza neta actuando sobre la la superficie que encierra V; y el flujo
neto de momento piiii, de tal modo que la fuerza neta es

FT:prk-dfr:Zf VpidV, (D.20)
k kW
donde py es la k-ésima presion, y asi
=pl+pui, (D.21)
con [ el tensor unitario y
P=2 Pk (D.22)
k

De tal modo se obtiene, insertando las fuerzas externas, la expresiéon

0

5, (PH)+V-T= Y ok Friexn, (D.23)
k

pero desarrollando el primer término del lado izquierdo

i( i) = o 7% (D.24)
ar P =P TGy ’
y empleando la ecuacién de continuidad (D.7), se tiene
0 ou
Z(pi)=p— —|v-(pi)] &, D.2
5; (PA) =P, V- (om)| @ (D.25)
o de manera equivalente
i(pﬁ)z,od—ﬁ—,oﬁ-w—[v-(,oa)]a. (D.26)
ot dt
Por otra parte, de la expresion (D.21) se tiene
V-z:Vp+piZ-ViZ+[V-[piZ)]ﬁ, (D.27)

APENDICE D. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION
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asi, sustituyendo las ecuaciones (D.26) y (D.27) en (D.23) y arreglando términos se obtiene

du R
P = ~Vp+) piFiexn (D.28)
t 3

la cual es la segunda ley de Newton.

Para fluidos viscosos 7, la segunda ley de Newton es mas complicada, esto se debe a que 7 tiene la siguiente for-
ma
T=pl+pii+t’. (D.29)

El tensor 7" es la contribucién de los esfuerzos viscosos y su forma es facil de establecer. Para fluidos isotrépicos y
a primer orden en las derivadas de ii, el tensor mds general 7" que puede construirse es

ou; Ou;j
tVo=a| 2+ L by a6y, (D.30)
ax]' 6)6[

donde a y b no dependen de i pero si de otras variables de estado de equilibrio, éstas son
2
b=¢=3m, (D.31)

a= 277’ (D.32)

donde 7 es la viscosidad cortante y ¢ la viscosidad volumétrica. Entonces, se obtiene

1
Ivzzn(g—gv-ﬁg)+([v-a]g, (D.33)
con
D= (Vuw)?, (D.34)
o en su forma tensorial
Dy = [0, Ot (D.35)
Mo ax]' ox; |’ ’

El tensor " es el llamado tensor de Navier-Newton. Su traza es

Tr(r") =20 (V- -V 2)+3¢V-7=3(V-@ (D.36)

Para un fluido viscoso
V~1:Vp+pi2-ViZ+[V~(pﬁ)]i2+v-zv, (D.37)

de tal forma que en este caso la ecuacion (D.23) adopta la forma

o ] I RS >
o~ [v : (pu)] fi+Vp+pi-Vi+ [v : (pu)] i+V-1" =Y prFrexn, (D.38)
k
la cual de forma mds compacta es
du v o
pa+v'1 =-Vp+)_ piFrexn- (D.39)
k
Definiendo el tensor
' =pl+1Y, (D.40)
y teniendo en cuenta que
Y piFkeexn = PFexn, (D.41)
k
se tiene finalmente la ecuacién de conservacion de momento total es
du , o
pa +V-1T' = pFexn- (D.42)

APENDICE D. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION



72

Para obtener la ecuacién de conservacion de energia se procede multiplicando escalarmente la ecuacién de impetu
total por i, de tal forma que se obtiene

L odi , L o=
pu-a+u'[v-z]=pu-F(em, (D.43)

pero los términos del lado izquierdo se pueden escribir como

g.32_,d (1u2) (D.44)
P =Pa 2" ) '
y
i-[v-i'|=v-(a-1')-1":vi, (D.45)
donde el signo : expresa la doble contraccién entre dos tensores. De esta manera se tiene la ecuacién
d (1 2 e A B N
p—|zu’|+V-(d-7)-1": Vii= pii- Fexp, (D.46)
de\2
ahora se debe trabajar con el primer término de la izquierda.
Retomando la ecuacién de continuidad (D.7), se multiplica por ”72, quedando
2 2
u-o0p u .
——+—V-(pti) =0, D.47
2 0t 2 (o) ( )
de esta forma, se pueden insertar estos términos en cualquier ecuacién, por ejemplo
d(1, 012)*(12) 6(12)*(12)u26pu2 .
— (2w =p=—|=v?|+pi-V|=u?|=p=|=u?|+pi-V|=t?|+ —— + —V-(pil), D.48
pdt(zu) pdt(Zu pu 2u pdt 2u pu 2u 2 0t 2 (pu) ( )
la cual ahora se puede escribir como
d(luz)—a(l u2)+V (1 uzil) (D.49)
Par2" )™ 5e\2” 2Pt ‘
de este modo la ecuacién (D.46) se reescribe como
0 (1 2 = 1 2= 1 - -
T Epu =-V-|u-t +5pu U|+7':Vi+pi-Fexp (D.50)

que es la ecuacion de conservacion de la energia. Se debe notar que la energia cinética no se conserva.

Ahora, se tiene la hipdtesis de que las fuerzas externas son conservativas, es decir que se derivan de un potencial
de tal modo que

Flexy = -V, (D.51)
asi P 3 P
— YL,
at(pw) =P Yo (D.52)

empleando la ecuacién de continuidad (D.8) y el hecho de que el potencial solo depende explicitamente la posicién
queda

0 ~
5, (Pv) = vV (@) (D.53)
Por otro lado, se tiene que
V- (ypit) =yV-(pil) + pil-Vy =V - (pit) - pii- Fexn), (D.54)
expresion que al sustituirse en la ecuacion (D.53) y acomodando términos, queda
0 R .
3t (ow) + V- (ypit) = —pii- Feexn. (D.55)
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Sumando estd dltima expresion a la ecuacién (D.50) se tiene
0 I DU I PR
3 pu +poy|+V-|ypli+i-T +§pu u|l=1:vu,
pero, definiendo
1 S
o=t +y, J=ppi+i-t,

se tiene la ecuacion (D.56) en una forma mas compacta

0( )+v1 Vii
arw Vi,

(D.56)

(D.57)

(D.58)

la cual no es una ecuacion de conservacion. Si se parte de la hipétesis de que la energia total € (7, t) se conserva,

entonces
-— pedV jg]e da,
por lo tanto
9 (0€)+V-Je =0.
ot
Pero la energia total se expresa

1
e=¢p+e= 5u2+u/+e,
donde e es la energia interna. Por otro lado, el flujo de energia total es
Je=peii+1' i+ ]y,

donde 7q es el flujo de calor.

(D.59)

(D.60)

(D.61)

(D.62)

Para generalizar la primera ley, la suma de la energia interna y mecénica se conserva si se toma en cuenta el flu-
jo de calor, de este modo, restando la ecuacién (D.58) de la ecuacién de conservacién de energia total (D.62), se

tiene
0 L= P
31 (pe)+V- (peu+]q) =-1': Vi,
la cual es la ecuacion que expresa la rapidez de cambio en la energia interna.

El término de la derecha se puede escribir como

y del miembro de la izquierda

i(,oe)+V~(peu) pa—+ea—p+ev (p@i) + pii-Ve=p %+V-(pﬁ)] :p%,

ot FTRRT; e

e+* \Y}
- u-ve
ot

de tal modo que la ecuacion (D.63) se escribe

de

pa =—V-7q—pV-ﬁ—£V: Vii.

Definiendo g como la cantidad de calor agregada al sistema por unidad de masa de manera que cumpla

%+V J.=0
Par =

permite escribir la tiltima expresién como
de dg pdp V. oo
— ———=-1":Vii,
P Par par -t
pero, recordando
1 dp 1dv pdp  dv

v’ odr v2de pdt_ppa’
se tiene finalmente
de dg dv V.vi
—=—-p——-v1’':Vii
ar dar Par"t

(D.63)

(D.64)

(D.65)

(D.66)

(D.67)

(D.68)

(D.69)

(D.70)

que es la ley de conservacién de energia para un fluido viscoso donde 7"': Vii es la disipacién de energia debido al

trabajo realizado por unidad de volumen para vencer las fuerzas viscosas.
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Simbolo Parametro

7 Posicién
t Tiempo
P Pk Densidad y densidad de la k-ésima componente
U, Uy Velocidad baricéntrica y velocidad baricéntrica de la k-ésima componente
b, Pk Presion y presion de la k-ésima componente
ﬁ(ext), ﬁk(em Fuerza externa y fuerza externa de la k-ésima componente
v Volumen
g Superficie normal
T Tensor de esfuerzos
v Tensor de esfuerzos viscosos
I Matriz unitaria
n Viscosidad cortante
4 Viscosidad volumétrica
W Potencial
€ Energia total por unidad de volumen
e Energia interna por unidad de volumen
q Calor por unidad de masa
Te Flujo de energia total
fq Flujo de calor

Tabla D.1: Notacion para el Apéndice D.
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APENDICE E

Forma de la produccién de entropia

Se parte del anédlogo de la ecuacion de Gibbs fuera del equilibrio

ds de dv
—_ = 4 p_,
dr dt dt

ousando que v = % y multiplicando por p

ds de pdp

T—=p—-—-L
PR~ Par par

Sustituyendo la ecuacién (D.66) en esta tltima expresion

ds > pdp
T—=-V-J,—pV-ii—-1":Vii—- ==
P JgmpV-u-ThVH p dr

y pOI la eCllaCI(’)]l de contir lUIdad (D.S)
1 = V } T . Vu
p ] f q - * .

Si 75 = fq T~1, entonces

- S = - J
v-],,:Tv.]s+]SVT:TV~]s+7"VT

sustituyendo este término en la ecuacién (C.4) y diviendo entre T, se tiene

ds 1 v.7, = 7"VT I(TV'Vﬁ)
T ST T\& V)
Recordando 1
="+ S TrI=1"+71L

la dltima expresién queda finalmente

p %8 +V-fs:—7—qVT—i: (W)S—

7
dar T2 T “

T
T

Comparando la ecuacién (E.8) con la ecuacion (3.9), se obtiene que la produccién de entropia es

Jq (e .
o=-TsVT -7 (Va) - —v-a
Simbolo Pardmetro
S, 0 Entropia por unidad de volumen y produccién de entropia
p,e Magnitud de la presién y Energia interna por unidad de volumen
u,p, T Velocidad baricéntrica, densidad y temperatura
J. a Ts Flujo de calor y de entropia
77,V Tensor de esfuerzos viscosos y tensor de esfuerzos viscosos sin traza

Tabla E.1: Notacién para el Apéndice E.
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APENDICE F

Acoplamiento de las ecuaciones constitutivas y de conservacién

Como 7’ = pI+1", se tiene que
V-r'=Vp+V-z¥, (E1)

recordando la definicién (D.33), la divergencia de 7"’ es

2
v-szznvza—(gn—()v(v-ﬁ), (E2)
ydado que p es una funcién de p y T, se tiene que
op op
Vp=|—]| Vp+|==]| VT, E3
g (GP)T ’ (GT) -
p
sin olvidarse de los siguientes términos.
0 1 0
oLy (2] -2 (E4)
op r PKT oT , KT

Sustituyendo este conjunto de ecuaciones momento (3.13) se obtiene

dii 1
u Loy, B

2
— L vT+2nV2i—|=n-C|V(V-0), E5
pdt PKT KT e (317 C) (v-) ()

la cual es la ecuacién de Navier-Stokes expresada en términos de &, T'y p.
Por otro lado, de nuevo recordando que 7’ = pI + 1" yla definicién de 7", se desarrolla el término
o \S (e _)\$
t': (ViR)' = pV-i+1¥: (ViR)' = pV-a+2n(Va) : (Va) -¢(v-a)’ (E6)
y se toma la divergencia en la ecuacién de Fourier (3.17) para obtener

V-Jg=-xrV?T. (E7)

Como e es una funcién de p y 7, al tomarse la derivada total respecto al tiempo se obtiene

de_(ae) dp+(6e) dr E8)
dr \op), dt andt
donde
de| _ 1 Tﬁ+ Oe —C (E9)
ap T_ 0%\ «xr Pl Y 6Tp_ P '

Asi, sustituyendo este nuevo conjunto de ecuaciones en la ecuacién de conservacién de la energia (3.14), reescri-
biendo y empleando la ecuacién de continuidad (3.3) se obtiene la ecuacién generalizada de Fourier

dr T 2 o o
a7 _pover- P veii- — 1 (Vi) (va)s+L(V~ﬁ)2, (E10)
dt pCpKT pCp pCp
donde
Dy =L
pCp

es la difusividad térmica.
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Asi, estas son las cinco ecuaciones diferenciales constitutivas acopladas no lineales en términos de p, ii y T que
describen la evolucién temporal de un fluido real

d—‘°+pv-a=0, (E11)
dt
p%=—pTlTVp—K%VT+2nv2a—(§n—()v(v-ﬁ), (E12)
y
ar _ppver- AT v-ﬁ—z—n(%a)s: (W)S+L(v-a)2. (E13)
dt pCpKT pCp pCp

Cerca del equilibrio, es conveniente linealizar estas ecuaciones. Para ello, se definen las fluctuaciones alrededor de
los valores de equilibrio pg, iy y Ty de cada una de las variables p, iy T como p=p—pg, =ty T =T — Ty, con
iy = 0, y ademads se supone que

Lo dp  0p
qu’:O = E:E
u-vi=0 = @2%
dt ot
i-vi=0 = d—ng
dr ot

por ser de segundo orden en las fluctuaciones. Aplicando estas definiciones y despreciando los términos de segun-
do orden en las fluctuaciones, a saber

. _ou . PN B . _oT 2
pV-ii=0, pazo, pVT =0, pV°i=0, pV(V-ii)=0, pazo, pVeT =0,
(Va)': (Va) =0, y (v-@)*=0,
las ecuaciones (E11), (E12) y (E13) adquieren su forma lineal
6p’+ V-i=0 (E14)
— -u=0, !
ot Po
o 1 _ B _~- P (2 ) R
—_— = Vo—-—VT+2nVeu—-|(-n-{|V(V-u), E15
P05 = " oorr P T xr nVii—|3n-¢ (v-a) (E15)
y .
oT - T
O _pwver-—FPh g4 (F16)
ot pocpKT

Estas son las ecuaciones hidrodindmicas que forman parte de los fundamentos de la termodindmica irreversible
lineal.
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Simbolo Pardmetro
7 Posicién
t Tiempo
S Entropia por unidad de volumen
e Energia interna por unidad de volumen
p Magnitud de la presién
7] Velocidad baricéntrica
o Densidad
T Temperatura
o Fluctuacion de la densidad
T Fluctuacién de temperatura
00 Densidad promedio
To Temperatura promedio
n Viscosidad cortante
4 Viscosidad volumétrica
KT Conductividad térmica
Cp Capacidad calorifica a presién constante
Dr Difusividad térmica
Tq Flujo de calor
v Tensor de esfuerzos viscosos
[ Tensor de esfuerzos viscosos sin traza
I Matriz unitaria
0 Produccién de entropia

Tabla E1: Notacién para el Apéndice E
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APENDICE G

La distribucidon de Lorentz

La funcion de distribucién de Lorentz es

( ) (1’* k.2)2 ( 1)
J (x )60)2 (I‘kZ)Z . G.
Paraelcaso I = 1, x0=0 y (sz)z =1 (Figura 6.1), la distribucién de Lorentz es
f(x) = ! (G.2)
1+x2° '

fx)

1.

-4 -2 0.0F 2 4
Figura G.1: Ejemplo de la distribucién de Lorentz.

Es clara la interpretacion. La constante I es la altura maxima que alcanza el pico y T'k? es el ancho medio a la altura
media del pico. De este modo es claro, tratdndose de una distribucién, que debe estar dada en términos de ciertos
pardmetros, de tal modo que en general una distribucién es

f(x) = f(x,x0, I, Tk?). (G.3)
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