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Introduccion

El problema de valor en la frontera de Riemann lo llamaremos también como el
problema de Riemann-Hilbert, el problema de Hilbert o como el problema de la conjuga-
cién de funciones analiticas. Esto consiste en encontrar una funcién ®(z) = 5= [, %d’f
analitica en todo el plano complejo excepto en los puntos que estan dados por la curva I,

con ¢ € LP(I") que satisfacen la condicién de frontera
O (t) = G(t)D (1) + g(t), para tel (1)

donde ®*(t) son los valores limite de la funcién desconocida ®(z), definidas de la siguiente
manera

o0+ 5 [ P 4 (Pygl®).  con Po= L(I+5)

271 T—1

B (1) = —2o(t) + L/F 2T g P W), con P = %(1 — )

27 T—1

y G(t) continua en I', g(t) € LP(T") son funciones dadas.

La formulacién del problema es més general que el de problema (1), y pertenece a
Riemann, asi como la primer investigacién del problema (1) se llevé a cabo por Hilbert en
1904. Usando ciertas restricciones adicionales el problema (1) fue reducido por D. Hilbert
a una ecuacién integral de Fredholm. Después de esto (aparentemente por iniciativa de
Hilbert) en 1907 Haseman llevé a cabo una investigacién anédloga del problema donde la
conjugacién de los valores limites ®*(¢) de la funcién analitica ®(z) podemos reemplazarla
por una mas general,

Ot (a(t)) = Gt)D (t) + g(t), terl, (2)

donde a(t) es un difeomorfismo (corrimiento) que preserva la orientacién en la curva
cerrada I sobre si mismo. El problema de frontera de Haseman tiene aplicaciones en la
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VI Introduccién

teoria anisotropica de elasticidad y en el pegamento de superficies de curvatura positiva
( ver [18], donde también esté presentada la historia de la investigacién del problema).

Histéricamente, el articulo de Haseman fue el primero del problema con valor en
la frontera con un corrimiento (o desplazamiento) que es considerado para una funcién
analftica. Sustituyendo en (2) los valores de ®* tenemos

o)+ o [ L T T / 20 4r) 1 (1),

2 271 271 T—1

asi llegamos a
[(WaPy + GP_)e](t) = g(2),

donde W, es el corrimiento aplicado a P .

El problema fue estudiado para las funciones continuas en [22] sobre la base del
libro [18]. En este trabajo estudiaremos que pasa para coeficientes cuasi-continuos ( QC
“Quasicontinuous”) y cuasi-continuos por trozos ( PQC “Piecewise Quasicontinuous),
para ello primero tenemos que estudiar el problema de frontera de Riemann y después
intentar reducir el problema de frontera de Haseman al de Riemann. Gran parte de esta
tesis esta basada en [28] y [3]. El Capitulo 1 estd destinado a introducir los conceptos de
operadores de Fredholm y su indice, asi como los mapeos conformes. En este Capitulo
también presentamos afirmaciones relacionadas con la transformada de Gelfand, localiza-
cién sobre algebras C* centrales y el Teorema sobre dlgebras de Banach generadas por la
identidad y dos idempotentes. El siguiente Capitulo 2 esta dedicado al estudio de la inver-
tibilidad lateral de operadores integrales singulares con coeficientes continuos a trozos. El
Capitulo 3 estd referido al estudio de los operadores de Toeplitz con simbolos QC y PQC
en el espacio de Hardy H?, donde basicamente nos dedicamos a estudiar los espacios de
ideales maximales para dlgebras conmutativas QC y PQC y propiedades de ellos.

En el Capitulo 4 nos dedicamos al estudio de la factorizacion de Wierner-Hopf y los
operadores de Toeplitz que son Fredholm. En el Capitulo 5 y 6 basicamente damos una
solucién para nuestros problemas de frontera de Riemann y Haseman para coeficientes
QC que tienen la factorizaciéon de Wierner-Hopf.

En el Capitulo 7 comenzamos con el estudio de las algebras de operadores singulares
integrales con coeficientes QC y PQC en los espacios de Lebesgue LP. Donde parte princi-
pal es entender la estructura para dichas algebras, asi como el estudio de los Teoremas de
dos idempotentes y finalmente el estudio de Fredholm para el dlgebra de Banach 2,,. Fue
construido el cdlculo simbdlico de Fredholm para el dlgebra de Banach 2, de operadores
integrales singulares con coeficientes cuasi-continuos a trozos en los espacios de Lebesgue
LP(T), 1 < p < o0, y fue establecido un criterio de Fredholm para todos los operadores

Ae,



Introduccién VII

El estudio de todos estos temas es con el fin de llegar al Capitulo 8 y poder darle una
solicién a nuestros problemas de Riemann y Haseman para coeficientes PQC, en el caso
de la existencia de las factorizaciones de Wierner-Hopf. Por otro lado el cdlculo simbdlico
desarrollado en el Capitulo 7 implica en el Capitulo 8 un criterio de Fredholm efectivo
para el operador integral singular A = P, + GP_ con G € PQC en el espacio LP(T), que
es asociado al problema de Riemann. Ya que la propiedad de Fredholm del operador A es
equivalente a la existencia de la factorizacion de Wierner-Hopf de la funcién G—! € PQC,
se puede aplicar aqui los resultados de los Capitulos 4- 6.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Operadores de Fredholm

Estd seccién estd basada en el Capitulo 4 de [13]. Un operador A € L(By,Bs)
se llama operador de Fredholm (operador de Noether o ¢-operador), si es normalmente
soluble, i.e. la imagen de A es cerrada y

dim ker A < oo, dim cokerA < oc.

El ntimero

Ind A := dim ker A — dim coker.A
se llama el indice del operador A € L(By, Bs).

De la teoria de Riesz-Schauder sabemos que cada operador en L£(B) = L(B,B) es
un operador de Fredholm con indice cero, es decir,

Ind (I + K) = 0.

Un operador A € L(By, Bs) invertible por la izquierda (por la derecha) es de Fredholm si
y solo si
dim coker A < oo (dimker A < 00).

En este caso
Ind A = —dimcoker4  (IndA = dim ker A).

Sea N un subespacio de B;. De acuerdo con el teorema de Hanh-Banach, obtenemos que
(B /N)* = N+, donde N+ es el subespacio de B} compuesto por todos los funcionales
f € Bj tales que f(N) = {0}. El Lema: Sean A € L(By,B5) y Z el subespacio de

1



2 Operadores de Fredholm

todos los vectores y € By que satisfacen la condicién f(y) = 0 para todos los funcionales
f € ker A*. Entonces, el espacio lineal im A es denso en Z. Implica que para cada operador

A e L(By,Bs)
dim (By/im A) = dim ker A™.

Entonces
codimimA = dim ker A*

y por consiguiente,
Ind A = dim ker A — dim ker A*.

Denotamos al conjunto de todos los operadores de Fredholm el £(By, Bs) por ¢(B1, Bs).

Teorema 1.1.1. (Atkinson) Si A € ¢(B1,Bs) y B € ¢(Bs, Bs), entonces BA €
¢(B1,B3) y

Ind(BA) = IndB + Ind A. (1.1)

Consideremos un teorema sobre representaciones de operadores de Fredholm.

Teorema 1.1.2. Para cada operador A € L(By,Bs) las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1- A es un operador de Fredholm.

2- El operador A se puede representar en la forma A = D+T, donde D es un operador
de Fredholm en L(By,Bsy) invertible unilateral y T es un operador compacto.

3- A=D+ K, donde D es un operador de Fredholm en L(By1,B2) y K es un operador
de rango finito.

Si en la condicion 1- del teorema 1.1.2 A es un operador de Fredholm e Ind A =0
entonces el Teorema 1.1.2 serd correcto si D es un operador invertible en las afirmaciones
2-y 3-.

Sea J (Bi, By) el conjunto de todos los operadores compactos en L£(By, By). Conside-
remos la estabilidad del indice de operadores de Fredholm para perturbaciones pequenas
y compactas.

Teorema 1.1.3. Si A€ ¢p(By,B2) y T € J(By1,Bs), entonces A+T € ¢(By,Bs) y

Ind(A+T) = IndA.



Mapeos conformes 3

Teorema 1.1.4. Sea A € ¢(By, By). Entonces eziste un nimero p > 0 tal que para
cada operador A € L(By, Bs) que satisface la condicion

X —All <p
tenemos X € ¢(By, Bs). Ademds, las siguientes relaciones son correctas:
Ind A= IndX,
dim ker X < dim ker A, dim coker X < dim coker A. (1.2)

Definicién 1.1.1. Decimos que los operadores de Fredholm A y B son homotdpicos
si hay un mapeo continuo O : [0,1] — ¢(By, By) tal que ©(0) = A y O(1) = B.

Teorema 1.1.5. Si los operadores de Fredholm A : By — By y B : By — By son

homotopicos, entonces
IndA = IndB.

Definicién 1.1.2. Sea J = J(By,B2) un subconjunto de L(By,Bs) formado por
todos los operadores compactos. El nimero

|Alp = inf{||[A+D|| : D e J}

es llamado la norma esencial del operador A € L(By, Bs).

Observemos que |A| =0 siy sélosi A e J.

Al operador P € L(X) lo llamaremos operador de proyeccién (u operador de pro-
yeccién de X a cierto subespacio de X) si P? = P. Un operador A € L(By, By) se llama
¢, —operador, si es normalmente soluble, dimker A < oo y dim coker A = oo Un opera-
dor A € L(By,B,) se llama ¢_—operador, si es normalmente soluble, dim ker A = oo y
dim coker A < oc.

Todas las demostraciones se pueden ver en [13] y [22].

1.2. Mapeos conformes

Usamos la informacién del libro [19] sobre mapeos conformes. La existencia de
la derivada compleja f’ da lugar a severas, pero muy utiles, restricciones sobre f. Se
mostrard que infinitesimalmente cerca de un punto zy en el cual f'(z) # 0, f es una
rotacién por arg f'(zp) y una dilatacién por |f’(zo)|. El término infinitesimalmente se
define mas precisamente después, pero intuitivamente esto significa que localmente f es
aproximadamente una rotacién junto con una dilatacién, si f'(zy) = 0, la estructura de f
es mas complicada.



4 Mapeos conformes

Definicién 1.2.1. Un mapeo f: A — C es llamado conforme en zy si existe una
0 € [0,27] y una r > 0 tal que para cualquier curva y(t) que es diferenciable en t = 0,
para la cual y(t) € A y v(0) = 29, y que satisface v'(0) # 0, la curva o(t) = f(~(1))
es diferenciable en t = 0, y haciendo v = o'(0) y v = +'(0), tenemos que |u| = r|v| y
arg u = arg v+ 0(mod 2m)

Un mapeo sera llamado conforme cuando es conforme en todo punto.

Asi un mapeo conforme meramente rota y alarga vectores tangentes a curvas. Este
es el significado preciso de infinitesimal como se usé previamente. Debe notarse que un
mapeo conforme preserva angulos entre curvas que se intersectan. (Por definicién, el &ngulo
entre dos curvas es el dngulo entre sus vectores tangentes. )

Teorema 1.2.1. (Teorema del mapeo conforme) Si f : A — C es analitica y si
f'(z0) # 0, entonces f es conforme en zy con 6 = arg f'(z0) yr = |f"(20)|, verificando la
definicion 1.2.1

Demostracion. Usando la notacion precedente y la regla de la cadena, obtenemos u =
o'(0) = f"(20)7'(0) = f'(20)-v. Asi, arg u = arg f'(z0)+arg v (mod 2m) y [u| = | f'(z0)|"[v],
como se pedia. O

El punto en estd demostracion es que el vector tangente v a cualquier curva se
multiplica por un nimero complejo fijo, a saber, f'(2g) sin importar en qué direccion esta
apuntando v. Esto se debe a que, en la definicién de f'(zp), lim,_,., se toma en todas las
posibles direcciones cuando z — zj.

De hecho, si f solamente preserva angulos y si ciertas condiciones de regularidad se
satisfacen, entonces f debe ser analiticay f'(zy) # 0. Por lo tanto, podemos decir que con-
forme significa analitica con derivada distinta de cero. Encontraremos que es conveniente
asumir este significado en el resto del texto.

Sea A = {z|Re z > 0eIm z >0}y B = {z|]Im z > 0}. Entonces el mapeo
[+ A — B definido por z — 22, es conforme. Si f’(z) = 0, los 4ngulos no necesariamente
se preservan. Por ejemplo, para el mapeo z — 22, los ejes x y y se intersectan en un angulo
7/2, pero la imagenes se intersectan en un angulo 7. Un punto tal en donde f'(z9) = 0
para una funcién analitica f, es llamado punto singular.

Proposicién 1.2.1. (i) Si f : A — B es conforme y biyectiva (esto es, uno a uno
y sobre) entonces f~1: B — A es también conforme.

(1) Si f: A— B yg:B— C son conformes y biyectivas, entonces go f : A — C
es conforme y biyectiva.



Transformada de Gelfand 5

Proposicion 1.2.2. Sea u armonica en una region B y sea f : A — B analitica.
Entonces wo f es armonica en A.

1.3. Transformada de Gelfand

Definicion 1.3.1. Sea A el conjunto de todos los homomorfismos complejos de un
algebra conmutativa de Banach A. La formula

2(h) = h(z) (h € A) (1.3)

asigna para cada v € A a una funcion ¥ : A — C; llamaremos a T la transformada de

Gelfand de x.

Sea A el conjunto de todos los 7, para x € A. La topologia de Gelfand de A es
la topologia débil inducida por A, i.e. la topologia mds débil que hace cada 7 continua.
Entonces, obviamente A C C'(A), el dlgebra de todas las funciones complejas en A.

Ya que hay correspondencia uno a uno entre los ideales méximales de A y los
homomorfismos complejos en A por el Teorema 11.5 [23]; A, dotado por la topologia de
Gelfand es llamado usualmente el espacio de ideales maximales de A.

El término “transformada de Gelfand” es también aplicado al mapeo z — 7 de
A sobre A. El radical de A, denotado por radA, es la interseccion de todos los ideales
maximales de A. Si radA = {0}, A es llamado semisimple.

Teorema 1.3.1. Sea A el espacio de ideales mazrimales de un dlgebra de Banach
conmutativa A.

(a) A es un espacio de Hausdorff compacto.

(b) La transformada de Gelfand es un homomorfismo de A sobre una subdlgebra A
de C(A), cuyo nicleo es radA. La transformada de Gelfand es por lo tanto un
isomorfismo si y solo si A es semisimple.

(¢) Para cada x € A, el rango de T es el espectro o(x). Por lo tanto
7]l = pl) < |l],

donde ||Z|| es el mdzimo de |Z| en A, y x € radA si y solo si p(z) = 0.



6 Transformada de Gelfand

Demostracion. Primero demostremos (b) y (¢). Supongamos que z € A, y € A, a € C,
h € A. Entonces
(ax)"(h) = h(ax) = ah(z) = (a2)(h),

(z +y)"(h) = h(x +y) = h(z) + h(y) = £(h) + §(h) = (& + §)(h),

(xy)"(h) = h(zy) = h(x)h(y) = 2(h)§(h) = (£§)(h).
Entonces x — & es un homomorfismo. Su nicleo consiste de aquellos © € A los cuales
satisface h(x) = 0 para cada h € A; por el Teorema 11.5 [23] , esto es la interseccién de
todos los ideales maximales de A, es decir, radA. Al decir que X esta en el rango de z se
piensa que A = Z(h) = h(z) para algun h € A. Por (e) del Teorema 11.5, esto pasa si y
solo si A € g(x). Esto prueba (b) y (c).

Para demostrar (a), sea a* el espacio dual de A (considerado como un espacio de
Banach), y sea K la bola unitaria cerrada en la norma de A*. Por el teorema de Banach-
Alaoglu, K es compacto en la topologfa *-débil. Por (c¢) del Teorema 10.7 [23] , A C K.
La topologia de Gelfand de A es evidentemente la restriccion a A de la topologia *-débil
de A*. Por lo tanto esto es suficiente para mostrar que A es un subconjunto*-débil cerrado
de A*.

Sea Ay en la clausura *-débil de A. Tenemos que demostrar que

Ao(zy) = Aozhoy (z € A, y € A) (1.4)

Age = 1. (1.5)

[Notese que (1.5) es necesaria; de otra manera Ay podria ser el homomorfismo cero, el
cual no estd en A].

Fijemos z € A, y € A, € > 0. Fijemos
W={Ae A" : |Az; — Nozi| < epara 1l <i <4}, (1.6)

donde zy = e, 2o =, 23 =y, 24 = xy. Entonces W es una vecindad *-débil de Ay. Por
lo tanto el cual contiene un h € A. Para esto h,

11— Age| = |(e) — Age] < ¢, (1.7)
la cual nos da (1.5), y

Ao(zy) — AowAoy = [Ao(zy) — h(zy)] + [R(2)h(y) — Aoz Agy]
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[Ao(zy) — h(zy)] + [M(y) — Aoylh(z) + [h(z) — Aoz]Agy,

la cual nos da
|Ao(zy) — Aoz Aoy| < (1 + ||| — [Aoy])e. (1.8)

Ya que (1.8) implica (1.4), la demostracién esta completa. O

Las algebras semisimples tienen una propiedad importante que tiene lugar para el
algebra C también.

Teorema 1.3.2. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de un dlgebra de Banach A
en un dlgebra de Banach conmutativa semisimple B, entonces 1 es continua.

Demostracion. Supongamos que z, — x en A y ¥(r,) — y en B. Por el teorema de
la gréifica cerrada, es suficiente probar que y = 1 (z). Tomando algin homomorfismo
h : B — C. Entonces ¢ = ho W es un homomorfismo de A en C. El Teorema 10.7 [23]
muestra que h y 1 son continuas. Por lo tanto

h(y) =l h(yp(xn)) = lmp(2,) = (z) = h(y()),
para cada h € Ag. Asi y — ¢(x) € radB. Ya que radB = {0}, y = ¥(z).
[

Corolario 1.3.1. Cada isomorfismo entre dos dlgebras de Banach conmutativas
semisimples es un homeomorfismo.

En particular esto es cierto para cada automorfismo de un élgebra de Banach con-
mutativa semisimple.

La topologia de tal algebra es por lo tanto determinada completamente por su
estructura algebraica. En el Teorema 1.3.1, el algebra A puede o no ser cerrada en C'(A),
con respecto a la norma del supremo. Cual de estos casos ocurren, pueden ser decidido
por comparar ||z%|| con ||z||* para todo x € A. Recordemos que ||22|| < ||z||? es siempre
cierta.

Lema 1.3.1. Si A es un dlgebra de Banach conmutativa y

2 A
2Dl

[|z][* |||

(xe A, z#0), (1.9)

r = inf

entonces s> < r < s.
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Demostracion. Ya que ||Z]|s > s||z]],
12%] = [l22lee = [I12]]5 > s°[J2]|* (1.10)

para cada € A. Asf s> < r. Ya que ||2?|| > r||z||? para cada x € A, la induccién en n
muestra que

™| > ™ |z||™ (m =27, n=1,2,3,..). (1.11)

Tomando la m—ésima raiz en (1.11) tenemos que m — oo. Por la férmula de radio
espectral y (c) de Teorema 1.3.1,

|2]loe = p(z) = rllzl] (z € A). (1.12)

Por lo tanto r < s.

Teorema 1.3.3. Supongamos que A es un dlgebra de Banach conmutativa.

(a) La transformada de Gelfand es una isometria (i.e. ||z|| = ||Z||s para cada x € A)
si y solo si ||z?*|| = ||z||* para cada z € A.

(b) A es semisimple y A es cerrada en C(A) si y solo si eriste K < oo tal que ||x||* >
K||2?|| para cada x € A.

Demostracion. (a) En la terminologfa del Lema 1.3.1, la transformada de Gelfand es
una isometria si y sélo si s = 1, lo que ocurre (por el Lema) si y sélo si r = 1.

(b) La existencia de K es equivalente a r > 0, por lo tanto a s > 0, por el Lema. Si
s > 0 entonces el mapeo x — & es uno a uno y tiene inverso continuo, asi que Aes
completa (por lo tanto cerrada) en C'(A). Reciprocamente, si z — & es uno a uno y
si A es cerrada en C (A), el teorema del mapeo abierto implica que s > 0.

[]

1.4. Involucion
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Definicién 1.4.1. Sea x — z* de un dlgebra compleja (no necesariamente conmu-
tativa) A dentro de A es llamada una involucion en A si esta tiene las siguientes cuatro
propiedades, para todo x € A, y € Ay X e C:

(1) (+y) =z +y"

(2) (\x)* = \z*

(3) (xy)” =y a

(4) ™ = x.
En otras palabras una involucion es un automorfismo anti-lineal de periodo 2.
Cualquier x € A para el cual z* = z es llamado Hermitiano, o autoadjunto. Por

ejemplo, f — f es una involucién en C'(X).

Teorema 1.4.1. Si A es un dlgebra de Banach con una involucion, y si x € A,
entonces

(a) v+ x*, i(x + z*), y xx* son hermitianos,

(b) x tiene una unica representacion r = u+iv, conu € A, v € A, u y v son hermitia-
nos,

(¢) la unidad e es hermitiana,
(d) z es invertible en A siy solo si x* es invertible, en tal caso (x*)™1 = (x71)*, y
(e) \ € o(z) siy sdlo si \ € o(z).
Demostracion. Elinciso (a) es evidente. S{ 2u = x+x* y 2v = i(x* —x) entonces x = u+iv

es una representacién como en (b). Supongamos x = u/+iv’ es también una representacién.
Pongamos w = v — v, entonces w y iw son hermitianos, asi que

iw = (lw)" = —iw* = —jw.
Por lo tanto w = 0, y la unicidad se sigue.

Ya que e* = ee*, (a) implica (c), (d) se sigue de (c) y (zy)* = y*z*. Finalmente, (e)
se sigue si (d) es aplicado a Ae — x en lugar de x.

]
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Teorema 1.4.2. 57 el dlgebra de Banach A es conmutativa y semisimple, entonces
cualquier involucion en A es continua.

Demostracion. Sea h un homomorfismo complejo de A, y definamos ¢(z) = h(x*). Las
propiedades (1)-(3) de la definicién 1.4.1 muestran que ¢ es un homomorfismo complejo.
Por lo tanto ® es continua. Supongamos que z,, — = y x}; — y en A. Entonces

R(") = $lx) = lim (z,) = Lim h(zy) = h(y).

Ya que A es semisimple, y = x*. Por lo tanto x — x* es continua, por el teorema de la
grafica cerrada.

O

Definicién 1.4.2. Un dlgebra de Banach A con una involucion x — x* que satis-
face

[lez|| = []z|I* (1.13)

para cada x € A es llamada dlgebra C*.

Nétese que ||z]|? = [|zz*|] < ||z|| ||z*]| implica ||z|| < ||z*||, por lo tanto también
[l < [l = []]].
Asi
27| = []]] (1.14)

en cada algebra C*. De esto también se sigue que
™[] =[] [[2"]]. (1.15)
Reciprocamente, (2) y (3) implican (1).
Teorema 1.4.3. (Gelfand-Naimark)

Supongamos que A es un dlgebra C* conmutativa, con el espacio de ideales maxi-
males A. La transformada de Gelfand es entonces un isomorfismo isométrico de A sobre
C(A), el cual tiene la propiedad adicional que

(1)

h(xz*) = h(z) (x € A, heA),

0, equivalentemente, que
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(2) ,
() =12 (x € A).

En particular, x es hermitiana si y solo si T es una funcion de valor real.

La interpretacién de (2) es que la transformada de Gelfand lleva la involucién dada
en A a la involucién natural en C'(A), la cual es la conjugacion.

Isomorfismos que preservan involuciones en estd manera son frecuentemente llama-
dos *-isomorfismos.

Demostracion. Primero supongamos que u € A, u = u*, h € A. Tenemos que demostrar
que h(u) es real. Pongamos z = u + ite, para el real t. S{ h(u) = a4+ i3, con v y [ reales,
entonces
h(z) =a+i(5f+1), 22" = u? + tle,
asi que
o+ (B+1)° = |h(2)* < |2 = ||22"]] < JJul* + ¢,

o + B2 + 28t < ||ul? (—o0 <t < ). (1.16)
Por (1.16), 8 = 0; por lo tanto h(u) es real.

Si x € A, entonces x = u+ iv, con u = u*, v = v*. Por lo tanto x* = u — iv. Ya que
@y 0 son reales, (2) estd demostrado.

Asi A es cerrado bajo conjugaciones complejas. Por el Teorema de Stone- Weiers-
trass, A es por lo tanto densa en C(A). Si x € Ay y = xz*, entonces y = y* asi que
ll2]] = lly||*. Eso se sigue, por induccién en n, que ||y™|| = ||y||™ para m = 2". Por lo
tanto ||9]le = ||y||, por la férmula del radio espectral y (c) del Teorema 1.3.1. Ya que
y = xz*, (2) implica que § = |Z|?. Por lo tanto

12112 = llille = llyll = llz2”]| = |2,

0 [[Z||c = [|z[|. Asf 2 — & es una isometrfa. Por lo tanto A es cerrado en C(A). Ya que
A es también densa en C'(A), concluimos que A = C(A). Esto completa la demostracion.

O

El siguiente teorema es un caso especial del que se acaba de demostrar. Vamos a
establecer esto en una forma que involucra la inversa de la transformada de Gelfand.



12 Localizacion sobre algebras C* centrales

Teorema 1.4.4. Si A es un dlgebra C* conmutativa la cual contiene un elemento
x tal que los polinomios en x y x* son densos en A, entonces la formula

(Uf)"=fod (1.17)
define un isomorfismo isométrico ¥ de C(o(x)) sobre A la cual satisface
Wf= (ufy (1.18)

para cada f € C(o(x)). Mds ain, si f(\) =X en o(x), entonces Vf = x.

1.5. Localizacion sobre algebras C* centrales

Los siguientes resultados estdn contenidos en [[21], Seccién 2.2.4].

Definicién 1.5.1. Sea A el dlgebra de Banach con identidad e. El centro Cen A
de A es el conjunto de todos los elementos z € A con la propiedad que za = az para
todo a € A. Claramente Cen A es una subdlgebra conmutativa cerrada de A. Sea B una
subdlgebra cerrada de Cen A que contiene a e. Asi, B también es conmutativa. St N C B
es un ideal maximal de B, entonces Jy el ideal bilateral cerrado mds pequeno de A que
contiene N, 1i.e.

Jy = closA{ Zxkak m € Zy,x € Nyay € A}.
k=1

Proposicion 1.5.1. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y sea B una subdlgebra
C* central de A la cual contiene la identidad y sea Mg el espacio de ideales maximales
de B. Entonces, para cada a € A yx € Mp,

|2 (a)]| = fof [lab]

donde el infimo es tomado sobre todos los b € B con 0 < b <1 la cual es idénticamente
1 en una vecindad de x.

Aqui estan los resultados sobre la estructura de los elementos en los ideales locales.

Proposicién 1.5.2. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e, B un subdlgebra
C* central de A la cual contiene e, y x € Mp. Entonces

Je={ca:a€Aycéeuzx} (1.19)
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Demostracion. Por definicion el ideal J, es la clausura en A del conjunto de todos los

sumandos finitos
n

chaj concj €xya; €A

j=1
Pretenderemos que cada sumando de esta forma puede ser escrita como un producto tnico
ca con c; € vy a; € A. Claramente, esto es suficiente para probar este hecho para n = 2.
Sean ¢1, ¢co € Ty ai, as € A. Identificando los elementos de B con la correspondiente
transformada de Gelfand. Definamos ¢ := y/|c1| + |c2|. Entonces ¢ € z, y el punto x
pertenece a el conjunto N, :={y € Mp : ¢(y) = 0}. Para j = 1,2, fijamos

0(y) = { Cj(y)/C(y()) z zi%

Para y ¢ N, uno tiene

o el lc;(y)] . .
l9;(y)| = EORE |c1(y)\+\c2(y)\| ()] < le(y)].

Ya que la estimacion |g;(y)| < |c(y)| se satisface para y € N, también, las funciones g;
son continuas. Asi, pueden ser identificadas con elementos de B. Ya que ¢; = cg;, se sigue
que ciay + ceas = ¢(g1a1 + gaas) como se desea. Por lo tanto el conjunto en el lado derecho
de (1.19) forma un ideal de A. Podemos abreviar este ideal por [J, por el momento.

Después vamos a probar que J! es un ideal cerrado. Sea d en la clausura de J.
Dada alguna serie convergente » .- €; de nimeros positivos, hay elementos a, € Ay
cr € x tales que ||d — cpay|| < €/2 para cada k. Para cada k hay una vecindad abierta
U C Mg de x tal que ||ag|||ck(y)| < €x/2 para todo y € Uy. Sin pérdida de generalidad,
uno puede asumir que Upy; C U, para cada k. Ademds, sean f, elementos de B con
0 < fi <1y tal que fy =1y fk‘MB\Uk = 0 para todo k. Entonces

Ukl

e fell = llerfrlloo < sup |ex(y)],
yeUy

Por lo cual
[ fed|| < ||d — crap| ||| fll + law|[|erful| < -

Consecuentemente, la serie d + Y .- fyd converge absolutamente. Sea do, € A
denota la suma de tal serie. La estimacién

0< (1 + ka(y)) - <1 +y fk(y))

k=1
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< (T4 >y fe(y)™"  para y € Unya < 1
- 0 para ye€ Mp\U,:1 ~—n+1

muestra que (1+ Y7, fx)~* converge en B cuando n — oo a algin elemento c. Clara-
mente, ¢(z) = 0, por lo cual ¢ € x. Ya que d = cd, por construccién, J! es cerrado. Asi,
J. es un ideal cerrado de A lo cual contiene el ideal z en B. Ya que J, es el més pequeno
ideal de A con esas propiedades, se sigue la afirmacion.

]

Finalmente, mostraremos que cada subalgebra C* central de un algebra de Banach es
inversamente cerrado. Recordemos que el dlgebra B es inversamente cerrado en A si cada
elemento b € B el cual es invertible en A posee un inverso en B. Las siguiente definicion
tiene sentido en el contexto del principio local general (i.e. sin asumir la propiedad C* de
B). También el Lemma 2.2.6 [21] se satisface en un contexto general.

Escribiendo el espacio de ideales maximales Mp como Mg U M}, donde M} junta
esos ideales méximales z de B para el cual J, = A y donde M} es el complemento de
MY en Mp. El conjunto MY es abierto en Mp. En efecto, si z € M3, entonces ®(0) es
invertible por definicién. Por la Proposicién 2.2.3 [21], ®(0) es invertible para todos los y
en una cierta vecindad abierta U de z. Esto es posible sélo si y € M.

Lema 1.5.1. Si MY = 0, entonces B es inversamente cerrada en A.

Corolario 1.5.1. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e y sea B una subdlge-
bra C* central de A la cual contiene a e. Entonces:

(1) MY es vacio;
(i) B es inversamente cerrada en A.

Teorema 1.5.1. (Goldstein) Sea A un dlgebra de Banach con unidad, y sea B una
subdlgebra C* (no necesariamente cerrada) de A la cual contiene la identidad. Entonces
B es inversamente cerrada en A.

Es bien conocido que el espacio de ideales maximales de un algebra de Banach B
con unidad e generada por e y un elemento b # e es homeomorfa al espectro oz (b) de b.

Proposicion 1.5.3. Sea A un dlgebra de Banach con unidad, y sea B una subdlge-
bra cerrada central de A la cual contiene la identidad y la cual es generada por un elemento

b y la identidad. Identificando el espacio de ideales mazimales de B con og(b). Entonces
ME = O'A<b).
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1.6. Algebras generadas por idempotentes

Teorema 1.6.1. [/3], Teorema 8.7] Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y
sean r y s idempotentes en B. Coloquemos como A a la mas pequenia subdlgebra cerrada
de B que contiene a e, r y s. Fijemos

X :=rsr+(e—r)le—s)le—r)

y supongamos que los puntos 0 y 1 son puntos de acumulacion del espectro sppX. Defi-
namos el mapeo o, : {e, r, s} — C**2 para z € C\ {0,1} por

we)= (5§ )= (g 0 )= (2 121) (1.20

)= V)= (g 0 )omto= (5,2, ). (1.21)

(a) Para cada x € spaX el mapeo o, se extiende al homomorfismo del dlgebra de Banach
o, de A en C?*2,

(b) Un elemento a € A es invertible en B si y solo si o,(a) es invertible en C**? para
cada x € sppX.

(c) Un elemento a € A es invertible en A si y solo si o,(a) es invertible en C**? para
cada x € spaX.

Teorema 1.6.2. [2] Cada dlgebra de Banach separable es isomorfa a una subdlgebra
de un dlgebra generada por la identidad y tres idempotentes.
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Capitulo 2

Operadores integrales singulares con
coeficientes continuos a trozos

2.1. Funciones no singulares y su indice

Sea I' una curva cerrada sin intersecciones. Por PC(I') denotamos a la clase de todas
las funciones a en L>°(I") con las siguientes propiedades:

(1) La funcién a es continua en I' con la posible excepcién de un conjunto de puntos
finitos;

(2) los limites
a(to+0) = }LI% a(t) y  a(ty—0)= tlir% a(t)
t>~to t<to

existen en cada punto ¢y de discontinuidad de a y son finitos. Tengamos en cuenta
que por t < ty se puede pensar que el punto ¢ esta situado antes de ty con respecto
a la orientacion de T

(3) en algin punto de la discontinuidad uno tiene a(ty — 0) = a(t).
Ahora, dado un par (21, z2) de puntos en el plano complejo C y un nimero 6 en el

intervalo (0, ), asignamos por [(z1, z9;0) el arco circular que une los puntos z; a z3 y se
distinguen por la siguiente propiedad:

17



18 Funciones no singulares y su indice

De algtin punto z (z # 21, 29) del arco [(z1, 29,0) uno ve la linea recta entre z; y
2z bajo el dangulo 6, y que corre mediante el arco [(zy, z,9) de 21 a 2y esta linea recta es
localizada en el lado izquierdo.

Ademas, para los nimeros ¢ en el intervalo 7 < & < 27 definimos (21, 29;0) =
1

(22, 21521 — ¢), y denotemos por I(z1, z2;7) la linea recta entre z; y zo. El arco (0, 1;9)
(0 < 6 < ) puede analiticamente ser representada en el parametro formado
(O
y = Mele(u—l) 0<pu<1), (2.1)

sin 6

donde 6 = m — §, y la representacion paramétrica del arco (21, 22;60) (0 <0 < 7) es

z=21+ (22 — 21) fs (1),

donde f5(u) se refiere a la funcién del lado derecho de la igualdad (2.1). Como p increce de
cero a uno, entonces el valor de la funcién 1 — f5(u) corre a través del arco (1, 0; 27 — §).
Por lo tanto, si m < § < 27 entonces la representacién paramétrica de el arco (21, z2;0)
estd dada por

z=2+ (21 — 22)(1 = fs()).

Resumiendo, tenemos la ecuacién del arco [z, z; 0) como z = 2o fs(p)+21(1— fs(1))
con

sin (0p1) ,i6(u—1) O=m—0) si 0<o0<2m 0#mw

Js(w) 22{ sin R (2.2)

Sean p y (..., 5, nimeros reales que satisfacen 1 < p < oy —1 < fr < p—1
(k=1,...,7). Consideremos la funcién

r

p(t) =] It —117,

j=1

donde los t; son ciertos puntos distintos en pares de la curva I'. A cada funcién a € PC(T')
se le asocia la funcién a?” : I' x [0,1] — C la cual es definida por

a?P(t, p) i= a(t +0)f(t, ) + a(t)(1 = (L, 1))

(tel, 0<pu<1), donde el conjunto f(t,n) := fsu)(n) y

5) :_{ . Zosi teT\{ty, ..t} 03

LB i =t (k=1,..,7),
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Si, la funcién a es continua en t, entonces a”” (to, ) = a(to), pero si ty es un
punto de discontinuidad de a entonces el rango de la funcién a??(tg, ) (0 < p < 1)
coincide con el arco (o posiblemente linea recta) l(a(ty), a(to + 0); (tp)). Denotemos por
W,»(a) a la curva plana la cual resulta del rango de la funcién a anadiendo los arcos
l(a(Ty),a(me + 0);0(7x)) para todos los puntos 7, (k = 1,...,m) de discontinuidad de a.
Claramente, la curva W, ,(a) coincide con el rango de la funcién a””. En intervalos de
continuidad de a, el movimiento a lo largo de W), ,(a) concuerda con el movimiento de ¢ a
lo largo de I' en direccién positiva, y a lo largo de los arcos suplementarios la curva W, ,(a)
estd orientada de a(7y) a a(7; +0). Una funcién a (€ PC(T")) puede ser llamada {p, p}-no
singular si la curva W), ,(a) no contiene el origen, i.e. si a?” # 0 (t € I', p € [0,1]). 51 la
funcién a es {p, p}-no singular entonces el nimero de enrollamiento de la curva W, ,(a)
alrededor del punto z = 0 es llamado su {p, p}-indice. Este indice puede ser abreviado por
ind a??. ST a es una funcién continua en I' 'y a(t) # 0 (¢t € I') entonces ind a?? = ind a,
pero si la funcién a es discontinua entonces su {p, p}-indice dependen en ambos p y p.

Teorema 2.1.1. Si las dos funciones {p, p}-no singulares a y b no tienen puntos
de discontinuidades en comin entonces su producto ¢ = ab es tambien {p, p}-no singular,

Y
ind P =ind a®” 4 ind HP*. (2.4)

Demostracion. Uno puede verificar facilmente la validez de la igualdad

Pt ) — aPP(t, p)bPP(t, ) = (alt +0) — a())(b(t + 0) = b(8)) f (£, ) (1 = f(t, ).

Asi, si las funciones {p, p}-no singulares a y b no poseen discontinuidades en comiin
entonces ¢?? = aPPhPP para las cuales se sigue que ?(t,u) Z0 (t €T, 0 < pu < 1)y (2.4)
se cumple.

O

Escribiremos “funcién p— no singular” en lugar de “funcién {p,1}— no singular”
en el caso de p(t) = 1. Ahora establecemos un criterio para la {p, p}- no singularidad de
una funcién a.

Teorema 2.1.2. Las siguientes dos condiciones son necesarias y suficientes para
la {p, p}-no singularidad de la funcion a:

(1) a(t £0) # 0 para todos los puntost € T';

(2) en algin punto ty de discontinuidad de a, el cociente a(ty)/a(ty + 0) puede ser
escrita como exp(iy) donde §(ty) —2m < Re vy, < d(tx) y la funcion 6(t) es definida
por (2.3).
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Demostracion. Claramente, la primera condicién es necesaria. Asi que se asume que esta
condicién se satisface. Entonces el cociente a(tx)/a(tx+0) puede ser expresada en la forma
exp(ivy) con 0(ty) —2m < Re . < 0(tx). Es facil verificar que el arco I(a(tg), a(t,+0); 0(tx))
contiene el punto z = 0 si y solo si Re7y, = d(t). Por lo tanto, una funcién a siendo sujeta
de la condicién a(t £0) # 0 (t € T') es {p, p}- no singular si y solo si Re v # d(tx).

[]

2.2. La invertibilidad de operadores integrales singu-
lares en una curva cerrada.

En esta seccion se expondran condiciones necesarias y suficientes para la invertibi-
lidad unilateral de operadores integrales singulares con coeficientes continuos por tramos
a lo largo de una curva cerrada I" en el espacio L,(I", p) (ver [14], Capitulo 9).

Teorema 2.2.1. Sea I' una curva cerrada, p(t) := [[,_, |t — t:|? (=1 < B <
p—1Lk=1,...n), ya,b € PC(I'). Entonces el operador A = aPr + bQr es al menos
invertible de un lado en L,(T', p) siy solo si la condicion

a(t +0)b(t) f(t, p) +a(®)b(t +0)(1 = f(t,u)) #0  (te€l,0<p<1) (2.5)

se cumple. ST esta condicion se cumple y ¢ := a/b, entonces el operador A es invertible,
wvertible solo por la izquierda o tnvertible solo por la derecha dependiendo ya sea que
el nimero k = ind c”? es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente. St k > 0,
entonces dim coker A =k, y st k < 0 entonces dim ker A = —k.

Demostracion. Supongamos que la condicién (2.5) se satisface. Ya que f(¢,0) = 0y
f(t,1) =1, esta condicién inmediatamente implica que a(t £ 0)b(t £0) # 0 (¢t € I).

Estableciendo ¢ := ab™!, y sean ty,...,t, todos los puntos de discontinuidad de la
funcién c¢. Entonces la condicién (2.5) implica adicionalmente que ¢*”(t, u) # 0 (t € I',0 <
p < 1)y, por lo tanto, la funcién ¢ es {p, p}— no singular. Del Teorema 2.1.2 sabemos
que el cociente c(tx)/c(tx + 0) puede ser escrita en la forma exp(2mivy,) con

5(8)/(27) — 1 < Rey < 3(t)/(2m).
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SeaI' = |J, I'; la unién finita de curvas cerradas de Jordan. Estableciendo W = Wy, ., ..W; .
donde W, , es definida por

[ (=) s tely
me@)r-{ 1 si tel\ Ty,

donde v € C, z; pertenece al dominio abierto acotado D} con la frontera I'y = 9D} si
e=0y z, € D, sie=—1, fijemos una rama de la funcién (z — z;)” en C obtenida por el
corte que une z; y oo e intersecta ['y en el punto 73, € = 1 si ['y es orientada en direccién
positiva y € = —1 en otro caso. Ya que c(ty)/c(ty, +0) = U(t,)/¥Y(t, +0) (k=1,...,n), la
funcién d := ¢/V es continua en I'. Ademas, la igualdad ¢ = d¥ implica que la funcién ¥
es {p, p}-no singular y que ind c*? = ind d+ind¥?*. Por el Teorema 3.4 del capitulo 8 [14]
y el Teorema 2.4 del capitulo 9 [14] uno concluye ahora que la funcién ¢ es factorizable en
L,(T,p) v que ind c|L,(T', p) = ind d + ind UP*. Por el Teorema 3.1 del capitulo 8 [14],
la suficiencia de la condicién (2.5) se sigue. La necesidad serd demostrada una vez que la
siguiente proposicion sea demostrada.

Proposicién 2.2.1. Sean a,b € PC(I') con I una curva cerrada. S7 el operador
A=aPr+bQr es un ®— o $L— operador, entonces las funciones a y b estdn sujetas a
la condicion (2.5).

Demostracion. Supongamos que A es o bien un ®— o ®,.— operador. Entonces por el
Teorema 4.1 del capitulo 7 [14], a(t £0) #0 y b(t £0) # 0 (¢t € I'). La funcién ¢ = a/b
puede ser representada en la forma ¢ = Wd con la funcién d siendo continua en I' y
V=W ...V, . . Con esta representacién podemos escribir el operador A como

A=b(VPr+Qr)(dPr+Qr)+T (2.6)

con cierto operador compacto 7. Ya que la funcién d es continua y no desaparece en I,
el operador dPr + Qr es un ®— operador. Esto implica que el operador ¥ Pr 4+ Qr es un
d— 0 &+ —operador (en concordancia con el operador A). Pero entonces, por el Teorema
2.5 del capitulo 9 [14], la funcién ¥ es {p, p}- no singular, y esto lleva a la {p, p}- no
singularidad de la funcién c. Asi, la condicién (2.5) se satisface. [

Queda por recordar el Teorema 6.1. del Capitulo 7 [14] para finalizar la demostracién
del Teorema 2.2.1. O



22

La invertibilidad de operadores integrales singulares en una curva cerrada.



Capitulo 3

Operadores de Toeplitz con simbolos
cuasi-continuos a trozos

El capitulo 3 estd basado en el articulo [28]

3.1. Funciones cuasi-continuas (QC) y sus propieda-
des

Notaciones: El disco unitario se denotard por D y el circulo unitario por 0D. Todos
los espacios funcionales mencionados se entendera que consisten en funciones de valor
complejo. El espacio de funciones continuas en 0D se denotard por C' y el espacio de
funciones medibles y acotadas con medida de Lebesgue en 0D por L.

Consideremos las funciones en L* extendidas arménicamente en D por medio de la

formula de Poisson
~ . 1

2
fre®) = 5= [ ko =orear

donde
_ 1—72
1 — 2rcosf + 12

es el nticleo de Poisson. Por H* denotaremos el espacio de Hardy usual en 0D de las
funciones de frontera para las funciones holomorfas acotadas en .

kr(6)

23
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El espacio QC, es definido por

QC = (H*+C)n (H> +C).

En esta seccion, ciertos hechos bésicos sobre las funciones en QQC' se establecen.

Aunque nuestra principal preocupacion es con QQC' y algunas clases de funciones
estrechamente relacionadas con el circulo unitario, por conveniencia de notacion, introdu-
ciremos ciertas clases analogas en la recta real y realizaremos la mayoria de las pruebas
en ese contexto.

Por un intervalo en R siempre querremos decir un intervalo finito. La longitud del
intervalo I se denota por |I|. Para f en L'(I), el promedio de f sobre I serd denotada

por I(f):
1(f) = |1 / f(t)dt.

Para a > 0 dejamos que M,(f, 1) denote el supremo sobre todos los intervalos de .J
de

e / () — T()ldt.

Como J se extiende sobre todos los subintervalos de I satisfaciendo |.J| < a, y establecemos

MO(fal) :}L%Ma(faj)'

El espacio VMO(I) se define como la clase de funciones de f en L'(I) que satisfacen
MO(f7 I) = 0.

Definiciones andlogas a las anteriores pueden hacerse claramente si I, en lugar de
ser un intervalo en R, es un subarco de 9D. En particular, el espacio VMO(ID) se
puede escribir simplemente como VMO. La relevancia de estas definiciones se explica
por la igualdad QC = VMO N L*, la cual fue establecida en [27]. El siguiente resultado
importante fue obtenido en ([28], Lema 1).

Lema 3.1.1. Sea I un intervalo de los reales R (o un subarco de 0D) y f una
funcion en L*°(I). Entonces la siguiente condicion es necesaria y suficiente para que
f pertenezca a VMO(I): para cualesquiera nimeros positivos €1, €z, existe un nimero
positivo § tal que

{If = J(N > ea}n | <el]

siempre que J sea un subintervalo (o subarco) de I satisfaciendo |J| < 6.
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Asi QC esta caracterizada, vagamente hablando, como la clase de funciones en L™
que, sobre todos los arcos convenientemente pequenos, tienen pequenas oscilaciones fuera
de conjuntos de medida pequena.

Para una funcién integrable f definida en un intervalo abierto que contiene el punto
A de R, definimos la brecha integral de f en A por
A+6 A
(f) = limsup |5~ fydt ==t [ ft)dt|.

(En otras palabras v,(f) es el médulo de suavidad en A de la integral indefinida de f).
Una definicién analoga puede obviamente ser hecha para funciones sobre el circulo.

Una estimacién elemental muestra que si f estd en VMO(I) entonces v\(f) = 0
para cada punto A de [I.

Lema 3.1.2. Sea I = (a,b) un intervalo abierto, X un punto de I, y f una funcion
sobre I que pertenece tanto a VMO(a, \) y VMO( b) y que satisface yx(f) = 0. Entonces
f estd en VMO(I).

Demostracion. Para establecer esto fijese € > 0, y elijase ¢ > 0 tal que

rE / = Tt < e

siempre que J sea un subintervalo de (a, ) o de (A, b) satisfaciendo que |J| < ¢, y tal que
A+6 A
|67 fdt — 6t fdt| < e
A A—6

siempre que § < c¢. Mostramos ahora que si J es un subintervalo de I tal que |J| < ¢
entonces

e / 1 — J(f)ldt < e

Por supuesto, podemos suponer que J contiene a A, y consideremos primero el caso
donde A es el centro de J. Sea J, = JN(A,b) y J_ = JN(a, A). Entonces |J . (f)—J_(f)]| < €
y J(f) = 3[Je(f) + J-([f)], tal que [Jo(f) — J(f)| < §. Consecuentemente

e / = J(f)ldt
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1 1
= gl [ 1= g [ =

€

<
2

TR TRt UE AR TSR

<36
2

para este caso. De hecho, para el caso en que \ es el centro de J, es suficiente asumir
que |J| < 2¢ para deducir la desigualdad anterior. Ahora supongase que J es cualquier
subintervalo de I que contiene a \ y sea Jy el intervalo méas pequeno que contiene a J y
cuyo centro es .

Entonces la estimacién anterior aplica a Jy (asumiendo que Jy C I, lo cual podemos
garantizar si escogemos un c¢ suficientemente pequeno). Por lo tanto

e / = ROl <2401 [ 17 = i <3

de tal manera que |J(f) — Jo(f)| < 3e. Las dos desigualdades anteriores se pueden combi-
nar para darnos |J| ™" [, |f—J(f)|dt < Ge, que es la desigualdad deseada. La demostracién
del Lema 3.1.2 esta completa. O

Introducimos ahora ciertas clases de funciones continuas y acotadas sobre intervalos
abiertos y semiabiertos las cuales son “lentamente oscilatorias” cerca de los extremos
ausentes. Para una funcién f definida en un intervalo I denotese por w(f, I) la oscilacién
de f sobre I:

w(f, 1) = sup{|f(s) = ()| - 5,0 € I},

Supongase que I = (a,b] es un intervalo semiabierto. Decimos entonces que la funcién f
sobre I pertenece a la clase SO(I) si f es acotada y continua y si, para cada 1 en (0, 1),

lim w(f,[a+nd,a+ d]) =0.

(5—>O+
Hacemos una definicién andloga para un intervalo semiabierto que es abierto por la dere-
cha, para un intervalo abierto, y para un subarco abierto en D o para un subarco abierto
propio de OD.

Lema 3.1.3. Si I es un intervalo abierto o semiabierto (o un arco abierto o
semiabierto), entonces SO(I) es un subconjunto de VMO(I), i.e. SO(I) C VMO(I).

Como este resultado es una consecuencia del Lema 3.1.1, la demostracién serd omi-
tida.
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Lema 3.1.4. Sea f una funcién en VMO(I), donde I = (a,b], y sea g la funcion
sobre I definida como

ot) = (t — a)! / £(s)ds.

Entonces g estd en SO(I).

Demostracion. Sea Is = (a,a + 0) para 0 < § < b — a, tal que g(t) = I;_,(f). Entonces
para 0 <n <1,

l9(a+6) = gla+nd)| = I5(f) = Ins(f)]

< |In5|—1/1 = I(f)ldt

n
<o I O1f = Is()de.
Is
De esta estimacion es claro que

w(g, [a+nd,a+06]) < Ms(f,1).

Ya que f estd en VMO(I), el lado derecho tiende a cero conforme § — 0 (para n
fijo), con lo cual el Lema 3.1.4 estd demostrado.

[]

Como se menciond en la introduccién, observaremos a las funciones en L como
extendidas arménicamente en D por medio de la formula de Poisson. El kernel de Poisson
para el punto z de D sera denotado por P,. También para z # 0 en D, denotaremos por I,
el subarco cerrado de 0D cuyo centro es % y cuya longitud es 27(1—|z]). Por completitud
definimos Iy = 0D.

Lema 3.1.5. Para f en QC y para cualquier nimero positivo €, existe un numero

positivo 0 tal que |f(2) — L(f)| < € siempre que 1 — |z| < 9.

Demostracion. Para demostrar esto, usamos el hecho de que la integral de Poisson es
asintéticamente multiplicativa sobre QC, para lo cual vease [26].

Debido a esta propiedad, para una f dada en QC y un € > 0, existe un 6 > 0 tal
2
que |f|*(z) — | f(2)|* < & siempre que 1 — |z| < §. Debido a que

16 - £GP = 5 | 1HE) — FERP(t,

T o o
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obtenemos por la desigualdad de Schwarz la desigualdad siguiente

1 s

2 ),

1) = FE)IPt)de < 5

para 1 — |z] < d. Una estimacién elemental muestra que (5-)P.(t) 2 3|I.| para e en I,
y asi

|IZ‘1/I |f(e") — f(2)|dt <€

para 1 — |z| < §. De esta se sigue inmediatamente que |I,(f) — f(z)| < € siempre que
1 —|z] <4, y el Lema esta demostrado.

]

Corolario 3.1.1. Sea f una funcion en QC y A\ un punto de OD. Entonces la
funcion g en [0,1) definida por g(t) = f(tA) pertenece a SOI0,1).

De hecho el Lema 3.1.4 implica que la funcién g; definida por g;(t) = I;\(f) perte-
nece a SOI0,1) y el Lema 3.1.5 implica que g — ¢; tiende a cero en 1.

Para fen L™ y 0 < r < 1, sea f, la funcién en 0D definida por f,.(z) = f(rz).
Un argumento relacionado al que se us6 para demostrar el Lema 3.1.5 nos da el siguiente
resultado.

Lema 3.1.6. Para f en QC y g en L,

lim [ frgr — (f9)r]]oc = 0.
r—1

De hecho, como se muestra en la prueba del Lema 3.1.5, para cualquier e > 0, 36 > 0
tal que
1 ™

2 ),

f(e) = f(2)|P.(t)dt <

siempre que 1 — |z| < d. Entonces para tal z se tiene que

(Fa)(2) — F(2)g(2)] = | — / ) — F@lgle Pttt

2 ) .

< lgll / 1A = FEIP()d < ellgl
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3.2. Espacio M(QC) de ideales maximales de QC

Esta seccién concierne con el espacio de Gelfand de QC'.

En general para B siendo un dlgebra conmutativa de Banach denotamos por M (B)
el espacio de los funcionales lineales multiplicativos sobre B, con su topologia de Gelfand.
El mismo simbolo serd usado para denotar un elemento de B y su transformacién de
Gelfand (transformada de Gelfand). Si A es un subélgebra cerrada de B, cada funcional
en M (B) induce por restriccién un funcional en M (A). Para x € M(A) denotamos por
M, (B) el conjunto de los funcionales en M (B) cuyas restricciones en A son iguales a x.

Las édlgebras de interes en este articulo contienen todas a C', el espacio de las fun-
ciones continuas en JD. Identificamos a M (C') con 0D en la forma usual. Como se puede
ver facilmente, si B es una subalgebra de L>° que contiene a C, y si A es un punto de 0D
entonces una funcién en B es continua en A si y s6lo si esta toma un valor constante sobre
M, (B). Denotamos por M, (B) al conjunto de todos los z en My(B) con la propiedad de
que f(z) = 0 siempre que f se encuentre en By lim, , + f(z) = 0.

El conjunto M, (B) se define andlogamente.

Por supuesto podemos interpretar a M(QC'), como un conjunto de QC*, el dual
de QC (con su topologia *-débil). Observaremos a cada subarco de d como un elemento
de QC™ identificando el arco con el correspondiente funcional de promedio sobre QC.
El conjunto de todos esos funcionales sera denotado por GG. Por el Lema 3.1.1 cualquier
funcional en la clausura *-débil de G que no estd en G mismo es un elemento M (QC).
También observaremos cada punto de D como un elemento QC* identificando el punto
con el funcional correspondiente de evaluacién (aplicado a extensiones arménicas). Por
la multiplicatividad asintética de la integral de Poisson en QQC', cualquier funcional en la
clausura *-débil de D que no esta en D mismo, es un elemento de M (QC).

Lema 3.2.1. La clausura *-débil de D contiene a M(QC).

Demostracion. Para demostrar esto, sea x cualquier punto de M (QC'). Cualquier vecindad
*_débil de x en QC* contiene una vecindad de la forma

{p€QC* :|o6(f;) — fi(x)] < 1,7 =1,..n}

Donde fi, fa, ..., fn son funciones en QQC. Para completar la demostracién es suficiente
mostrar que existe un z en D tal que |f;(2) — f;(z)| < 1 para cada j. Sea f = | f1 — fi(z)|+
ee. + | fu — fu(2)|. Entonces f estd en QC (ya que QC' es una C*—algebra) y f(x) = 0. Asi
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f no es invertible en QC', asi el infimo esencial de f en 0D debe ser cero. Esto implica
que el infimo de la integral de Poisson de f en D es cero. Ya que |f; — f;(z)| £ fen D
para cada j, lo que demuestra el Lema.

]

El Lema anterior en conjunto con el Lema 3.1.5 implica que M (QC') es el conjunto
de puntos limites *-débil de G' que no pertenecen a G.

Para A en 0D y para ¢ > 0, sea G . el conjunto de arcos I en G tales que la distancia
entre A y el centro de I (medida a lo largo de D) no excede c|I|. En particular G, ¢ es el
conjunto de arcos con centro A. Sea MY (QC') el conjunto de funcionales en My(QC') que se
encuentran en la clausura *-débil del radio de D terminando en A. Un argumento directo
(basado por el ejemplo del Lema 3.1.1) muestra que para cualquier ¢ > 0, MY{(QC) es el
conjunto de funcionales en M,(QC') que se encuentran en la clausura *-débil de G .

Lema 3.2.2. My (QC)NM, (QC) = M(QC) y My (QC)UM, (QC) = MA(QC).

Demostracion. Por el Lema 3.1.1 tenemos inmediatamente que MY(QC) C M, (QC) N
My (QC).

Para establecer la inclusién inversa, supongamos que x pertenece a M, (QC') pero
no a MY (QC). Entonces existe un f en QC tal que f = 0 en MY{(QC) pero que f(x) # 0.

Escojase una funciéon u en 0D que es continua excepto por una discontinuidad de
salto en A\, con u(Ay) =0y u(A_) = 1. La funcién uf estd en VMO(OD \ {\}) y, ya que
f = 0sobre MY(QC), se puede verificar facilmente que v, (uf) = 0. Por el Lema 3.1.2 uf
estd en QC'y por lo tanto también lo estd (1 —u)f. La funcién uf desaparece en M, (QC)
mientras que (1 — u)f desaparece en M, (QC). Ya que f =uf + (1 —u)fy f(x) # 0,
es imposible que z pertenezca a ambas M, (QC) y M (QC). La primera igualdad del
Lema 3.2.2 queda ahora establecida.

Para establecer la segunda igualdad, supongase que x pertenece a M, (QC') pero no
a M (QC). Entonces existe una f en QC' tal que f = 0 en M, (QC) y f(x) # 0. La
primera condiciéon implica que f tiene como limite superior en . Sea g cualquier funcién
en QC cuyo limite inferior en A es cero. Entonces fg¢ tiene como limite 0 en A y asi fg =0
en M,(QC). En particular, f(z)g(x) = 0, de tal manera que g(x) = 0. Se sigue entonces
que z estd en M, (QC) y la demostracién del Lema 3.2.2 estd completa.

]
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3.3. Funciones cuasi-continuas a trozos (PQC)

Sea PC el espacio de funciones en L> que tiene limites unilaterales en todos los
puntos de I, y sea PCj el espacio de funciones en PC con un numero finito de discon-
tinuidades. Sea PQCy la subalgebra y PQC' la subalgebra cerrada en L*> generada por
QC y PCy. En esta seccion, establecemos criterios para el operador de Toeplitz inducido
por una funcién en PQC ser de Fredholm en el espacio de Hardy H?, y obtenemos una
férmula de su correspondiente indice.

Para f en PQC y A = ¢ en 0D, denotemos por S\(f,d) (§ > 0) la distancia de 0
a el segmento con los puntos extremos
0+5 0 '
s [ fed oy 8 S,
0 0—6

y definase 8,(f) como
Ba(f) :(lsl’il[l)fnf@(fa 9).

Sea P la proyeccién de L*(T) sobre H* = L3 (T). Para f en L, el operador de
Toeplitz inducido por f estd definido para ¢ € H? por la férmula Trp = P(fp) y serd
denotado por T [10].

Teorema 3.3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para una funcion
invertible f en PQC
(i) Ty es un operador de Fredholm en el espacio H?;
(11) Br(f) > 0 para cada X\ en OD;
(1i) La extencion armonica de f estd acotada lejos de 0 en el anillo 1 —e < |z| < 1.
Demostracion. La demostracién puede ser basada en el siguiente criterio [11]: El operador
de Toeplitz inducido por una funcién unimodular es Fredholm si y soélo si la distancia de

la funcion de H* 4 C' es menor que 1. El primer paso es obtener ciertas estimaciones de
distancia. Para f y g en L™ y X en dD, definimos

dist(f, g) = ess lmsup|f(z) —g(2)].
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( Equivalentemente, disty(f,g) es el maximo de |f — g| en la fibra M, (L>).)

Para S un subespacio de L*°, definimos

di}\st(f,s) = inf{di/\st(f, g):g€ S}t

Utilizaremos el siguiente principio de localizacién: Si el subespacio S en L™ es un
modulo sobre C, entonces

dist(f,S) = méx{di/\st(f, S) : A € 0D}
para todo f en L*°.

Una prueba, dada por el caso S = H>*+C pero valida en general, se puede encontrar
en [24]. El argumento es generado, en un contexto més general, con G. E. Shilov [29]. O

Lema 3.3.1. Para f en PQC,

dist(f, QC) — mzix{%fy,\( f): A€ oD},

Demostracion. Por el principio de localizacion, es suficiente probar que disty(f, QC) =
%%\(f) para cada A € JD. Por simplicidad, supongamos que A\ = 1. Si g esta en QC
entonces, si y1(g) = 0, tenemos que

n(f) =mn(f —g) = 2dist(f, 9),
Por lo que la desigualdad dist;(f, QC) = %71(f) se cumple.

Para obtener la desigualdad inversa, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que f estd en PQCy. Entonces, si multiplicamos a f por una funcién en C' la cual es igual
a 1 en una vecindad suficientemente pequena de 1 e igual a cero fuera de una vecindad
un poco mas grande. Podemos suponer que f estd ahora en VMO(OD \ {1}).

Definamos las funciones g; y g» en 0D por

¢
g1(e) = tl/ f(e®)ds, 0<t<2m,
0
. O .
go(e™) = —t_l/ f(e*)ds, —21 <t < 0.
¢

Las funciones g; y g2 pertenecen a SO(0D \ {1}) por el Lema 3.1.4, entonces estas
pertenecen a VMO(OD\ {1}) por el Lema 3.1.3. Por lo tanto, la funcién h = f — (g1 + g2)



Funciones cuasi-continuas a trozos (PQC) 33

pertenece a VMO(ID \ {1}). Es facil verificar que ;(h) = 0, entonces h estd en QC' por
el Lema 3.1.2. Esto satisface que dist;(f, QC) = disty (g1 + g2, QC).

Sean g3 v g4 las reflexiones de g1 y go sobre el eje real. Las funciones ¢ + g3y g2+ g4
pertenecen a QC' ( por la misma razén de que h lo es), y por lo tanto la funcién

g==(g+ 92+ 93+ 94)

DN | —

estd también en QC. Se sigue que disty(f, QC) = disty(g1 + go,9). Pero

1 1
g1 +Gg2—9g= 5(91 —ga) + 5(92 — g3),

a partir de esto, es evidente que

lim sup (=) + 02(2) — 9(2)] = ().

Asf dist1 (f, QC) < 37(f), v la demostracion del Lema 3.3.1 estd completada. O

Lema 3.3.2. Para f en PQC,

dist(f, H* + C) = méx{%’yk(f) : A € OD}.

Demostracion. Por el principio de localizacion, es suficiente demostrar que disty (f, H>) =
%%\( f) para cada A € 0D. Por simplicidad, supongamos que A = 1. La desigualdad
disty (f, H®) = %’yl( f) se establece por la prueba anterior. Para la desigualdad inversa, el
argumento serd por contradiccién, supongamos que hay un h en H* tal que dist;(f, h) <
271(f). Podemos claramente suponer sin pérdida de generalidad que f estd en PQCo.
Entonces, modificando f como en la demostracién del Lema anterior, podemos suponer
que tiene la forma f = xig+ + x-g—, donde g, y g_ estan en QC; x4 es la funcién
caracteristica de la mitad superior de dD, y x_ es la funcion caracteristica de la mitad
inferior de 0D. Elegimos una sucesién (d,,) de nimeros positivos que tienden a 0 de tal
manera que los limites

On
a= lim 6" f(e™)dt,

n—oo 0

0
n—00 —5,

existen y satisfacen |a — b] = 71 (f). Sea z,, = (1 — ) y sea = un punto de acumulacién
en M(H®) de la sucesién (z,). Sea S el soporte de la medida representativa en M (L>)
para x y sea Sy = SN M; (L®)y S_ = SN M, (L*>). El conjunto S es la unién disjunta
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de Sy y S_, vy Sy y S_ ambos son no vacios (por que, por ejemplo, y tiene la integral
1/2 con respecto a la medida representativa para x).

El conjunto S es un conjunto antisimétrico para H>* + C', i,e, cada g € H* 4+ C que
es real en S, es una constante en S (ver [5], Seccién 1.21]), por lo que g4 y g— ambas son
constantes en S. Por los Lemas 3.1.1 y 3.1.5 tenemos que g, (z) = a'y g_(x) = b, entonces
gr=ayg-=ben S. Porlotanto f =aen S,y f=ben S_. Yaque |f—h| <7(f)/2,
la imagen de h|S, estd contenida en el disco |z — a| < v1(f)/2 y la imagen de h|S_ estd
contenida en el disco |z — b < v1(f)/2. Por que |a — b| = 71(f), se sigue por el teorema
de Runge que la funcién x g, puede ser aproximada uniformemente en S por polinomios
en h. Ahora el conjunto S es el conjunto de picos generalizados para H* (ver [[5], pag.
20]). Entonces el dlgebra de restriccion H>|S es cerrada (ver [8, seccién I1.12]).

Por lo tanto xs, estd en H*|S, en contradiccion con el hecho de que S es un conjunto
de antisimetria para H*. Esta contradiccion completa la demostracion del Lema 3.3.2.

]

Si f es una funcién unimodular en PQC', entonces podemos ver por el Lema 3.3.2 y
el criterio establecido en el comienzo de esta seccién que T'( f), es un operador de Fredholm
si y sélo si v,(f) < 2 para todo A en dD. Es bien conocido que, si f es cualquier funcién
invertible en L, entonces T'(f) es un operador de Fredholm si y sélo si T'(f/|f]) lo es.
(La demostracién: escribiendo T'(f/|f|) = T (h)*T(f)T'(h), donde h es la funcién exterior
que satisface |h| = |f|~'/2.) La equivalencia de las condiciones (i) y (ii) del Teorema 3.3.1
se establecerd asi una vez que el siguiente Lema haya sido demostrado.

Lema 3.3.3. Si f es una funcion invertible en PQC, entonces Bx(f) > 0 si y sdlo

sin(f/1f1) < 2.

Demostracion. Tomemos A = 1. Supongamos que (d,,) es una sucesién de nimeros posi-
tivos que tienden a cero tal que las sucesiones (a,) y (b,) definidas por

571
ap = (5_1/ fleMdt,
0

0
by — 5! / Fet)dt,
—6n,

convergen a a y b respectivamente. Para la invertibilidad de f junto con el Lema 3.1.1 y
la aproximibilidad uniforme de f por funciones en PQC,, uno facilmente verifica que a y
b no son cero, y que

On
tin 5t [ (1t = alal
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0
tim 5,0 [ 57151t = bl

Ahora si f1(f) = 0, uno puede elegir una sucesién (d,,) asi que la distancia de 0 a el
segmento con puntos finales a,, v b, tienden a 0. Entonces el segmento con puntos finales
a 'y b debe pasar a través de 0. Eso significa que |(a/|a|)—(b/|b])| = 2, asi que v, (f/|f|) = 2.
Reciprocamente, si v1(f/|f]) = 2, es posible elegir la sucesiéon (d,) tal que |(a/|a|) —
(b/]b])] = 2, lo que significa que el segmento con puntos finales a y b pasan a través de
0. Entonces la distancia entre 0 y el segmento con los extremos a,, y b, tiende a cero, asi
que S1(f) = 0. La demostracién del Lema 3.3.3 estd completa.

]

La demostracion del Teorema 3.3.1 se concluye por el siguiente Lema, el cual esta-
blece la equivalencia de las condiciones (ii) y (i7i). Para f una funcién en L* y A un punto
en 0D, denotamos a C,(f) como “cluster set” (todos los puntos limite) de la extensién
armonica de f en A.

Lema 3.3.4. Si f es una funcion invertible en PQC, entonces Bx(f) > 0 si y sdlo
si Cx(f) contiene a 0.

Demostracion. Supongamos que A = 1. Las cantidades 51(f) v dist(0,Cy(f)) dependen
continuamente de f. Esto se sigue por un argumento sencillo que si una de las cantidades
desaparecen para f, entonces podemos aproximar uniformemente a f por funciones en
PQC, para el cual las correspondientes cantidades desaparecen. Asi, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que f estd en PQCy. Entonces, modificando f lejos del punto
1 (usando, por ejemplo, el Lema 3.1.2), podemos suponer que f tiene la forma f =
X+9+ + X_g_, donde g, y g son funciones invertibles en QC, y x4 y x_ son como en la
demostracion del Lema 3.3.2.

Para 0 <t <1, sea I, el arco circular de D que pasa por 1 y —1 y forma el dngulo
m(t— %) con el eje real, el angulo es contado como positivo cuando I'; esta en el semi plano
superior y negativo cuando I'; estd en el semi plano inferior. En I';, las funciones y. y x—
toman valores contantes ¢ y 1 — ¢, respectivamente.

Para 0 < ¢,0 < 1, denotemos como z; 5 el punto en I';, cuya distancia al 1 es 9, y
sea ;5 = Is 5. Por el Lema 3.1.6,

Um|[f(216) — tg+(215) — (1 —)g—(21,6)] = 0,
6—0
el limite es uniforme en ¢. Por el Lema 3.1.5,

lim[g4 (2,5) — I1,5(9+)] = O,
6—0



36 Funciones cuasi-continuas a trozos (PQC)

el limite es uniforme en ¢, y andlogamente el resultado se cumple para g_. Por el Le-
ma 3.1.1,

1)
tin,(0.) =570 [ f(e)ds] =0,
—0 0

limlTislo-) =67 [ feyas] =0,

los limites son uniformes para ¢ en cualquier subintervalo cerrado de (0,1). Combinando
la observacion anterior, podemos dibujar la siguiente conclusion.

5 0
%f_r)r(l)[f(ztyg) — té_l/o f(e®)ds — (1 —t)6* /_5 f(e®)ds] =0 (3.1)

uniformemente para t en cualquier subintervalo cerrado de (0, 1). Ahora supongamos que
B1(f) = 0. Entonces hay una sucesién (d,) de nimeros positivos que tienden a 0 y a una
sucesion (t,) de numeros en (0, 1) tal que

On,
lm [t,00 [ f(e)ds + (1 / f(e*)ds] = 0.
n—oo

0

Sea z, = 2, 5, Por el Lema 3.1.1 y la invertibilidad de las funciones g4 y g_,

5
lim inf ](51/ f(e®)ds| > 0,
0—0 0

0
Hmfnf\al/ f(e"*)ds| > 0.
6—0 _5

Por lo tanto, la sucesién (t,,) puede agruparse ni en 0 ni en 1, asi podemos concluir de (3.1)
que lim,, o, f(z,) = 0, la cual podemos pensar que Ci(f) contiene a 0. Supongamos,
reciprocamente, que Cj(f) contiene a 0. Entonces hay una sucesiéon (6,) de numeros
positivos que tienden a 0 y a una sucesién (t,) en (0,1) tal que lim,,_,~ f(2,) = 0, donde
z, es definida como anteriormente se hizo. Ahora f pertenece a la subalgebra cerrada de
L generada por H* y las funciones en PC que son continuas en 9D\ {1, —1}. De hecho,
f es invertible en tal dlgebra, esto se sigue por un resultado en [25] (ver el Corolario 6)
que hay nimeros ¢’ y " en (0,1) tal que f es separada de 0 arriba de I'y, y abajo de I'y.
Por lo tanto, la sucesién (t,) estda acumulada sélo en [t”, ], y podemos concluir por (3.1)
que

1fm [t,0, / F(e®)ds + (1 —t,)8 /fwds_o

lo que significa que £;(f) = 0. Esto completa la demostracién del Lema 3.3.4 y, con esto
la demostracion del Teorema 3.3.1.

]
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Extension armonica

Sea D el disco unitario abierto en el plano complejo. La extensién arménica de una
funcién f € L' es la funcién f definida en D por

f(rew) = anr‘"leme 0<r<1, 0<6<2n).

nez
Notese que f puede también ser definida via la integral de Poisson,

1

" or

f(re®) Aﬂhw—ﬂﬂWMt

donde
1— 2

hr(0) = 1 — 2rcosf + r2

es el nucleo de Poisson. Algunas veces es conveniente denotar la extensiéon armoénica f
por hf. Para r € [0,1) fijo, la funcién f(re®) puede ser vista como una funcién dada en
el circulo unitario T = {e : 0 < § < 27}, denotemos esta funcién por h, f de f,., es decir,

(€)= (e f)(e) = f(re®) = (hf)(re”).

Pensaremos a las funciones en LP como extendidas arménicamente en D, esto es, como si
fuera dado en el disco unitario cerrado closD.

Propiedades bésicas de la extensién arménica. (a) La extensién arménica f de una
funcién f € L' es arménica en D, ie., f € C®(D) y Af =0, donde A es el operador de
Laplace.

(b) Sea f € LP. Si 1 < p < oo, entonces

sup Hherp < Hf“p

rel0,1)
y si 1 < p < oo, entonces
e f — fll, = 0 cuando  r—1".

Si f € C, entonces
hef = flloo = 0 cuando =17,

y si f € L™, entonces h, f converge a f en la topologia *-débil de L> = (L')*, esto es,

Aﬁmﬂ@%wwww+4”ﬂwmwﬂw (r—1)
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para cada g € L.

(c) (Teorema de Fatou). Sea F' una funcién armoénica en D, fijamos
F.(e") = F(re"),

Yy SUpongamos sup,¢1) || £7|[, < o0, donde 1 < p < co. Entonces el limite no tangencial

existe y es finito en casi todo T, y la funcién de valor frontera f pertenece a LP. Si
1 < p < o0, entonces la extension armonica f de f coincide con F', pero si p = 1,
entonces, todo lo que uno puede decir, es que existe una medida compleja do en T la cual
es singular con respecto a la medida de Lebesgue tal que

F(re?) = f(re?) + L /0 Wkr(e—t)da(t),

donde k, es el nucleo de Poisson.

Si f es una funcién en PQC para la cual la extension armoénica estd separada de 0
en el anillo 1 — e < |z| < 1, el indice Ind f estd denotado como el nimero de rotaciones
de la curva f(z) cuando z corre la circunferencia |z| =7, donde 1 — e < r < 1.

Teorema 3.3.2. Si f esta en PQC y T(f) es Fredholm, entonces Ind T(f) =
—Ind f.

Demostracion. Para el caso donde f estd en QC este resultado ha sido establecido por
R. G. Douglas [9], y podemos reducir el caso general a aquel. Supongamos primero que f
es una funcién unimodular en PQC tal que T'(f) es Fredholm. Como en el desarrollo de
la demostracién del Teorema 3.3.1, entonces tenemos v, (f) < 2 para todo A € ID. Esto
implica por el Lema 3.3.1 que dist(f, QC) < 1, asi hay una funcién g en QC con ||f —g|| <
1. La funcién g estd entonces separada de 0 y asi es invertible en QC'. Por el resultado
mencionado arriba de Douglas, el operador T'(g) es Fredholm y Ind T'(g) = —Ind g. Ya
que f es unimodular tenemos ||1 — fg||e < 1, asi ||[1 — T(fg)|| < 1. Por lo que T(fg) es
invertible. Ya que T'(fg) — T(f)T(g) es compacto [[10],p4g.184], podemos concluir que
Ind T(f)+Ind T(g) = 0, asf Ind T(f) = Ind T(g) = —Ind g. La desigualdad ||1— fg||oo < 1
también implica que Ind fg = 0. Por el Lema 3.1.6 se sigue que Ind fg = Ind f + Ind g,
asi Ind f = Ind g, y el Teorema esté establecido para el caso donde f es unimodular.

Consideremos ahora una funcién arbitraria f en PQC tal que T'(f) es Fredholm.
Para 0 <t < 1sea f; = If% Entonces f; estd en PQC y T'(f;) es Fredholm en cualquier
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t. El mapeo t — f; es continuo en norma L, y el mapeo t — T(f;) es continuo en
norma del operador. Por lo que Ind f = Ind f; y Ind T(f) = Ind T(f;). Como f; es
unimodular, la igualdad Ind T'(f) = —Ind f se sigue por el caso especial ya establecido,
y la demostracion del Teorema 3.3.2 esta completa.

]

3.4. Espacio M(PQC) de ideales maximales de PQC

En esta seccién obtendremos informacion sobre el espacio de Gelfand de PQC.
Supongamos que x es un punto de M,(QC') (donde A\ pertenece a D) y y es un punto
en M,(PQC). St una funcién en PQC es continua en A, entonces su valor en y es igual
a su valor en \. Supongamos que u es una funcién en PC' la cual no es continua en .
Entonces la funcion

[u B u(A+) ‘;‘ u()\_)]z/ [u()\—i—) ;u()\—) 2

es continua en A y toma el valor 1 ahi, de esta manera es igual a 1 en y. Esto significa
que u(y) puede se igual o bien a u(A+) o a u(A—). Si elegimos una funcién particular w,
entonces alguna funcion en PC difiere de un multiplo constante de ese por una funcién la
cual es continua en A\, asi que la accién de y en PC es determinada por su accién en tal
funcién: tenemos o bien u(y) = u(A+) para toda u en PC o u(y) = u(A—) para toda u en
PC. Asi la accién de y en PQC' es determinado por su accién en PC' y su accién en QC),
de esto se sigue que la fibra M,(PQC) contiene a lo mas dos puntos.

Lema 3.4.1. Si x estd en My (QC), entonces hay un y en M,(PQC) tal que
u(y) = u(M) para todo u en PC. Si x estd en My (QC) \ M(QC), entonces la fibra
M, (PQC) es un “singleton”.

Demostracion. Para probar esto, supongamos primero que z es algtin funcional en M, (QC).
Definamos la funcién y en PQCy como sigue: para f = Y | upgr con uy, ..., u, en PCy 'y

g1, .., gn en QC, sea

ylf] =D uO+)ge().

Para ver que la definicién tiene sentido, basta con tener en cuenta que, si ademas f =

ubgh con .., ul, en PCyy gl ..., gh,, en QC, entonces la funciéon QC

Z uk(A+)gr — Z u;(A+)g;
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tiene limite superior 0 en A y que desaparece en M, (QC). El funcional y es claramente
multiplicativo en PQCy y se puede ver que es acotado, ademaés se extiende por continuidad
a un funcional lineal multiplicativo en PQC'. Esto prueba la primera declaracion del Lema.
Para probar la segunda declaracién, supongamos que x pertenece a M, (QC) \ MY(QC),
y sea y algun funcional en M,(PQC). Elegimos una funcién g en QC' tal que g(z) = 1
y g = 0 en MY(QC). Sea u alguna funcién en PC' la cual es continua excepto en .
Mostraremos que u(y) = u(A+), la cual, en vista de la observacién hecha en el inicio de
esta seccion, podridmos completar la demostracion. Por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2, la funcion
ug pertenece a QC. La funcién [u — u(A+)]g tiene limite superior 0 en A y desaparece en
z. Ast (ug)(z) = u(A)g(x) = u(A+). Pero también (ug)(z) = u(y)g(y), por lo que la
igualdad deseada se sigue y el Lema esta demostrado. O]

Es claro que el andlogo del Lema 3.4.1 para M, (QC') también se cumple. Asi, por
el Lema 3.2.2, la fibra M, (PQC) es un “dobletén” para x en MY (QC) y un “singletén”
para = en M, (QC) \ MY(QC).

Para z en M} (QC), denotamos por (z,1) a el tinico funcional en M, (PQC) tal que
u(x,1) = u(A+) para todo u en PC. Para x en M, (QC'), denotamos por (z,0) al inico
funcional en M,(PQC) tal que u(x,0) = u(A—) para todo u en PC. Con estd notacion,
podemos considerar M (PQC') como un subconjuto de M(QC) x {0,1} (a pesar de que
M (PQC) no tiene la topologia del producto). Es facil describir la topologia en M (PQC)
en términos de eso en M (QC), por que M(PQC) lleva la topologia mas gruesa que hace
las funciones en PQCj continuas. La descripcién se sigue.

Para z en M(QC), sea 9(z) denota la familia de vecindades abiertas de z. Para z
en My(QC), y N en N(z), sea Ny = N N M,(QC), y sean Nyy y Ny_ que denotan los
conjuntos de puntos en N que yacen sobre los semicirculos {e : arg A <t < 7 + arg \}
y {e": —m + arg\ < t < arg A}, respectivamente. Entonces, si z estd en M, (QC'), los
conjuntos

[(Nx < {1}) U (Nag x {0, 1] N M(PQC), N € Nz),

de una base de vecindades para (z,1). S z estd en M, (QC), los conjuntos
(N < {0 U Ny x {0, 1] A M(PQC), N € M),

de una base de vecindades para (x,0).



Capitulo 4

Factorizaciéon de Wiener-Hopf

4.1. Factorizacion de Wiener-Hopf

Sea [" una curva de Jordan en el plano complejo, i.e. I' es homeomorfa a un circulo.

Definiciéon 4.1.1. Las curvas que satisfacen
I'(t, e
Cr := supsupM < 00
tel' e>0 €

son llamadas comiunmente Curvas de Carleson, también se le suele llamar curva Ahlfors
reqular, curva David regular o curva Ahlfors-David.

Definicién 4.1.2. El conjunto de todos los pesos en I' satisfaciendo
we LPT), w el (1/p+1/qg=1)

1 1
supsup(—/ wp(T)|dT|)1/p(—/ w_q(T)]dT])l/q < 00
I(t,e) € Jr(te)

tel e>0 €

es usualmente denotado por A,(I') conocido como el conjunto de pesos de Muckenhoupt.

Sean p € (1,00) y w € A,(T).

Definicién 4.1.3. El operador de Toeplitz generado por una funcion a € L®(T)
es el operador
T(a) = PaP : L% (T ,w) — LA (T, w)

41
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donde LP(I,w) = L2 (T,w) + L” (I',w), ademds L*(I',w) es la imagen del operador P y
LP (T, w) es la imagen del operador Q@ = I — P en LP(T',w).

Denotaremos como GL>(I") al grupo de elementos invertibles en L>(T").

Definicién 4.1.4. Sea I una curva de Jordan-Carleson, 1 <p < oo, w € A,(I") y
a € GL>(T"). Se dice que a admite una factoriazacion de Wiener-Hopf en LP(T',w) si a
se puede escribir de la forma

a(t) =a_(1)t"ay(r), VT €T (4.1)
donde s es un entero y las funciones a4 tienen las siguientes propiedades
a_ € L’ (T w), a=' € LL(T,w™), ay € LL(T,w™), ai' € LA (I, w),

la;tw € Ap(T). (4.2)

Sea
Xo(T):=7"  paraTeT.
Ya que a}' = a ta_x, y a”tx,, € GL>(T'), la condicién (4.2) es equivalente a |a_|w €
A, (D).

Esto es, ya que Sp € B(LP(T, |a_|w)), tenemos entonces que |a_|wSp|a_|"tw™T €
B(LP(I')) por lo que
fe P, |a_|w) & |a_|wf € LP(T).

Por otro lado
a'wSraiw I € B(LP(T)) < a;'Srayl € B(LP(T,w)),

a_0y =0 < a0y = a_'a

y a;'Sra”'al € B(LP(T,w)), por lo que podemos tener el operador de la forma

(aZ'Sra'I)(al).

Para a € PC(I") y w = p la existencia de la factorizacion de Wierner-Hopf sigue del
siguiente resultado.

Del Teorema 2.2.1 y el Teorema 3.1 del Capitulo 8 [14] tenemos lo siguiente

Corolario 4.1.1. Sea a € PC(I'). Para la factorizabilidad en L,(T', p) de la funcion
a es necesario y suficiente que a es {p, p}—no singular. Si la funcion a es {p, p}—no
singular entonces ind a|L,(T', p) = ind a?*.
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4.2. Teoremas basicos para operadores de Toeplitz

Consideremos ciertos teoremas bésicos (ver [[3],Capitulo 6]).

Teorema 4.2.1. (Coburn- Simonenko) Sea I' una curva de Carleson-Jordan y
p € (1,00), we Ayl). Siae L>*()\ {0} entonces el operador de Toeplitz T'(a) de a
tiene kernel trivial en L (T, w) o su imagen es densa en L% (T, w).

Definamos a R(a) :={A € C: [{t € ' : |a(t) — A| < €}| > 0 Ve > 0} el cual es la
imagen esencial de a y $pessT'(a) = {A € C : T'(a) — Al no es Fredholm} es el espectro
esencial del operador de Toeplitz T'(a).

Teorema 4.2.2. (Hartman- Wintner- Simonenko) Sea I una curva de Carleson-
Jordan, 1 < p < 0o, yw € A,(I') Sia € L*(I') \ {0} y T(a) es normalmente soluble,
entonces a € GL*(I"). En particular,

R(a) C spessT(a).

Teorema 4.2.3. Sib e L>®(T")\ {0} y tenemos un operador de Toeplitz T'(b) con
Ind T(b) = 0, entonces su kernel es trivial y su cokernel es trivial. i.e. ker T'(b) = {0} y
coker T'(b) = ker (T'(b))* = {0}.

El Teorema 4.2.3 se sigue inmediatamente del Teorema 4.2.1. Sean

EL():={ge L'(D): /g(T)T"dT =0paran=0,1,2,..}
r

EY(T):={ge L}I): /g(T)T_ndT =0paran=2,3,4,..}
r

EX(D) = {g e L)(T) : /g(T)T_"dT =0paran=1,2,3,..}
r
Teorema 4.2.4. (Simonenko) Sea I una curva de Carleson-Jordan, 1 < p < oo,
we AyT), ya e GL®(T"). Entonces T(a) es Fredholm en L% (T',w) si y sélo si a admite
una factorizacion de Wiener-Hopf a = a_x,.ay en LP(I',w). En tal caso el entero s es
determinado univocamente y Ind T'(a) = — .

Demostracion. Primero supongamos que a admite una factorzacion de Wiener-Hopf en
LP(T',w) con » =0, i.e. a = a_ay.
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Probaremos que kerT'(a) = {0}. En efecto, si T'(a)g; = 0 para g, € L% (T',w),
entonces a_a, gy =: g_ € L” (I',w). Tenemos a, g, = a_'g_. Ya que, por

a_ € [P (Mw), aZ' € LL(T,w ™), ay € LL(T,w™), a;' € L (T, w) (4.3)

yel Lema6.11 en [3], ay g, € EL(I) yaZlg. € EX(T"), deducimos por el Teorema 6.4 en [3]
que a;r g, = 0. Por que a; # 0 a.e. por (4.2) se sigue que g, = 0, es decir, ker T'(a) = {0}.

Ahora demostraremos que T'(a) es sobreyectivo. Por

105 P(@:9)lpws < Cpallgllyes para todo g € R(T), (4.4)
donde R(I") denota el conjunto de todas las funciones racionales sin polos en I', el mapeo
RIYNELT) = LE(T,w), g+ — a'PlaZ'gy) = al'Plaja'gy) (4.5)

se extiende a un operador lineal acotado A en L% (I',w) (también recordemos que
IL(T,w) = EL NPT, w)). (4.6)

Para g4 en R(T') N EL(I") tenemos
T(a)Agy = P(a_ayai'P(aZ'gy))
= P(a-P(aZ'gy)) = Pgy — P(a-Q(aZ'g1)) = Pg. = g4,

ya que tanto T'(a) y A son acotados, esto resulta que T'(a)A = I en L* (I',w). Esto prueba
que T'(a) es suprayectivo.

Asi, si 32 = 0, entonces T'(a) es invertible y su inverso estd dado por la férmula
(T(a))™! = a;'Pa”'l. Si a tiene la factorizacién de Wiener-Hopf a = a_y,.a, entonces,
por

T(a_bay) =T(a_)T(b)T(ay) para todo ar € HF ('), b € L=(I), (4.7)

se tiene
T(a) =T(a—as)T(xx) (3> 0) 0 T(a) =T (xx)T(a-ay) (3 <0).

Hasta aqui tenemos ya demostrado que T'(a_a, ) es invertible, y el Teorema 6.24 en [3]
implica que T'(x,.) es Fredholm de indice —s¢. Consecuentemente, 7'(a) es Fredholm con
indice —z¢ debido al Teorema 1.1.1. Adicionalmente obtenemos que s es determinado de
manera tunica.

Para demostrar el “sélo si”. Supongamos que T'(a) es Fredholm de indice —s¢. De-
jemos b := ax_,. Entonces, de nuevo por (4.7),

T(b) = T(x->)T(a) (> >0) 0 T(b) = T(a)T(x-x) (3 <0).
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Por lo tanto, por el Teorema 1.1.1 y el Teorema 6.4 en [3], T'(b) es Fredholm de indice cero.
Ahora bien, el Corolario 6.19 [3] implica que 7'(b) es invertible. Del Lema 6.14 [3] inferimos
que bP + @ es invertible en LP(I",w). El Lema 6.14 [3] también nos da la invertibilidad
de PbP + Q en LP(I',w). Como

PbI + Q = (I + PbQ)(PbP + Q)

y (I + PbQ)~t = I — PbQ, esto sigue que Pbl + Q es invertible en LP(T',w). Usando la
formula

(aP + Q)* = P*(_l[ -+ Q* = HFQHFHF&HF -+ HFPHF = HF(QCL[) + PHF (48)

donde , _
Hp: L'(D, ) — L"(I,0), (Hrg)(r) := e *™g(r)

yW¥:T' — [0,00], r € (1,00), Or(7) es el dngulo entre tangente orientado de I' en el punto
7 y el semieje real positivo, vemos que

b'P+Q =b" (P +bQ) = b Hp(PbI + Q)" Hr

es invertible en LY(T,w™'). Sean ¢ € LP(T,w) y ¢ € LI(T,w™') las soluciones de la
ecuaciones

(bP+Q)p=1, (07'P+ Q=1
y dejemos o, := Py, ¥y := Piy. Entonces ¢, € LE (T,w), v € LL(T,w™), y

bo, =14+h_, b, =1+ f_ (4.9)
con h_ € L (T',w), f- € L (I,w™). De (4.9) obtenemos
prby =bpy by = (14+h)(1+ ) (4.10)

y por lo tanto, por el Teorema 6.4 [3], v, 1, es alguna constante c. La extensién analitica
del lado derecho de (4.10) es 1 en infinito, lo cual implica que ¢ = 1. Asi, p 1, =1 =
(1+h_)(1+ f.). Dejando a, = ¢;' y a_ := 1+ h_. Entonces a = by,, = a_x,.a,
por (4.9) y tenemos

ar = =1, € LL(T,w™), ai' = p € LL(T,w),

a_=1+h_clPT,w), at=1+h ) =1+f cL2(T,w™).
Esto demuestra que (4.1) y (4.3) se cumplen.

Queda por verificar (4.2). Sea g € R(I') y dejemos g, := Pg, g_ := Qg. Como

T(b)(a}'P(a~'gy)) = P(bai'P(a”'gy)) = P(a_P(a”'gy)) = Pgs—P(a_Q(a""'g4)) = g+
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y T'(b) es invertible, obtenemos que

llax" P(aZ g )lpew < IT)7HI 9+ lp-

Ya que P(a:lg_) = 0, se sigue que

la3' P(a="g)llpw < T 0) | gllpe < T ®) P gllpe

para todo g € R(I"). Como a;lPa+I = ajrlPailbI, finalmente obtenemos

lla3' Plasg)|lpew = llay Pa=" (bg)llpew < [[(T(0) M P [Bllsc] 9]l

siempre que bg € R(I"). Lo cual demuestra (4.4) y por lo tanto (4.2).



Capitulo 5

Problema de Riemann con
coeficientes cuasi-continuos

5.1. Relacién de operadores de Toeplitz con opera-
dores integrales singulares

Sean 1 < p < oo y w € A,(I'). El problema de valor en la frontera de Riemann
consiste en encontrar una funcién ®(z) analitica en todo el plano complejo excepto en los
puntos que estan dados por la curva I', que esta representada como la integral de tipo
Cauchy

L[ o)
D(z) = — d C\T
(0= 57 [2ar  (zeTAD),
con una densidad ¢ € LP(I',w), y que satisface la condicién de frontera

() =GP (1) +9(t), teT,
donde ®*(t) son los valores limite de la funcién desconocida ®(z) y G es cuasi-continua
enI', g € LP(I",w) son funciones dadas. Ademas, G es invertible en QC.

Sea ¢ € LP(I",w). Entonces consideremos el problema homogéneo de Riemann
OT(t) = G(t)P (1)

despejando tenemos ®*(t) — G(¢)®~(t) = 0. Por las férmulas de Sokhotski-Plemelj tene-
mos que

OH(t) = (Pro)(t) y @7 (t) = —(P-p)(t)

47
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entonces Py + GP_¢p =0, i.e. (PL + GP_)p = 0.

Como G es invertible, entonces
(G_1P+ + P_)QO =0.

Por lo que tenemos que el operador G~1P_ + P_ es Fredholm si y solo si el operador
P, + GP_ es Fredholm.

Sea A = G7'P, + P_. La teoria de Fredholm del operador A en el espacio LP(T",w)
es equivalente a la teoria de Fredholm del operador de Toeplitz P AP, en el espacio
L (T, w)

P, AP, = P,G'P, =T(G™).

Para G~! aplicamos, si existe, una factorizacién de Wiener-Hopf
G 1) =a_(1)7%a, (), T €T.
Por el Teorema de Simonenko 4.2.4 tenemos

Ind T(G™') = —s.

5.2. Teoria de Fredholm y de solubilidad del proble-
ma de Riemann

Sea A =P+ aQ = (al)(a'P+ Q) = (al)(Pa™'P + Q)(I + Qa~'P) donde los

operadores al y I + Qa~'P son invertibles. Supongamos que existe la factorizacién de

Wiener-Hopf de la funcién a=! : a™! = a_y,.a,. Entonces para calcular el ker A, con-

sideremos Af = 0 usando la representaciéon A = (al)(Pa™'P + Q)(I + Qa'P). De la
igualdad
(al)(Pa™ P +Q)(I+ Qa™"P)f =0,

como a es invertible, tenemos
(Pa™'P+Q)(I+Qa™'P)f =0,
(I+Qa*P)f € ker T(a")4+{0},
donde ker T'(a™ ') C LE(T',w) y ya que
(I+Qa Py =1—-Qa'P.
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Entonces f € (I — Qa'P)(ker T(a™ ')+ {0}). Como
1= P~ ( o g )
( —Qf—lP 22 ) ( ker T0<a_1) ) = P{kerT(a ")} — Qa ' P{ker T(a™ ")}
ker A =kerT(a™ ') + (—Qa'I) ker T(a™?).

Ahora bien
im(Pa'P+ Q) =imT(a™ ") 4+ L* (T, w).

Por lo que tenemos que

imA = a(im T(a™") + L (T, w)).

Ahora buscaremos soluciones para el problema Af = g, recordemos que A =
(al)(Pa™'P + Q)(I + Qa~'P), por lo que vamos a tener que

(al)(Pa™'P+Q)(I +Qa™'P)f =g, (5.1)

entonces

(Pa™*P+Q)(I +Qa~'P)f =alyg,

donde, si renombramos (I + Qa~'P)f = ¢ = ¢, + ¢_. Entonces tenemos
(Pa'P+Q)p=a'g, (5.2)

1.e.
Pa Py, + Q4 =a'g, (5.3)

pero Pp, = p,, Qp_ = ¢_, entonces
Pa o, +¢_=Palg+Qag (5.4)
Pero Pa~tp, = Pa'g,ie T(a™')o, = Pa~lgy ¢_ = Qa~'g.

Teorema 5.2.1. Sia™' = a_x,ay y =0, entonces la ecuacién (P + aQ)f =g
tiene solucion inica

f=(a;'"P+a_Qarg € L’(T,w)
para cada g € LP(T',w).
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Demostracion. Sea » = 0. En este caso por el Teorema de Simonenko 4.2.4 el operador
T(a™') es invertible en el espacio L% (T, w).

Tenemos que a~! € L=(T), (T(a™'))™' = a;'Pa”'I, donde P = I — @, entonces
de (5.4) tenemos los siguiente

0 = (T(a™ ) Patg = (a;lPajl)Pa_lg = ajrlPa:lPa_lg = ajrlPa:l(] —Q)a g
=a'Pa_'a 'g—a;'Pa'Qa g =a;'Pa”'a_a g = a;'Pa,g, (5.5)

donde Pa~'Qa~'g =0 cona! € L(I,w™") y Qa~'g € L” (I, w). Ya que o, = a;'Pa.g
y ¢_ = Qa"'g, obtenemos que

f=(—-Qa 'P)(a;'"Payg+ Qua'g),

P 0 ajrchug _ ajrlPa+g
—Qa™'P Q Qa~'g )\ a-Qayrg )’

pues PaIIPaJrg = a;lPaJrg. Y

esto es

—Qa 'Pa'Paig+ Q*a 'g=—Qa 'Pa;'Pa,g+ Qa 'g = —Qa_ara ' Pa,g+ Qa'y

= —Qa_Payg+Qa~'g=—-Qa_(I —Qlarg+Qa 'g=—Qa g+ Qa_Qarg+Qa g
=a_Qa,g.

Entonces como resultado tenemos que la ecuacion Af = ¢ tiene la solucién unica f =
(a7'P+a_Q)ayg. Ademas, la ecuacién Af = g tiene esta solucién para cada g € LP(T', w).
O

Teorema 5.2.2. Si » > 0, entonces la ecuacion (P + aQ)f = g tiene solucion
unica
f=0~Qa"'P)(T(x-.)a;'Parg+ Qa'g)

para g € LP(I',w) que satisface la condicion

A(a;lPa+g)P,¢_1(t)|dt| =0, (5.6)

donde P,_1 es un polinomio de grado » — 1.

Demostracion. Ya que 3 > 0, tenemos que

T(a™') =T(a-a4)T(x)
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donde T'(a_a, ) es invertible, por lo que (T(a_a;))™t = a;'Pa_'I y T(x..) es invertible

por la izquierda. Por lo cual, de (5.4), obtenemos para T'(a_a )T (x.)ps = Pa"'gy
$_ = Qa~'g lo siguiente

T()¢s = a3 Pa=Pa~'g = T(x_,)a; Pasg,
donde a;'Pa”'Pa~tg = a;' Pa, g por (5.5). Asf que
T(x-)T(x)p+ = T(x—»)a;' PaZ' Pa,g,

sy =T(x—x)ai' Payyg,

para T(x,.) = Px..P, (T(x,.))* = Px_,.,P,donde P = P*,y P* € B(LY(T",w™')). Tenemos

ahora que Ind T'(x_,,) = s y ademds, se tiene que (T'(x..))*® =0, donde ¢ € LL(T",w ™),

y ademds ¢ = P,_; = Co+Cit+...+C,,_1t* ! es un elemento arbitrario del ker T'(x_,,) €
LYT,w™h).

CD C%—l

T(x_,)¥ = Pt *P(Cy + Cit + ... + C,, 1771 = P(t7 ot

)=0
entonces se tiene que a;'Pa,glker T(x_,.)y

[ (@5 Posg Po@lar =0
T

Entonces la ecuacién (P + aQ)f = g tiene una solucién si g satisface la condicion (5.6).
Por lo que obtenemos que

f=—=Qa '"P)(T(x-x)a;"Parg + Qa"'g).

O

Teorema 5.2.3. Si < 0, entonces la ecuacion (P + aQ)f = g tiene la solucidn
general

f=U- Qa_lp)[(allpazl)(X—%Pa_lg + P 1)+ Qa_lg]’

para cada parte derecha en LP(I',w), y P_,_1 es un polinomio de grado —s — 1.

Demostracién. Ya que » < 0, tenemos que T(a™') = T(x,.)T(a_a,), donde T(x,.) es
invertible por la derecha, y (T'(a_ay))™' = a7'PaZ'l. De la ecuacién (5.4) tenemos lo
siguiente

T(x.)T(a—ay)py = Pa'g, (5.7)

v¢_ =Qa g, porloquesi T(a_ay)p, = T(x_,)Pa"tg, entonces T'(x,.)T(x_,)Pa~tg =
Pa=lg, vy asi

Yp = a;lPailT(X_%)Pa_lg = ajrlPa:lPX_%Pa_lg = a;lPailx_,{Pa_lg.
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Por lo que si T'(x.)T(a—ay)py = 0, se sigue que T'(a_ay)pr = P—, 1, por lo tanto
¢, = a;'Pa”'P_, ;. Entonces la solucién general de la ecuacién no homogénea (5.7) es
a;'Pa”'y_,Patg+a;'Pa”'P_, ;.

Ahora bien para
(I+Qa'P)f = (a;'Pa_")(x—,Pa'g+ P, 1)+ Qa'g
obtenemos el siguiente resultado

f==Qa"P)[(a;"Pa”")(x-_.Pa g+ P_...1) + Qa”'g).



Capitulo 6

Problema de Haseman con
coeficientes cuasi-continuos

6.1. Desplazamientos especiales

Sea T (a(t)) = G(t)®(t) + g(t) con w € A,(T), y ademds &*, &~ € LP(T,w),
G € QC(T) y g(t) € LP(T,w). Ademds &+ es analitica en D" con 0 € DT y &~ es
analitica en D~ con co € D™,y &~ (00) = 0. Donde

dE(2) = QLM/T%dT

con ¢ € LP(T,w) y z € D* respectivamente. Por las férmulas de Sokhotski-Plemelj
tenemos

v (1) = 300 + 5 [ Aar = (p)),
v (1) =500+ 5 [ Air = (P

donde P, = %] + %S y P = %I — %S, donde S = St es un operador singular integral con

nicleo de Cauchy. Por lo que ahora tenemos que

3o+ on [ A0 = Gl el) + o [ Ear+ g0

omi Jp 7 — aft) 2mi Jp T —t
(Prg)(a(t)) + G()(P-p)(t) = g(t).

93
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Sea (Wap)(t) = ¢(a(t)), entonces vamos a tener lo siguiente

(WaPro)(t) + (GP-p)(t) = g(t).

Sea o un homeomorfismo y un mapeo conforme que manda el dominio DT sobre si
mismo, i.e. a : DT — DT. Y ademds lo tenemos definido de la forma

w2 % , con |a| < 1.
z

6.2. Teoria de Fredholm y teoria de solubilidad

Uno de los caminos de solubilidad del problema de Haseman es intentar hacer un
cambio de variable para la funcién con el desplazamiento a una funciéon que no dependa

del desplazamiento pero que conserve las mismas propiedades de pertenecer al dominio
D+.

Ahora bien, tenemos que ®*(«(t)) = G(t)®(t) + g(t) para t € T, donde « tiene
una extensién analitica y biyectiva en D. Si hacemos el cambio U (¢) = ®T(a(t)) tenemos
lo siguiente

UH(t) = GO () + g(t), t €T, (6.1)
donde
Ut (z) = i/ 21) 4 e D (6.2)
21t Jpr—2 '
O (2) = %/’Ef(j—)zdﬂ 2 €D (6.3)

para el cual podemos resolver el problema como en el capitulo anterior y obtener los
siguientes resultados bajo las condiciones del capitulo 4.2. Sea G invertible en QC(T) y
G~! = G_x,.G; la factorizacién de Wiener-Hopf de la funcién G~ € QC(T).

Teorema 6.2.1. Si » = 0, entonces la ecuacion (P + GQ)p = g tiene solucion
unica
p=(GI'P+G Q)G g€ LP(T,w)
para cada g € LP(T,w).
Teorema 6.2.2. Si s > 0, entonces la ecuacion (P + GQ)y = g tiene solucion
unica

¢ =(I—QG 'P)(T(x-»)G{'PG1g + QG 'g)
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para g € LP(T,w) que satisface la condicion

/ (G PG g) P (D)dt] = 0, (6.4)

donde P,_1 es un polinomio de grado » — 1.

Teorema 6.2.3. Si s < 0, entonces la ecuacion (P + GQ)yp = g tiene la solucidn
general

=1 —-QG'P)(G{'PGT")(x PG g+ P_..1)+ QG g,

para cada parte derecha en LP(T,w), y P_,,_1 es un polinomio arbitrario de grado —s— 1.

Sustituyendo la densidad encontrada ¢ € LP(T,w) en las férmulas (6.2) y (6.3),
obtenemos UT(z) para 2 € DT y ®(z) para z € D~. Tomando ®*(z) = U (a"1(2)),
tenemos la solucion del problema de Haseman

P (a(t) =Gt)d (t) +g(t), teT.



o6

Teoria de Fredholm y teoria de solubilidad



Capitulo 7

Algebras de operadores integrales
singulares con coeficientes PQC en
espacios de Lebesgue

7.1. Introduccion

Sea B(X) el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que actiian
en un espacio de Banach X, sea K(X) el ideal bilateral cerrado de todos lo operadores
compactos en B(X), y sea B™(X) = B(X)/K(X) el dlgebra de Calkin de las clases
cocientes A™ := A + K(X), donde A € B(X). Un operador A € B(X) se dice que
es Fredholm si su imagén es cerrada y los espacios ker A y ker A* son de dimensién
finita (ver, [5], [13] y [14]). Equivalentemente, A € B(X) es Fredholm si y sélo si la clase
cociente A™ es invertible en el dlgebra B™(X). A continuacién asumiremos que p € (1, 00),
1/p+1/q =1,y consideremos el espacio de Lebesgue LP(T) dotado con la norma

[ fl|o(r) == (/T|f(7-)|p|d7—|)l/p'

Como es bien conocido (ver [12] y [3]), el operador integral singular de Cauchy St estd
dado por

(Spf)(t) = lim — /7r _ Lﬂtdﬂ e, (7.1)

e—0 7T T —

es acotado en cada espacio LP(T) si y sélo si p € (1, 00).

o7
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F : L*(R) — L*(R) denota la transformada de Fourier,

(Ff)(z) = /R f(Bedt, 7 € R.

Una funcién a € L>®(R) es llamado un multiplicador de Fourier en LP(R) si el operador
de convolucién W0(a) := F'aF mapea el subconjunto denso L*(R) N LF(R) de LP(R)
en si mismo y se extiende a un operador lineal acotado en LP(R). M, representa el alge-
bra de Banach con unidad de todos los multiplicadores de Fourier en LP(R) dotado con
operaciones puntuales y la norma ||al|n, := ||[W°(a)||pzrr))(ver [1], Corolario 2.9).

Definiendo B, := B(L*(T)) y K, := K(L?(T)) para p € (1,00), consideremos el
algebra de Banach

2, = alg{al, St: a€ PQC} C B, (7.2)

generada por todos los operadores de multiplicaciéon al (a € PQC) y por el operador
integral singular St, donde el dlgebra C* PQC C L*°(T) de funciones cuasi-continuas por
tramos es definida en la siguiente seccién. Como es bien conocido(ver, la demostracion [21],
Teorema 4.1.5), el ideal K, esta contenido en el dlgebra 2(, para todo p € (1,00). Junto
con el algebra de Banach 2, consideremos su subalgebra de Banach

Z, =alg{al :a € QC} C U, (7.3)

generada por todos los operadores de multiplicacion al para todo a € QC.

El objetivo es el estudio de las propiedades de Fredholm de operadores integrales
singulares con coeficientes cuasi-continuos a trozos en el espacio de Lebesgue LP(T) con
p € (1,00). Un simbolo de Fredholm calculado por el dlgebra de Banach 2, dado por (7.2)
es planeada para ser construida y un criterio de Fredholm de los operadores A € 2,
en términos de sus simbolos de Fredholm puede ser establecido por la aplicacién del
principio local de Allan-Douglas, el teorema de dos idempotentes y aplicando operadores
tipo convolucién de Mellin con simbolos continuos en el espacio LP(R, ).

7.2. Las algebras C* QC y PQC

7.2.1. El algebra C* QC de funciones cuasi-continuas

Sea L>(T) el élgebra C* de todas las funciones medibles acotadas en el circulo
unitario T := {z € C: |z| = 1}. C := C(T) y PC := PC(T) denotan las subalgebras C*
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de L*°(T) que consiste, respectivamente, de todas las funciones continuas en T y todas
las funciones continuas por trozos en T, es decir, las funciones tienen limites unilaterales
finitos en cada punto t € T. Para cada arco I C Tycada f € LY(T), el promedio de
f sobre I estd dado por I(f) := |I|7' [, f(7)|dr|, donde |I| := [, |dr| es la medida de
Lebesgue de I. Una funcwn f € LY(T) se dlce que tiene oscilaciéon media desaparecida
(“Vanishing mean oscillation”) en T si

lim ( sup |I|/‘f )= I(f)|ldr|) =

‘HO ICT, |1|1<6

El conjunto de funciones de oscilaciéon media desaparecida en T es denotado por
VMO.

Sea H* el subdlgebra cerrada de L>°(T) que consiste de todas las funciones que
son limites no tangenciales en T de funciones analiticas acotadas en el disco unitario
abierto D = {z € C : |z| < 1}. De acuerdo con [27], [28] el algebra C* QC de funciones
cuasicontinuas en T es definida por

QC = (H*+C)N(H®)+C) =VMO N L=(T). (7.4)

Dada un algebra C* conmutativa con unidad A, denotamos por M (A) el espacio de ideales
maximales de A. Como es bien conocido, los espacios de ideales maximales de las dlgebras
C'y PC pueden ser identificados, respectivamente, con T y T x {0,1} : M(QC) =T y
M(PC) =T x {0,1}. Ya que C C QC, podemos concluir que

= JM(QC),  M/(QC):={¢ € M(QC) : {le =1t} (7.5)

teT

donde M;(QC) son llamadas las fibras de M(QC) sobre los puntos ¢t € T. Para cada
(A1) € (1,00) X T, con t = € el mapeo

0+% .
e QC = C, fr=on(f) = i/ f(e™)dx,

21 Jo_ =
define un funcional lineal en QC*, la cual es identificado con el punto (), t). MY(QC) :=
M(QC) N closge+((1,00) x {t}) denota el conjunto de funcionales en M;(QC) que se

encuentra en la clausura en la topologia *-débil del conjunto (1,00) x {t}. Para cada
t € T, consideremos los conjuntos

MHQC) == {¢ € My(QC) : &(f) =0si f€QCy lim sup [f(z)] =0}

z—tt

My (QC) = {€ € Mi(QC) : &(f) = 0si f € QC y lim sup |f(2)] = 0}.

z—t—
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Para cada t € T, se sigue del Lema 3.2.2 que
M (QC) N M, (C) = MP(QC), M (QC) UM, (QC) = My(QC). (7.6)

Por lo tanto, la fibra M;(QC') se divide en los tres conjuntos disjuntos: M?(QC),

M (QC) = M (QC) \ MX(QC), y M, (QC) := M, (QC) \ MY (QC).

Fijando

M*(QC) = | M (QC), M°(QC) = M{(QC), M*(QC) : UMi QC). (7.7)

teT teT teT

7.2.2. El algebra C* PQC de funciones cuasi-continuas a trozos

Sea PQC' := alg(QC, PC) el subélgebra C* de L*(T) generada por las élgebras
C* QC' y PC'. Las funciones en PQC' son referidas como las funciones cuasi-continuas a
trozos. Ya que QC' C PQC, tenemos

M(PQC)= | ] MA(PQC), M(PQC) := {y € M(PQC) : yloc = &}
£eM(QC)

Hay un mapeo natural w de M (PQC) en M(QC) x {0,1}, el cual es dado de la siguiente
manera: definiendo £ = ylge,t = yle v v = y|pc para cada y € M(PQC), podemos
concluir que w(y) = (£,0) siv = (¢,0) y w(y) = (§,1) si v = (¢,1). Tenemos la siguiente
caracterizacién de fibras Mg (PQC) para & € M(QC)(ver [28], y también el Teorema 3.36
de [6]).

Lema 7.2.1. Seant € T y & € My(QC). Entonces

(i) M(PQC) = {(&, 1)} siempre que & € M, (QC);
(i1) Mc(PQC) = {(£,0)} siempre que & € M, (QC);
(iii) Me(PQC) = {(£,0),(&,1)} siempre que & € MY (QC). En este caso, sit = e y

{An} C (1,00) es tal que (An,t) — & en la topologia x—débil en QC*, entonces para
cada f € PQC,

0+ 0 ‘
(€,1)f = lim ﬁ/e F(e®)dz, (£,0)f = lim ﬁ/_ﬁ F(e™)d.

n—oo T n—oo 7T
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Para a € PQC' y £ € M(QC), denotamos
a(§7) == a(&,0) si £€ M~ (QQO), a(€7) :=a(&, 1) si £ € MT(QO). (7.8)

La topologia de Gelfand de M (PQC') puede ser descrita como sigue: una base de
vecindades de (&, u) € M(PQC) consiste de todos los conjuntos abiertos de la forma

W [(Uer x {0}) U (Ug, x {0, 1}] N M(PQC) si pu=0,
GO 7 [(Uee x {11 U (UL, x {0, 1] n M(PQC) st p=1,
para £ € My(QC) cont € T, donde Ugy = U N M(PQC), Us C M(QC) es una ve-

cindad abierta de &, y Ug,, Ugt consiste de todos los ¢ € Ug tal que 7 = (|¢ pertenece
respectivamente, a los arcos abiertos (te™*,t) y (t,te®) de T para algin ¢ € (0, 7).

(7.9)

7.3. Las algebras de Banach Z, y Z7

Dada p € (1,00), estudiemos el dlgebra de Banach Z, C B, dada por (7.3). Junto
con Z,, consideremos el algebra de Banach cociente

Z7 = (2, +Kp) /K,y (7.10)
que consiste de todas las clases cocientes [al|™ := al + IC, para todo a € QC.

Lema 7.3.1. Sip € (1,00), entonces los espacios de ideales mazimales M(Z) y
M(QC) pueden ser identificados:

M(Z]) = M(QC). (7.11)
Demostracion. Sia € QC es invertible en L>(T), entonces la funcién 1/a pertenece a el

algebra C* QC. Por lo tanto, la clase lateral [(1/a)I]™ es la inversa de la clase lateral [al]™
en el algebra de Banach Z7, la cual implica que

splal]" Cspa  para cada a € QC, (7.12)

donde sp x denota el espectro de un elemento x en un algebra de Banach con unidad.

Sila clase lateral [al]™ es invertible en el dlgebra de Banach Z7, entonces existe una
funcién b € QC' y un operador compacto K € K, tal que (ab — 1)I = K. Por lo tanto
ab =1 ya que Z,N K, = {0}, la cual implica la inclusién

sp a C splal]” para cada a € QC. (7.13)
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Por (7.12) y (7.13),
sp a = splal]” para cada ae€QC. (7.14)
Ademds, el mapeo a — [al]™ es una biyeccién de QC en Z7. Ya que

llad]"|| := inf flal + Kl|s, < lallls, = llal|zem)

y, en vista de (7.3),

lal| ooy = r(a) = r([al]) < [|[al]7]],
donde r(x) denota el radio espectral de un elemento x, concluimos que ||[al]™|| = ||a|| L (7),
y por lo tanto el mapeo a +— [al]™ es un isomorfismo isométrico de QC sobre Z7. Esto

permite a uno identificar los espacios de ideales maximales de QC' y Z7 por la férmula
p([al]™) = p(a), donde a € QC, p € M(QC) y ji € M(Z]), la cual nos da (7.11).

O

El siguiente resultado sigue del Teorema 3.10, de [17] y del Teorema 3.2, de [16] .

Teorema 7.3.1. Sea 1 < p; < oo y T € B(LPi(T)) para i = 1,2. Si el operador T
es compacto en el espacio LP*(T), entonces T es compacto en cada espacio LP(T) donde

1 1-6 0
- = + —, 0<0<l1. (7.15)
b y41 b2

Teorema 7.3.2. Seap € (1,00) ya € L>(T). El conmutador [al, St| = aSt—Stal
es compacto en el espacio LP(T) sty solo si a € QC.

Demostracion. Combinacién del criterio de compacidad [15] y de la representacion de
Sarason de funciones cuasi-continuas (7.4) inmediatamente implica el criterio: para a €
L>=(T), el conmutador T, := [al, St| es compacto en el espacio L*(T) si y s6lo si a € QC
(ver también [20], Seccién 2). Ya que cada conmutador T, para a € L*>°(T) es acotado en
todos los espacios LP(T) para p € (1,00), inferimos del Teorema 7.3.1, (o del resultado
de compacidad de extrapolacién compleja en [8], Teorema 2.1 o [7], Teorema 5.3) que la
compacidad de T, en cualquiera de los cuales a su vez es equivalente al hecho de que

a € QC.

]

Para el algebra de Banach 2, definida por (7.2), introducimos el dlgebra de Banach
cociente A7 = A, /K, (recordemos que K, C 2I,). Por el Teorema 7.3.2, el dlgebra de
Banach ZT es una subdlgebra central de 2(7. Esto significa que za = az para todos
z € Z] y todos a € AT.
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7.4. Principio local de Allan-Douglas y sus aplicacio-
nes

7.4.1. Principio local de Allan-Douglas

Ya que el Principio local de Allan-Douglas tiene un papel importante en el estudio
de la propiedad de Fredholm en &dlgebra de operadores, recordamos la formulacién (ver el
Teorema 7.47] de [10] y el Teorema 1.35 de [5]).

Teorema 7.4.1. (Principio local de Allan-Douglas) Sea A un dlgebra de Banach
con identidad e, Z una subdlgebra cerrada del centro de A la cual contiene a e, M(Z) el
espacio de ideales mazximales de Z. Para cada ideal maximal m € M(Z), J,, denota el
mds pequeno ideal cerrado bilateral de A que contiene a m y A, denota el dlgebra cociente

AT

(i) Un elemento a € A es invertible por la izquierda (derecha o bilateral) en A siy sélo
si para cada m € M(Z) la clase lateral a,, == a + J,, es invertible por la izquierda

en A,,.
(it) Para todo a € A el mapeo
M(Z) — [0, 00), m = ||am|

es semicontinua superior. Si a € A y eziste mg € M(Z2) tal que a,,, es invertible en
A, para toda m en una vecindad de my.

(iti) Si A es semisimple, entonces (,,cpr(z) Jm = {0}
(iv) Si A es un dlgebra C* entonces, para cada a € A,

lal| = mdx _[|an]].
meM)(Z)

A, denota el subdlgebra de Banach de B, que consiste en todos los operadores en
B, que conmutan médulo operadores compactos con cada operador A € Z,. Claramente,
A, contiene a 2, y por lo tanto, el dlgebra de Banach cociente A7 := A, /IC, contiene al
dlgebra de Banach A7 = 2A,/K,. Ademds, A7 es el conmutador del algebra cociente Z7,
y por lo tanto el dlgebra A7 es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin By = B, /K,
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que consiste de las clases laterales A™ := A + K, para todo A € B, es decir, el espectro
de todos los operadores A™ € A7 en las algebras A7 y B coinciden.

Por el Lema 7.3.1, M(QC) = M(Z]). Para cada { € M(QC), sea J: el mds
pequetio ideal cerrado bilateral del dlgebra de Banach A7 que contiene el ideal maximal

e ={lal]": a€QC, a(§) =0}

del dlgebra central Z7 de Aj. Consideremos el algebra de Banach cociente A7, := A7 / e
Por el Principio local de Allan-Douglas (ver [5], Teorema 1.35), tenemos inmediatamente
los siguientes resultados.

Lema 7.4.1. Una clase lateral A™ € A} es invertible en el dlgebra de Banach A}
sty sélo si para cada & € M(QC) la clase lateral Abe = AT + T es invertible en el
dlgebra de Banach A7 ..

s

Sea A7 . la mas pequena subalgebra cerrada de A7,

A7 . para todo A € 2,

que contiene las clase laterales

Corolario 7.4.1. Dado p € (1,00), un operador A € 2, es Fredholm en el espacio
de Lebesgue LP(T) (equivalentemente, la clase lateral A™ € AT es invertible en el dlgebra
de Banach A7) si'y sélo si para cada § € M(QC) la clase lateral A7 . € A7 es invertible
en el dlgebra de Banach AJ ..

7.4.2. Representantes locales

Identifiquemos las clases laterales A7 . para todo A € 2, y todo § € M (QC), donde
p € (1,00). Parat € T, x; v x; denotan las funciones caracteristicas de los intervalos
(—t,t) y (t,—t), respectivamente.

Lema 7.4.2. Sia € PQC,t €T, ¢ € My(QC), y una de las siguientes condiciones
se cumple:

0 si €€ M, (QO),
a(€*)=0 s €e M(QO), (7.16)
0 si &eMHQO),

entonces [al ];r,g = [O];,g = Jpe-

Demostracion. Es suficiente demostrar el Lema solo para funciones a € PQC' que tienen
conjuntos finitos de discontinuidades cuasicontinuas por trozos en T. Sit € T es un punto
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de tal discontinuidad para una funcién a € PQC de esa clase, entonces existen tinicamente
funciones af € QC tal que la funcién

a:=a—a;x; —a;x; (7.17)

desaparece en una vecindad abierta u; C T de t. Consideremos una pequena vecindad
abierta u; de t tal que la clausura de u; estd contenida en u,. Para cada £ € M, (QC),
ahora tomemos una funcién ¢ € QC tal que c¢(§) = 0y c(n) = 1 para todo n €
UTeT\at M-(QC). Entonces a = acg, lo cual implica que [al]], = JJ, y por tanto,
por (7.17),

[al]7 e = [(a; x; + ajxj)[]]’;é para cada £ e M, (QQO). (7.18)
Si ¢ € M?(QC), entonces inferimos de (7.18) y (7.16) que
af (§)=a(€)=0 y a(§)=al{)=0, (7.19)
va que x{ (&%) = x; (§7) = 1y x/(§7) = x; (%) = 0 por ([28], Lema 13). Ademds,
por (7.18) y (7.19), [(a; x; —1— at X7 )]]’T e, y entonces [al]7. = J; para todo § €
MY (QC).

Ademés, si € € M, (QC), entonces la clase lateral [x; I]™ € . En efecto, tomando
una funcién g € QC tal que g(§) =1y g =0 en MP(QC). Entonces por la demostracién

de (28], Lema 13), x; 9 € QC'y (x; 9)(§) = x; (t*)g(§) = 0. Por lo tanto,
D 11" =[xy 91" = [xq (9 — g()I],

donde [x; gI]" € I7, v [x; (9 — g(g))l]7r € JJ¢ lo cual significa que [y, I]" € JJ.
Similarmente, [x; 1] € J, si € € M; (QC). Asi, por (7.18),

[(a—a)) )" = [(ai — a7 )X{ 1" € e o £ € M (QO),

(@ =)™ =[(a; —al )i " € TFe st &€ M(QQ), (7.20)

lo cual implica junto con (7.16) que
a; () =al€) =0si €€ M, (QC),  a/(§) =al€¥) =0si € € M (QO).

Por lo tanto, [afI]™ € Iiesi§ € ]\Zi(QC), respectivamente y por lo tanto, por (7.20),
lal]7 ¢ = T, para todo € € MF(QC) también.
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Teorema 7.4.2. Para cadat € T y cada & € My(QC), el mapeo 6¢ : A — A7,
definida para los generadores al (a € PQC) y St del dlgebra de Banach 2, por

a6 )15, si €€ M (QO),
d¢(al) == ¢ [ +all )i ) ;e si € M(QC), (7.21)
a5 st €€ MF(QO)

(55(51[‘) = [ST];& St 5 € Mt(QC), (722)
se extiende al homomorfismo del dlgebra de Banach o¢ : 21, — A7 .. Mds ain,

sup [[0¢(A)[lag, < [|A7|| := fnf [[A+ K| paratodo A€,
€EM(QC) ’ &kp

Demostracion. Sea & € M(QC). Consideremos el homomorfismo del dlgebra de Banach
natural

e 1 Uy — AT — AT ¢, A AT = A7 ..

Para cada A € 2, tenemos
sup{|[d¢(A)|[ar, : £ € M(QC)} < |[A™]].

Queda por demostrar (7.21) para a € PQC ya que (7.22) para Sy € 2, es evidente.
Fijemos t € T y £ € My (QC). Para cada a € PQC, la funcién

a—al) si €e M (QC),
Gei=1 a—a(€)x; —al€)x; si &€ MYQO),
a—al€t) si €eMH(QO)

pertenece a PQC. Mas atin, por el Lema 7.4.2, [acI|™ € J], para cada § € M(QC). Esto
nos da (7.21) y completa la demostracién. O

El Teorema 7.4.2 y el Lema 7.4.1 implican lo siguiente.

Corolario 7.4.2. Un operador A € 2, es Fredholm en el espacio LP(T) si'y sdlo si
las clases laterales AT . = 0¢(A) € AT . son invertibles en las dlgebras cocientes A7 . para
todo £ € M(QC).
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7.4.3. Estructura de las algebras locales «4;?,5

Sea Py := (I+Sr)/2 las proyecciones mutuas en el espacio LP(T), donde p € (1, 00).
El Teorema 7.4.2 implica el siguiente resultado en la construccién de las algebras locales

P
Lema 7.4.3. Dadas p € (1,00) y § € M(QC), el dlgebra local A7, generada por
las clases laterales [St]7 ¢ y [al]7 . para todas a € PQC tiene la siguiente estructura:

(i) siteT y&e M)QC), entonces AT . es generada por la unidad IT . y dos idempo-
tentes

P;fg [P+]pg> ;,g = [Xj[];,g; (7-23)

(i) siteTyé e ]\Zi(QC) entonces A7 . es generada por la unidad I] . y un idempo-
tente

Pre =[Py (7.24)

pE

Demostracion. (i) Sit € Ty & € MP(QC) y a € PQC, entonces
[al]fe = [(a(€M)xy + al€ )i ) e = al§) e + a1}

[Stlpe = [Py = Plpe = 2[Pi]pe — Ipe,

donde @(¢) := a({T) — a(§7). Por lo tanto, el algebra de Banach A7, es generada
por la unidad I7. y dos idempotentes (7.23).

ii) SiteT e M*(QC , v a € PQC entonces, respectivamente,
(i) y ; y p

[aI];,g (f )[;57 [S’JI‘] [PJF] [;r,g-

Asi, en el caso del algebra de Banach A7, es generada por la unidad I], y el
idempotente (7.24).

[]

Si¢e M £(QC), entonces de acuerdo con el Lema 7.4.3(ii) el algebra de Banach
A7 ¢ es conmutativa, y la clase lateral de estd algebra tiene la forma

[C+P+ —+ C_P_];’E (Ci S C),
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donde [P]7, = Pr, y [P_|r, = IT, — PT

ver Y el mapeo O¢ definido por

Oc(Iye) = diag{1,1},  O¢(Py,) = diag{1,0}, (7.25)

se extiende a un isomorfismo del algebra de Banach ©¢ : AT . — diag{C,C} del élgebra
de Banach A7, en el dlgebra C* de las matrices diagonal complejas 2 X 2. Ademds, para
funciones arbltrarlas at+ € PQC,

la Py +a_PJfe =[a (5P +a_(§5)P)f,  si €€ MHQO),
respectivamente, y por lo tanto, por (7.25),
Ocllar Py +a_PJ5¢) = diag{as (%), a_(€5)}, (7.26)
obtenemos lo siguiente.

Teorema 7.4.3. Dado p € (1,00) y & € Mi(QC), el dlgebra de Banach A7 . es
inversamente cerrada en el dlgebra de Banach AJ ., y una clase lateral A7 . es invertible
en el dlgebra de Banach A7 . si'y solo si det©O¢(A7 . ) #0.

7.5. Operadores de convoluciéon de Mellin y sus apli-
caciones

7.5.1. Operadores de convoluciéon de Mellin

Sea du(t) = dt/t la medida invariante (normalizada) en R, . Consideremos la trans-
formada de Fourier en L*(R,du), la cual es llamada usualmente como la Transformada
de Mellin y es definida por

M DR ) PR, )@ = [ oS

Este es un operador invertible, con la inversa dada por

M= LR) — IAR,dy),  (M~lg)(t) = % /R gD da.
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Sea E el isomorfismo isométrico
E:LPR,dp) = L'(R),  (Ef)(x):=f(") (s €R). (7.27)

Entonces el mapeo A — E~!AFE transforma el operador de convolucién de Fourier dada
por W%(a) = F~'aF a el operador de convolucién de Mellin

Co(a) := M~*aM

con el mismo simbolo a. Por lo tanto, las clases M,, de multiplicadores de Fourier en LP(R)
coincide con las clases de multiplicadores de Mellin en LP(R,,du). Asi, el operador de
convolucién de Mellin Co(a) es acotado en el espacio LP(Ry,dp) si y sélo si a € M,,.

7.5.2. Multiplicadores continuos en la recta real

Si a es una funcién absolutamente continua de variacién total finita V(a) en R,
entonces a’ € L'(R) y V(a) = [;|d/(x)|dz. El conjunto V(R) de todas las funciones
absolutamente continuas de variacion total finita en R forman un &algebra de Banach
cuando estd dotado con la norma

lallv = [lal|L=@ + V(a).
El siguiente Teorema da un subconjunto importante de M,, (ver, por €j., el Teorema

17.1 de [4])

Teorema 7.5.1. [Desigualdad de Stechkin] Si a € PC tiene variacion total finita
V(a), entonces a € M, y

|allaz, < [|1Skl|szr@)) (lallre®) +V(a)),

donde Sg es el operador integral singular de Cauchy en R.

Siendo R = [~00,00]. Sea C,(R) la clausura en M, del conjunto de todas las
funciones a € C(R) con variacién total finita en R.

7.5.3. Algebra generada por el operador integral singular de
Cauchy

Supongamos que 2 es un algebra de Banach y & es un subconjunto de 2. algy®
denota la mas pequena algebra cerrada de 2l que contiene & e idy® denota el mas pequeno
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ideal cerrado bilateral de 2 que contiene &. Sea B := B(L’(R;)) y K = K(L*(R,)).
Consideramos los operadores Sg,, Rr, € B dadas por funciones f € LP(Ry) por

(5R+f>($) = % fuh %dy, 7.28
(Re. f)(@) =% fp, {dy o
+ : m JRy y+a

para casi todos los z € R,, donde las integrales son entendidas en sentido del valor
principal. Esos operadores son acotados en el espacio LP(R ) para todo p € (1, 00).

Consideremos el subélgebra de Banach A := algg{/, Sr, } del algebra de Banach B
e introducimos el isomorfismo isométrico

O = IP(R,) — LP(Ro,dp),  (BF)(t) :=tYPf(t)  (teR.). (7.29)

El siguiente resultado sigue de las secciones 4.2.2- 4.2.3 de [21].

Teorema 7.5.2. El dlgebra A es la_mds pequena subdlgebra cerrada de B que
contiene el operador ®1Co(a)® con a € CH(R). Las funciones

sp(x) := coth|m +1i/p], rp(x) == 1/sinhr(z +i/p)] (x € Ry), (7.30)

extendidas por continuidad a £+ oo, pertenecen a Cp(ﬁ) y los operadores S, y Rgr, son
similares a los operadores de convolucion de Mellin:

PSg, ' = Co(sy), PRp, &' = Co(ry). (7.31)

7.6. Estudio local del algebra de Banach %,

7.6.1. Algebras cocientes de Banach necesarias

Dado p € (1, 00), continuemos estudiando el algebra de Banach
A, = alg{al,St: a € PQC} C B,

de operadores integrales singulares con coeficientes PQC' en el espacio LP(T).
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Para cada £ € M°(QC), sea Ty el més pequeno ideal cerrado bilateral del algebra
de Banach A7 que contiene el ideal maximal

Ire =1lal]™ : a € QC,a(f) =0}

de la subdlgebra central Z7 de AT,y AT, = AT/TT..
Estudiaremos la clase lateral [St|7 . := [St|™ +
Sea E uno de los conjuntos U; = [~4,6] vy E, = [0,] C Ry, donde § >0, 0 < v <

+00, y QC(E) := VMO(E) N L*(E). Dado p € (1,00) y un conjunto E, sea A,(E) el
algebra de Banach de todos los operadores A € B(LP(E)) para el cual los conmutadores
[al, A] para todo a € QC(FE) son operadores compactos en el espacio LY (E), y AT(E) :=

A (E)/K,(E), donde K,(E) es el ideal de todos los operadores compactos en el espacio
LP(E).

Relacionando los caracteres & € MP(QC) y € € MY(QC(Uy)) por &(az) = &(a), don-
de a;(z) = a(te'™) para a € QC'y x € Uy, e identificando los caracteres £ € M{J(QC(FE))
para todo FE, consideremos el ideal cerrado bilateral J; 5 del dlgebra cociente de Ba-
nach A7(E), el cual es generado por el ideal maximal Z7,. p = {al + K,(E) : a €
QC(E),a(§) = 0} del subalgebra central Z7(FE) = {al + K,(E) : a € QC(E)} de AT(E).
Siendo [A]7, i := A" + T . Siendo AT (E) == AJ(E) /T g

Respecto a las funciones en L>(T) como extensiones arménicas dentro del disco
unitario abierto D, deducimos de [[28], pag. 821] que la restriccién ¢; de una funcién
f € QC a el radio [0,t], donde t € T, pertenecen a SOI0,t), es decir, es una funcién
continua acotada en el radio [0,¢) que oscila lentamente en el punto ¢. Entonces la funcién
f definida en T, por f(te®) = g;[t(1—]|x|/7)] (0 < |z| < 7) pertenece a SO, C SO® C QC,
donde SO; denota el conjunto de todas las funciones continuas y acotadas en T \ {t} que
son lentamente oscilatorias en ¢, y SO® es el algebra C* generada por todos los SO,
(t € T), y lim,_1[g:(tx) — f(tx)] = 0. Por lo tanto, cada funcién en SOI0,t) tiene la
extensién continua al conjunto compacto [0,t) U MP(QC), lo cual puede ser identificado
con M(SO[0,t)) (ver, [[28], pag. 823]).

Esto nos permite para cada t € T y cada a € SO? a relacionar los valores a(n) para
n € M{(QC). Esto es, para algiin t € T, definimos las fibras M2(QC) de MP(QC') sobre
los puntos ¢ € M;(SO?) por

M{(QC) = {n € M(QC) : nlsoo = ¢}

St a € SOy ¢ € My(SO?), entonces a(n) = a(¢) para todo n € M2(QC).
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7.6.2. Reduccion

Sea v = [0,0], donde U; = [—0,0] y 0 < § < /2, y sea x;, la funcién caracteristica
del arco u) := {te"” : x € U,NR,} C T. Consideremos el isomorfismo isométrico

Te: LP(wf) = LP(v),  (Tef)(@) = f(te™),  z €. (7.32)

Entonces para funciones ¢ € LP(y) y = € 7,

- 1 [ie¥y(y)dy
1 [ — —
v S X7 4e) = [ . (7.33)
Para 0 <z < y < 7/2, uno puede probar que
e
. — — <M < o0. (7.34)
e — e Yy—x

En vista de (7.34), podemos inferir que el operador dado para = € « por

vo 2 [ - L Joay

WY _ ol _
4 e —e y—x

es compacto en el espacio LP(vy). Entonces, se sigue de (7.33) que

[Te(x ST, ) Ty = [S,]7, (7.35)
donde el operador S, esta dado por
1 [ Y(y)dy
S = — | === )
(S¥)(x) = — -z (z €7)
Consideremos el isomorfismo isométrico
T :B(LP(Ry)) — B(LP(Ry,dp)), A ®AD — 1, (7.36)

donde @ es el isomorfismo isométrico de LP(R,) sobre LP(R,,du) dado por (7.29).
Entonces se sigue del Teorema 7.5.2 que
T (Sr,) = Co(sp), (7.37)
donde T estd dada por (7.36) y (7.29), la funcién s, € C(R) estd dada por (7.30).
Sea T, : L () = x,L*(Ry, dp) la restricciéon de 7. Por (7.37), obtenemos

[T, (ST = Dty Colsp)xy 1™ (7.38)
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Sea QC(y) = VMO(v) N L*(y). Ya que las funciones a € QC(y) conmutan con el
operador S, mddulo operadores compactos K € K,(7y), concluimos que el operador
lal, x,Co(S,)x~I] pertenece a K(x,L*(Ry,dp)) para todo a € QC(7).

Sea A,(7) la subélgebra de Banach de B(L”(7)) que consiste de todos los operadores
A € B(LF(v)) tales que los conmutadores [al, A] son compactos para todo a € QC(7).
Sea My(QC(v)) la fibra del espacio de ideales maximales de QQC() sobre el punto 0 € ~.
Consideremos el subconjunto cerrado Mg (QC(7)) C€ Mo(QC(7)). Aj(v) = Ap(7)/K(v).
Dado £ € Mg(QC(v)), sea JT.(7) el ideal bilateral cerrado del dlgebra de Banach A7 (y)
generado por el ideal maximal Z7 . (v) := {[al]" : a € QC(7),a(§) = 0} del dlgebra central
Z7 () == {[al]" : a € QC(v)} del dlgebra de Banach A7 (7).

Dadot € Ty ¢ € MP(QC), donde QC' = QC(T), consideremos los ideales bilaterales
cerrados J del algebra cociente de Banach Aj. Junto con J, consideremos el ideal

‘71:5(7)’ donde £ € M2(QC(7)) es asociado con & € M2(QC) como sigue: a € QC(7) es

definida por a(z) = a(te") para todo x € v y cada a € QC(T). Entonces £(a) = £(a)
para cada a € QC(T) y cada £ € MP(QC(T)).

Anélogamente, el algebra de Banach A, (IR, ) es la subalgebra de Banach de B(LP(R,))
consiste de todos los operadores A € B(LP(R.)) tales que los conmutadores [al, A]
son compactos para todo a € QC(R,), donde QC(R,) = VMO(R,) N L>®(R,). Sea
My(QC(R,)) la fibra del espacio de ideales maximales de QC(R..) sobre el punto 0 € R.
Consideremos el subconjunto cerrado M{J(QC(R,)) de la fibra My(QC(R,)). Definiendo
AT(RL) = Ap(Ry)/Ky(Ry). Dado & € MG(QC(Ry)), sea (R, ) el ideal bilateral ce-
rrado del dlgebra de Banach A7(R,) generada por el ideal maximal Z7 (R, ) := {[al]" :
a € QO(R,),a(§) = 0} del algebra central Z7(Ry) := {[al]™ : a € QC(R4)} del dlgebra
de Banach AT(R, ).

Junto con el ideal jp “5(7), consideremos el ideal jp ”g(R+), donde identificamos los

puntos £ € MY(QC(y)) y € € MX(QC(R,)) asumiendo que la funcién @ € QC(v) se
extiende a una funcién @ € QC(R,) (dejaremos la notacién de a@ para la extensién).

Se sigue de (7.35) que para cada t € T, cada £ € MP(QC(T)) y el correspondiente-
mente & € Mg (QC(7)),

sp[Stlf = sp[Te(xut Stxu ) Y7 IE (7.39)
donde sp(x) es el espectro de un elemento z, y
(s S ) T3 2 = [S,]2 =[S, ]2 (7.40)

Aplicando (7.37), concluimos que
splSr,|" = sp[T (Sr.)]" = sp[Co(s)]". (7.41)
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Es facil ver que

5plSe. )" = splCol(s,))" = 5,(R). (7.42)
Pero

sp(R) = {coth(mz + 7i/p) : * € R}. (7.43)

Entonces la invertibilidad de la clase lateral [Sg,|™ en el dlgebra de Banach A™(R )

implica la invertibilidad de la clase lateral [Sg,] £ en el algebra de Banach Aé’i(R+) pa-

ra cada £ € MJ(QC(v)). Se puede probar la afirmacién inversa: Para cualquier £ €
M2(QC(7)), la invertibilidad de la clase lateral [Sg +]21 en el algebra de Banach Ag(RJr)
implica, respectivamente, la invertibilidad de la clase lateral [Sg, |™ en el dlgebra de Banach
A™(R.). Por lo tanto, inferimos de (7.42) que para cada Ee MJ(QC(v)),

[Sie, ] = splCo(sp)]™ = 5p(R), (7.44)

donde s,(R) estd dada por (7.43).

7.7. El teorema de dos idempotentes y sus aplicacio-
nes

7.7.1. El teorema de dos idempotentes

Si & € M°(QC), donde M°(QC) esta dado por (7.7), entonces por el Lema 7.4.3(i)
se sigue que el calculo de simbolos para el dlgebra de Banach A;;g puede ser obtenida
aplicando el teorema de dos idempotentes (ver el Teorema 8.7 de [3]). Notemos que la
formulacion del Teorema 7.7.1 abajo difiere de la formulcion del Teorema 1.6.1 equivalente.

Teorema 7.7.1. Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y sean p y q idempo-
tentes distintos de cero en B. Sea A la subdlgebra cerrada mds pequeria de B que contiene
ae, pyq. Fijando X := e — (p— q)* y supongamos que los puntos 0 y 1 no son puntos
aislados en spgX . Definiendo el mapeo w, : {e,p,q} — C**? para u € C por

_ |10 _ |t o _ p p(l = p)
donde /(1 — p) significa un valor arbitrario de la raiz cuadrada. Entonces
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(a) para cada p € spaX el mapeo w, se extiende a un homomorfismo del dlgebra de
Banach w,, de A en C**%;

(b) un elemento A € A es invertible en el dlgebra B siy solo si det w,(A) # 0 para todo
pE spX;

(c) un elemento A € A es invertible en el dlgebra A si y solo si det w,(A) # 0 para
todo 1 € spaX.

Necesitamos aplicar el Teorema 7.7.1 para cada £ € M°(QC) y

B=MNe A=A e=Le p=F 1=Q (7.45)
X =[Xilje = I} — (B — Qp),

donde P, y @5, son dados por (7.23), y el punto t € T es asociado con el carédcter, es
decir, el fun(nonal multiplicativo t = &|¢.

7.7.2. El espectro de las clases laterales [X,|7, para £ € MP(QC)
yteT

Dado t € T, consideremos las clases laterales [X;]™, donde
Xii=1—(xj1—-Py)* e, CA, (7.46)
Para cada t € T y cada £ € M?(QC), de acuerdo con (7.23), consideremos la clase
lateral
[Xilpe == OG'T = PL)*I" + T, (7.47)

la cual pertenece al dlgebra de Banach AT.. Por (7.46) y (7.47) vemos que [Xi|7, =
[Xi]™ 4+ T para todo £ € M)(QC) y todo t eT.

Sea v = [0,6], donde Uy = [-6,8] y 0 < § < 7/2, y sea uy = {te” : x € U;} C T.
Consideremos el isomorfismo isométrico

T ) > ), T = {1000 (7.43)

donde la norma de funciones vectoriales ¢ = {p};_, € L5(7) con entradas en LP(7) esta
dada por [[¢1] = (o1l )+ ll2all,)) 7. Se pucde ver que

T Sexa) T 1] = {[S g :[R”]W] , (7.49)
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donde los operadores S, y R, son dadas por

S = = [UU (R - = [HY e

i Y+

Identificando los puntos &€ € M2(QC) y € € MY(QC(7)) por la regla £(a o tei)) = £(a)
para todo a € QC, podemos concluir de (7.49) que

. . S 7T~ _ R 7T~
[Tt(XUtSTXuz)T;l];E = [[RW]]Z;EN _[[S’Y]]g;’fﬁ ) (750)
&y Tpy

s AT s 0
donde Apfm/ = A"+ J e para cadat € Ty cada £ € MP(QC).

Entonces se sigue del Teorema 7.5.2 que
T (Sr,) = Co(sp), T(Rr,) = Co(rp), (7.51)

donde T esta dado por (7.36) y (7.29), y las funciones s, r, € C,(R) son dadas por (7.30).
Sea T, : LP(y) = x,LP(Ry, dp) la restriccién de T a 7. Por (7.51), obtenemos

T(S,01 = b T (2, 17 = [ Cols, o 11 .
[T (R))]" = [XWT(RRJF)XVI]W = [x,Co(rp) X+ 1] '

Identificando los puntos € € MY(QC (7)) y € € MA(QC(R,)), deducimos de (7.50)
y (7.52) que N

[:ft (Xut S'JI‘XUt ) Tt 1];5

_ [X’YT_1<CO<8P))X’YI];£’,Y _[XVT_I(CO(Tp))X'YI];gN (7.53)
BT Cotre Il e ~ba T (Cols)a e | '

Teorema 7.7.2. Seap € (1,00). Sit €T y & € MP(QC), entonces
spar, [ Xilpe = spar [ Xilp e = £y, (7.54)
donde
L, = {(1+ cothlrx + wi/p|)/2 : x € [—00,00]}. (7.55)

Demostracién. Fijemos t € Ty £ € MY (QC), donde M (QC) esta dado por (7.6). Cla-
ramente,

SPA] [Xt];,i - SpAz,g[XutXtXuJ];,@ (7.56)



El teorema de dos idempotentes y sus aplicaciones 7

donde [(xu, —1)I|™ € JJ. Seay = [0, 6], donde U; = [-0,5] y 0 < § < 7/2. Consideremos
el isomorfismo 1sometr1co T, : LP(u;) — L5(7) dado por (7.48). Se sigue de (7.49) que

(Telxu (I = (0T — Po)?)xa Y

= diag{[XA/Z_l(] + SR+)XWI]TF7 [XWQ_I(I + SR+)XWI]W}' (7'57)

Identificando los puntos £ € MJ(QC()) vy MJ(QC(R,)), concluimos que si A™ €
entonces

p&’

Yol A" DYy = DAL 2 DG 1T,
donde A7, € j” , bara todo i, j = 1,2. Por lo tanto, por (7.56), (7.57) y la propiedad
[y — 1) ] € j A ; la clase lateral [X;]7 ; es invertible en el dlgebra de Banach A7, si
y s6lo si la matrlz dlagonal

diag{[ (I+SR+)];;§R C 27N+ SR+)]Z,§R }

con entradas en ApE(RJF) es invertible en el algebra de Banach A ( +). Consecuente-
mente, haciendo uso del teorema del mapeo espectral, obtenemos

SpAg,ﬁ [Xt];rf = SpA;g(RJr)p_l(I + SR+)];,§,R+
=27 (1 + Spar ~(R+)[SR+]p§R+)
lo cual implica en vista de (7.44) que
spag [Xilpe =27 (14 5,(R) = £y,

donde L, estd dada por (7.55). Finalmente, puesto que el conjunto £, no separa el plano
complejo C, la primer igualdad en (7.54) se sigue de los Corolarios del Teorema 10.18
de [23].

]

7.7.3. Corolario del Teorema de dos idempotentes

Los Teoremas 7.7.1 y 7.7.2 implican lo siguiente.

Teorema 7.7.3. Seap € (1,00) y sea & € MP(QC) parat € T. Entonces el dlgebra
de Banach A7 . es inversamente cerrada en el dlgebra de Banach A7, y
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(i) para cada pi € Ly, el mapeo m, : {I7., PTe, Qr .} — C**?* dada por

T\ T o T\ I M(l - ll)
7TM<[p,§) - I2><27 (Pp§> |:0 0:| ) Wﬂ( p,{) - ,U,(l — N) 1 m )
se extiende a un homomorfismo del dlgebra de Banach m, @ A7, — C?*2, donde

(1 — p) un valor arbitrario de la raiz cuadrada;

(i) una clase lateral AT, € AT . es invertible en el algebm de Banach A} . (equivalente-
mente, en el algebm A7 ) sty sdlo si det[m, (A7 )] # 0 para todo ji 6 L,.

7.8. El estudio de Fredholm del algebra de Banach
2L

Con el algebra de Banach 2, asociamos el conjunto

m =, (7.58)
teT
donde, para cada t € T,
M= M (QC)U (| (&) x £,) uMF(QC) (7.59)
£eMP(QC)
y L, estd dada por (7.55). Fijemos
mE = MEHQC), M= ) {x L, (7.60)
£eMO(QC)

donde los conjuntos M*(QC) y M°(QC) son definidos por (7.7). B(M,C>2) la C*-

dlgebra de todas las funciones matriciales acotadas f : 9t — C2*2.

Teorema 7.8.1. Sea p € (1,00). Entonces el mapeo Sym : {al : a € PQC} U
{Sr} — B(M, C>*?) dado por las funciones matriciales

(Sym St)(¢) := diag{1,—1} para todo € M,

diag{a(&,0),a(&,0)} para todo ¢ =& € M~ (QC),
a(§7 1):“ + (l(f, O)(l - :u) [a(ga 1) - a(f, 0)]9(”)

para todo ¢ = (&, 1) con & € M°(QC) y e Ly,

diag{a(§,1),a(&,1)} para todo ( =& € MT(QC),
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donde a(&, 1) es la transformada de Gelfand de una funcion a € PQC para (&) €
M(PQC) y o(p) = /(1 = p) para todo p € Ugeproooy Lo que se extiende a un homo-
morfismo del dlgebra de Banach

Sym : A, — B, C2*?) (7.62)

cuyo kernel contiene a todos los operadores compactos en LP(T). El dlgebra de Banach 7
es inversamente cerrado en el dlgebra de Calkin BJ, y un operador A € %4, es Fredholm
en un espacio LP(T) si y sdlo si

det((Sym A)(()) #0 para todo ¢ € M. (7.63)

Demostracion. Este Teorema se demuestra con la ayuda del Teorema 7.4.2, del Corola-
rio 7.4.2, del Teorema 7.4.3 y el Teorema 7.7.3.

[]
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Capitulo 8

Problemas de frontera de Riemann y
Haseman con coeficientes PQC

8.1. Problema de frontera de Riemann

Este problema consiste en encontrar una funcién ®(z) = 5= [ I %dT analitica

271
en todo el plano complejo excepto en los puntos que estan dados por la curva T, con

@ € LP(T) que satisfacen la condicién de frontera
O (t) = G(t)D (t) + g(t), para t €T (8.1)

donde ®*(t) son los valores limite de la funcién desconocida ®(z), definidas de la siguiente
manera

v7(0) = 3o(0) + 5 [ A0 = [Pegl(t), con P = 51+ 55)

271 T—1

1 1 1
O (t) = —zp(t) + — / de = —[P_¢|(t), con P_ = 5([ — St)
T
y G(t) es cuasi-continua por trozos en T, g(t) € LP(T) son funciones dadas.

Reescribiendo obtenemos lo siguiente:
(Pr+GP)p=g

81
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(U450 + G5 - S)p =0

Aplicando el Teorema 7.8.1 a la ecuacién anterior con el operador A = P, + GP_, calcu-
lamos det Sym A, hagamoslo por casos

Caso 1: Sea £ € M~(QC)

;o

0
:Bﬂ+BG£ﬁ:BCﬁm}

Ahora calculemos su determinante

det [é G(E 0)} — G(£,0) 0.

Caso 2: £ € M°(QC) y p€ L,

{1 O}Jr{ D+ GE0)(1—p)  [G(E1) —G(E,0)]e
00 [G(E,1) = G(E0)]o(n)  GED —p)+G(€

)
- asuzaenen)- b o

Ahora calculemos su determinante

derly ae oo = cena - uceon 2o

Caso 3: Sea & € M+(QC)

;o5

1
:BH+BG£J:BG£J'

Ahora calculemos su determinante

det [(1) G(g, 1)} — G(€,1) 0.

Por lo que, para los tres casos obtenemos que el determinante de Sym A es distinto de cero.
Aplicando el Teorema 7.8.1 obtenemos que el operador A = P, + GP_ es de Fredholm,
por lo que el operador de Toeplitz T(G™') = P,G7'P, es también de Fredholm, y por
el teorema de Simonenko 4.2.4 G~! admite una factorizacién de Wiener-Hopf, por lo que
podemos ver que nuestro problema se resuelve como en el Capitulo 5.
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8.2. Problema de frontera de Haseman

Sea @1 (a(t)) = G(t)P (t)+g(t) con T, &~ € LP(T), G € PQC(T) y g(t) € L*(T).
Ademds ®* es analitica en D' con 0 € DT y &~ es analitica en D~ con co € D™, y

®~(00) = 0. Donde
dE(2) = L/ #(7) dr

271 T—2

con ¢ € LP(T) y 2 € D* respectivamente. Por las férmulas de Sokhotski-Plemelj tenemos

v (0 = 300+ 5 [ 20 4 — (P,

211 T—1
O (t) = —%cp(t) + % /T f(—_T)th = —(P-p)(®),

donde P, = %I + %S y P = %[ — %S , S = St es un operador singular integral con nticleo
de Cauchy. Por lo que ahora tenemos que

%gp(a(t)) + = /T ﬂcﬁ = G(t) { — %cp(t) + L/T P (7) dT:| +9(1),

210 Jo T — aft) 21l Jp T — 1t

(Pro)(a(t)) + G (P-p)(t) = g(1).

Sea (Wap)(t) = ¢(a(t)), entonces vamos a tener lo siguiente

(WaPrp)(t) + (GP-9)(t) = g(t).

Sea v un homeomorfismo que manda el dominio D" en si mismo, i.e. a : DT — D,
Y ademsés lo tenemos definido de la forma

alz) =e ;_Z, con |a| < 1.
az

1 —

Entonces o es un mapeo conforme de DT sobre DT que tiene extensién continua a la
-+t ‘ . . . . . .

cerradura D de Dt. Ademds, | conserva la orientacién de la circunferencia unitaria

T =0D".

Uno de los caminos para estudiar la solubilidad del problema de Haseman es intentar
hacer un cambio de variable para la funcion con el desplazamiento a una funcién que no
dependa del desplazamiento pero que conserve las mismas propiedades de pertenecer al
dominio DT,



84 Problema de frontera de Haseman

Ahora bien, tenemos que ®*(a(t)) = G(t)® (t) + g(t) para t € T, si hacemos el

cambio UT(t) = ®T(«(t)) tenemos lo siguiente

Ut(t)=G@t)P (t) +g(t), t €T,

donde )
Ut (z) = _/ 20 47 e Dt
2t Jp T — 2
1
O (z) = _/ 20 g s e D
2 Jr T — 2

para el cual podemos resolver el problema como en el Capitulo 6.

(8.2)
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