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Introduccion

Las primeras formulaciones de problemas de valor en la frontera para funciones analiticas
fueron debido a B. Riemann (1857). Las ecuaciones integrales singulares con desplaza-
miento estdn conectadas con problemas de frontera de forma natural. Siguiendo el trabajo
de B. Riemann, D. Hilbert (1905), C. Haseman (1907) y T. Carleman (1932) también con-
sideraron problemas de este tipo.
Hace unos 50 anos, matemaéticos soviéticos empezaron un estudio sistemético de estos
temas. Los primeros trabajos fueron realizados en Thilisi por D. Kveselava (1946-1948).
Después, esta teoria se desarrollé aiin mas en Thilisi, asi como en otros centros cientificos
soviéticos. A principios de los 60’s algunos trabajos surgieron en otros paises como China,
Polonia, Alemania, Vietnam y Korea. En las ultimas dos décadas la geografia de investi-
gaciones de operadores integrales singulares con desplazamiento se expandié significativa-
mente, incluyendo paises como Estados Unidos, Portugal y México. Hasta la fecha, han
aparecido mas de 600 publicaciones sobre estos temas. Este estudio es de gran impor-
tancia ya que las aplicaciones abarcan diversas areas tanto de las matematicas como de
la fisica, en particular, varias aplicaciones han sido desarrolladas en las siguientes teorias
[18]: teorfa de problemas limite para ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden
de tipo mixto (eliptica-hiperbdlica), teoria de enlaces infinitesimales en superficies de cur-
vatura positiva, teoria de corrientes de cavidad en un liquido ideal, fisica del plasma, etc.

En esta tesis nos enfocamos principalmente en los problemas de Riemann y de Carle-
man. Estudiamos, primero, el problema de Carleman para funciones que pertenecen a la
clase de Holder, reduciendo el problema de Carleman al problema de Riemann mediante
el teorema de adhesion conforme. Mas adelante se consideran clases més generales de
funciones para las cuales necesitamos la teoria de Fredholm y el principio local de Allan-
Douglas.

La tesis se organiza de la siguiente manera: en el capitulo 1 introducimos la teoria

de Fredholm, algunos conceptos necesarios para el estudio de los problemas de Riemann
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Introduccién v

y Carleman para la teoria clasica, asi como su extension a coeficientes que pertenecen
a clases mas generales de funciones mediante la aplicacién del principio local de Allan-
Douglas. Las funciones de desplazamiento se describen en este capitulo.

En el capitulo 2 introducimos los problemas de Riemann y Carleman usando la teoria
clasica [18]. El problema de Riemann es de utilidad para establecer la solubilidad del
problema de Carleman utilizando el teorema de adhesién conforme para reducir el prob-
lema de Carleman al problema de Riemann.

En el capitulo 3 definimos los pesos potenciales y pesos de Muckenhoupt, materia teérica
sobre operadores de Toeplitz y factorizacién de Wiener-Hopf, la cual nos ayuda en el es-
tudio de invertibilidad de operadores de Toeplitz para encontrar la solucién al problema
de Riemann con coeficientes en los espacios de Lebesgue con peso.  El capitulo 4 es una
reduccién del problema de Carleman al problema de Riemann usando los resultados de
los dos capitulos anteriores.

El capitulo 5 esta dedicado al estudio de la invertibilidad del operador integral singular
con coeficientes continuos a trozos en los espacios de Lebesgue con pesos potenciales.

El capitulo 6 muestra los resultados obtenidos para resolver el problema de Carle-
man con coeficientes en la clase de funciones lentamente oscilatorias a trozos en espacios
de Lebesgue con pesos potenciales. Usando la descripcién del espacio de ideales maxi-
males del algebra C* de funciones lentamente oscilatorias a trozos, el principio local de
Allan-Douglas, relaciones con operadores de convolucion de Mellin, el teorema sobre dos
idempotentes, fue construido un calculo simbélico de Fredholm para el algebra de Banach
20, , de todos operadores integrales singulares con coeficientes lentamente oscilatorios a
trozos en cada espacio de Lebesgue LP con peso potencial p. Aplicando este calculo fue
establecido un criterio de Fredholm de operadores A € 21, , y como corolario fue obtenido
un criterio de Fredholm para operador integral singular asociado con el problema de fron-
tera de Riemann. Después fueron consideradas sus aplicaciones al problema de frontera

de Carleman.
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CAPITULO 1

Preliminares.

1.1 Teoria de Fredholm.

La teoria de Fredholm esta desarrollada en el libro [11]. Sean X7 y X5 espacios de Banach.
Denotamos por L£(X7, X5) el espacio de Banach de todos los operadores lineales acotados
A que actian de X; en X, con la norma || Al = sup{||Az| : ||z]]| = 1}. Si X es un
espacio de Banach, denotamos por £(X) el espacio £(X, X). Este espacio es un algebra
de Banach, el producto es la composicién de operadores.

El kernel y la imagen de un operador A € £(X1, X3) son
kerA:={r e X,: Az =0}, ImA:={Az:ze X;}.

Como el operador A es acotado, ker A es un subespacio cerrado de X;. La dimensién
del subespacio ker A, es decir, el nimero de soluciones linealmente independientes de la

ecuacion

Ar =0 (1)

se denotard por a(A), y lo escribimos a(A) = dim ker A.

Vamos a usar la siguiente notacion para el operador conjugado. Sean X7 y X; los espacios
de todos los funcionales lineales acotados definidos en X; y X, respectivamente, los
llamados espacios conjugados. Si A € L£(X1, X5), entonces el operador conjugado A* :
X5 — X{ es definido por la relacién (A*u)(z) = u(Ax) para u € X;. El conjunto
ker A* := {u € X5 : A*u = 0} es un subespacio de X} con dimension a(A*) = dim ker A*.

Un operador lineal acotado A € L( X, X3) es llamado normalmente soluble si la ecuacién
Ar =y (2)

1



1.1. TEORIA DE FREDHOLM. 2

es soluble para aquellos y sdlo aquellos y € X5 los cuales son ortogonales a todas las

soluciones homogeneas de la ecuacion A*u = 0, es decir, si y sélo si
u(y) = 0 para todas las funciones u € ker A*. (3)

Ahora introducimos las definiciones de operador de Noether y su indice.
Definicién 1. Un operador A € L£(X;, X3) es llamado un operador de Noether si
(i) A es un operador normalmente soluble,
(ii) a(A) y a(A*) son nimeros finitos.

Definicién 2. El entero ind A = a(A) — a(A*) es llamado el indice del operador de
Noether A.

Se puede probar que la condicién de solubilidad normal de un operador A es equivalente
a la condicién que el conjunto Im A es cerrado en el espacio X», es decir, Im A = Im A.
El espacio cociente X,/ Im A es llamado el cokernel del operador A y se denota por
coker A = X,/ Im A. Denotamos su dimensién por 3(A) = dimcoker A. Se puede
probar que, para un operador normalmente soluble A € £(X7, X5), el subespacio ker A*
tiene dimensién finita si y sélo si el subespacio coker A tiene dimension finita y entonces
a(A*) = B(A). De esta manera obtenemos la siguiente definicién alterna de un operador
de Noether.

Definicién 3. Un operador A € L£(X;, X3) es llamado un operador de Noether si
i) A es un operador normalmente soluble ( Im A = Im A),
ii) a(A)y B(A) son nimeros finitos.

La siguiente definicién distingue una clase particular de los operadores de Noether: los

operadores de Fredholm.

Definicién 4. Un operador de Noether cuyo indice es cero es llamado operador de
Fredholm.

El llamado operador candnico de Fredholm (u operador de Riesz-Schauder) A = I+D €
L(X), donde I es el operador identidad en X y D es un operador compacto, es un ejemplo
simple de un operador de Fredholm. A continuaciéon enunciamos algunas propiedades de

operadores de Noether.



3 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

1. Un operador A es de Noether si y sélo si el operador conjugado A* es de Noether y

entonces ind A* = —ind A.

2. Para un operador de Noether dado A existe un nimero positivo p(A) tal que, para
todos los operadores lineales acotados B que satisfacen la desigualdad ||B]| < p(A),

el operador A + B es también un operador de Noether y ind (A + B) = ind A.

3. Si A es un operador de Noether y D es un operador compacto, entonces A + D es

un operador de Noether y ind (A + D) = ind A.

4. Si B € L(X1,X,) vy A € L(X3, X3) son operadores de Noether, entonces su com-
posicion AB € L(X1, X3) es también un operador de Noether y ind (AB) = ind A+
ind B.

Definicién 5. Decimos que un operador A admite una regularizacion izquierda (derecha)
si existen operadores lineales acotados R tales que el producto RA (AR) es un operador

canonico de Fredholm.

El operador R es llamado un regularizador izquierdo (derecho) del operador A. Se dice
que un operador admite una reqularizacion si el operador A admite simultaneamente una
regularizacion izquierda y derecha (bilateral). El regularizador bilateral del operador A

esta determinado hasta un operador compacto.

5. Criterio de Noether. Las siguientes afirmaciones sobre un operador A € £(X;, X»)

son equivalentes:
(a) A es un operador de Noether;
(b) El operador A admite una regularizacion;
(c) Existen operadores By € L(Xs, X1) v By € L(Xs, X1) tales que B1A y ABy

son operadores de Noether.

6. La alternativa de Fredholm. Para una ecuacion Axz = y con un operador de Fredholm

A, una de las siguientes alternativas se sostiene:

(a) La ecuacién homogénea Axr = 0 no tiene soluciones linealmente independi-
entes (a(A) = 0), y la ecuacién Ax = y es soluble incondicionalmente y

univocamente.



1.2. EL PRINCIPIO LOCAL DE ALLAN-DOUGLAS. 4

(b) La ecuacién homogénea Az = 0 tiene soluciones no triviales, y entonces para
la solubilidad de la ecuacién Az = y es necesario y suficiente que a(A) cumpla

las condiciones de solubilidad u(y) = 0.

1.2 El principio local de Allan-Douglas.

Se puede ver [5, Seccién 1.7] los resultados de esta seccion.

Definicién 1.1. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e. Un subconjunto M C A

es llamado clase de localizacién si
(i) 0¢ M,

(i) para cualesquiera fi, fo € M existe un tercer elemento f € M tal que f;f = ff; =
f(i=12).

Dos elementos a, b € A se dice que son M-equivalentes por la izquierda (respectivamente
por la derecha) si
inf ||[(a—10 =0 respectivamente inf a—"b)|=0].
inf a0 =0 (e inf a1l =0)

Un elemento a € A es llamado M-invertible por la izquierda (resp. por la derecha) si
existen un b € A y una f € M tal que baf = f (resp. fab= f). Un sistema {M, },cr de
clases de localizacion se dice que es una cubierta si de cada eleccién { f;}rer (f- € M)
puede seleccionarse un nimero finito de elementos f.,, ..., f, cuya suma es invertible en
A.

Ahora suponga que T es un espacio topolégico. Entonces un sistema {M, },cr de clases

de localizacion se dice que es una superposicion si
(iii) cada M, es un subconjunto acotado de A;

(iv) f € M,, (10 € T) implica que f € M, para toda 7 en alguna vecindad abierta de

70,

(v) los elementos de F' := U M, conmutan por pares.
TeT

Sea { M, }.cr un sistema de superposicién de clases de localizacion. El conmutador de F

es el conjunto
Com F:={a€A:af = faVfeF}.
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Es claro que Com F es una subalgebra cerrada de A. Para 7 € T, sea Z, denota el
conjunto de todos los elementos en Com F' que son M, -equivalentes a cero por la izquierda
y por la derecha. Note que (en vista de (iii)) Z, es un ideal bilateral cerrado de Com F
el cual no contiene la identidad (si e € Z,, entonces existen f, € M, tales que || f,|| = 0
cuando n — oo, y por lo tanto existe g, # 0 en M, tal que f,g, = g., de esto sigue que
|| f2ll > 1, lo cual es una contradiccién). Para cada a € Com F sea a” denota la clase
a+ Z, del algebra cociente Com F/Z,.

Finalmente, recordar que una funcién f : ¥ — R dada en un espacio topoldgico Y es
llamada semi continua por arriba en y, € Y si para cada € > 0 existe una vecindad
U. CY de yp tal que f(y) < f(yo) + € siempre que y € U.. La funcién f se dice es semi
continua por arriba en Y si es semi continua por arriba en cada y € Y. Equivalentemente,
f es semi continua por arriba en Y si y sélo si {y € Y : f(y) < a} es un subconjunto
abierto de Y para cada a € R. Observe que si Y es un espacio de Hausdorff compacto y
f Y — R es una funcion acotada y semi continua por arriba en Y, entonces existe un

Yo € Y tal que f(yo) = sup f(y). Sea GA el grupo de elementos invertibles en un algebra
yey
A.

Lema 1.1. (a) Sea M una clase de localizacion, sean a,ay € A, y suponga que a y ag son
M -equivalentes por la izquierda (resp. por la derecha). Entonces a es M -invertible

por la izquierda (resp. por la derecha) si y sdlo si ag también lo es.

(b) Sea {M,},er un sistema de clases de localizacion que tienen la propiedad (iii) de la
definicion 1.1, sean T € T ya € Com F. Entonces a es M -invertible en Com F' por

la izquierda y por la derecha si y sélo si a™ € G(Com F/Z,).

Teorema 1.1. (Gohberg/Krupnik) Sea A un dlgebra de Banach con identidad, sea

{M.}rer un sistema de clases de localizacion que es cubierta, y sea a € Com F.

(a) Suponga que, para cada T € T, a es M,-equivalente por la izquierda (resp. por la
derecha) a a. € A. Entonces a es invertible por izquierda (resp. por derecha) en A si

y solo si a, es M -invertible por la izquierda (resp. por la derecha) para todo T € T.

(b) Si el sistema { M} er tiene la propiedad (iii) de la definicion 1.1, entonces a € GA

si y solo si a” es invertible en Com F/Z, para todo T € T.
(c) Sea el sistema {M;},cr es superposicion. Entonces el mapeo

TRy, 7 |d]
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es semicontinuo por arriba. Si a™ € G(Com F/Z.) para algin 19 € T, entonces

a” € G(Com F/Z.) para toda T en alguna vecindad abierta de Tg.

Definicién 1.2. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e. El centro Cen A de A es
el conjunto de todos los elementos Z € A con la propiedad que za = az para toda a € A.
Claramente, Cen A es una subdlgebra conmutativa cerrada de A. Sea B una subdlgebra
cerrada de Cen A que contiene a e. En consecuencia, B es también conmutativa. Si
N C B es un ideal mazximal de B, entonces Jy denotard el mds pequeno ideal bilateral

cerrado de A que contiene a N, esto es,

Jn = closy {Zxkak m €€ Zy,x € N,a;, € A}.

k=1
Por supuesto, puede suceder que Jy = A. FEn el caso Jy # A denotamos por Ay el
dlgebra cociente A/Jn y, para a € A, por ay la clase a + Jy. Si Jy = A, entonces Ay
se referird al dlgebra {©} cuyo unico elemento © es al mismo tiempo cero y la identidad;
ponemos entonces ay = © para cada a € A y hacemos la convencion que ay € GAy y

lan|| = 0 para cada a € A. Note que en cualquier caso |lay| = dist (a, Jy).

Lema 1.2. [5] Sea L un ideal mazimal izquierdo, derecho o bilateral de A. Entonces

LN B es un ideal maximal de B.

Teorema 1.2. (Principio local de Allan-Douglas) Sea la situacidn como en la Definicion
1.2.

(a) Sia € A, entonces a es invertible por la izquierda (derecha, resp. bilateral) en A si

y sélo si ay es invertible por la izquierda (derecha, resp. bilateral) en Ax para toda
N e M(B).
(b) El mapeo
M(B) —- Ry, N~ |ay]

es semicontinuo por arriba. Sia € A yay, € GAp,, entonces ay € GAy para toda

N en alguna vecindad abierta de Ny.

(c) Si A es semisimple, es decir, la interseccion de todos ideales mazimales izquierdos

consiste solo de cero, entonces

(N v ={0}.

NeM(B)
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(d) Si A es un dlgebra C*, entonces, para a € A,

lall = max_flaw]|.
M(B)
Observacién. Si A y B son élgebras C*, entonces Jy # A para cada N € M(B). En
efecto, si Ny € M(B), entonces existe un b € B tal que lA)(NO) =1y0< B(N) < 1 para
N # Ny, y el inciso (d) del teorema anterior da

L=l = max vl = mas [BNen | = flexol

Por lo tanto ey, # 0, y asi Jy, # A.

Si A= C, (C son las funciones continuas en el circulo unitario T) y B = C4 (el algebra
del disco), entonces M (B) = closD (el disco unitario cerrado) y es facil ver que, para
z € closD, J, # C siysolosi z € T. Esto es un caso especial de un resultado més general:
si A es un algebra de Banach conmutativa con elemento identidad, entonces Jy # A para
toda N que pertenece a la frontera de Shilov de M (A) (ver [5, Seccién 1.20]).

1.3 Funcién de desplazamiento.

Vamos a introducir algunas propiedades de mapeos homeomorfos de una curva simple I"
sobre ella misma y daremos su clasificacién (ver [18]).

Sea I' una curva cerrada o no cerrada, simple, orientada y «(¢) un mapeo homeomorfo de
la curva I' sobre ella misma. Denotaremos por (7,t) ([7,t]) un arco abierto (cerrado) de
la curva I' con puntos extremos 7 y t que corre de acuerdo a la orientacion aceptada. Un
homeomorfismo a(t) : T' — T es llamado desplazamiento. Luego, si no se hacen otras
suposiciones, siempre supondremos que la funcion desplazamiento a(t) tiene derivada
a/(t) la cual nunca se anula en I' y satisface la condicién de Holder en todo T

Una clasificacién de desplazamientos que es suficiente para nuestro proposito esta basada

en los siguiente hechos:

1) El mapeo definido por la funcién a(t) o preserva la orientacién aceptada en I' o cambia

la orientacién en I' en la direccién contraria.
2) El mapeo a(t) : I' = I' puede o no tener puntos periédicos en I

3) Si existen puntos periddicos, entonces o todos los puntos de la curva son periédicos o

los puntos periédicos de «(t) forman un cierto subconjunto cerrado.
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A veces llamaremos a un homeomorfismo «(t) que preserva orientacién en I un desplaza-
miento directo y a un homeomorfismo «(t) que cambia la orientacién en I' un desplaza-
miento tnverso. Desplazamientos directos y desplazamientos inversos a veces se denotan
como oy (t) v a_(t), respectivamente.

Un punto ¢t € T' es llamado un punto periddico del desplazamiento «(t) con multiplici-
dad k > 1, si ap(t) =ty (para k > 1) a4(t) # t para toda ¢ = 1,2,...,k — 1, donde
a;(t) = a(a;—1(t)), y acordamos que ap(t) = t. Un punto periddico con multiplicidad uno
es llamado un punto fijo.

Denotamos por M («, k) el conjunto de puntos periédicos de un desplazamiento «(t) con
multiplicidad k. La sucesion «,(t), n = 1,2,... es una sucesion iterativa del desplaza-

miento «(t) en el punto t € I'.

Clasificacién de desplazamientos que preservan orientacion.

El conjunto M* de todos los homeomorfismos que preservan orientacién de un contorno

cerrado simple sobre él mismo puede ser dividido en las siguientes clases.
(1) (clase M;") Existe un entero k > 2 (el menor) tal que M(a, k) =T.
(2) (clase M) M(a, k) # 0y M(a, k) #T.

(3) (clase M3") M(a, k) = 0.

Un desplazamiento «(t) que satisface la condicién M («, k) =T para k > 2 es llamado un
desplazamiento de Carleman. En otro caso se le llama desplazamiento no Carleman.
El conjunto M~ de todos los homeomorfismos de I' sobre ella misma que cambia ori-

entacion se divide en las clases M; y M, definidas por las siguientes condiciones:
(1) as(t) =t (desplazamiento de Carleman).

(2) as(t) es tal que M(a, k) # 0y M(a, k) # T', y M(as,1) # () (desplazamiento no

Carleman).

De esta clasificacion se sigue que no existe un homeomorfismo a(t) de un contorno simple
I' sobre si mismo que cambie la orientacién en I' y sea un desplazamiento de Carleman

tal que el nimero mas pequeno es k > 2.
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Indice de Cauchy.

Una curva orientada simple I' es llamada una curva de Lyapunov si la siguiente condicion
se satisface: la recta tangente a I' en cada punto ¢ existe y forma un dngulo ©(t) con el

eje de las abscisas que satisface la condicién de Holder
|@(t1)—@<t2)| >M|t1—t2|ﬂ, A>O, O<,u< 1.

Sea I" una curva cerrada orientada y f(¢) una funcién continua tal que f(t) # 0 en I
Denotamos por {arg f(¢)} el incremento total del argumento de la funcién f cuando ¢

corre la curva I'. El indice de Cauchy de la funcién f es, por definicion, el entero

K= % {arg f(t)} = Ind pf(2).

De las definiciones de desplazamientos directos e inversos, . (t) y a_(t), se sigue inmedi-

atamente que
1 1
S fargas () =1, o~ {arga_ ()} = ~L.

No es dificil mostrar que
1

Py {argo/ (t)},. =0

% {arga/ (1)}, = —2.

Desplazamientos especiales.

En esta parte consideramos la funcién fraccional lineal en el circulo unitario complejo, es
decir, I' =T,

alt) = 57

Es facil verificar que a(t) € T, a(a(t)) = t y que los puntos ¢ y «(t) se mueven en T

teT, peC\T. (1.1)

en la misma direccién o en direccién contraria si || < 1 o || > 1, respectivamente.
Elegimos a(t) = €”t. Si § es un muiltiplo racional de 7, entonces obtenemos ejemplos
de desplazamientos que pertenecen a la clase M,  con cualquier k > 2, y si 6 no es un
racional multiplo de 7, entonces obtenemos ejemplos de desplazamientos que pertenecen

a la clase M, . Ahora consideremos la funcién fraccional lineal

_at+b

=——~  teT, 2o bEP=xy, v==£1 1.2
o jaf* =l =7, 7 (1.2)

aft)
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Es fécil ver que «a(t) € T y preserva o cambia orientacién en I' si v = +1 0o v = —1,
respectivamente. Por lo tanto a(t) € M, siy=+1y a(t) € My siy=—1.

La funcién desplazamiento que buscamos debe pertenecer a la clase M, , es decir, que
cambia la orientacion y satisface condicién de Carleman. Entonces consideramos las
funciones fraccionales lineales que mandan el disco unitario en el mismo

1—az’

|z] < 1.

con |a| < 1, 0 € [0,27) y que satisfacen condiciones que necesitamos, o(a(z)) = z y que
cambia orientaciéon en T. Por lo tanto el desplazamiento buscado para el problema de

Carleman es

a—1
at) = = (1.3)
este desplazamiento cambia orientacion, verificamos cuando se satisface la condicién de
Carleman.
a—t
a(o(t) = —=L
1= ala—_ai
B a(l—at) — (a—1)
(—at) —a(a—1)
a(l—at)—a+t

l—at—a*+at’
La condicién se cumple cuando a = @.

Por lo tanto la funcién desplazamiento queda de la siguiente manera

a—t
t) = —.
a() 1—at

la cual en la curva que consideramos es equivalente a

De modo que la funcién de desplazamiento queda descrita por la funcion

a —

a(z)

:1—612

Esta funcién cambia orientacién de T y manda interior del disco en exterior.



CAPITULO 2
Problema de frontera de Carleman.

El problema de frontera de Carleman es un problema de valor en la frontera para funciones
analiticas que implican una funcion desplazamiento la cual invierte la orientacion de la
frontera. Sea I" una curva cerrada simple en el plano complejo y sea D el dominio acotado
por I'. Sea a(t) una funcién compleja en I' que induce un mapeo uno a uno de I' sobre
ella misma que invierte la direccién del recorrido en I' y ademads satisface la condicion de

Carleman

Ademads suponemos que la derivada o’(t) satisface la condicién de Holder.
Entonces, el problema de frontera de Carleman consiste en encontrar una funcién ®(z),
analitica en D, excepto para un numero finito de polos, continua en D UT y sujeta a la

condicion:
O(aft)) = G)2(t) +g(t), tel ()

donde las funciones G(t) y ¢(t) dadas en I' satisfacen la condicién de Hélder y G(t) # 0
en I'. El problema (I) es llamado problema de frontera de Carleman (ver [18]).

Si no se agregan otras condiciones en el desplazamiento «(t) y en las funciones G(t),
g(t), entonces el problema (I) se dice, es ultradefinido, de acuerdo a esta razén, no es de
Noether. Entonces, el problema (I) es estudiado bajo suposiciones adicionales las cuales
pretenden eliminar la ultradefinicién en las condiciones de frontera. Suponemos que los
coeficientes G(t) y g(t) obedecen un sistema de identidades que son escritas més adelante.
En este caso, es posible desarrollar una teoria de solubilidad para el problema (I).

Para el estudio del problema (I) es posible aplicar el método de ecuacién integral y el

11
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método de adhesion conforme. Al final el problema de Carleman es reducido al problema
de Riemann de valor en la frontera en un contorno abierto.
Una reduccién del problema de Carleman mediante el teorema de adhesion conforme nos

lleva al problema de Riemann el cudl analizamos a continuacion.

2.1 Problema de Riemann.

Operador integral singular.

En esta tesis consideramos que los operadores actiian en los siguientes espacios de Banach:
L,I') (1 <p<oo), H,(I') (0 < < 1). Recordemos que L,(I") es el espacio de todas las
funciones medibles de Lebesgue ¢ en I' que son absolutamente integrables en la p-ésima

potencia. La norma en L,(I') es dada por

lell, = ( [ 1ot |dt|)1/p.

H,(T") es un espacio de funciones definidas en I' que satisfacen la condiciéon de Holder con

exponente p. La norma en H,(I") estd dada por

_ |o(7) — #(t)]
lelly, = $2¥|¢(t)| + G T
Como es usual denotamos por C(I") el espacio de Banach de todas las funciones continuas

en [' con la norma

Il = max o(8)].

Consideramos la integral de tipo Cauchy

B(z) = L/F o)y e (1)

T —Z

y el operador integral singular

¥ T—1

(Srp)(t) = i/ 2(7) dr , terl,

donde la integral es entendida en el sentido del valor principal de Cauchy, la funcién ﬁ
es llamada el kernel de Cauchy y la funcién ¢(t), llamada densidad de la integral singular,
pertenece al espacio L,(I") (1 < p < 00) o al espacio H,(I') (0 < p < 1).

El operador Sr tiene las siguientes propiedades ([11], [12], [18]):
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1. El operador integral singular S es acotado en los espacios L,(I') (1 < p < o0) y
H,I) (0<p<l)ySeL(H (), H_.(I')) donde € > 0 es un valor pequefio si
i = 1. La afirmacién 1 también es verdadera en el caso cuando I' es una curva

cerrada simple. Note que si I' =T = {t : [t| = 1}, entonces ||S]|,, 1) = 1.

2. Si I' es una curva cerrada, entonces S? = I donde I es el operador identidad

(propiedad de involucién).

3. El operador D = aS — Sal es compacto en L,(I') o H,(T') si a(t) € C(I') o a(t) €

H,(T'), respectivamente.

Si ¢(t) € H,(T') entonces existen limites angulares finitos ®*(t) (®(t)) con z — ¢ (t €
I'yzeD") (z—t(tel,ze D7)). Esos valores limite son expresados por las formulas
de Sokhotsky-Plemely

1

e(t) = [Ie) () +(Sp) ()] . ()=

5 U O)+(Se) )] (2.1)

N | —

y pertenecen al espacio H,(I') o Hi_.(I") si ¢ < 1 o pp = 1, correspondientemente. Se dice
que una funcién analitica en D* (D~) pertenecen a la clase H,(DT UT) (H,(D~ UT))
o L,(DTUT) (L,(D~ UT)) si esta es representada por una integral de tipo Cauchy con
densidad de H,(I") o L,(I"). Si ¢(t) € L,(I"), entonces las férmulas (2.1) se sostienen en

casi todo T'. Las funciones ®*(#) pertenecen al mismo espacio L,(I).

Enunciado del problema de Riemann.

Sea I" una curva cerrada simple que divide el plano complejo en una parte interior D* (3 0)
y una parte exterior D~ (3 o0). Sean G y g funciones definidas en I'. El problema de
frontera de Riemann es enunciado en la siguiente manera:
Encontrar funciones ®*(z) y @~ (z) analiticas en DT y D~ respectivamente, que satisfacen
la condicion

Ot (t) =GH)P () +g(t), teTl, (2.2)

impuesta en sus valores limite ®* en el contorno I'.

Buscamos soluciones en la clase de funciones analiticas que son representadas como in-
tegral de tipo de Cauchy con densidades en los espacios de Holder H,(I') (0 < u < 1) o
en los espacios de Lebesgue L,(I') (1 <p < o0). Si G, g € H,(I'), entonces los valores
limite ®*(t) y ®~(¢) existen en todo I' y pertenecen a H,(I'). Si G € C(I'), g € L,(I")

entonces O (t) y ~(¢) existen en casi todo I' y pertenecen a L,(T").
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Solucién al problema de salto.

Sea I' una curva cerrada simple y g € H,, t € I'. Consideramos el problema de Riemann
(2.2), donde

Pt (z) = L/r 9(7) dr, z€D*

- omi

T—2
1
= (z) = _/ 97) 4o sep
2m Jp T — 2
Mediante las proyecciones ®* = P, gy &~ = —P_g tenemos para t € I’
1 1 [ g(7)
O (t) = —g(t) + — d
®) 2g<)+27rz'/r7'—t7
_ 1 1 [ g(7)
O (t) = —=g(t)+ — | =-Ld
®) 2g()+27ri/p7—t T’

O (t) — 2 (t) = g(t).

Vamos a considerar el problema homogeneo
¢t (t)=GH)P (t), teT,

donde G € H,(') y G(t) # 0 para todos t € . Sea s :=Ind G = ={arg G(t)}r.

Caso 1) % =0
Tomamos logaritmo de ambos lados de la igualdad
In®*(t) =InG(t) + In ().
Sea U*(z) = In ®*(2), de esta manera obtenemos el problema
Ut(t) — U (t) =InG(t)

Por lo tanto

UE(z) = L/ lnG(T)dT, z € D*.
r

- omi T— 2z
Sea ty € T,

In G(to + O) =In ’G(t0)| + iarg G(to + 0),
InG(to — 0) =In|G(ty)| + iarg G(to — 0).

Pero s = 0, entonces arg G(to + 0) = arg G(to — 0).

Las soluciones serén ®+(z) = ¢¥" (), 2 € D* y &F(t) = V70,
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Caso 2) »#0

Sea h(t) :=t7*,t € I, e introducimos la funcién

Obtenemos que Ind G = >+ Ind h = »x — 2 = 0.
Ahora tenemos el problema
ST (t) = t”Go(t) D (t)
donde la funcién Go(t) tiene indice cero. Introducimos las funciones x*(z) = % (),

X~ (2) = 2% ) donde

1 1
UE(2) = — / —DGO<T>d7, 2 € D*,
r

2 T—Z

El coeficiente Gy(t) admite la factorizacion
Go(t) = x"(t)/x"(t) (2:3)

y sustituyendo esta factorizacién en el problema de salto obtenemos

) ()
OO 24

Ya que la funcién ;I:: ((f)) tiene un polo en z = oo y por el teorema generalizado de Liouville,

tal funcién es un polinomio de grado s» — 1. Por lo tanto las soluciones del problema
homogéneo son
O*(2) = xF(2)P._1(2) (2.5)

donde P,_1(z) es un polinomio de grado no mayor que > — 1 con coeficientes complejos
Co,Cly---,Cs1, Para s¢ > 0.

La solucién general del problema (2.2) se completa de la siguiente manera. Procedemos
de manera similar para el problema homogeneo tal que ahora sustituimos (2.3) en (2.2)

y obtenemos

() 27 () , ()
O RO . (2.6)

Puesto que xi* € H,(T') se sigue que

90 _ gy — 1) (2.7)
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donde . ) d
g(T T
U(z) = — ——
(2) 210 Jp xt ()7 — 2

(2.8)

Asi la condicién de frontera (2.6) puede reescribirse en la forma

Ot (t O (¢
PO ey POy
X*(t) X~ (t)
Sea s > 0. Aplicando el principio de continuacién analitica y el teorema generalizado de

Liouville, obtenemos la solucién al problema de frontera de Riemann (2.2) tiene la forma
DE(2) = xE(2)UE(2) + xF(2) Py (2), (2.9)

donde P,_1(z) =0si =0y P,_1(2) es un polinomio de grado no mayor que » — 1 con
coeficientes complejos ¢q, ¢, ..., 1, para s > 0.

Sea s < 0. Entonces se sigue del teorema de Liouville usual que P, 1(z) = 0. Para
obtener que la funcién ®~(z) sea analitica, es necesario y suficiente que el componente
U~ (z) de la integral de tipo de Cauchy (2.8) tenga un cero de orden no menor que —s+ 1
en el punto z = co. Al expandir ¥~ (z) en serie de potencias en una vecindad del punto

z = 00, obtenemos las condiciones de solubilidad del problema (2.2) para el caso s < 0:

t
/g()tkldtzo . k=1,2,..., —s. (2.10)
FX+<t)

Entonces, el siguiente teorema es valido.

Teorema 2.1. El numero | de soluciones linealmente independientes y el niumero p de
condiciones de solubilidad linealmente independientes del problema de frontera de Rie-

mann (2.2) para un par de funciones estan dadas por
[ = max(0, ») , p = max(0, —s). (2.11)

Las soluciones y las condiciones de solubilidad del problema (2.2) son expresadas en forma

explicita (por medio de las integrales de tipo de Cauchy) por las formulas (2.9) y (2.10).

Lema 2.1. Si I" es un contorno simple cerrado y t = [((z) es un mapeo conforme del

disco unitario abierto sobre I', entonces la funcion

__B©Q 1 -
K62 = gy ~ e (=1 k<D

esta acotada de la siguiente manera

|k((,2)| < c=cte, 0<pu<l.

c
¢ — 2"
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2.2 Problema de frontera de Carleman.

Enunciado del problema. Condiciones de solubilidad.

Formulamos el problema de frontera de Carleman para el disco unitario complejo D:
Encontrar una funcién ®*(z) analitica en el dominio D%, y satisface la condicién de

Holder en DT UT, por la condicién de frontera
Ot (a(t)) = Gt)®T(t) +g(t) enT, (2.12)

donde a(t) es un desplazamiento inverso de Carleman (a_(a_(t)) = t), y G(t), g(t),
o(t)e H(T), G(t) #0,a/(t) #0,t T
Sustituyendo ¢ por «(t) en la condicién (2.12) y haciendo uso de la condicién a(a(t)) = t,

obtenemos

(1) = G(a() P (a(t) + gla(t)). (2.13)

Eliminando de (2.12) y (2.13) el valor limite ®*(«(t)), obtenemos
O (t) = G(a(t))G()DT(t) + Gla(t))g(t) + gla(t)). (2.14)

Debemos considerar dos casos, admitiendo ya sea G(a(t))G(t) # 1 o que G(a(t))G(t) = 1,
t € I'. El caso G(a(t))G(t) — 1 = 0 en el subconjunto de medida cero serd también de
interés, pero por ahora no tiene que ser estudiado.

Supongamos que

Gla(t)G(t)#1 , teTl. (2.15)
Es féacil ver, de (2.14), que el problema homogéneo
o7 (a(t) = G(t)2"(?)

no tiene soluciones no triviales. Ahora, considere el problema no homogéneo (2.12).

Entonces, de (2.14), obtenemos

ton _ Gla®)g(t) +g(alt)
)= Glamen W

Obviamente v(t) € H,(I'). Por lo tanto la funcién v(¢) puede representarse en la forma
v(t) =v(t)t—v~(t), donde v*(t) y v~ (t) son los valores limite en I" de funciones analiticas

en DT y D™, respectivamente. Asi, bajo la condicién (2.15), dos casos son posibles:
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1. v7(t) =0, es decir, v(t) es el valor limite de una funcién analitica y este problema

@+@y—iL%:W”dr

o JpT—2
2. v~ (t) # 0. En este caso, el problema (2.12) no es soluble.

tiene una unica solucién

Ahora supongamos que
G(a(t))G(t) =1, tel (2.16)
Aqui también hay dos posibles casos:

1. G(a(t))g(t) + g(a(t)) # 0 en un subconjunto de medida no nula de I'. En este caso,
problema (2.12) no es soluble para la clase de funciones considerada, ya que ahi no existen
valores limites de la funcién ®*(z) en el subconjunto de I' de medida no nula.

2.

Gla(D)g(t) + gla(t))

Nuestro andlisis muestra que la teorfa del problema (2.12) es trivial en todos los casos

0, tel. (2.17)

considerados hasta ahora excepto los casos donde las condiciones (2.16) y (2.17) se satis-
facen simultdneamente, y justo esos casos vamos a considerar a continuacion.

Note que las funciones

G(t) = _hlh(ig)) v g(t) = ha(t) ;1?;)(04@))7

donde hy(t), ho(t) son cualesquiera funciones en H,(I") con hy(t) # 0, satisfacen las condi-
ciones (2.16) y (2.17).

Representaciones integrales. Solucién del problema-salto de fron-
tera de Carleman (interior)

En este punto deducimos representaciones integrales para cualesquiera funciones analiticas
en un dominio acotado simplemente conexo D™, con frontera I', y satisface la condicién de
Holder en DT UT. Si tenemos presente sélo aquellas necesidades que surgen en la solucién
del problema (2.12), entonces es suficiente conseguir una representacién integral para una

funcién analitica en un dominio. En esta seccién a(t) es un desplazamiento inverso. Los

casos en los que «(t) satisface la condicién de Carleman serdn especificados.
Lema 2.2. Los problemas de frontera
O (a(t)) =105 (t) , A==+l (2.18)

no tienen otras soluciones aparte de constantes arbitrarias.
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Demostracion. Aplicando la proyeccién P_ = (I — S)/2 a ®] y ®; tenemos las igual-
dades

1 1 O (1
1 1 oI (1

Haciendo una sustitucién ¢t — «(t) y 7 — a(7) en (2.19), obtenemos

Lot a R S GO a(r))dr =
597 (0(0) + 5 [ STt a(n)ir = o (221)

Usando la condicién (2.18), de (2.21) obtenemos

2050+ 5 [ S ag(rar —o. 2:22)

Sumamos (2.20) y (2.22) dividido por A, tenemos

B (1) — — /F< ! o/(7) )cp;(T)dT:o (2.23)

omi Jo\7—t  a(r) —a(t)

La ecuacion (2.23), ya que el operador integral definido por

(Kep)r) = [

r

< ! o Tl(t)) o} (r)dr, 7 €T,

T—t ofr)—

es compacto de acuerdo al Lema 2.1, es una ecuacién de Fredholm. Por lo tanto tiene
un nimero finito de soluciones linealmente independientes. Si @3 (¢) no es una constante,
tenemos que el problema

O (aft)) = A0 (1)

también tiene soluciones (®7)(¢) y (®3)*(t) para todos k € N. Tenemos una con-
tradiccion. O

Lema 2.3 es probado andlogamente.
Lema 2.3. Los problemas de frontera para una dominio no acotado D~
O (a(t)) = APy (1) , A==£L1 (2.24)

no tienen otras soluciones aparte de constantes arbitrarias en la clase de funciones analiticas
acotadas en infinito y no tienen soluciones no triviales en la clase de funciones analiticas

que desaparecen en infinito.
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El siguiente resultado es consecuencia directa de los Lemas 2.2 y 2.3.
Lema 2.4. Los problemas de frontera
O (a(t)) = A0T(t) , A=l

no tienen otras soluciones aparte de constantes en DT, y esta constante igual a cero si

A = —1. Los problemas de frontera
O (a(t) =AD" () , A==+l

no tienen soluciones acotadas en infinito aparte de constantes, esta constante igual a cero

si A= —1, y no tiene soluciones no triviales que satisfacen la condicion ®~(oc0) = 0.

Lema 2.5. La ecuacion integral canonica de Fredholm

ca0=e0+ 50 [ (75

no tiene soluciones no triviales.

/(7_

)
dr =0 2.25
L) etois (2.25)
Demostracion. Sea o(t) una solucién de la ecuacion (2.25). Consideramos las integrales
de tipo Cauchy

21 T—2z

@f(z)—L/MdT , zeD”"

Pl (2) = _ 1 [e) dr

, , z€DT,
2m Jp T — 2

donde a1 (t) es el homeomorfismo inverso de (t). Es facil ver que (£L_¢) (1) = @ (a(t))—
5 (t) = 0. Del Lema 2.2, obtenemos que ®(z) — ®3(z) = ¢, donde ¢ es una constante
arbitraria. Por lo tanto

= / plaa(r) —c Car =0 ze D"
r

21 T—2z

1
—,/Mdf =0 , zeD" (2.26)
r

271 T— 2z

Se sigue de las identidades (2.26) que las funciones p(a_1(t)) — ¢ y ¢(t) + ¢ son valores

limite de funciones analiticas en el dominio D~ y desaparecen en infinito, es decir

plaa() —c=9r(t) o) +e=¢y (1), b (00) =0 , i=12
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Eliminando la funcién ¢(t) de esas igualdades, obtenemos el problema de frontera

ey (aft)) = ¢y (t) — 2 (2.27)

cuya solucion debe encontrarse en la clase de funciones que desaparecen en infinito. La
condicién de frontera (2.27) puede ser reescrita en la forma de un problema homogéneo,

llamémosle
Wi (a(t) =Wy (1), (2.11)

donde Wy (2) = ¢7 (2)+¢, Wy (2) = ¥5 (2)—c. De acuerdo al Lema 2.3, la solucién general

del problema (2.11") es una constante: Wi (z) = W5 (2) = ¢;. Usando las condiciones

;7 (00) = 0, i = 1,2, obtenemos ¢; = ¢y ¢; = —¢, es decir, ¢; = ¢ = 0. Por lo tanto
Yy (2) =W (2) —c=c1 —c=0,95(2) = Wy (2) + ¢ =c¢; +c¢c= 0. En consecuencia
o(t) = 0. O

Sea «(t) un desplazamiento de Carleman (a(a(t)) = t). Consideramos la ecuacién

integral de Fredholm no homogenea
(L-¢) (t) = g(t) (2.28)
suponiendo que la funcién g(t) satisface una de las condiciones:
gla(t))+Ag(t) =0, con A=+1 6 A=-1. (2.29)

Lema 2.6. Si a(t) es un desplazamiento inverso de Carleman y la parte derecha de la
ecuacion (2.28) obedece una de las identidades (2.29), entonces la ecuacion (2.28) tiene

una unica solucion, y esta solucion satisface una de las condiciones
ela(t)) +Ae(t) =0 , A==1. (2.30)

Demostracion. Usando las condiciones (2.30) encontramos por examinacién directa
que si ¢(t) es una solucién de la ecuacién (2.28) entonces la funcién ¢.(t) = —Ap(a(t))
es también una solucion de esa ecuacion. De acuerdo con Lema 2.5 y la alternativa de
Fredholm, se sigue que si la ecuacién no homogenea (2.28) es soluble ciertamente, entonces
tiene una tnica solucién p(t). Puesto que la funcién ¢, (t) es también una solucién de la
ecuacion (2.28), ¢(t) = ¢.(t) y llegamos a la condicién (2.30). O

Basado en los Lemas 2.2-2.6 deducimos una representacién integral para funciones que

son analiticas en un dominio simplemente conexo D™ con frontera I'.
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Teorema 2.2. (Representaciones integrales para un par de funciones analiticas en un
dominio acotado simplemente conexo) Sea «(t) un homeomorfismo que cambia orientacion
de I' sobre si mismo y a_1(t) es el homomorfismo inverso. Cualesquiera dos funciones
O (2) y ®5(2), analiticas en el dominio DT y que tienen en T los valores limite ®7,
®3 € H,(T'), admiten una de dos representaciones integrales

OF(2) = L/FMdHC,

C2mi

T—2
A [ ()
5 (2) Zm,/FT_ZdT+)\C, A : (2.31)

donde la densidad p(t) y C son determinadas univocamente por las funciones dadas ®f (z)
y 5 (2).

Demostracion. En vista del Lema 2.5 y la alternativa de Fredholm existe una tnica

solucion de las ecuaciones integrales de Fredholm
(L-9) (1) = D (a(t) - MBS (D), A ==L, (2.32)

Suponga que

271 T—2z

‘IJT(Z)ZL,/FMCZT, ze D",

U (2) = i/ﬂdmx—ﬂ, e DT,
I

271 T —Z

Entonces la ecuacién (2.32) puede ser escrita en la forma
O (a(t) — Wa(a(t) = A[®5 (1) — W3 (). (2.33)
Usando el Lema 2.2, de (2.33) deducimos que
OF(2) =V (2)+C , @F(2)=T5(2) +\C.

La constante C' es determinada univocamente porque la densidad ¢(t) (y las funciones
U (2) y U5 (2)) estan determinadas unfvocamente por las funciones dadas ®7 () y ®3 (2).
O

Las representaciones integrales para una funcién analitica en un dominio D son casos

particulares de las representaciones (2.31) y pueden deducirse de estas.

Teorema 2.3. (Representaciones integrales para una funcién analitica en un dominio

acotado simplemente conexo) Sea «(t) un desplazamiento inverso de Carleman. Cualquier
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funcion ®*(z), analitica en el dominio DT y que tiene en cualquier parte en T' valores

limite ®*(t) € H,(I'), puede ser representada ya sea por la formula

Pt(2) = L / MdT +C, (2.34)

271 T—2z

o por la formula

Ot(2) = L/FMCZT, (2.35)

2 T—2Z
donde las densidades @(a(t)) en (2.34) y (2.35) y la constante C son determinadas

univocamente por la funcion dada ®*(z), y la condicion

pla(t) + () = 0 (2.36)
se sostiene para la densidad de la representacion (2.34), y la condicion

p(a(t)) —¢(t) =0 (2.37)
se sostiene para la densidad de la representacion (2.35).

Demostracion. Llegamos a las representaciones integrales (2.34) y (2.35) como casos

particulares de la representacién (2.31) para A = 1y A = —1, respectivamente. Suponemos
que ala(t)) =ty ®f(z) = ®5(z). Entonces la parte derecha de las ecuaciones de
Fredholm

(L) (t) = T (a(t)) = ADT(t) = ga(t) , A=+,

saisface las condiciones gy (a(t))+Agx(t) = 0. En vista del Lema 2.6, obtenemos ¢(«(t)) +

Ap(t) = 0. De esto sigue que las funciones ¥ (2) y U3 (z) coinciden. Puesto que & (2)
OF(2) y ¥ (2) = V5 (2), C =0 para A = —1.

Vamos a aplicar este resultado para resolver dos de los problemas de frontera de Car-

O

leman mas simples no homogeneos:
) @ (alt) — 0¥ (1) = g(0). (2.38)
donde de acuerdo a la condicién (2.17)
glalt) + g(t) = 0. (2.39)

2) O (a(t)) + 1 (t) = g(t), (2.40)

donde
g(a(t) — g(t) = 0. (2.41)
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Teorema 2.4. Las soluciones generales de los problemas de frontera de Carleman
Ot (aft)) —ADT(t) =g(t) , =+,
donde la parte derecha g(t) satisface las condiciones
gla(®) +Xg(t) =0 , A==+l

estan dadas por las formulas

Pt(2) = ﬁﬁ%cﬁ +C , siA=1, (2.42)
Y
O (2) = ﬁ/r@ch , st A= —1, (2.43)

donde C' es una arbitraria constante compleja, y p(t) es la solucién de la ecuacion integral
de Fredholm (L_p)(t) = g(t).

Demostracion. Por ejemplo, consideramos el problema salto de Carleman (2.38). De
acuerdo con Teorema 2.3 vamos a encontrar una solucién en la forma (2.34), donde la
densidad ¢ satisface la condicién (2.36). Calculando los valores limite ®*(a(t)) y ®*(¢) y
tomando en cuenta la condicién (2.36), reducimos el problema (2.38) a la equacién integral
de Fredholm (L£_¢)(t) = g(t). Puesto que la condicién (2.39) se sostiene, de acuerdo con
Lema 2.6 concluimos que la solucién de la ecuacién (L£L_¢)(t) = g(t) realmente satisface la
condicién (2.36). Por lo tanto, la aplicacion de la representacion integral (2.34) es correcta.
Ahora encontramos la densidad de la representacion integral y junto con la solucién (2.42)
de la ecuacion (L£L_p)(t) = g(t), la cual es incondicionalmente y univocamente soluble. En

el caso del problema (2.40) el razonamiento es anilogo. U

Teorema de adhesion conforme.

Basado en los resultados de las dos subsecciones anteriores probamos aqui un teorema de
adhesion conforme mediante el cual el problema de frontera de Carleman (1) serd reducido
al problema de frontera de Riemann en una curva abierta.

Sea {2 un dominio, es decir, una regién encerrada por una curva cerrada simple. Una
funcion f : 2 — C es llamada univalente (inyectiva o uno a uno) si f(z1) # f(z2) donde

21,29 € ) con 2y # 2.
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Teorema 2.5. (Sobre adhesién conforme) Sea a(t) un desplazamiento inverso de Car-
leman. Existe una funcion wt(z2) analitica en el dominio DT excepto para algin punto

z =2y € DY, donde w"(z) tiene un polo simple y wt(z) satisface la condicién de adhesion
wha(t)) = w™(t) (2.44)

en la frontera de Lyapunov T del dominio D. La funcién w*(z) es un mapeo conforme
y univalente del dominio DT con frontera de Lyapunov I’ sobre un dominio A el cual es

el plano complejo cortado por un curva abierta simple de Lyapunov.

Demostracion. Se sigue del Lema 2.4 que el problema de frontera (2.44) no tiene otras
soluciones aparte de constantes en la clase de funciones analiticas. Obviamente tal solucion
no nos da un mapeo con las propiedades indispensables. Entonces vamos a encontrar una
solucién del problema (2.44) en la clase de funciones que poseen un polo simple en algin
punto fijo 2o € DT, esto es X

wh(z) = p— + Ut (2), (2.45)

donde ¥*(z) es una funcién analitica en el dominio DT. Usando la representacion (2.45)

y la condicién (2.44), obtenemos el problema salto de Carleman

T (alt) — U (F) = t_lzo - @1_ - (2.46)

para encontrar la funcién ¥*(z). Note que la condicién de solubilidad (2.39) se cumple

1 1
t—z0 a(t)—zp

del problema (2.46) es dada por (2.42). Sustituyendo W' (z) en (2.45), obtenemos una

solucién del problema de frontera (2.44) en la clase de funciones que poseen un polo sim-

para la funcién g(t) = . Por lo tanto, en vista del Teorema 2.4, una solucién

ple en D*. El valor limite de la solucién w*(t) satisface una condicién de Holder en la
frontera " del dominio D™.

Vamos a analizar el comportamiento del mapeo realizado por la funcién wt(z). El de-
splazamiento inverso «/(t) tiene dos puntos fijos en I', digamos t = Ay t = B. La curva I’
es dividida por esos puntos en dos arcos que no se intersectan (A, B) y (B, A). Marcamos
(A,B) y (B, A), corren en direccién positiva (sentido contrario a las manecillas del reloj),
por I'y y I'_, respectivamente. En virtud de las condiciones (2.44) y (2.45), la funcién
wt(z) mapea el dominio D sobre un dominio A que contiene a infinito, tal que los pun-
tos t y a(t) del contorno T" estan pegados en el mismo punto w = wt(¢) = wt(«a(t)) del
nuevo contorno L. Este dltimo es un arco abierto con extremos a = w*(A) y b = w™(B).

Si el punto t recorre el arco I', desde A hasta B, y luego t recorre el arco I'_ desde B
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hasta A, entonces el punto w = w™(t) recorre el arco L dos veces: desde a = wt(A) hasta
b = wh(B) y luego desde b hasta a. Por lo tanto w*(z) mapea el dominio D" acotado
por la curva I' sobre el plano complejo A con el corte L = (a,b), y las imdgenes w™ (')
y wt(I"_) son los lados opuestos del corte L.
Vamos a probar que el mapeo w™(z) : D¥ — A es univalente, esto es, para un arbitrario
punto w, € A existe sélo un punto z, € D' tal que wt(z,) = w.. De acuerdo a la
condicién (2.44)

wh(a(t)) —ws = w (t) — w,. (2.47)

Puesto que w, € A, wt(t) —w. # 0 parat € T'. Debemos probar que la funcién w™(z) —w,
tiene s6lo un cero en D*. Suponga que el nimero de ceros de la funcién w*(z) — w, es in-
finito. Entonces esos ceros tienen al menos un punto limite ¢, € I'. Puesto que la funcién
wt(z) es continuamente extendible a I, el punto w, = w*(¢,) pertenece a la frontera L
del dominio A. Pero esto contradice la eleccion del punto w, dentro de A. Por lo tanto,
la funcién w(z) — w, tiene sélo un nimero finito de ceros en el dominio D*. Mds an,
esta funcién tiene un polo de primer orden en el punto zo € D*. Calculando el indice de
Cauchy de ambas partes de la ecuacion (2.47) obtenemos la relacion —n+1 =n —1, esto

es, n =1y asi wt(z) es univalente.

dwt (1) dwt (t)
dt dt

eramos el problema de frontera homogéneo de Carleman

Ahora probamos que la derivada existe y que € H,(T'). Para este fin consid-

Xt (a(t) = G)XH(t), (2.48)
o a(t) = 2°(t = A)(t = B)
=0 (00— A)al) -~ B) (249
G(A) = lim Git)=1 , G(B)= lim G(t) =1,
Es fécil ver que G(t) #0,t € T, y que G(t) € H,(T'). Tomando en cuenta que
o (at))d (t) =1, (2.50)

lo cual se sigue de la condicién de Carleman «a(a(t)) = t, también obtenemos
G(H)G(a(t)) = 1.
Calculamos el indice de Cauchy del coeficiente G(t). Tenemos

{arglt — A)}p =7 . {arglt — B)}p =,
{arg(a(t) ~ A}y =~ , {arg(a(t) - B)}p = .
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1 t—A 1 t— B 1
—Qarg——— ¢ = —qag———, = 1.
or \"Palt)—Af,. 2r \“Pa(t)-BJ.

Entonces es facil obtener de (2.49) que & = ;-{arg G(t)}r = 0. En virtud de las

Por lo tanto

propiedades establecidas de la funcién G(t) es claro que In G(t) es una funcién bien definida
que pertenece a H,(T'), y
InG(t) +InG(a(t)) = 0. (2.51)

Vamos a hallar la solucién del problema de frontera (2.48). Tomando logaritmos en ambos
lados de (2.48), llegamos a un problema salto de frontera de Carleman (2.38), donde el
lado derecho g(t) = In G(t) satisface la identidad (2.39), en vista de (2.51). De acuerdo
al Teorema 2.4, existe una solucién U*(z) del mencionado problema salto y esta solucién
estd dada por la férmula (2.42). En consecuencia, obtenemos la solucién X (z) = e¥"(*)
del problema de frontera (2.48). Obviamente, G(t) = X (a(t))/ X (t).

Ahora, consideremos la funcion
TV (2) = (2 = 20) 2z — A)(z — B)eXG (2), (2.52)

donde
1

(20 — A)(20 — B)X{ (20)
La constante ¢ es elegida tal que la funcién v (z) admite la expansién

1

(z — 20)?

en una vecindad del punto zp. Obviamente, v (t) € H,(I') y es facil verificar que la

c=—

7 (2) = —

funcién y*(z) satisface la condicién de frontera

la cual es obtenida por la diferenciacién de la condicién (2.44) del problema de adhesién
conforme. Todavia falta probar que

dwt(2)
dz

=" (2).

Para este fin consideramos la funcién wg (z) = [} 77 (2)dz, la cual satisface la condicién
de frontera (2.44). En efecto,

a(t) t t
aifalt) = [yt 0t = [ @@= [ o=,

A A A
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La funcién wy (z) puede ser representada en la forma

we () = . _1 = + &g (2), (2.53)

donde @g (2) es una funcién analitica en el dominio D. De hecho,

2ri Res 7+ (=) [oesy, — / ()t = — /F ()l ()t = — /F (@)t

r

En consecuencia, [, (t)dt =0y Res 7" (z)].—, = 0. Por lo tanto, la expansién de la

funcién v (z) en el punto z = z; tiene la forma

1
TRt
y (2.53) se sostiene.

De (2.45) y (2.53) se sigue que la funcién

es analitica en el dominio DT. Mds ain, ésta satisface la condicién de frontera W (a(t)) =

W*(t). De acuerdo al Lema 2.2, obtenemos W¥(z) = constante. Por lo tanto

dw™(2) _ dwy (2)

dz dz (=),
y de acuerdo con la prueba dada arriba,
dw™(t
L _ ey € my().

Todavia resta probar que el arco L = (a,b) es una curva de Lyapunov. Denotamos las
abscisas de arco de los puntos ¢t y w de los contornos I' y L por s y o, respectivamente.
Probamos que la funcién s = s(o) satisface una condicién de Hélder. Primero elegimos
valores s; y so tales que los puntos t; = t(s1) y ta = t(s2) no coinciden con uno de los
puntos fijos de a(t) y ellos pertenecen a uno de los arcos I'y o I'_. Entonces, usando un

procedimiento parecido a [18, Seccién 7.2] obtenemos
1
‘8(0'2) —S<O'1)| S E’O’Q—Ul‘. (254)

donde m = min{|w/(t(s))| : s € [s1, 2]} # 0, basado en la representacién (2.52). Ahora,
supongamos que el punto t; coincide con uno de los puntos fijos del desplazamiento «/(t).

De la representacion (2.52) se sigue que

wi(t(s)) = [t(s) = t(s1)]h(s),
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donde h(s) # 0 para s € [sq, S2]. Entonces

|02 — 0| = 2 p

/52 [#(s) — t(s1)| ds| (2.55)

S1

1) sl )] ds

S1

donde p = min{|A(s)| : s € [s1, $2]}. Ya que la curva I', en cualquier caso, es suave, para

cualesquiera dos puntos t(s’) y t(s”) la desigualdad

[t(s") —t(s)| > M|s"—5'|, M>0

52
/ |s — s1| ds
S1

De las desigualdades (2.55) y (2.56) se sigue que

I5(02) — s(o1)] < ,/MlM P (2.57)

Desigualdades (2.54) y (2.57) muestran que la funcién s = s(o) satisface una condicién de

es valida. Por tanto

/82 11(5) — (51)] ds

S1

_ Ms: —51)° (2.56)

> M
- 2

Holder. La derivada w!, de la funcién w = w{t[s(0)]} puede ser representada en la forma

dw dt ds . ,
L — iarg w’(t)
Yo ds de L) :

De lo que se ha dicho, se sigue que la funcién e?@g®'(t)

, considerada como una composicién

de o satisface una condicion de Holder en cualquier lado excepto para dos valores del

parametro o correpondientes a los extremos de la curva abierta L. En esos puntos la
.« . / . . . . . .

funcion e**#*'(*) y junto con ella la derivada w’,, tiene discontinuidades acotadas. Ya que

I' es un contorno de Lyapunov, la funcién t'[s(o)] satisface una condicién de Holder en

)

0. De este modo, la derivada w! satisface una condicién de Hélder en cualquier lado en
X 01V 09 i X va L.

L excepto para los puntos correspondientes a los extremos de la curva L. Esta

condicién es la condicion que asegura que el arco abierto L pertenece a la clase de curvas

de Lyapunov. 0

Solucién del problema de frontera de Carleman interior.

Establecemos que la direccion positiva (de orientacion) en la curva L es de w = a a w = b.
Entonces, para valores limite de la funcién z(w), inversa de la funcién w*(z), obtenemos

(de la izquierda y de la derecha, respectivamente)

w)y=t , 2z (w)=alt) , wel,tely, (2.58)
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0, lo que es lo mismo, en virtud de la condicién de Carleman a(a(t)) = t,
ZPw)y=at) , 2 (w)=t , wel,tel_. (2.59)
Usando (2.58) reescribimos la condicién de frontera de Carleman para t € I'; en la forma
(2 (w)) = G(z" (W) (27 (w)) + g(z" (w)).
Introduciendo una nueva funcién desconocida ®; (w) por la igualdad
O (w) = &7 (2(w)), (2.60)
tenemos
(M (w) =7 (w) , DT(z(w)) = Py (w).

De esta manera, obtenemos una condicion de frontera de Riemann en la curva L para la
funcion 4 (w):
Op (w) = Gz (w) @] (w) + g(= " (w)) (2.61)

Si usamos la relacién (2.59) (¢t € T'_) entonces obtenemos otro problema de frontera de

Riemann en la curva L
O (w) = G2 (w) Py (w) + g2~ (w)). (2.62)

Mostramos que las condiciones de frontera (2.61) y (2.62) coinciden. Para este fin, trans-
formamos la condicién de frontera (2.61) a la forma
1 _ 9(z"(w))
o =—& A S
1 (w) G(z+(w)) 1 (’LU)
y entonces usamos las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17), las cuales pueden ser
escritas como (ver (2.58) y (2.59)):

Gz~ (w)G(z" (w)) = 1,
Gz~ (w))g (=" (w)) + g(z~ (w)) = 0.

Por tanto, el problema de frontera de Carleman (2.12) en un contorno cerrado I' es
reducido al problema de frontera de Riemann (2.62) en un contorno abierto L. Esto es
necesario encontrar la solucién al problema de Riemann (2.62) en la clase de funciones
acotadas en los puntos w = a y w = b y en infinito. En efecto, la acotacién de la solucion

®1(w) = PH(2(w)) en las vecindades de w = a y w = b siguen de la acotacion de ®*(z)
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en las vecindades de 2 = Ay 2 = B. La acotacién de la solucién ®; (w) en infinito es
una consecuencia del hecho de que ®1(c0) = ®*(zg) es un numero finito diferente de cero.
Por lo tanto, la solucién del problema de frontera de Carleman (2.12) es reducido a la
solucién del problema de frontera de Riemann (2.62) en la clase de funciones referida.

Sea k = 3={arg G(t)}r el indice de Cauchy del coeficiente G(t) en la curva I Ahora
calculamos el indice de Cauchy del coeficiente G(z~(w)) del problema de Riemann (2.62)
en la curva L. Note que si un punto w recorre la curva L en la direccién positiva (desde a
hasta b), entonces el punto z~(w) recorre la curva I'_ en la direccién (desde A hasta B).

Por lo tanto
{arg G(z™ (w))} = —{arg G(t) }r_. (2.63)
Tomando en cuenta que si un punto t recorre I'_ en la direccién positiva, entonces el

punto «(t) recorre I'; en la direccién negativa, obtenemos de la condicién (2.16):

0 = {arg[G(t)G(a(t))]}r_ = {arg G(t)}r_ + {arg G(a(t)) }r_
= {argG(t)}r_ — {arg G(t)}r,, estoes, {argG(t)}r, = {argG(t)}r_.

Esto implica que
{arg G(t) }r = {arg G(t) }r, + {arg G(t)}r. = 2{arg G(¢t)}r_. (2.64)

De (2.63) y (2.64) se sigue que

S {arg Gl ()b = — 5 (2.65)
De la condicién (2.16) se sigue que G*(A) = 1, G*(B) = 1. Po lo tanto, en los puntos
fijos t = Ay t = B la funcién G(t) toma uno de los dos valores: +1 o —1. El coeficiente
G(z~ (w)) del problema de Riemann (2.62) toma los mismos valores en los puntos extremos
a y b (correspondientes a A y B) del contorno L.

La igualdad (2.64) muestra que k = 5-{arg G(t)}r = 2k, k = 0,£1,42,... si
{arg G(t)}r_ = arg G(B) — arg G(A) = 2k~ (2.66)
y k= 5-{arg G(t)}r = 2k + 1 si
{G(t)}r. = arg G(B) — arg G(A) = (2k + 1)7. (2.67)

Si (2.66) se satisface entonces G(A) = G(B) = =£1, y si (2.67) se satisface entonces
G(A) = —G(B) = +1.

Asi, los siguientes casos son posibles:



2.2. PROBLEMA DE FRONTERA DE CARLEMAN. 32

1) k es un ndmero par, y G(A) = G(B) =1,

2) Kk es un numero par, y G(A) = G(B) = —1,

3) k es un numero impar, y G(A) = —G(B) = 1,
4) Kk es un numero impar, y G(A) = —G(B) = —1.

Ahora calculamos el indice & del problema de frontera de Riemann (2.62) en la clase
de funciones acotadas en ambos puntos extremos de L para cada caso 1) - 4), (ver [18,
Subseccién 5.2]). En la clase de funciones referida la eleccién de la rama de 6§ = arg G(A)
es definida por la condicién —27 < # < 0. En virtud de (2.65), obtenemos para A (ver
[18, Subseccién 5.2]):

A ={argG(z~ (w))}r = —km.

En el caso 1) ambos extremos a = w'(A) y b = wt(B) son especiales, es decir, G(A) y

G(B) son niimeros positivos. Junto con esto § = arg G(A) =0, & = (0 — x7) /27 = —5.
En el caso 2) ambos extremos a y b no son especiales, y arg G(A) = —7, & = E(=5 ") =
—"“T”. En el caso 3) el extremo w = a es especial y el extremo w = b no es especial, y

arg G(A) =0, &k = E(—%) = =%, En el caso 4) el extremo a no es especial y el extremo

b es especial, y argG(A) = —m, kK = —”TH.

No es dificil escribir una férmula comin
para el indice k valida en todos los cuatro casos. Para este fin denotamos el niimero de
extremos no especiales por m~ o, lo que es lo mismo, m™ es el niimero de puntos fijos
del desplazamiento a(t) en los cuales el coeficiente G(t) toma el valor —1. El nimero m~
puede tomar sélo uno de los tres valores: 0, 1, 2, siendo yaseam™ =00 m~ =2 si Kk es
par y m~ =1 si kK es impar.

Asi, en cada posible caso el indice del problema de Riemann (2.62), en la clase de fun-

__ktm~—
2

cuenta la coneccidn, establecida arriba, entre los problemas de frontera (2.12) y (2.62) y

ciones acotadas en ambos extremos, es calculado por la formula £ = . Tomando en

también el Teorema 5.2, sobre la solubilidad del problema de frontera de Carleman (2.12),

tenemos lo siguiente.

Teorema 2.6. Si kK + m~ < 0, entonces el nimero | para el problema de frontera de

Carleman homogéneo es calculado por la formula

lzl_mjtm_’
2
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y el correspondiente problema de Carleman no homogéneo es soluble incondicionalmente.
St k +m~ > 0, entonces el problema de Carleman homogéneo no tiene soluciones no

triviales (1 =0), y existe un nimero

K-+m
2

-1

p:

de condiciones para la solubilidad del correspondiente problema no homogéneo.

La solucion general del problema de frontera de Carleman es obtenida de la solucion
general del correspondiente problema de frontera de Riemann por la formula ®*(z) =
O (wh(2)). La continuidad de la solucion ®T(z) en los puntos fijos z = A y 2 = B es

asequrada por las condiciones

O (b—0) =y (b+0) = Di(b),

las cuales se satisfacen por la solucion del problema de Riemann (2.62) en la clase de

funciones considerada.
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CAPITULO 3

Factorizacion de Wiener-Hopf.

3.1 Definiciones.

Sea I una curva simple. Para un punto ¢ € I' y un numero ¢ € (0,00), I'(t,¢) := {7 €
I': |7 —t] < €} es la porcién de I' contenida en el disco abierto de radio e centrado
en t. El cojunto I'(t,e) es una unién a lo mas numerable de arcos. Si todos esos arcos
son rectificables y la suma de sus longitudes es un nimero finito, decimos que I'(¢,¢) es
rectificable. SiT es una curva compuesta (unién de dos o més curvas simples) la definicién
es la misma.

Una curva de Jordan es una curva cerrada simple. La curva I' se llama curva de Carleson
si

NG

Cr :=supsup ———— < 00.
tel' e>0 €

Si una curva de Jordan es una curva de Carleson, entonces se le llama curva de Jordan-
Carleson. Sea I' una curva de Jordan-Carleson. Una funcién medible w : I' — [0, o<
es llamada un peso si la preimagen w=1({0, 00}) tiene medida cero. De esta manera, un
peso es finito y no cero en casi todas partes. Definimos los espacios de Lebesgue con peso

LP(T,w) (1 < p < o0) con la norma

= ([ 17 P0 |d7,)”5

Fijamos p € (1,00). En lo que sigue, definimos ¢ € (1,00) por 1/p+1/¢ = 1. Un peso

w € A,(I') que satisface la condicién

1 1/P 1 l/q
(—/ wP(T) |dT|> (—/ w (1) |dT|) < 00
€ ' (t,e) € I'(te)

35
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se le llama peso de Muckenhoupt.

Una funcién f analitica en DT con la frontera I' = 9D" estd en la clase de Smirnov
EP(DT) (1 < p < 00) si existe una sucesion de curvas rectificables de Jordan I', I', . .. en
DT que tienden a la frontera I" en el sentido que I',, eventualmente rodea cada subconjunto

compacto de DT tal que
sup [ |f(2)]Pldz| < oc. (3.1)

n>1JT,
Se puede demostrar que una funcién analitica f : DT — C pertenece a EP(D™") si y sélo
si

sup /f|f<zﬂﬂdzr<:oo

0<r<1
donde I'; := p({z € C: |z]| = 1}).
Se puede demostrar que cada funcién f € EP(DT) tiene limite no tangencial en casi todo
I' y que la funcién frontera pertenece a LP(I'). Denotamos por E¥ (T') a la coleccién de

todas las funciones limite de funciones en EP(D™) y por
B. : B*(DY) — E%(T)

el operador lineal que envia f € EP(DT) a su funcién limite en E% (I'). Se puede mostrar
que E% es un subespacio cerrado de LP(T") para todo p € [1,00). Claramente E'(D") D
E?P(D") y asi E(T') D EP(T') para todo p € [1,00).
Definimos la integral de Cauchy:
1 9(1) +
C = — d eD 3.2
€)= o [ Mdr (ze DY), (3.2

entonces C; manda E¥ (T") biyectivamente sobre EP(DT) y BFCt =1, CtBT = 1.

Teorema 3.1. [, Teorema 6.2] Para cada curva rectificable de Jordan T,

EL(D) = {g e L) : /Fg(T)T"dT =0paran=0,1,2,.. } (3.3)
={ge ') : (C_g)(2)=0,(z€D")}. (3.4)

Denotamos por R(I") las funciones racionales sin polos en I'. R (") las funciones en
R(T') que no tienen polos en D, y definimos R_(I") como el conjunto de funciones en
R(T') que no tienen polos en D~ = C\ (DT UT") y se anulan en infinito. R(I") es denso
en LP(T,w).

Corolario 3.1. SiI' es una curva de Jordan-Carleson, 1 < p < oo, yw € A,(I'"), entonces

S%g =g para g € LP(T,w). (3.5)
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El teorema anterior muestra que los operadores acotados P y () definidos por

P:=Pr = %(IJFS) y Q:=Qr:= %(I—S) (3.6)

son proyecciones complementarias P2 = P, Q*> = Q, P + Q = I. En consecuencia, sus

imagenes en LP(T', w)
(T, w) = PIP(Dw),  E7(T,w) == QI(T, w),

son subespacios cerrados de LP(T',w) y, mas ain, LP(I",w) se descompone en la suma

directa de esos dos subespacios:
LP(D,w) = L2(T,w) + L7 (T, w).

También defina L (T, w) := L* (T, w)+C. Los espacios L% (I',w) y L” (T, w) son llamados
los espacios de Hardy de LP(T',w).
Denotamos por EP(D) las funciones en E?(D~) que se anulan en infinito y por E” (I")

las funciones limite en I' de las funciones en EP(D™).

Teorema 3.2. Para cada curva rectificable de Jordan T,

EY(T) = {g e L'(I): /Fg(T)T"dT =0 para n=234,.. }
={g€ L'(I): (C1g) (z) = (C-g) (o) para z€ D'},
EY () = {ge LY(T) : /Fg(T)T"dT:O para n = 1,2,3,...}

={ge ') :(Cig)(2) =0 para z€ D'}

3.2 Factorizacién de Wiener-Hopf.

El siguiente lema nos ayudard a demostrar un resultado importante para la solucion del

problema de Riemann.

Lema 3.1. SeaI" una curva de Jordan-Carleson, 1 < p < oo, 1/p+1/qg=1,yw € A,(I).
Entonces
feli(T,w), ge LLT,w™) = fge BL(T).

Para cada a € L>(I'), sea T'(a) := PaP el operador de Toeplitz que actia en el espacio

LE (T, w). Entonces T'(a) es acotado en este espacio.
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Sea I' una curva de Jordan-Carleson, 1 < p < oo, y w € A,(I"). Si T'(a) es Fredholm
entonces la funcién a estd automaticamente en GL*™(I"). Asi vamos a suponer desde el
comienzo que a € GL>®(I"). Se dice que a admite una factorizacion de Wiener-Hopf en

LP(T", w) si a puede ser escrita en la forma
a(t) = a_(7)7”a, (7) para casi todo 7 € T', (3.7)
donde s es un entero y las funciones a4 cumplen las siguientes propiedades:

a_ € L’ (T,w), a_" € LL(T,w™"), ay € LY(T,w™"), a' € LE (T, w), (3.8)

a7 w € A,(T). (3.9)

Teorema 3.3. (Coburn-Simonenko) Seal" una curva de Jordan-Carleson, p € (1,00),
we A,(l). Siae L*()\ {0}, entonces el operador de Toeplitz T'(a) tiene ya sea kernel

trivial o su imagen es densa.
Demostracion. La demostracién se encuentra en [4, Teorema 6.17]. U

Teorema 3.4. (Stmonenko) Sea I una curva de Carleson, 1 <p < oo, w € A,(T), y
a € GL>®(I"). Entonces T(a) es Fredholm en L% (I',w) = PLP(I',w) si y sdlo si a admite

una factorizacion de Wiener-Hopf en LP(I',w), a = a_t*ay. En este caso ind T(a) = — .

Demostracion. Primero supongamos que a admite una factorizacion de Wiener-Hopf
en LP(I", w) con » = 0, es decir, sea a = a_a,. Mostramos que ker T'(a) = {0}. En efecto,
si T(a)g, = 0 para g, € L7 (T,w), entonces a_a,g, =: g- € L (I',w). Tenemos
aygy = aZ'g_. Por (3.8) y el Lema 3.1, ayg, € FL(T) y aZ'g. € EX(T), y como
EL(T)N EY(T) = {0} entonces ay gy = 0. Ya que a; es invertible, por lo tanto distinto
de cero, se sigue que g = 0, esto es, ker T'(a) = {0}.

Mostramos ahora que T'(a) es suprayectivo. El operador ajrchuI es acotado en el espacio

LE (T, w), el mapeo
R(L) N EL(T) = LE(T,w), g+ = a;' PlaZ'gy) = ai'Playa™'gy) (3.10)

extiende a un operador lineal acotado A sobre L% (T, w) (usando a_' = a a™!). Para g
en R(I') N EL(I") tenemos

T(a)Agy = P (a-ayay'P(aZ'gy))
= P(a_P(a"'gy)) = Pgy — P (a-Q(a”'gs)) = Pgy = g4,
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y ya que ambos T'(a) y A son acotados, resulta que T'(a)A = I en L% (T, w). Esto prueba
que T'(a) es suprayectivo.
Entonces, si s = 0 entonces T'(a) es invertible. Si a tiene la factorizacién de Wiener-Hopf

a = a_t*a,, con »x # 0, entonces
T(a)=T(a_ap)T(t*)(>x>0) 0 T(a) =T({t")T(a—as) (5 <0).
El operador de Toeplitz T'(a) se puede considerar como el operador
T(a) = PaP : Im P — Im P,
asi, si f € L% (T',w) entonces

Pa_a, PPt*Pf =Pa_a,t”*f = Pla_a t*)Pf para s >0,
Pt*PPa_a,Pf =P(t*a_a.)Pf — P(t"Qa_aPf)
=P(t*a_a,)Pf para s <0,

con PLP(T,w) = 0y QL (T,w) = 0. Si » € N entonces T(t*) = (T(t))”, T(t*) =
Tt 1)T(t), el operador T(t) es de Fredholm, T(¢t"1)T(t) = T(1) = I. T(t™') es de
Fredholm e ind T'(t7!) = 1. Para probar la afirmacién conversa, supongamos que T'(a)
es Fredholm de indice —s. La funcién b := at™* pertenece a L>*(I'), obtenemos el
indice ind T'(b), T'(b) = T(t=*)T(a) si s > 0, T'(b) = T(a)T(t™*) si » < 0. Entonces
ind T(b) = 0, b = b_b,. Si tenemos un operador de Toeplitz con indice igual a cero,
entonces o el kernel es trivial o el cokernel es trivial. Tenemos entonces que ker T'(b) = {0}
o ker(T'(b))* = {0}, pero ind T'(b) = dimkerT'(b) — dimker(7'(b))* y por la condicién
anterior se tiene que ind T'(b) = 0 y entonces T'(b) es invertible en L% (T',w). Luego
bP + Q, PbP + Q € L”.(T,w)+L" (T, w), ya que sus matrices son triangular y diagonal,

respectivamente, entonces operadores son invertibles.
PbI +Q = (I + PbQ)(PbP + Q)

y (I +PbQ)™' =1 — PbQ, se sigue que Pbl + @Q es invertible en el espacio LP(T',w) y
el operador b™'P + Q = b=Y(P + bQ) = b~ Hrp(Pbl + Q)*Hr es invertible en el espacio
LT, w™). Aqui Hp : LY, w™') = LIT,w™"), (Hpg)(r) = e Tg(r), 7 € T, y Op(7)
es el angulo entre tangente orientado de I' en el punto 7 y el semieje real positivo.

Sean ¢ € LP(T,w) y ¢ € LIY(T,w™') las soluciones de las ecuaciones (bP + Q)¢ = 1,
(b7'P + Q) = 1, denotamos por ¢, := Py y ¢, := P, entonces p € LA (T, w) y
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Y€ LL(N,w ) ybp, =14+h_yb ', =1+ f conh_ € L’(Tw), f- € L2 w™)

y multiplicando tenemos

priby =bpy by = (1+h )1+ f) =1

Asf, introducimos las funciones a; = ¢;' y a_ := 1+ h_. Entonces ba;' =a_ & b=
a_a, donde cada factor es invertible. Vamos a verificar propiedad de factorizacién de
Wiener-Hopf

a4 :30-7-1 = 7/J+ € Li(rawil)a a-T-l =@+ € L{)&—<F7w)a

a_=l+h_ €Il’(T,w),a'=(1+h ) '=1+f € LL(T,w?).

Sea g € R(I') y g+ := Pg, g— := Qg. Ya que

T(b) (a7'P(aZ'gy)) = P (bal'P(aZ'gy))
= P (a_P(a”'gy)) = Pgy — P (a_Q(a"'g4)) = g+

y T'(b) es invertible, obtenemos que

laz* P (= g )], < NTO) | g1

Ya que P(a"'g_) = 0, se sigue que

lai P (aZ*g),., < 1O [ Hlgsllp < 1O IPI g,

para toda g € R(I"). Como a;'Payl = a;'PaZ'bl, finalmente obtenemos

la3'P(asg)||,, = laz"Pa=tbg)||,, < (7@ IPI 1]l llgll, ..

siempre que bg € R(T'). Entonces el operador a;'Pa, I es acotado en el espacio LP(T', w)

que es equivalente a (3.9). O
Con la demostracién del Teorema de Simonenko indicamos en los casos siguientes cual

es kernel del operador de Toeplitz.

Tomamos en cuenta el operador A = P + a(), donde a admite una factorizacion de

Wiener-Hopf, es decir

o ”
a=a_t"ay

y consideramos la ecuacion
T(a)f =g (3.11)
con f, g € LE (T, w).
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Caso 1) » = 0.
En este caso el operador T'(a) es invertible en L: (T', w) y su inverso es
(T(a))™' =a;'Pa”'I.

Ademas, la solucién de la ecuacién (3.11) es tinica para cada parte derecha g € L’_’F(F7 w),
entonces
f=(T(a)) " g=a7'Pa"lg € L7(T,w)

y ker T'(a) = {0}.

Caso 2) s > 0.

Podemos ver el operador T'(a) como T'(a_ay )T (t*), T'(a) es invertible a la izquierda. La
ecuacién (3.11) tiene solucién tnica si y sélo si T'(a_a )T (t*)f = g siy s6lo si T(t*)f =
a;'Pa”'g. Entonces f = T(t7*)(a;'PaZ'g) si a;'Pa'g € Im T(t*).

Luego tenemos que
(Pt*P)" = Pt *P*, P* € B(LL(T,w™))

En el caso cuando I es el circulo unitario T entonces P* = Py (T(t*))* = T(t~*). Luego,

para U € L% (T, w™') tenemos lo siguiente
ajrlPajlg 1w
tal que T'(t~*)¥ = 0, o bien, (T'(t*))*¥ = 0.
0= (a;lPajlg, \IJ)
_ / (a7*Pa=g)Uldt], a7'Pa='gl € L}(T).
r
Sea P,_1 un polinomio arbitrario de grado s — 1.
Pt PP,y =P (t *P.1) = 0.

Entonces ker(T'(t%))* = {P.._1}.
Consideremos ecuacion Af = g, donde A es un operador de Fredholm. ¥ 1 Im A

entonces para toda f se tiene que ¥ L Af siy sélo si

0= (Af.0) = (f,A"D)
— U(Af) = (A"0) f (3.12)
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f es arbitrario elemento del espacio, entonces de (3.12) tenemos que A*W = 0 si y sélo si
U € ker A*.

Supongamos que ¥ € ker A* si y s6lo si A*W = 0, entonces para toda f tenemos que
(Af,U) = (f,A*¥) = 0siysélosi ¥ L Im A. Por lo tanto existe f tal que Af =gy
el problema tiene solucién en este caso. Entonces la ecuacion T'(a) f = ¢ tiene la solucién
tinica f = T(t*)(a;' PaZ'g) si

/(a;lPajlg)P%_1|dt| = 0.
r

Caso 3) » < 0.

Para este caso el operador T'(a) lo vemos como T'(t*)T(a_a4 ), con T'(a) invertible a la
derecha. Im T'(a) = L% (T',w) entonces T'(a)f = g es soluble para cada g € LL (T, w).
Tt*)T(a_ay)f = g, luego T(t*)f =0, entonces f = P_, 1 =co+c1+...+c, gt 7L
Pt*PP_,. 1 = Pt*P_,,_1 = 0. Por lo tanto si T(t*)T(a_a,)f = 0 entonces T'(a_ay)f =
P_,_1siysélosi f= a;lpa:IP,%,l € kerT'(a).

Por otro lado, la ecuacién no homogénea T'(t*)¢ = g, tiene la solucién ¢ = T'(t~*)g. En-
tonces, la ecuacién T'(a) f = g para » < 0 tiene la solucién general f = a;' Pa_"(T(t*)g+

P_, 1) para cada g € LE (T, w).

Corolario 3.2. Sia € L>(I') \ {0} y T(a) es normalmente soluble, entonces T'(a) es un

operador semiFredholm inyectivo o suprayectivo.

Corolario 3.3. Sia € L>®(T"), entonces T'(a) es invertible si y solo si T'(a) es Fredholm

y su indice es 1qual a cero.

Definimos el espectro de un operador A € B(X) de la siguiente manera, supes A =
{A € C : A—AI no es invertible en X }. Siun operador A = T'(a) es de Toeplitz, entonces
T(a) — A = T(a — \) vuelve a ser un operador de Toeplitz. Una definicién equivalente

para el espectro de un operador acotado es la siguiente
Supess A ={A € C : A— Al no es de Fredholm en X} .

Ademés sp T'(a) = supess T'(a)U{A € C : T'(a—\) es de Fredholm con ind (T'(a—\)) #
0}.

Si a € C(I') entonces supess T'(a) = a(I'). La imagen escencial de una funcién es R(a) =
{ANeC: |{tel :|alt)— N <e}| >0, Ve > 0}.
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Teorema 3.5. (Hartman- Wintner-Simonenko) Seal una curva de Jordan-Carleson,
l<p<ooyweAyI). Siae L>®(I)\{0} yT(a) es normalmente soluble ( Im T'(a) =
Im T'(a)) entonces a es invertible en L>°(I"). En particular R(a) C supess T'(a).

Demostracion. Supongamos que a € L®(I") \ {0} y T'(a) es normalmente soluble. Por
el Corolario 3.2 el operador T'(a) es semi Fredholm inyectivo o suprayectivo. Supongamos
que 0 € R(T), entonces a no es invertible en L>°(T"). Entonces para cada ¢ > 0, podemos
encontrar una funcién a. € L>®(I") \ {0} tal que a.(t) = 0 para toda ¢ en un conjunto de

medida positiva en I y
la:P + @ — (aP + Q)|| < [la: — al| poe iy 1P| < €.

Considerando que el operador A, := a.P + @ es semi Fredholm inyectivo o suprayectivo
si € es suficientemente pequeno.

Supongamos primero que A. es suprayectivo. Sea g € LP(I",w) solucién de la ecuacién
(acP 4+ @Q)g = 1. Ponemos gy := Pgy g- := Qg. Tenemos que a.g, =1—g_,asi 1 —g_
se anula en un conjunto de medida positiva, por el Teorema de Lusin-Privalov (ver [4,
Teorema 6.1]) tenemos que 1 — g_ = 0. Pero esto es imposible ya que g_ € L” (I, w) y
1¢ L7 (T, w).

Consideremos que a. es inyectivo, necesitamos en este caso pasar a operadores adjuntos,
A? tiene imagen densa. Ya que A es normalmente soluble junto con A., tenemos que
Im A* = Tm Ar = L9(T,w™!), y se sigue que A* es suprayectivo. A* = Hr(Qa.I + P)Hr
es suprayectivo y también Qa.I + P es suprayectivo. Sea g € LI(T,w™!) una solucién
de la ecuaciéon (Qa.I + P)g = 1, entonces Pg = 1y Q(a.g) = 0. Entonces f, :=
a.g € L4 (T, w™). Ya que a. = 0 en un conjunto de medida positiva, el teorema de Lusin-
Privalov nos dice que f, = 0. Tenemos g = Pg+Qg = 1+g_, con g_ := Qg € L (I, w™1).
Asia.g = a.(1+g_) = 0. Pues a. # 0 en un conjunto de medida positiva, nuevamente por
el teorema de Lusin-Privalov tenemos 1+ ¢_ = 0 entonces g_ = —1 pero g_ € L% (T, w™)

y tiene valor cero en infinito, 0 = —1, esta contradiccién prueba el teorema. 0

3.3 Problema de Riemann.

Damos la reformulacion del problema para la clase de funciones que estudiamos.
Sea I' una curva cerrada simple que divide el plano complejo en una parte interior D% (3 0)

y una parte exterior D~ (3 00). Sean G € L>*(I") y g € LP(I',w) funciones definidas en I'.
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El problema de frontera de Riemann es enunciado en la siguiente manera:
Encontrar funciones ®*(z) y ® (z) analiticas en DT y D™, respectivamente, que son
representadas mediante la integral de tipo de Cauchy y que satisfacen la condicion

O (t) =G(t)® (t) + g(t) para t €T, (3.13)

esta condicion es impuesta en sus valores limite en el contorno I' y tales valores limite
pertenecen a la clase LP(I",w) al igual que la densidad ¢ de la representacién de ®*(z).

Para obtener la solucién completa al problema, vamos a estudiar el kernel, la imagen, las
condiciones de solubilidad y la solucién general de la ecuacién no homogénea. Aplicamos
el operador A := P + a(), correspondiente al problema de Riemann, a la funcién f y

buscamos solucién de la ecuacion
Af =g,
donde f, g pertenecen a LP(I', w). Consideramos la siguiente representacién del operador
A:
A=P+aQ = (al) (a 'P+Q)
= (al) (Pa”'P+Q) (I +Qa™'P), (3.14)
y obtenemos la forma de la solucién general mediante el estudio del kernel y la imagen del

operador (3.14) y analizando cuales son condiciones de solubilidad, considerando ademés

los casos en los que el indice es positivo, negativo o cero.

Kernel

Para hallar el kernel del operador A usaremos la representacion (3.14) resolviendo Af = 0,

es decir,
(al) (Pa™'P+Q) (I +Qa™"'P) f =0.
Puesto que a es invertible se tiene
(Pa'P+Q)(I+Qa™'P)f=0
(I+Qa'P) fekerT (a™'),

donde ahora ker T'(a™!) consideramos como un subespacio de LP(T", w).
Como (I +Qa=*P)~" = (I — Qa—'P) entonces:

fe (] — Qa_lP) ker T’ (a_l) :
Por lo tanto el kernel del operador A, en la forma general, es

ker A = (I — QailP) (kerT (ail)) .
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Imagen

Ahora veremos cual es la imagen del operador A. Primero analizamos la parte (Pa™! P+Q)
Im (Pa™'P+Q)= Im T (a ') + L” (T, w)

Ahora para al(Pa~'P + Q) utilizamos la representacién matricial de al aplicdndola al

vector anterior:

o ( PaP  PaQ ) < Im T'(a™) ) = PaP Im T (a7') + PaQL? (T, w)
Q(IP QaQ L}i (F,'w)

+QaP Im T (") + QaQL’ (T, w),

donde PaP TIm T (a™'), PaQL” (T, w) son subespacios de L (T, w) y QaP Im T (a~),
QaQL" (', w) son subespacios de LIi(F, w), por eso, podemos ver este resultado como la

suma directa
P [a ( Im T (') + LP (T, w))] +Q [a ( Im 7T (') + LP (T, w))]

la cual es la imagen del operador A.

Solucién del problema Af = g.

Mediante la representacién (3.14) obtenemos la solucién para una funcién g

(al) (Pa'P+Q) (I+Qa™'P) f=g. (3.15)

Mutiplicamos de ambos lados de la ecuacién por a=!

(Pa_lP + Q) (] + Qa_lp) f=alg.

Denotamos la funcién (I +Qa 'P) f := ¢, donde ¢ la podemos representar como la
siguiente suma directa ¢ = ¢, + ¢_, donde ¢, € LF(I',w), y_ € L (I, w). De esta

manera obtenemos la ecuacion
(PailP + Q) o=alg
que también podemos ver como

(Pa™'P) oy +Qp_ = Pa"'g+Qa"'g
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Usando nuevamente la representacién matricial

= P 0 P+ _ Py, _ Py,
—Qa™'P Q P —Qa"'"Pp, + Q- —Qa"'Pp, +Qa'g

o bien
f=¢r—Qa""Py" +Qay, (3.16)
donde ¢ es una solucién de la ecuacion
(Pa™'P) ¢ = Pa'g. (3.17)

1

Sea a™' = a_y,.a, es la factorizacién de Wiener-Hopf de la funcién a=* € L>°(T'), donde

X, =t"paratel.

3.3.1 Casol. »x=0.

En este caso el operador de Toeplitz T'(a™') = Pa~' P es invertible en el espacio L (T, w).
Por lo tanto Im T'(a™ ') = LA (T, w) y ker T(a™1) = {0} C LA (T, w), ya que (T(a™1))"! =

a;'PaZ'I, tenemos por (3.17) que

Yp = ajrlPa:lPa_lg
= a;'PaM (I - Q)a™'yg

=a;'Pa”'a'g—a'Pa”'Qa'g
pero a_'a = a, vy Pa~'Q = 0, por eso
¢+ =a ' Payg. (3.18)
Por (3.16) y (3.18) finalmente obtenemos que

f= a;lPaJrg — Qa_lPajrlPa+g +Qalyg
— a;'Pa,g— Qa~'a; Pa,g + Qa™lg,

luego, a~la;' = a_, entonces
f=a7"Parg—Qa_Payg+Qa'g = a;*Parg — Qa_(I — Qasg + Qa'y,
sustituimos P = I — @ en el segundo término

=a;'Payg+Qa_Qayg—Qa_ayg+Qa'y,
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usando que Qa_() = a_() tenemos
=a;'Pa,g+a-Qarg—Qa'g+Qa'g
= (a;'"P+a_-Q)arg € LP(I',w). (3.19)

Ademas, la ecuacién Af = g tiene la solucién tnica (3.19) por cada g € LP(T', w).

3.3.2 Caso 2. » > 0.

El operador T'(a™) = T'(a_a, )T (t*) es invertible por la izquierda.
De acuerdo con lo visto en seccién 3.2, la ecuaciéon T'(+%) f = a;' PaZ'g tiene una solucién
siysélosi U L a;'Pa”tg para cada U € ker(T(t*))* = ker T(t%).
Por lo tanto la solucion es tnica para este caso si ajrlPa:l g pertenece a la imagen de

T'(t*), es decir, que
/a;lPailgP%1 |dt| =0, (3.20)
r

vaque ker T(t7) = {P,_1 =co+ 1t + ... + ¢, 1t* ! tal que ¢g,c1,...,c1 € C}.
Ahora buscamos solucion explicita para este caso, aplicando descomposicién del operador

A y usando que la funcién a es invertible, tenemos

al (Pa™'P+Q) (I+Qa™'P) f =y,
(Pa_lP + Q) (I + Qa_lP) f=aly.

Denotamos por ¢ := (I +Qa"'P)f, aplicamos a ¢, = Ppy ¢_ = Qg el operador T'(a™')

y tenemos
T(a gy = Pa™'yg
T(a")p- =Qa'y,
pero T'(a™') = T(a_ay)T(t*) donde (T(a_a.))~! = a'PaZ'I, por lo tanto
T{t?) ey = (a;lpajll) Pa'g=a;'"Pa”'Pa'g=a'Pa.yg
por (3.18). Ya que T'(t~*)T'(t*) = I, se tiene que

o =Tt ¥)a; ' Pa'Pa™'yg
= Pt’”ajrlPaijaflg
= Pt_”ajrlPaJrg.
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Aplicando (3.16), tenemos
f= (P — Qa’lp) t 7 a'Parg+ Qa'y. (3.21)
La ecuaciéon Af = g tiene la solucién tnica (3.21) si y sélo si
/a;lpa_lpa_lgp—_ﬂdﬂ = /a;lpa+gﬂ|dt| =0,
r r

donde aplicamos (3.20) para g sustituido por Pa™!g.

3.3.3 Caso 3. »x<0.

Sea x,.(t) = t*. El operador T(a™') = T(x,.)T(a_a,) es invertible por la derecha en el
espacio LE (T', w).
En el capitulo 3, seccién 2, se obtuvo el resultado que ker T(a™') = {a;'Pa”'P_, }

donde P_,,_; es un polinomio arbitrario de grado s — 1. Entonces
ker A = {ajrlPa:lP_%_l} )

Por lo tanto Im T'(a™!) = LE(T,w) y por eso Im A = LP(T, w).

La ecuacién Af = g es equivalente a la ecuacion
(Pa™'P+Q)(I+Qa'P) f=a"y.
Denotamos (I + Qa~'P)f =¥, +¥_, donde ¥, € L2 (T, w), ¥_ € L”(I',w). Entonces
(Pa'P+Q) (Wi + ¥ ) =aly,
de aqui sigue que

(Pa™'P) Wy = Pa'g, (3.22)
QV_=V_=Qa'y

Ahora consideremos la ecuacién (3.22) que describimos en la forma
T ()T (a_ay) Y, = Pa'g. (3.23)
Denotamos U, = T'(a_a, )V, . Entonces (3.23) tiene la forma

T (x.) ¥, = Pa"'g.
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Su solucién parcial es \T/+ = T(x_,)Pa"'g y la solucién general es \TJ+ =T(x_»)Palg+
P_, 1, donde ker T'(x_,,) = P_,,_1.
Entonces T(a_a;) ¥, = W, = T(x_,)Pa"tg+ P_,._;. Ya que (T'(a_a,))™ = a;'Pa"'I,

tenemos que

Uy = (a7 Pa”') (T(x—)Pa" g+ P_,._1)
= (ajrlPa:l) (X,%Pa’lg + P,%,l)

Finalmente
(I + Qa’lP) f=U,+0_ = (ajrlPa:l) (X,%P(flg + P,%,l) +Qa g,
y por lo tanto la solucion general de la ecuacion Af = g tiene la forma

f= (I — QailP) [(a;lpajl) (X_%Paflg + P_%_l) + Q(flg}
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CAPITULO 4

Problema de Carleman con datos en
Ly(I') y PC(T).

En este capitulo reformulamos los problemas de Riemann y Carleman para coeficientes

en clases mas generales de funciones.

4.1 Reformulacién del problema de Carleman.

Encontrar una funcién ®*(z) analitica en el dominio D™ con la condicién de frontera
Ot (a(t) =Gt)dT(t) +g(t) teTl, (4.1)

donde «(t) es un desplazamiento inverso de Carleman (a_(a_(t)) =t), y G(t) € L=(I),
g(t) e LP(I',w), o/(t) € H,(I'), G(t) #0, o/(t) #0, t € I'.
Los resultados obtenidos en la seccion 2.2, se obtienen de manera similar para la clase de

funciones que son consideradas en este capitulo.

Aplicacién al problema de Carleman.

Aplicamos el Teorema de representaciones integrales al problema de Carleman considerado

para funciones en L,(I",w). Sea
O (a(t) = GO (1) + g(t), teT, (42)

Usamos la representacion integral

(I)+(Z) _ L/F Sﬁ(a(t))dT7

211 T—z

51
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donde la densidad ¢ € LP(I', w) satisface la condicién

pla(t) = p(t). (4.3)

Entonces por las formulas de Sokhotsky-Plemelj tenemos que

v (a(t) = 300+ 5 [ £ ar

2 21 Jp T — aft)
11 [ pla(n)a(n)
= 390~ 57 | am—al®) "
= %gp(t) — % /F f(_T)th + (K(,O) (t), (4'4)

donde K es un operador compacto en el espacio LP(I', w) dado por

(Kop) (1) ! /F [ ! o/(7) ]go(f)dmer.

“omi o lt—t  a(r) —alt)

Por otro lado, por las féormulas de Sokhotsky-Plemelj,

(1) = Sp(alt) + o /F 2o g

2 271 T—1
= %gp(t) + %/Ff(j)tdr. (4.5)
Sustituyendo (4.4) y (4.5) en (4.2), tenemos
%(1 —G(1) p(t) — (1 zg(t)) /F f(_T)th + Kop(t) =g(t), tel (4.6)
0 bien,
() ()=o), A=2C1-Cshk

Entonces el problema de frontera de Carleman (4.2) esta reducido equivalentemente a la
ecuacién integral singular (4.6). Las soluciones de (4.6) corresponden a la solucién del
problema de Carleman, las cuéles son la funcién densidad de la ecuacion integral de tipo

Cauchy, ademaés satisface la condicién (4.3).

4.2 Solucion al problema de Carleman por reduccién

al problema de Riemann.

La otra forma para resolver el problema de Carleman es reducirlo al problema de Riemann

mediante la aplicacién del Teorema de adhesién conforme, el cual se aplica de manera
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directa ya que los valores limite de la funcién (2.60) en T := {z € C : |z| = 1} pertenecen
a L% (T,w), la clase no cambia porque los valores z*(w) pertenecen a la clase de Holder.
Ahora vamos a aplicar un desplazamiento particular (1.4) el cual manda el interior del

disco sobre el exterior, y T lo manda a ¢l mismo pero invirtiendo la orientacién en T.
T (a(t)) =GP (1) +g(t), teT, (4.7)

donde G € GL*>(T), el grupo de elementos invertibles en L>*(T), g € L*(T,w), y las
condiciones (2.16) y (2.17) se cumplen.

Ahora consideramos las funciones

U (2) =0 (a(2),  U'(z)=2"(z) (4.8)
U~ :D" =D, UT:D'— D"

Estas funciones son analiticas. Sustituyendo en (4.7) obtenemos
U (1) = G)¥ (t) +g(t), teT. (4.9)

Por lo tanto obtenemos el problema de Riemann

I g9(t)
U (t) = — - == T. 4.1
)= G? (- 55 te (4.10)
Representamos (U~ (z), UF(z)) como la integral de tipo Cauchy
Ut(z) = L J(r)dr , z€D?
ity 1% (4.11)
U (2) = — J(r)dr , z€D”

2 Jp T— 2

donde f € LP(T,w), es una solucién de la ecuacién Af = g, donde A = P+ G 'Q y
i=—2.
Supongamos que G € L®(T) es invertible en L>(T). Consideremos la factorizacién de
Wiener-Hopf de G~

Gt =G_x.G.t
Aplicando los resultados de la seccion 3.3 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. (1) Si » = 0, el problema de Carleman (4.7) con coeficiente G que
satisface (2.16), tiene la solucion inica (4.11) para cada g € LP(T,w) tal que g/G =
g o, donde la densidad f € LP(T,w) estd dada por la formula

f=(G{'"P+G_Q)G.g



4.2. SOLUCION AL PROBLEMA DE CARLEMAN POR REDUCCION AL
PROBLEMA DE RIEMANN. 54

(2) Si x>0, el problema de Carleman (4.7) con G(G o o) = 1 tiene la solucion unica
(4.11) con la densidad

f=(P—-QG'P)x_.G{'PG g+ QG 'g € LP(T,w),
si g = g o« y satisface la condicion
[ Gpa.gP i~
T
donde P,,_1 es un polinomio arbitrario de grado » — 1.

(3) Six <0, el problema de Carleman (4.7) con G(Goa) =1 tiene la solucion general
f € LP(T,w) para cada g € LP(T,w) tal que g/G = g o a, que tiene la forma

f=I-QG'P) [(GI'PG™") (x-»PG g+ P_...1) QG g]

donde P_,,_1 es un polinomio arbitrario de grado —» — 1.



CAPITULO 5

Operadores integrales singulares con

coeficientes continuos a trozos.

5.1 Funciones no singulares y su indice.

Para esta seccién fue utilizado el libro [12, Capitulo 9].
Sea I' una curva cerrada sin intersecciones. Por PC(I') denotamos la clase de todas las

funciones a en L>(I") con las siguientes propiedades:

1. La funcién a es continua en I' con la posible excepcion de un numero finito de

puntos;
2. los limites laterales

a(to+0) = tlir% a(t) y a(ty—0) = tlg% a(t)
tto t<to

existen en cada punto de discontinuidad ty de a y son finitos. Note que por t < %
nos referimos a que el punto ¢ esta localizado antes de t; con respecto a la orientacion
de I';

3. en cualquier punto de discontinuidad se tiene a(ty — 0) = a(tp).

Ahora, dado un par (z1, 22) de puntos en el plano complejo C y un nimero § dentro del
intervalo (0, ), designamos por (21, z2; d) el arco circular que une el punto z; con 2z y se
distingue por la siguiente propiedad:

De cualquier punto z (z # 21, 22) del arco (21, 29; 0) la linea recta entre z; y 23 se ve bajo

95
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el angulo §, y si z corre el arco (21, 22;9) de 21 a z, esta linea recta se encuentra en el
lado izquierdo.

Ademas, para nimeros ¢ en el intervalo 7 < § < 27 definimos [(z1, 22; ) = l(22, z1; 21 —0),
y denotamos por [(z1, zo;7) la linea recta entre z; y zo. El arco [(0,1;9) (0 < § < )
puede ser representado analiticamente en la forma parametrizada

_ SnOn g

< pu< .
S (0 < p< ), (5.1

donde 6 = m — §, y la representacién paramétrica del arco (21, 29;0) (0 < d < ) es

z =21+ (22 — 21) fs (1),

donde f5(p) denota la funcién en el lado derecho de la igualdad (5.1).
Como p increse desde cero a uno, entonces el valor de la funcién 1 — fs(u) corre a través
del arco [(1,0;2m —4). Por lo tanto, si m < § < 27 entonces la representaciéon paramétrica

del arco [(z1, z2;9) esta dado por

=2+ (21— 22)(1 = fs(p).
Resumiendo tenemos la ecuacion de arco (21, 29;0) como z = 29 fs(p) + 21(1 — fs(p)) con

snlueib(u=1) (G=m—¢§) si 0<d<2md#£mn

folu) =4 ™ (5:2)
I si 0 =m.
Sean p y f(i,...,[3, numeros reales que satisfacen 1 < p < coy —1 < G < p—1
(k=1,...,r). Considere la funcién
p(t) =] It —t;1",
j=1

donde los t; son ciertos puntos distintos por pares de la curva I'. Para cada funcién

a € PC(T") asociamos la funcién a?? : T" x [0, 1] — C definida por
aP(t, p) = a(t +0)f(t, p) + a(t)(1 = f(£, 1))
(t €T,0 < u< 1), donde ponemos f(t,p) = fp (1) ¥

2_7T Sl t e F t ,.--7tr
JORRE MV ) (5.3)
B i p =ty (k=1,...,r).
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Si la funcién a es continua en t, entonces a?”(to, u) = a(ty), pero si to es un punto de
discontinuidad de a entonces el rango de la funcién a??(to, 1) (0 < p < 1) coincide con el
arco (o posiblemente linea recta) I(a(to), a(to + 0);d(to)).

Denotamos por W), ,(a) la curva plana que resulta del rango de la funcién a por adicién de
los arcos l(a(7y), a(m: +0); 0(7x)) para todos los puntos tx(k = 1,...,m) de discontinuidad
de a. Obviamente, la curva W), ,(a) coincide con el rango de la funcién a?*. Orientamos
la curva W, ,(a) en la forma natural. Sobre intervalos de continuidad de a, el movimiento
a lo largo de W, ,(a) es igual al movimiento de ¢t a lo largo de I' en direccién positiva,
y a lo largo de los arcos suplementarios de la curva W), ,(a) es orientada de a(7;) hacia
a(t, + 0).

Una funcién a (€ PC(I")) sera llamada {p, p}-no-singular si la curva W, ,(a) no contiene
el origen, es decir, si a??(t,u) #0¢ € T',u € [0,1]. Si la funcién a es {p, p}-no-singular
entonces el indice de la curva W), ,(a) alrededor del punto z = 0 es llamado su {p, p}-
indice. Este indice serda abreviado por ind aP?. Si a es una funcién continua en I' y
a(t) # 0 (t € T') entonces ind a”? = ind a, pero si la funcién a es discontinua entonces
su {p, p}-indice depende de p y p. Consideremos algunos ejemplos. Denotamos por T
al circulo unitario || = 1 orientado en el sentido de las manecillas del reloj, y ponemos
p(t) == |t = 1% y a(t) = t'/? (= ¢®/P 0 < § < 27). El rango de la funcién a es el
semicirculo superior, y a(1) = —1, a(1+0) = 1. Si (1 + 5)/p < 1/2 entonces el arco de
circulo I(—1,1;2m(1+ 3)/p) estd localizado en el semiplano inferior, y si (1+ 3)/p > 1/2,
en el semiplano superior. Para 2(1 + ) = p uno tiene [(—1,1;7) = [—1,1]. En el ultimo
caso, la funcién a poseé un cero (en el punto t = 1, 4 = 1/2). Por otro lado, la funcién a
es {p, p}-no-singular si 2(1 + ) # p, y no es dificil ver que

il g — 1 si2(148)<p

0 si 2(1+83)>p

Después explicaremos que el producto de dos funciones {p, p}-no-singulares no necesaria-
mente es {p, p}-no-singular. Considere, por ejemplo, a(t) = t'/* (= ¢ 0 <0 < 2n)y
2(1 + B) = p. Facilmente se puede checar que la funcién a es {p, p}-no-singular mientras
que la funcién a? no lo es. Ademés mencionamos que, incluso en el caso que las funciones
a,by abson {p, p}-no-singular, el {p, p}-indice del producto ab no necesariamente coincide
con la suma de los {p, p}-indices de las funciones a y b. Por ejemplo, si a(t) = b(t) = t'/3
y 2(1+ ) = p entonces ind a”” = ind HP? = 0 pero ind (ab)?? = 1. Sin embargo, se tiene

lo siguiente
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Teorema 5.1. Si las dos funciones {p, p}-no-singulares a y b no tienen puntos de dis-

continuidad en comin entonces su producto ¢ = ab es también {p, p}-no-singular, y
ind P = ind a”” + ind bBP*. (5.4)

Escribiremos “funcidn p-no-singular” en lugar de “funcién {p, 1}-no-singular”, en el
caso p = 1. Ahora establecemos un criterio para la {p, p}-no-singularidad de una funcién

a.

Teorema 5.2. Las siguientes dos condiciones son necesarias y suficientes para la {p, p}-

no-singularidad de la funcion a:
1. los limites laterales a(t = 0) # 0 para todos los puntost € T';

2. en cualquier punto de discontinuidad t), de a, el cociente a(ty)/a(ty + 0) puede ser
escrito como exp (i) donde §(t) —2m < Re v < d(tx) y la funcion 6(t) es definida
por (5.3).

5.2 Criterio para la factorizacion generalizada de fun-

ciones potenciales.

En esta seccién formulamos condiciones suficientes y necesarias para la factorizacion en
LP(T, p) de funciones de la forma (t — z)? y de sus productos. Se vera que esas funciones
admiten una factorizacién en LP(T, p) si y sélo si son funciones {p, p}-no-singulares.

Primero suponga que I' es una curva cerrada simple, zo un punto en D;", v un ntimero
complejo, y ¥o(2) una rama fija de la funcién (z — z9)” en el plano complejo C con un
corte de zg a 0o que intersecta la curva I" s6lo en el punto tg. La funcién Wy(z) es continua

en cada punto ¢t € I' excepto, posiblemente, en to; Wo(t £0) #0 (t €1') y

% = exp(2mi7y). (5.5)

Teorema 5.3. La funcion Wy es {p, p}-no-singular si y soélo si la diferencia Re v—d(ty) /27

no es un entero. Si esta condicion se satisface y si k se refiere al entero que satisface
0<k+06(ty)/2r— Rey <1

entonces ind V"’ = k.
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Ahora sea I' una curva cerrada que es la unién finita de curvas de Jordan I'y. Para
cada punto 7 € I' y cada nimero complejo v asociamos cierta funcién ¥, ., la cual vamos
a definir. Si 7, es un punto en la curva cerrada simple I'y(C I") entonces denotamos por

U, . la funcién continua en cada punto ¢t # 73, definida por

(t — Z].C)E7 sitely

U () = ‘ (5.6)

1 sitel \ Fk,
donde € = 1 si I'y, esta orientada en direccién positiva, y € = —1 en otro caso. El punto
2, se asume que pertenece a Di' sie =1y a Dy sie = —1, y se elige en tal manera que

la linea recta entre los puntos 7, y 2, toca a la curva I' en sélo un punto, llamado 7.

Teorema 5.4. Sea p(t) = [T, [t =tk y U =Ty, ... 0y . (n < 7). Parala {p,p}-

no-singularidad de la funcion ¥ es necesario y suficiente que ninguno de los numeros
Vi = (l—i-ﬁk)/p—Re Yk (/{Z: 1,...,77,)

sea un entero. Si esta condicion se satisface y si ki, ...k, son enteros que satisfacen las

desigualdades 0 < ki + v, < 1 entonces ind VPP = k1 + ... + K.

Nuestra siguiente meta es establecer condiciones que garanticen la factorizacion de la
funcién W en el espacio L,(I', p). Para empezar con eso consideramos el caso cuando I es

una curva cerrada simple lo cual implica que ¥, = (¢ — z)?. Definimos

Ut =@t —7) y ¥ = Loy (5.7)
g T \t—a)

donde {(t—7)/(t—2)} " denota una rama de esa funcién la cual es holomorfa en el plano
complejo excepto por el corte a lo largo de la linea recta que une 2, con 7 e igual a uno en
infinito, y (¢t —7)" corresponde a una rama de esa funcién la cual es holomorfa en el plano
complejo excepto por un corte a lo largo de un rayo que empieza desde 7 hasta infinito y
no toca la regién D;'. Ademéas suponemos que esta rama es elegida en tal manera que la

igualdad W, , = W W—  se mantiene.

Teorema 5.5. Seat; €' y
1 1
+61—1<Re’y< A (5.8)
p p

-, . . ., o +
Entonces la funcion Wy, ., admite la factorizacion Wy, , = Wi

U, en el espacio L,(T, p)

t1,y

con
r

pt) =l —tel* A <p<oo, —1<Bp<p—1 t, D)
k=1
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Ahora consideramos el caso mas general cuando I' es una curva cerrada que consiste de
un numero finito de curvas cerradas simples disjuntas por pares. Sea ['y(C I') una curva
cerrada simple que contien al punto ¢, y denotamos por Fj, la regién acotada en el plano

complejo el cual tiene I'y como su frontera. Ademads, ponemos
(t—t) sitel},
+ o
the,y <t> T t—t), vy . ,
si tel'\TIY,

t—2zp

B (t—t)™ sitelY,
\I’tkW (t) := e\ _
(—k) si te D\ I,
donde I'} ;=T U (I'N Fy), I} :==T'N Fy en el caso cuando I'y, esta orientada en el sentido

contrario a las manecillas del reloj, y I}, :=T'N Fy, '} := Ty U (' N Fy) en otro caso. Las

ramas de esas funciones son elegidas como antes.

Teorema 5.6. La funcion ¥ = W, .. ...V, . es factorizable en L,(I',p) si y sdlo si

es {p, p}-no-singular. Si la funcion VU es {p, p}-no-singular entonces su factorizacion en
L,(T,p) es de la forma

=00,
con
K = ind VPP,
U, = \Iftt’%...\l/j;%ff... =T = Y (5.9)
Vi = Ve — Kk, K= ind UYL (k=1,...,n),
Y
() = 1 si tely,
k\U) =
(t—zp) ™ sitel\IY,
1) t="rk si telY,
k =

(=)™ s teT\TY.

Por el Teorema 5.4, los nimeros 7, := vy, — Ky, satisfacen las condiciones

1 1
+—ﬁk—1<Re'y,’€< +6k.
p p

Uno puede mostrar que la funciéon ¥y = ¥, ., ... ¥, . admite la factorizaciéon ¥, =

Uy UE en Ly(T, p) con los factores

Uy =0, -0

tlv“fi tnv’\/i ?

UG =0f .0t

iy Tt
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5.3 Inverso de operadores singulares integrales en una

curva cerrada.

En esta seccion establecemos condiciones necesarias y suficientes para la invertibilidad
unilateral de operadores integrales singulares con coeficientes continuos a trozos a lo largo

de una curva I' en el espacio L,(I', p).

Teorema 5.7. Sea T' una curva cerrada, p(t) == [[r_, |t —ts|™, (=1 < B < p — 1,
k=1,....,n), y a,b € PC(T). Entonces el operador A = aPr + bQr es al menos

invertible unilateral en L, (I, p) si y solo si la condicion
a(t+0)b(t)f(t p) +a(t)b(t+0)(1 = f(t,n) #0 t€l,0<p<1) (5.10)

se satisface. Si se cumple esta condicion y ¢ := a/b, entonces el operador A es invertible,
wnvertible solo por la izquierda o invertible solo por la derecha denpendiendo de si el
numero k = ind c”? es igual a cero, positivo o megativo, respectivamente. Si k > 0

entonces dim coker A =k, y si k < 0 entonces dimker A = —k.

Siguiendo [12, Seccién 6.7], utilizaremos la siguiente notacién en la siguiente proposicion.
Un operador A es llamado un ®—operador (o bien, operador de Fredholm), si este es nor-
malmente soluble y si los nimeros dimker A y dim coker A son finitos. Un operador A
es llamado @, —operador si es normalmente soluble, dimker A < oo y dim coker A = oo.
Un operador A es llamado ®_—operador si es normalmente soluble, dimker A = oo y

dim coker A < oo.

Proposicién 5.1. Sean a,b € PC(T") con T' una curva cerrada. Si el operador A =

aPr + bQr es un ®— o ®L—operador, entonces las funciones a y b estan sujetas a la
condicion (5.10).

Corolario 5.1. Sea a € PC(I'). Para la factorizacion en L,(I',p) de la funcion a es
necesario y suficiente que a sea {p, p}—no-singular. Si la funcion a es {p, p}—no-singular

entonces ind a|L, (T, p) = ind aP”.
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CAPITULO 6

Algebra 2, o, con datos en PSO.

6.1 Introduccion.

Sea B(X) denota el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que
actian en un espacio de Banach X, sea K(X) el ideal bilateral cerrado de todos los
operadores compactos en B(X), y sea B™(X) = B(X)/K(X) el algebra cociente (también
llamada dlgebra de Calkin) de las clases A™ := A+ K(X) donde A € B(X). Un operador
A € B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada y los espacios ker A y ker A*
son de dimension finita. Equivalentemente, A € B(X) es Fredholm si y sélo si la clase A™
es invertible en el algebra B™(X).

Una funcién medible w : T — [0, 0o] es llamado un peso si la preimagen w='({0, c0}) del
conjunto {0, 00} tiene medida cero. Para 1 < p < 0o, un peso w pertenece a la clase de
Muckenhoupt A,(T) si

cri=s0 (1 | wl’(ﬂdm)l/p (i furecrna m)”q <oo, (61)

donde 1/p+1/g = 1, y el supremo es tomado sobre todos los intervalos I C T de longitud
finita |1].
En lo que sigue asumimos que 1 < p < ooy w € A,(T), y consideramos los espacios de

Lebesgue con peso LP(T,w) equipados con la norma

= ([ |f<f>|pwp<r>d|f|)”p.

Como es sabido, el operador integral singular de Cauchy St dado por



6.2. LAS C*-ALGEBRAS SO° Y PSO° 64

es acotado en los espacios LP(T,w) con 1 <p < ooy w € A,(T).

Consideramos los pesos potenciales de la forma
pt) =[I1t-t1", terT, (6.3)
j=1

donde t; (j = 1,2,...,n) son puntos distintos en T y 5, € (—1/p,1/q) para toda j =
1,2,...,n. Se puede ver de (6.1) que w = p pertenece al conjunto A,(T) si y sélo si toda
p; € (—=1/p,1/q). Poniendo B, , := B(LP(T,p)) vy Kp, := K(L*(T, p)) para p € (1,00) y
p € A,(T) dado por (6.3), consideramos las dlgebras de Banach

2, ,:=alg (al,S :a € PSO°) C B,,, (6.4)
Z,,:=alg (al :a € S0°) C,, (6.5)

generadas por los operadores de multiplicacién al donde, respectivamente, a € PSO° y
a € SO°, y por el operador St en el caso de 2, ,. El dlgebra PSO° C L>(T) de funciones
lentamente oscilatorias a trozos y el algebra SO® C L*(T) consiste de funciones lenta-
mente oscilatorias que admiten, respectivamente, discontinuidades lentamente oscilatorias

a trozos y discontinuidades lentamente oscilatorias en arbitrarios puntos de T.

6.2 Las (*-algebras SO°y PSO°

6.2.1 La (*-algebra SO° de funciones lentamente oscilatorias

Sea L>(T) la C*-algebra de todas las funciones medibles y acotadas en el circulo unitario
T={z€C:|z]=1}. Sea C := C(T) y PC := PC(T) denotan las C*-subdlgebras de
L>(T) que consisten, respectivamente , de todas las funciones continuas en T y todas las
funciones continuas a trozos en T, esto es, las funciones que tienen limites unilaterales
finitos en cada punto t € T.

Para una funcion medible f : T — C y un conjunto I C T, sea

osc (f,I) = supess {|f(t) — f(s)]:t,s € I}.

Siguiendo [1, Seccién 4], decimos que una funcién f € L®(T") es lentamente oscilatoria en

el punto t € T si para cada r € (0,1) o, equivalentemente, para algin r € (0, 1),

limosc (f, T,..(t)) =0,

e—0
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donde
Tee(t) ={z€T:re<|z—t| <e} parat € T.
Para cada t € T, sea SO(T) denota la C*-sub édlgebra de L>°(T) dada por
SO(T) :={f € Cp,(T\ {t}) : f oscila lentamente en ¢},

donde Cy(T \ {t}) := C(T \ {t}) N L>(T). Sea SO° la minima sub dlgebra C* de L>(T)
que contiene todas las C*-dlgebras SO;(T) con t € T. En particular, SO°® contiene C(T).

Proposicion 6.1. Para cada X € T, el mapeo a — a o By definida por el homeomorfismo
Orn:T—=T, t— At (6.6)
es un *-1somorfismo isométrico de la C*-dalgebra SO, sobre la C*-dlgebra SO;.

Sea H> la sub algebra cerrada de L>(T) que consiste de todas las funciones que son
limites no tangenciales en T de funciones analiticas en el semiplano superior. Aplicando

[25], tenemos lo siguiente (ver [14, Teorema 4.2] y [5, Seccién 9.35]).

Teorema 6.1. La C*-dlgebra SO° esta contenida en la C*-algebra QC' de funciones cua-

stcontinuas en T, donde

QC == (H>®+ C(T)) N (H* + C(T)) . (6.7)

6.2.2 La (*-algebra PSO° de funciones lentamente oscilatorias

a trozos

Sea

PSO° :=alg (SO°, PC) (6.8)

la C*-sub algebra de L>°(T) generada por las C*-algebras SO°® y PC. Obviamente, PSO°
es una generalizacion natural de la clase PC' con el reemplazo de limites unilaterales por
oscilaciones lentas unilaterales.

Dada una C*-dlgebra conmutativa con unidad A, denotamos por M (A) el espacio de
ideales maximales de A. Como es bien sabido, M(C(T)) = T y M(PC(T)) = T x
{0,1}, respectivamente, donde los puntos ¢ € T estén identificados con los funcionales
de evaluacién d; dados por 0;(f) = f(t) para f € C(T). Las parejas (£,0) y (¢,1) son
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los funcionales lineales multiplicativos definidos para a € PC(T) por (t,0)a = a(t —0) y
(t,1)a = a(t+0), donde a(t —0) y a(t+0) son los limites unilaterales izquierdo y derecho
de a en el punto t € T, y la base de conjuntos abiertos para T x {0, 1} consiste de todos
los conjuntos de la forma (¢, 7) x {0, 1}, ((¢,7] x {0}) U ([t,7) x {1}) donde t,7 € T. Esto

también es conocido (ver [1]) que

M(S0%) = JM(S0°), M(PSO°)= | M(PSO°), (6.9)

teT EeM(SO°)

donde las fibras correspondientes estan dadas parat € Ty £ € M(SO°) por

Mi(SO%) = {€ € M(SO%) : €l =1}
Me(PSO®) ={y € M(PSO°) : y[so0 =&}

Las fibras M¢(PSO°) para £ € M(SO°) pueden caracterizarse como sigue [1, Teorema
4.6).

Teorema 6.2. Si £ € M(SO°) cont € T, entonces
Me(PSO%) ={(&,0), (6, 1)}, (6.10)

donde, para 1 € {0,1}, (&, 11)|soe =&, (& w)lem =t, (& 1) pory = (t, 1).

Por (6.9) y (6.10), M(PSO°) = M(SO°)x{0,1}. La topologia de Gelfand en M (PSO°)
puede ser descrita como sigue. Si § € M (SO°) donde ¢ € T, entonces una base de

vecindades para (&, 1) € M(PSO°) consiste de todos los conjuntos abiertos de la forma

(Uea x {0} U (U, x {0,1))  sip=0,

U =
7 W x 1)U (U x {0,1}) sip—1,

donde Ug; = Ug N M;(SO°), Ug es una vecindad abierta de € en M(SO°), y Ug,, Ug,
consisten de todos ¢ € Uy tales que 7 = (|¢(r) pertenecen, respectivamente, a los conjuntos
(—t,t):={z€T: —m<argz/t <0}y (t,—t):={z€T:0<argz/t <m}.

Dados a € PSO° y £ € M(SO°), ponemos

a() =a(0) v al"):=a(§1). (6.11)



67 CAPITULO 6. ALGEBRA 2p, CON DATOS EN PSO.

6.3 Las algebras de Banach Z,,y Z7,

Dados p € (1,00) y un peso potencial o € A,(T), vamos a estudiar el algebra de Banach
con unidad Z,, C B, , dada por (6.5). Junto con Z, ,, consideramos el dlgebra cociente
de Banach

Z;;r,g = (Zp,g + IC;D,Q) /’Cp,g (6.12)

que consiste de las clases [al]|" := al + K, , para toda a € SO°.

Lema 6.1. Sip € (1,00) y un peso potencial p € A,(T), entonces los espacios de ideales
mazimales M(Z],) y M(SO°) pueden ser identificadas:

M(ZT,) = M(S0°). (6.13)

Demostracion. Si a € SO° es invertible en L>(T), entonces la funcién 1/a pertenece
a la C*-glgebra SO°. Por lo tanto la clase [(1/a)I]" es el inverso de la clase [al]™ en el
algebra de Banach Z7

»o» 10 cual implica que

sp([al]™) C sp(a) para toda a € SO°, (6.14)

donde sp(x) denota el espectro de un elemento = en un algebra de Banach con unidad.
Si la clase [al]" es invertible en el dlgebra de Banach Z,,, entonces existe una funcién
b € SO° y un operador compacto K € K, , tal que (ab —1)I = K. Por lo tanto ab = 1

porque Z,,N K, , = {0}, lo cual implica la inclusién

sp(a) C sp([al]™) para toda a € SO°. (6.15)
Por (6.14) y (6.15),

sp(a) = sp([al]™) para toda a € SO°. (6.16)

M4s atin, el mapeo a + [al]" es una biyeccién de SO° sobre Z7 . Ya que

Ifa]™|| == lal + Klis,, < llallls,, = lall L)

inf
KeK,.,
y ya que, en vista de (6.5),

lall ooy = (@) = 7 ([a]") < [[[ad]"[],

donde r(z) denota el radio espectral de un elemento x, concluimos que ||[al]"|| = ||a]| ;~ (T):
y por lo tanto el mapeo a — [al]" es un isomorfismo isométrico de SO° sobre zZ7,
Esto permite identificar el espacio de ideales maximales de SO° y Z7, por la férmula
f([al]™) = p(a), donde a € SO°, pe M(SO°) y u € M(Z,,), lo cual da (6.13). O
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Similarmente a la prueba de [16, Teorema 3.2], el teorema de interpolacién de Stein-
Weiss (ver [2, Corolario 5.5.4]) implica el siguiente andlogo importante del teorema de

Krasnoselskii [17, Teorema 3.10] sobre la interpolacién de compacidad.

Teorema 6.3. Sea 1 < p < o0, w; € A, (T) yT € B(LPi(T,w;)) para i = 1,2. Si el
operador T es compacto en el espacio LP* (T, wy), entonces T es compacto en cada espacio

LP(T,w) donde
1 1-6 6
1_ b=, w=wl 0<6<1. (6.17)
p D1 D2

Note que segin, [16], el Teorema 6.3 también sigue del teorema de interpolacién de
Stein-Weiss (ver [2, Corolario 5.5.2]) y del resultado de compacidad unilateral obtenido
por el método de interpolacién real en [7, Teorema 1.1] (ver también [6]). Aplicando el

Teorema 6.3 se puede establecer lo siguiente (ver también [1, Teorema 6.2]).

Teorema 6.4. Sea p € (0,00), w € A,(T) y a € L>(T). El conmutador [al,St] =

aSt — Stal es compacto en el espacio LP(T,w) si y solo si a € QC.
Teoremas 6.1 y 6.4 implican lo siguiente.

Corolario 6.1. Sip € (0,00), w € A,(T) y a € SO°, entonces el conmutador [al, St| =

aSt — Stal es compacto en el espacio LP(T,w).

Para el dlgebra de Banach 2, , definido por (6.4), introducimos el dlgebra cociente de
Banach 47 =2, ,/K, , (recuerde que K, , C 2,,). Por el Corolario 6.1, el dlgebra de

Banach Z7 , es una subélgebra central de 247 .

6.4 Estudio local del algebra de Banach 2, ,

6.4.1 Aplicacién del principio local de Allan-Douglas

Sea A, , denota la subdlgebra de Banach de B, , que consiste de todos los operadores en
B,, que conmutan con cada operador A € Z,, médulo operadores compactos. Clara-
mente, A, , contiene 2, , y por lo tanto, el algebra cociente A7 , := A, ,/K,, contiene
el dlgebra de Banach 27 = 1, /K, ,. Ademas, A7 , es el conmutante del dlgebra co-
ciente Z7 ,, v por lo tanto el algebra A7 , es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin
Bf , = B, ,/K,,, que consiste de las clases A™ := A + K, , para toda A € B, ,, esto es, el

espectro de todos los operadores A™ € A7 , en las dlgebras A7 , y B} , coinciden.
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Por el Lema 6.1, M(SO°) = M(Z],). Para cada & € M(SO°), sea J,. es el més

pequerio ideal bilateral cerrado del dlgebra de Banach A7 , que contiene al ideal maximal

1'71'

oe = 1lal]” 1 a € SO°,a(§) = 0}
del dlgebra central Z7, de A7 ,. Considere el dlgebra cociente A7 , . := A7, / T
Por el principio local de Allan-Douglas (ver [5, Teorema 1.35]), inmediatamente obtenemos

el siguiente resultado.

Lema 6.2. Una clase A™ € AJ , es invertible en el dlgebra de Banach A, si y sélo si

0
para cada & € M(SO°) la clase A ot = AT+ T, ¢ es invertible en el dlgebra de Banach
A; 0,€°

Sea A;’ o¢ 1a subdlgebra cerrada mds pequena de A7 . que contiene las clases A7 .

para todo A € 2, ,.

Corolario 6.2. Dados p € (1,00) y un peso potencial p € A,(T), un operador A € A, , es

Fredholm en el espacio de Lebesgue con peso LP(T, o) (equivalentemente, la clase A™ € 27,

es invertible en el dlgebra de Banach 27 ) si y sélo si para cada § € M(SO°) la clase
poe € AL ¢ €s invertible en el dlgebra de Banach A , ..

6.4.2 Representantes locales

Vamos a identificar las clases A7 . para toda A € 2A,, y toda £ € M(SO°), donde
p € (1,00) y un peso potencial o € A,(T). Parat € T, sea x; y x; denotan las funciones

caracteristicas de los intervalos (—t,t) y (¢, —t) de T, respectivamente.

Lema 6.3. [1, Lema 6.6] St a € PSO°, t € T, £ € M(SO°®), y

a(éF) =0 si &€ € M,(S0°), (6.18)
entonces [a[]pgé [O];’g’g =T
Teorema 6.5. Para cadat € T y cada & € My(SO°), el mapeo o¢ : A A7 . definida
sobre los generadores al (a € PSO®) y St del dlgebra de Banach U, , por
O¢(al) = [(al€N)xi +al€ )X ) ], (6.19)
0¢(St) = [S1]] e » (6.20)

extiende a un homomorfismo de dlgebra de Banach ¢ : A, , — A7 , .. Mds ain,

su oe(A) .- <||A™|| ;== inf || A+ K ara todo A €2, ,.
o (AL, <147 = it A+ K] p
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Demostracion. Sea £ € M(SO°®). Considere los homomorfismos naturales de dlgebra
de Banach
0 1 RApo = AT, — AF, A AT AL

Para cada A € 2, ,,

sup  [|0¢(A) .z, . < 147
€M (SO®)

Resta probar las igualdades (6.19) y (6.20) para a € PSO°.
Fijamos t € T y tomamos £ € M;(SO°). La funcién

g ==a—a()x{ —al€)x;

pertenece a PSO°. Més aun, de (6.11) y el Lema 6.3 se tiene

mﬁﬂ;@f = [0]17;7@76 = z:@@

lo cual implica que para £ € M;(S0O°),

[al]} e =[(al€)x; +alE7)x )15 e
[ST];,Q,f :[ST];&S'

Entonces, para toda £ € M,(S0°), las férmulas (6.19) y (6.20) estan demostradas. O

Teorema 6.5 y Lema 6.2 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 6.3. Un operador A € 2, , es Fredholm en el espacio LP(T,p) si y solo si

™

pog Para toda

las clases A7, = 0¢(A) € A7, ¢ son invertibles en las dlgebras cociente A
£e M(SO°).

6.4.3 Estructura de algebras locales

Sean Py := (I £ St)/2 las proyecciones mutuas en los espacios LP(T, p), donde p € (1, 00)
y un peso potencial p € A,(T). Teorema 6.5 implica el siguiente resultado sobre la

estructura de dlgebras locales A7 , ..

Lema 6.4. Dados p € (1,00), un peso potencial p € A,(T), t € T y & € M(SO°), las
dlgebras locales A7, . generadas por las clases [St]} ,. y [al]} ,. para toda a € PSO°

tienen las siguiente estructura: el dlgebra cociente de Banach A7 ,. es generada por la
unidad I7

poc U dos idempotentes
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Demostracion. Sit € T, £ € My(SO®) y a € PSO°, entonces

[ally e = [(@(€X +alE ) 1)) o = Lpe +a(6) [ 1]

[S1lp e = [Pr = P-]; e = 2[Pi], e — I,

P06 p,0,§ D0, D,0,§

™

p,0,§ "’

donde @(¢) := a({™) —a(€7). Por lo tanto, el dlgebra de Banach A7 | . es generada por la
unidad I, vy dos idempotentes (6.21). O
Atn resta estudiar la invertibilidad de las clases A7 , . en el algebra de Banach A7 , .

para cada £ € M(SO°).

6.5 Operadores de convolucion de Mellin y sus apli-

caciones.

6.5.1 Operadores de convolucion de Mellin.

Para estudiar el algebra de Banach %I, , aplicamos la teoria de operadores de convolucién
de Mellin mediante una equivalencia entre estos y los multiplicadores de Fourier. Sea M), es
el dlgebra de Banach de los multiplicadores de Fourier en LP(R), ||a| s, := [[W(a)||szr®)),
donde W°(a) es el operador de convolucién de Fourier con a € L™ (R).

Sea du(t) = dt/t la medida invariante (normalizada) en R. Considere la transformada
de Fourier en L*(R,,du), la cual es usualmente referida como la transformada de Mellin

y es definida por

M PRy dy) — LPE), Mf) (@)= [ o

R4
Este es un operador invertible, con la inversa dada por

M~ LA(R) — L*(Ry,dp), (M~ 'g)(t) = iﬁ / g(t)t"“dux.
R
Sea E un isomorfismo isométrico
E : PRy, du) — LP(R), (Ef)(z):= f(e") (z€R). (6.22)

Entonces el mapeo A — E~'AE transforma el operador de convolucién de Fourier dado

por W9%a) = F~'aF al operador de convolucién de Mellin
Co(a) == M~'aM
con el mismo simbolo a. Por lo tanto la clase M, de multiplicadores de Fourier en L”(R)

coincide con la clase de multiplicadores de Mellin en LP(R.,du). Asi, el operador de

convolucién de Mellin Co(a) es acotado en el espacio LP(Ry,du) siy sélo si a € M,,.
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6.5.2 Multiplicadores continuos en la recta real.

Si a es una funcién absolutamente continua de variacién total finita V'(a) en R, entonces
ad e L'R)y = Jp ld' ()| dz (ver, e.g., [20, Capitulo VIII, Seccién 3; Capitulo IX,
Seccion 4]). El conjunto V(R) de todas las funciones absolutamente continuas de variacion

total finita en R forma un élgebra de Banach equipada con la norma

lally = llall o @) + V(a).

El siguiente teorema da un importante subconjunto de M,. Su demostracién puede en-

contrarse, e.g., en [4, Teorema 17.1].

Teorema 6.6 (Desigualdad de Stechkin). Sia € PC tiene variacion total finita V (a),

entonces a € M, y
lallag, < 118 s(eaey (0l m) + V(@) |

donde Sg es el operador integral singular de Cauchy en R.

Sea R := [—o0, +00]. De acuerdo a [4], sea C,(R) la cerradura en M, del conjunto de

todas las funciones a € C(R) con variacién total finita en R.

6.5.3 Algebra generada por el operador integral singular de

Cauchy.

Suponga que 2 es un algebra de Banach y G es un subconjunto de . Sea alg 4G denota la
mas pequena subdlgebra cerrada de 2l que contiene a G y sea idyG denota el mas pequeno
ideal bilateral cerrado de 21 que contiene a G.

Sea B := B(L*(Ry)) y K := K(LP(R4)). Considere los operadores Sg, s € B dados para
funciones f € LP(R,) y constantes 5 € (—1/p,1/q) por

/)8
(S, af)(o) = [,

/)P
(e o)) = = [ LT,

(6.23)

para casi toda x € R, donde las integrales son entendidas en el sentido del valor principal.

Estos operadores son acotados en el espacio LP(R ) para toda p € (1, 00) (ver [22, Capitulo

4)).
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Considere la subélgebra de Banach A := alg 4 {] , SR +75} del algebra de Banach B e

introducimos el isomorfismo isométrico
@ LR - [P (Ry,du), (D)) = /7f(1) (tER,). (6.24)
El siguiente resultado es bien conocido (ver [22] y [23]).

Teorema 6.7. El dlgebra A es la mds pequena subdlgebra cerrada de B que contiene los

operadores @~ Co(a)® con a € C,(R). Las funciones

sp.s(x) := coth [m (z +i (1/p+ B))], rpp(x) :=1/sinh[r (z +i(1/p+ B))] (x € R),
(6.25)
extendidas por continuidad a 00, pertenecen a CP(K) y los operadores Sg, g y Rr, g son

similares a los operadores de convolucion de Mellin:

(I)SR+,/3(I>_1 = CO(Sp”g), (I)RR_‘_’/@)(I)_I = CO(T’pyg). (626)

6.6 Continuacion del estudio local del algebra 2, ,

6.6.1 Reduccion.

En lo que sigue, asumimos que p € (1,00) y un peso p € A,(T) esta dado por (6.3):
ot) =T1- It - tj|6j para t € T.
Sea v = [0,0], donde Uy = [-6,0] y 0 < < m/2, y sea X+ la funcién caracteristica del

arco u; := {te’ : x € U,NR,} C T. Considere el isomorfismo isométrico
T : L (uf, 0) = LP(v), (Yof) () = o(te™) f(te™), x € 7. (6.27)

Ponemos g;(x) := o(te’) para x € [0,d]. Entonces la funcién g; es continua en v si
t¢{t;:7=12,...,n} y ox) =|e” — 1|Bj o0:(), donde la funcién g; es continua en -,

sit =t; para algiin j = 1,2,...,n. Ponemos g, (t) := [t — tj|5j. Por lo tanto

Xt PST0 X T = Xt Stxu T+ Ko st # 1,
X P10 Xt T = X 01, S0, X L+ Ko si t =1,
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donde K; son operadores compactos en los espacios LP(T) para toda ¢ € T.

Entonces para funciones ¢ € LP(y) y « € 7,

( ;1Y d
. [ty i,
y e — el
; ; i —Bj ;i
[T (g S ) 10 (2) = 4 L] / e — 1|7 ie1(y)dy (6.28)
) N eiy _ eix
L+ [T K] () sit=t;
Sea t # t;. Para 0 <z <y < 7/2, uno puede probar que
e
. — — < M < oo. (6.29)
e — e Yy—x

En vista de (6.29), inferimos que el operador dado para = € 7 por

g) e  y—x

1 e 1
= — . — — d
om [ | vty
es compacto en los espacios LP(7y). En consecuencia, se sigue de (6.28) que
[T (O Sx )T 1™ = [S]7, (6.30)

donde el operador S, esta dado por

1 d
1 U(y)dy (z € )
mJ), y—x

(Sy) (@) =

Sea ahora t = t;. Entonces, para 0 < z <y < 7/2, uno puede probar que

(= — 11/1e — ic _ (o/y)’
e — ei® y—x

<M < co. (6.31)

En vista de (6.31), inferimos que el operador dado para z € 7 por

oo ]

es compacto en el espacio LP(y). En consecuencia, se sigue de (6.28) que

(le® —1|/|e” — 1)%ie”  (x/y)"

ety — e y—x

U (y)dy

[Te (O Srx, )Y = [9y,]7, (6.32)
donde el operador S, 3, esta dado por

1 / (z/y)" ¢ (y)dy

e Yy—x

(Sy.,9)(x) = (z € 7).
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Counsidere el isomorfismo isométrico
T :B(LP(Ry)) — B(LP(Ry,dp)), A ®AD (6.33)

donde @ es el isomorfismo isométrico de LP(R) sobre LP(R,, du) dado por (6.24).

Entonces se sigue del Teorema 6.7 que
T(SRJr) = CO(Sp)v T(SR+75) = CO(SPﬁ)a (6'34)

donde T esta dada por (6.33) y (6.24), las funciones s, = s,0, s, 3 € C(R) estan dadas

por (6.25) para 8 € (—1/p,1/q).
Sea T, : LP(y) = xL*(Rydp) una restriccion de 7. Por (6.34), obtenemos

[T (S = DXy T (Sry )xA 21" =[x Colsp)xr 1],
[T5(S,,8)]" = [X’YT<SR+7B)XWI]W = [x,Co(spr )X 1]

Considere la C*-algebra SO°(y) de funciones lentamente oscilatorias en +, la cual es

(6.35)

definida por analogia con SO°(T). Dado que las funciones a € SO°(y) conmutan con el
operador S, médulo operadores compactos K € K,(v), concluimos que el conmutador
lal, x,Co(cp)x,1] pertenece a K(x,LP(R,,du)) para toda a € SO°(7).

Sea A,(7) la subalgebra de Banach de B(LP(7)) que consiste de todos los operadores
A € B(LF(v)) tal que los conmutadores [al, A] son compactos para toda a € SO°(7).
Sea My(SO°()) la fibra del espacio de ideales maximales de SO°(vy) sobre el punto
0 € 7. Sea AZ(y) := Ap(7)/Ky(7). Dado £ € My(SO°(v)), sea JJ:(7) el ideal bi-

2
lateral cerrado del dlgebra de Banach A7(v) generada por el ideal maximal Z7.(v) :=

{lal]™ : a € SO°(y), a(§) = 0} del dlgebra central Z7(v) = {[al]” : a € SO°(y)}
del algebra de Banach A7(vy). También consideramos el dlgebra cociente de Banach
AL (7)== A5 () T (7)-

Dadot € Ty £ € M(SO°), consideramos los ideales bilaterales cerrados J7, . del dlgebra
cociente A7 ,. Junto con JJ, ., consideramos el ideal ‘71:5(7)’ donde € € My(SO°(v)) esté
asociada con & € M;(SO°) como sigue. Sea a € SO°(7) es definida por a(z) = a(te™)
para toda = € v y toda a € SO°(T). Entonces (@) = £(a) para cada a € SO°(T) y cada
§ € My(S50°(T)).

Anélogamente, el dlgebra de Banach A,(R;) es la subalgebra de Banach de B(LP(R.))
que consiste de todos los operadores A € B(LP(R,)) tal que los conmutadores [al, A]
son compactos para toda a € SO°(R,). Sea My(SO°(R,)) la fibra del espacio de ideales
maximales de SO°(R,) sobre el punto 0 € Ry. Sea AT(R,) := Ay(R;)/K,(Ry). Dado
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£ € My(SO°(R,)), sea jpfg(RQ el ideal bilateral cerrado del dlgebra de Banach AT(RR,)
generada por el ideal maximal Z7 (R, ) = {[al]" : a € SO°(Ry),a(§) = 0} del dlgebra
central ZJ(R,) := {[al]" : a € SO°(R,)} del dlgebra de Banach AT(RR,).

{ unto con el ideal ",73 %(7), consideramos el ideal jp’jg(]RJF), donde identificamos los puntos
£ € My(SO°()) v £ € My(SO°(R,)) asumiendo que la funcién a € SO°(y) es extendida
a una funcién a € SO°(R,) (aqui conservamos la notacién a para la extensién).

Se sigue de (6.30) y (6.32) que para cada t € T, cada § € M;(SO°(T)) y el correspondiente

§ € Mo(SO°(7)),

sp[Stlye = Sp[Tt(Xu;rSTXuj)Tt_l];g si t#£ty,

(6.36)
SP[ST];,g = SP[Tt(Xu;rSTXuj)Tt_l];g st t=ty,
donde sp(z) es el espectro de un elemento x, y
[Te(xup Srxa )Y T e =[S0z = [Sr, 77 si t#1, (6.57)
[Tt StXut) Y e = [Sy8 e = [Sip 7z st t=1;
Aplicando (6.34), concluimos que
sp[Sr.|" = sp[T (Sr,)]" = sp[Co(sp)]"  si t #1;, (6.38)
sp[Sw,,8,]" = sP[T Sk, 5,)]" = sp[Colsp)]"  si =1
Se puede verificar facilmente que
sp[Sr. | = sp[Co(s,)]" = s,(R) si t#t,
S, = sColspl” =5s®) 51 141 -
$plSi, ] = pICo(sy )" = 5p,(B) si t=1t;.
Pero
s,(R) = {coth(mx + mi/p) : & € R} si t # t;,
() = {coth(ma + i/p) iz € R} si t £ 610

sp,g;(R) = {coth(rz + mi(1/p+ 5;)) : @ € R} si t = ¢;.

Es obvio que la invertibilidad de las clases [Sg,]™ y [Sr, /" en el dlgebra de Banach
A™(R,) implica la invertibilidad de lasN(:lases [Sr +]2~r y [Sr +75j]571, respectivamente, en el
algebra de Banach Ag(R+) para cada & € My(SO°(vy)). Aplicando el inétodo de oper-
adores limite, uno puede probar la afirmacién conversa: para cualquier £ € My(SO°(7)),
la invertibilidad de las clases [Sg +]2~r y [Sr +ng]gi en el dlgebra de Banach Ag(l&r) implica,
respectivamente, la invertibilidad de las clases [Sg,]™ y [Sr, ;,]" en el dlgebra de Banach

A™(R,).



77 CAPITULO 6. ALGEBRA 2p, CON DATOS EN PSO.

6.6.2 Espectro local de operadores de convolucién de Mellin

Fijamos p € (1,00). Dado s € {0,00}, denotamos por SOs(Ry) la C*-subélgebra de
SO(R;) que consiste de todas las funciones en SO(R, ) que tienen limites finitos en el
punto s € {0,00}\ {s}. Sea A(R,, s) el dlgebra de Banach de todos los operadores lineales
acotados en el espacio LP(R ., du) que conmutan médulo operadores compactos con todos
los operadores de multiplicacién al donde a € SO4(R,), y sea K(R,) := K(LP(R, du)),
[al]™ := al + K(R,). Obviamente, el espacio de ideales maximales de la C*-algebra

conmutativa Z7 := {[al]" : a € SOs(R, )} puede identificarse con el conjunto
M(SO4(R,)) := M(SO°) UR, U {5}.

Dado § € M(SO4(R,)), sea JZ(Ry,s) es el ideal bilateral cerrado del dlgebra cociente
de Banach A™(R,,s) := A(Ry,s)/K(R;) generada por el ideal maximal Z7 (R, s) :=
{[al]" : a € SOs(R4),&(a) = 0} de la C*-dlgebra conmutativa Z7. Considere el dlgebra
cociente de Banach A7(Ry,s) := A™(Ry,s)/JF (R, s) que consiste de las clases A7 :=
AT+ JF(Ry, 5).

Considere la subélgebra de Banach D de B(LP(R.,du)) generada por todos los oper-
adores de multiplicacién al (a € SO(R,)) y todos los operadores de convolucién de
Mellin Co(b) = M~'oM (b € C,(R)). Aplicando la transformada A — FAE~!, donde
E esta dado por (6.22), inferimos de [14, Teorema 4.6] que los conmutadores [al, Co(b)],
donde a € SO(Ry) y b € C,(R), son compactos en el espacio LP(R,,du). Por lo tanto,
D C A(R;,s) para cada s € {0,000}, y ademds el dlgebra conmutativa de Banach Z7 es
una subélgebra central de las dlgebras de Banach D™ := D/K(Ry) y A™(R., s). El dlgebra
A™(R,, s) es el conmutador de Z7, y por lo tanto A™(R,, s) es inversamente cerrada en
el dlgebra de Calkin B™(LP(Ry, du)) := B(LP(R,, du))/K(Ry).

Dado s € {0,00} y £ € M(SO4(Ry)), consideramos la mds pequeila subdlgebra Df de
A7 (R4, s) que contiene el conjunto {Aér : A € D}. Por el principio local de Allan-Douglas,
la clase A™ € D™ es invertible en A™(R,, s) (respectivamente, en D7) si y solo si las clases
AF son invertibles en las dlgebras cociente A7 (R, s) (respectivamente, en DY) para toda
£ € M(SOs(Ry)).

Estudiaremos el espectro local de algunos operadores de convolucién de Mellin A =
Co(b) € D, esto es, el espectro de las clases A en las dlgebras de Banach AF(R;) y
Df para § € M,(SO°), donde s € {0, 0o}
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Teorema 6.8. Sea 1 <p < oo, v e (0,1), s € {0,00}, £ € M, (S0O°), y sea

by(A) := coth(m\ + miv) para X € R. (6.41)
Entonces b, € C,(R) y
SPaz (R, COb)]E = sppr [Co(b)IE = sPs(rr(r, auy) CO(br) = Lo, (6.42)
donde
L, := {coth(m\ + miv) : A € R}. (6.43)

Demostracion. Fijamos s € {0,00} y € € M (SO°), y ponemos A := Co(b,). Como es
sabido (ver [22, Proposicién 4.2.11]), para cada v € (0,1) y cada p € (1,00), la funcién
b, pertenece al dlgebra de Banach C,(R). Ya que A™(R,,s) es inversamente cerrada en
B™(LP(R,,duw)) y por [8] (ver también [23]), tenemos

SpA“(R+,s)A7T = SPegs A = SpB(LP(R+,du))A =b,(R) = L,. (6.44)
Por lo tanto, deducimos del principio local de Allan-Douglas que
SpAg(]R_;,_,s)Ag— C SpAﬁ(R_'_’s)AW = £1/~ (645)

Ya que el espectro sp Ag(R+,s)Ag no separa C en vista de (6.45) y (6.43), inferimos de [24,

Corolarios del Teorema 10.18] que
Obviamente, también tenemos que
SpB(LP(R+,du))A = SpDA (647)

Sea A € C\ sngAg. Ya que la clase [A\] — A]f es invertible en el dlgebra cociente Df,
existe un operador B € D tal que la clase Bf es el inverso de la clase [\ — A]f en Df.

Por lo tanto, existen operadores C, D € D tales que C™, D™ € Jg(R+, s)y
AN —A"B"=1"+C", B"[A\[ - A" =1"+ D". (6.48)

Tomando en cuenta las definiciones de los ideales ZF (R, 5) C Z7 y JI(Ry,s) C A™(Ry, s)

y el hecho de que Z7 es una C*-algebra, inferimos de [22, Proposicién 2.2.5] (véase también
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[4, Proposicién 8.6]) que cada elemento en el ideal JZ (R, s) del dlgebra A™(R,, s) es de
la forma Q'acl + K(Ry) donde Q' € ARy, s), ag € SOs(Ry) y ag(§) = 0. Por lo tanto,

C™ =a:Q+KR,), D™ =a:Q+K(R,), (6.49)
donde Q,Q € ARy, s), ag,ae € SO4(RL), y
ag(§) = ag(§) = 0. (6.50)
En vista de (6.48) y (6.49), existen operadores K, K € (R, ) tales que
(M —-AB=1+4aQ+K, BMN-A)=I+aQ+K. (6.51)

Sea ahora £ € M, (SO°) (la demostracion para & € My(SO°) es andloga). Aplicando
[15, Proposicién 3.1, Lema 7.1] y (6.50) concluimos que para los operadores A, B, agl,

ael € D existe una sucesién {y,} C (0,00) tal que y,, — 400 cuando n — oo,
s-limy, e (V, AV, 1) = 4, (6.52)

donde (V,, f)(x) = (yn)"?f(y,7) para x € R, existe el limite fuerte

By = s-limy, o0 (Vj, BV, 1), (6.53)
y
Tim ag(yn) = ag(§) =0, lim ae(yn) = ag(€) = 0. (6.54)

Maés atin, de [13, Lema 4.4] se sigue que para cada operador K € K(R,) y cada sucesién

{yn} C (0, +00) tal que lim, o0 yn = +00,
sl oo (Vy, KV, 1) = 0 (6.55)
en el espacio LP(R, du). Por lo tanto, inferimos de (6.54) y (6.55) que
s1imy, 00 (Vi (0@ + K)V,-1) = 0, s-limy o (V},, (aeQ + K)V, 1) = 0. (6.56)
Asi, de (6.51)-(6.53) y (6.56) se sigue que
(M — A)By = Boo(M — A) = 1.

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase [\ — A]f en el dlgebra cociente Df implica
la invertibilidad del operador AI — A en el algebra de Banach D. En consecuencia,

sppA C sngAg. De esta manera, tomando en cuenta (6.44), (6.47) y (6.46), obtenemos

LV = SpB(LP(R+,du))A = SpDA C SngAg = SpAg(R+,S)Ag' (657)
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Combinando (6.57) y (6.45), obtenemos

SPAz(Ry5)Ae = SPpp AL = 8Py, au A = Lo,

lo cual completa la demostracion. ([l
Por lo tanto, inferimos de (6.39) que para cada & € My(SO°(v)),

plSa, JZ = sp[Sk, 1™ = 5,(B) si t #1,,

- (6.58)
sP[Sr. 5,]F =PIk, 5,)]" = $p5,(R) sit =1;.

donde s,(R) v s,3,(R) estan dadas por (6.40).

6.7 El teorema de dos idempotentes y sus aplica-

ciones.

6.7.1 Algebras generadas por idempotentes.

Sea B(I') := B(L?(I',w)), K(I') := K(LP(I',w)), I la curva de Carleson-Jordan, p € (1, 00)
yw € A,(T'). Sea m el mapeo candnico de B(I') sobre 7(B(I')) := B(I')/K(I") definido por
la féormula w(A) := A + K(I') para todos A € B(I"). Sean

Z(T) :={m(cl) : ceC()},
AT):={AeB() : n(A)n(cI) =n(cl)m(A) para todas c € C(T')}.

El espacio de ideales maximales de Z(I") se puede identificar con I" tal que el ideal maximal

asociado con t € I' es el conjunto
{m(cI):ce CI), c(t) = 0}. (6.59)

Para t € T', sea J;(I") el ideal mas pequenio cerrado bilateral de w(A(I")) que contiene el
conjunto (6.59). Sea

By(I') := m(A(T))/T(I'), me(A) := 7(A) + Ti(T).

El algebra local B;(I') = m(A(I")) es de estructura muy intrincada. Sin embargo, para
estudiar operadores en alg (Sr, PC(I")), tenemos que tratar principalmente con una cierta
subdlgebra de B.(I'), a saber, con la mas pequena subélgebra cerrada A;(I') de By(T")
que contiene el conjunto {m(A) : A € alg (Sr, PC(I'))}. Resulta que el dlgebra A.(I") es
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mucho mejor que B;(I"): bajo de ciertas circunstancias, es generada por un nimero finito
de idempotentes. Recordar que un elemento p de un algebra de Banach es llamado un
idempotente (o, un tanto impreciso, también una proyeccidn), si p* = p.

Suponga que I' es una curva de Jordan-Carleson. Sabemos de [4, Corolario 6.6] que
entonces Sz = I y por lo tanto, Pr := (I + Sr)/2 es una projeccién. Claramente,
alg (Sr, PC(I")) = alg (Pr, PC(I")). Por tanto Pr es una proyeccion, el elemento r :=
7 (Pr) es un elemento idempotente del dlgebra A;(I"). Ademds, cada funcién a € PC(T)

puede escribirse en la forma

a(t) = a(t +0)xu(7) + a(t = 0)(1 = xi(7)) + (7)

donde x; es la funcién caracteristica de cualquier subarco propio de I' empezando en t y

@ es continua en ' y cero en t. Se sigue que

mi(al) =a(t 4+ 0)m(xi]) + a(t — 0)(m (1) — m(xid))
=a(t+0)s +a(t —0)(e — s)

donde e := m(I) y s := m(xe). Ya que x? = Xy, el elemento s es también un idempo-
tente en A4(I'). En resumen, vemos que A(I") es generada por la identidad e y los dos
idempotentes r y s.

El siguiente “teorema de dos idempotentes” es sélo el resultado empleado para operadores

en curvas de Jordan.

Teorema 6.9. [/, Teorema 8.7]Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y seanr y s
idempotentes en B. Sea ademds A la subdlgebra mds pequena cerrada de B que contiene
e, r,ys. Poner

X :=rsr+(e—r)le—s)le—r)

y suponga que los puntos 0 y 1 son puntos de acumulacion del espectro spgX. Defina el

mapeo o, : {e,r,s} — C*% para x € C'\ {0,1} por

10 1 0 T r—1
Jx(e):<o 1),05,;(7“):(0 0)’%(8):(_3; 1—:c>' (6.60)

y para x € {0,1} por
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(a) Para cada x € sp,4X el mapeo o, extiende a un homomorfismo de dlgebra de Banach

o, de A sobre C?*2.

(b) Un elemento a € A es invertible en B si y sdlo si o,(a) es invertible en C?*? para

cada x € spgX.

(c) Un elemento a € A es invertible en A si y sdlo si 0.(a) es invertible en C**? para

cada v € spyX.

Aqui nos limitaremos a la siguiente observaciéon. Para x € C\ {0,1}, sea /z/(1 — x)

cualquier nimero con ( vx/(1— J:)>4 = 2/(1—x) y defina /(1 — 2)/x como < vx/(1— x))l

Poner

E, = diag ((‘/x/(l —xz),—v/(1 —x)/x) :

Ez( T x—1>E1:< T 31:(1—35))7 (6.62)
—r 1—x x(1—x) 11—z

10\ 10
E, E;' = .
0 0 0 0

Si z € {0,1}, entonces la matriz derecha de (6.62) coincide con la matriz para o,(s)

Entonces

en (6.61). De esta manera, las conclusiones (a), (b), (c) del Teorema 6.9 siguen siendo

verdaderas con (6.60) y (6.61) sustituidas por

10 10
Uz(e):<0 1>a0-$<r):<0 O)7

B T z(1—x)
Ux(s)_< (1l —x) -z )

para toda x € C. Preferimos la version sin raices del teorema ya que esta versién puede

ser extendida al caso de mas de dos idempotentes sin recurrir a raices n-ésimas.

Teorema 6.10. [4, Teorema 8.20] Sean p € (1,00), yw € A,(T). Parat € T, denotamos

por ay y By las funciones de indicador de T, p, w en t (ver [, Seccion 3.5]). Definimos
el “haz de hojas” M por

M= My = {t} x £(0,1;p, 00, 8,)) - (6.63)

teT
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Para (t,x) € T x C y a € PC(T) ponemos

Simy g (al) = < Cl(t(-)i-o) a(to_ ) ) 7 (6.64)
para (t,z) € T x (C\ {0,1}) sea
Simyo(Pr) = ( T x(ll__;) ) , (6.65)
y para (t,z) € T x {0,1} tenemos
Simy o (Pr) = < z 1 E ) ) . (6.66)

(a) Para cada (t,z) € M el mapeo Simy, : {al : a € PC(T)} U{Pr} — C**? dado por
(6.64), (6.65), (6.66) extiende a un homomorfismo de dlgebra de Banach

Simy , - alg (St, PC(T)) — C**2.

(b) Un operador A € alg (St, PC(T)) es Fredholm en LP(T,w) si y sélo si

det (Simy . (A)) # 0 para todos (t,x) € M.

(¢) Si un operador A € alg (St, PC(T)) es Fredholm, entonces tiene un regularizador en
el dlgebra alg (St, PC(T)).

6.7.2 Aplicacion al operador A :=aP, +bP_

Ahora consideramos el operador A := aP, +bP_, con a,b € PC para calcular sus simbolos
de acuerdo al Teorema 6.10. Tomando en cuenta la transformacién (6.62), procedemos a
calcular los simbolos del operador A.

Para aP,, tenemos

| (alt+0) 0 x (1 —x)
Simy; (aPy) = ( 0 a(t — 0) ) ( z(l—x) 11—z )

_ ( a(t + 0)z a(t + 0)/z(1 — z) )
a( '

(6.67)
t—0)yz(l—2x) a(t—0)(1—2x)



6.7. EL TEOREMA DE DOS IDEMPOTENTES Y SUS APLICACIONES. 84

Para bP_, tenemos

Simt@ (bP_) =

[ b(t+0) 0 [ b(+0) 0 x (1l —x)
Bl 0 b(t—0) 0 b(t—0) z(l—2) 1-uz

_ b(t+0)(1—x) —b(t+0)y/z(1 —x)
bt —0)/2(T —2) b(t — 0) '

Por lo tanto el simbolo del operador A = aP, + bP_ queda de la siguiente manera

Sim, . (A) = ( a(t+0)z+b(t+0)(1—x)  [a(t+0) = b(t+0)] /z(1 - x) ) |

[a(t —0) = b(t —0)]v/z(1—2) a(t—0)(1—z)+b(t—0)x
(6.69)

Sin embargo cuando a,b € PSO°, no tenemos sélo un limite lateral, sino que tenemos
familia de limites en cada punto de discontinuidad ¢, por lo cual debemos considerar
fibras M;(SO°) en el espacio de ideales maximales M (SO°) para los cuales se tiene como

objetivo probar el siguiente resultado.

Teorema 6.11. Para cadat € T y cada £ € M (SO°),

1 4 coth mx + 7i 2:z€R sit#t;,
sPXppe = Lo = ( 1 _ ak (6.70)
(1+cothmx+mi(1/p+p;))/2: 2 € R sit=t,.

Entonces la matriz de simbolos estd definida para cada t € T y cada £ € M;(SO°®) en
el arco £; sit € T es un punto de discontinuidad lentamente oscilatoria a trozos de los

coeficientes aL € PSO° del operador A = ay Py +a_P-_.

6.7.3 El teorema de dos idempotentes

Site Ty e M(SO°), donde M;(SO°) es dada en la Subseccién 6.2.2, entonces del
Lema 6.4 se sigue que el célculo de simbolos para el dlgebra de Banach A7 p¢ buede ser
obtenido aplicando el teorema de dos idempotentes (ver, e.g., [3], [4], [22] y las referencias
en ellos).

Aplicaremos la siguiente versién del teorema de dos idempotentes (ver [4, Teorema 8.7])
obtenido de [9] y [10].
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Teorema 6.12. Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y sean p y q idempotentes no
cero en B. Sea A la subdlgebra cerrada mas pequena de B que contiene e, p y q. Ponemos
X :=e— (p—q)? y suponemos que los puntos 0 y 1 no son aislados en spgX . Definimos

el mapeo w,, : {e,p,q} — C*** para p € C por

I I R L 1 p(l = p)
Wu(e)—lo 1]> u(p)—lo O] M(Q)—[ =7 |4 ;

donde /(1 — p) significa un valor arbitrario de la raiz cuadrada. Entonces

(a) para cada p1 € sp,4X el mapeo w,, extiende a un homomorfismo de dlgebra de Banach

w, de A en C**%;

(b) un elemento A € A es invertible en el dlgebra B si y solo si detw,(A) # 0 para toda
p € sppX;

(¢) un elemento A € A es invertible en el dlgebra A si y solo si detw,(A) # 0 para toda
W€ spuX.
Necesitamos aplicar el Teorema 6.12 para cada £ € M (SO°), y

B = A;:Q:E’ A = A;HQ?E’ e = [;79757 p = P;:‘Qé" q = ;79757 (6 71)
- 2 ’
X =[Xil5oe = Lpoe = (Bpoe = @poe)
donde P7,. v QF ,¢ estan dadas por (6.21), y el punto ¢ € T es asociado con el cardcter

t=¢|c.

6.7.4 Espectro de las clases [X]|] . parateTy e M/(S0°)

Dado ¢ € T, consideramos el algebra conmutativa de Banach Df C B] , generada por las
clases I y [X{]™, donde

Xp=T—(xjI—-P)e€,, CA,, (6.72)

Entonces el espacio de ideales maximales M (D]) del dlgebra DT coincide con el espectro
sp,\gg[Xt]7r del elemento [X;]™ en el dlgebra de Banach A7 , (ver, p. €j., [5, Seccién 1.19]).
Para cada t € T y cada £ € M;(SO°), de acuerdo a (6.71) y (6.21), consideramos la clase

(XI5 e = [ = OGTT = P)™" + T (6.73)

la cual pertenece al dlgebra de Banach A7 .. Vemos de (6.72) y (6.73) que [X;]7 . =
[Xe]™ + T, ¢ para todo § € My(SO°) y toda t € T.
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Teorema 6.13. Para cadat € T y cada £ € M;(SO°),

SpA;’MX;Q{ - SpAg,g,gX;@f = Ly, (6.74)
donde
1 + coth(mx + mi 2: xR si t#£ts,
oo ottt xifn)/ 41, -

(1+coth(rx +mi(1/p+5;)))/2: v €R  si t=t,.

Demostracion. Fijamos t € T y € € M;(SO®). Obviamente, para una vecindad sufi-

cientemente pequena u; C T del punto ¢, obtenemos

SPar . [XutXtXutI];r,é si t# iy,

SI)A;;’Q’5 I:Xt];r’g’{ - (676)

SpA;»ﬁ [XththtQt_leut[];r,g Si t == t]

donde ¢, = |t — £,
Sea v = [0,9), donde U; = (—0,9) y 0 < 6 < 7/2. Considere el isomorfismo isométrico

T () > L), (Ff)e) = { ) } rey. (6.7

Entonces inferimos que

Tt[Xut(I - (Xj_] - P+)2)Xut]]Tt_1

[ o271 (T + S, )xo ] 0

~ | 0270+ S )x 1 si t A1, (6.78)
i 0 XA27H (I + Sk, )xA 1

Telxuwo, (I = (06T — Po)?oy xu )T

~ | X020 Srep ol ! sit=t;,  (6.79)
i 0 X7271(I + SR+75j)X7] 7

donde A ~ B significa que A — B es un operador compacto. Identificando los puntos
¢ € M (SO°) y los puntos gen Mo(SO°(7)) y Mo(SO°(Ry)), concluimos que si A™ € JT,
entonces

Tt(XutAﬂXut)Tt_l = [Xv]]W[AZj]?,j:h [X’Y[]W7
donde A7; € J, 7 parai,j =1,2. Por lo tanto, por (6.76)-(6.79), la invertibilidad de la
clase [Xi]7 , . en el dlgebra de Banach A7 . es equivalente a la invertibilidad de la matriz

P,0,€
diagonal

ding {271 + Sz )7z 270 + S I} si t £t

1 (6.80)
diag {[2— (I + Ses )T [27 (1 + SR%,)];E} sit=t,,
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con entradas en A" g(R+). En consecuencia,
p7

5 [X] SpA;g(Rﬁ_)[Q (I + SR+)] 5 sit 75 tj, (6 81)
AT L tpog T ' .
‘ SPar g(R+)[2 Y(I + Sg,, gj)] st t=t;.

Por otra parte, por el teorema del mapeo espectral y por las igualdades (6.58) seguidas

del Teorema 6.8, obtenemos

=271+ s5,(R)) si t £t

11+ spﬁj(ﬁ)) si t =1y,

SpA:E(R+)[2 (I+SR+)] i
Par ) 2710 + Sk )17

donde s,(R) y s, (R) estan dadas por (6.40). Esto implica inmediatamente en vista de
(6.81) que

donde L, estd dado por (6.75).
Finalmente, ya que el conjunto £; dado por (6.75) no separa el plano complejo C y debido

aque A7 . es una subdlgebra de Banach de AT | . inferimos de [24, Corolarios del Teorema
10.18] que

SPar [Xt]p o0& = SPur . [Xt]p 0k (6.83)

Combinando (6.82) y (6.83), obtenemos (6.74). O
La matriz de simbolos estd definida para cada t € T y cada £ € M;(SO°) en el arco
circular £; si t € T es un punto de discontinuidad lentamente oscilatoria a trozos de los

coeficientes ax € PSO° del operador A =a, Py + A_P_.

6.7.5 Corolario del teorema de dos idempotentes

Para cadat € T y £ € M;(SO°), concluimos del Teorema 6.13 que

SPar [Xt]pgg SPar [Xt]pgg L,

donde L; es dada por (6.75). Aplicando ahora el Teorema 6.12 con

B = Ap@&’ A= Ap@ﬁ’ ];Q& p= Pp@f’ ;7@757 (6.84)
T I g 2 )
X [Xt]p 95 - ILU 95 <Pp Qg pagvg) ’

donde P7,. v Q7 ,. estan dadas por (6.21), inmediatamente obtenemos lo siguiente.
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Teorema 6.14. Sea p € (1,00), sea p € A,(T) es un peso potencial dado por (6.3), sea
t €T ysea& € M(SO®). Entonces el dlgebra de Banach A” o €8 inversamente cerrada

en el dlgebra de Banach AJ ¢, y

PTI'

e ;7975} — C?*2 dado por

(i) para cada p € Ly, el mapeo 7, : {I7 .,

(Ppgf) [O O]’Wu( p,g,g):

I n(l—p)
p(l—p)  1—p

extiende a un homomorfismo de dlgebra de Banach m, @ A7 . — C?*2, donde

(1 — p) significa un arbitrario valor de la raiz cuadrada;

(ii) una clase A7 ,. € A7, es invertible en el dlgebra de Banach A} , . (equivalente-

mente, en el algebm p,g,g) si y sdlo si det[r, (A7 )] # 0 para toda pu € L.

6.8 El estudio de Fredholm del algebra de Banach
Ry,

Con el algebra de Banach 2, , dada por (6.4), asociamos el conjunto

m = JMm, (6.85)
teT
donde, para cada t € T,
f)ﬁt = Mt(SOQ) X ﬁt (686)

y L; esta dado por (6.75). Sea B(9, C**?) la C*-4lgebra de todas las funciones matriciales
oM — C**2,

Aplicando los resultados de las Secciones 6.4.1 y 6.7, establecemos el resultado principal
de la tesis que contiene un calculo de simbolos para el dlgebra de Banach 21, , y un criterio

de Fredholm para los operadores A € 2, ,.

Teorema 6.15. Sea p € (1,00), sea o € A,(T) es un peso potencial dado por (6.3).
Entonces el mapeo Sim : {al : a € PSO°} U{Sy} — B(M,C?*?) dado por las funciones
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matriciales

(Sim St)(&, 1) := diag {1, -1} para todo (&, u) € M,

a(& Dy +a(,0)(1 = p)  [a(€,1) — a(€,0)] o(p)
[a(§, 1) —a(§,0)] o(p)  a(§,1)(1 = p) + a(&, 0)p

para todo (&, ) € M,

(Simal)(&, 1) = (6.87)

donde a(§, 1) es la transformada de Gelfand de una funcién a € PSO° para (§,11) €
M(PSO°) y o(p) = /(1 — p) para toda p € |J,er L+, extiende a un homomorfismo de
algebra de Banach

Sim : A, — B(OM, C>*?) (6.88)

cuyo kernel contiene todos los operadores compactos sobre LP(T, o). El dlgebra de Banach
2, , es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin By ,, y un operador A € 2, , es

Fredholm en el espacio LP(T, o) si y sélo si
det((Sim A)(&, 1)) #0 para todo (&, 1) € M. (6.89)

Demostracion. Aplicando el Teorema 6.5 obtenemos los representantes de las clases

A’TI'

»o¢ bara el algebra 2, ,, usando el Lema 6.3 sabemos la estructura de las algebras

o después, del Teorema 6.14 obtenemos el criterio del Teorema 6.15. 0

6.8.1 Ciriterio de Fredholm para el problema de Carleman.

Para lograr un resultado andlogo al obtenido en la Seccién 6.7.2 para funciones a,b €
PSO° debemos considerar, en lugar de limites unilaterales, limites laterales parametriza-
dos por puntos de fibras en cada punto de discontinuidad, es decir, a({T) en lugar de
a(t +0) y a(§) en lugar de a(t — 0), donde § € M(SO°), a € SO°.

¢ — a(&) es la transformada de Gelfand de la funcién a € SO°. El espacio de ideales
maximales en SO° es

M(S0°) = | Mi(SO°).
teT

Para una funcién a € PSO° la podemos expresar como a ~ a,x; + a_x; donde as €
SO°. De esta forma la funcién a se identifica a — (a(¢1),a(€7)) V€ € M (SO?), con

a(§") = a(§), a(§7) = a-(§).
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Teorema 6.16. El operador A = aP, + bP_ es Fredholm en el espacio LP(T, o) si y sélo

st la matriz

A m>:< e D Z)ale) - e x<1—”“")>
’ (&™) = b(E)] Vel —2)  a(€)(1—z) +b(E )

es invertible (det A(&,x) # 0) para todos (§,x) € U,er Mi(SO°) x Ly, donde el arco L,
esta definido por (6.70).

De la condicién (det A(E, x) # 0) se tiene lo siguiente
a(€")b(E7 )z +a(§T)b(ET) (1 — ) # 0.

Hemos mencionado que para el problema de Carleman haremos uso de el desplazamiento

especial (1.3) el cual reduce el problema de Carleman al problema de Riemann.
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