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Introducción

Las primeras formulaciones de problemas de valor en la frontera para funciones anaĺıticas

fueron debido a B. Riemann (1857). Las ecuaciones integrales singulares con desplaza-

miento están conectadas con problemas de frontera de forma natural. Siguiendo el trabajo

de B. Riemann, D. Hilbert (1905), C. Haseman (1907) y T. Carleman (1932) también con-

sideraron problemas de este tipo.

Hace unos 50 años, matemáticos soviéticos empezaron un estudio sistemático de estos

temas. Los primeros trabajos fueron realizados en Tbilisi por D. Kveselava (1946-1948).

Después, esta teoŕıa se desarrolló aún más en Tbilisi, aśı como en otros centros cient́ıficos

soviéticos. A principios de los 60’s algunos trabajos surgieron en otros páıses como China,

Polonia, Alemania, Vietnam y Korea. En las últimas dos décadas la geograf́ıa de investi-

gaciones de operadores integrales singulares con desplazamiento se expandió significativa-

mente, incluyendo páıses como Estados Unidos, Portugal y México. Hasta la fecha, han

aparecido más de 600 publicaciones sobre estos temas. Este estudio es de gran impor-

tancia ya que las aplicaciones abarcan diversas áreas tanto de las matemáticas como de

la f́ısica, en particular, varias aplicaciones han sido desarrolladas en las siguientes teoŕıas

[18]: teoŕıa de problemas ĺımite para ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

de tipo mixto (eĺıptica-hiperbólica), teoŕıa de enlaces infinitesimales en superficies de cur-

vatura positiva, teoŕıa de corrientes de cavidad en un ĺıquido ideal, f́ısica del plasma, etc.

En esta tesis nos enfocamos principalmente en los problemas de Riemann y de Carle-

man. Estudiamos, primero, el problema de Carleman para funciones que pertenecen a la

clase de Hölder, reduciendo el problema de Carleman al problema de Riemann mediante

el teorema de adhesión conforme. Más adelante se consideran clases más generales de

funciones para las cuales necesitamos la teoŕıa de Fredholm y el principio local de Allan-

Douglas.

La tesis se organiza de la siguiente manera: en el caṕıtulo 1 introducimos la teoŕıa

de Fredholm, algunos conceptos necesarios para el estudio de los problemas de Riemann
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Introducción IV

y Carleman para la teoŕıa clásica, aśı como su extensión a coeficientes que pertenecen

a clases más generales de funciones mediante la aplicación del principio local de Allan-

Douglas. Las funciones de desplazamiento se describen en este caṕıtulo.

En el caṕıtulo 2 introducimos los problemas de Riemann y Carleman usando la teoŕıa

clásica [18]. El problema de Riemann es de utilidad para establecer la solubilidad del

problema de Carleman utilizando el teorema de adhesión conforme para reducir el prob-

lema de Carleman al problema de Riemann.

En el caṕıtulo 3 definimos los pesos potenciales y pesos de Muckenhoupt, materia teórica

sobre operadores de Toeplitz y factorización de Wiener-Hopf, la cual nos ayuda en el es-

tudio de invertibilidad de operadores de Toeplitz para encontrar la solución al problema

de Riemann con coeficientes en los espacios de Lebesgue con peso. El caṕıtulo 4 es una

reducción del problema de Carleman al problema de Riemann usando los resultados de

los dos caṕıtulos anteriores.

El caṕıtulo 5 está dedicado al estudio de la invertibilidad del operador integral singular

con coeficientes continuos a trozos en los espacios de Lebesgue con pesos potenciales.

El caṕıtulo 6 muestra los resultados obtenidos para resolver el problema de Carle-

man con coeficientes en la clase de funciones lentamente oscilatorias a trozos en espacios

de Lebesgue con pesos potenciales. Usando la descripción del espacio de ideales maxi-

males del álgebra C∗ de funciones lentamente oscilatorias a trozos, el principio local de

Allan-Douglas, relaciones con operadores de convolución de Mellin, el teorema sobre dos

idempotentes, fue construido un cálculo simbólico de Fredholm para el álgebra de Banach

Ap,% de todos operadores integrales singulares con coeficientes lentamente oscilatorios a

trozos en cada espacio de Lebesgue Lp con peso potencial %. Aplicando este cálculo fue

establecido un criterio de Fredholm de operadores A ∈ Ap,% y como corolario fue obtenido

un criterio de Fredholm para operador integral singular asociado con el problema de fron-

tera de Riemann. Después fueron consideradas sus aplicaciones al problema de frontera

de Carleman.



ÍNDICE GENERAL

Introducción III

1 Preliminares. 1
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CAPÍTULO 1

Preliminares.

1.1 Teoŕıa de Fredholm.

La teoŕıa de Fredholm está desarrollada en el libro [11]. Sean X1 y X2 espacios de Banach.

Denotamos por L(X1, X2) el espacio de Banach de todos los operadores lineales acotados

A que actúan de X1 en X2 con la norma ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1}. Si X es un

espacio de Banach, denotamos por L(X) el espacio L(X,X). Este espacio es un álgebra

de Banach, el producto es la composición de operadores.

El kernel y la imagen de un operador A ∈ L(X1, X2) son

kerA := {x ∈ X1 : Ax = 0} , Im A := {Ax : x ∈ X1} .

Como el operador A es acotado, kerA es un subespacio cerrado de X1. La dimensión

del subespacio kerA, es decir, el número de soluciones linealmente independientes de la

ecuación

Ax = 0 (1)

se denotará por α(A), y lo escribimos α(A) = dim kerA.

Vamos a usar la siguiente notación para el operador conjugado. Sean X∗1 y X∗2 los espacios

de todos los funcionales lineales acotados definidos en X1 y X2, respectivamente, los

llamados espacios conjugados. Si A ∈ L(X1, X2), entonces el operador conjugado A∗ :

X∗2 → X∗1 es definido por la relación (A∗u)(x) = u(Ax) para u ∈ X∗2 . El conjunto

kerA∗ := {u ∈ X∗2 : A∗u = 0} es un subespacio de X∗2 con dimension α(A∗) = dim kerA∗.

Un operador lineal acotado A ∈ L(X1, X2) es llamado normalmente soluble si la ecuación

Ax = y (2)

1



1.1. TEORÍA DE FREDHOLM. 2

es soluble para aquellos y sólo aquellos y ∈ X2 los cuales son ortogonales a todas las

soluciones homogeneas de la ecuación A∗u = 0, es decir, si y sólo si

u(y) = 0 para todas las funciones u ∈ kerA∗. (3)

Ahora introducimos las definiciones de operador de Noether y su ı́ndice.

Definición 1. Un operador A ∈ L(X1, X2) es llamado un operador de Noether si

(i) A es un operador normalmente soluble,

(ii) α(A) y α(A∗) son números finitos.

Definición 2. El entero ind A = α(A) − α(A∗) es llamado el ı́ndice del operador de

Noether A.

Se puede probar que la condición de solubilidad normal de un operador A es equivalente

a la condición que el conjunto Im A es cerrado en el espacio X2, es decir, Im A = Im A.

El espacio cociente X2/ Im A es llamado el cokernel del operador A y se denota por

coker A = X2/ Im A. Denotamos su dimensión por β(A) = dim coker A. Se puede

probar que, para un operador normalmente soluble A ∈ L(X1, X2), el subespacio kerA∗

tiene dimensión finita si y sólo si el subespacio coker A tiene dimensión finita y entonces

α(A∗) = β(A). De esta manera obtenemos la siguiente definición alterna de un operador

de Noether.

Definición 3. Un operador A ∈ L(X1, X2) es llamado un operador de Noether si

i) A es un operador normalmente soluble ( Im A = Im A),

ii) α(A) y β(A) son números finitos.

La siguiente definición distingue una clase particular de los operadores de Noether: los

operadores de Fredholm.

Definición 4. Un operador de Noether cuyo ı́ndice es cero es llamado operador de

Fredholm.

El llamado operador canónico de Fredholm (u operador de Riesz-Schauder) A = I+D ∈
L(X), donde I es el operador identidad en X y D es un operador compacto, es un ejemplo

simple de un operador de Fredholm. A continuación enunciamos algunas propiedades de

operadores de Noether.
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1. Un operador A es de Noether si y sólo si el operador conjugado A∗ es de Noether y

entonces ind A∗ = −ind A.

2. Para un operador de Noether dado A existe un número positivo ρ(A) tal que, para

todos los operadores lineales acotados B que satisfacen la desigualdad ‖B‖ < ρ(A),

el operador A+B es también un operador de Noether y ind (A+B) = ind A.

3. Si A es un operador de Noether y D es un operador compacto, entonces A + D es

un operador de Noether y ind (A+D) = ind A.

4. Si B ∈ L(X1, X2) y A ∈ L(X2, X3) son operadores de Noether, entonces su com-

posición AB ∈ L(X1, X3) es también un operador de Noether y ind (AB) = ind A+

ind B.

Definición 5. Decimos que un operador A admite una regularización izquierda (derecha)

si existen operadores lineales acotados R tales que el producto RA (AR) es un operador

canónico de Fredholm.

El operador R es llamado un regularizador izquierdo (derecho) del operador A. Se dice

que un operador admite una regularización si el operador A admite simultaneamente una

regularización izquierda y derecha (bilateral). El regularizador bilateral del operador A

está determinado hasta un operador compacto.

5. Criterio de Noether. Las siguientes afirmaciones sobre un operador A ∈ L(X1, X2)

son equivalentes:

(a) A es un operador de Noether;

(b) El operador A admite una regularización;

(c) Existen operadores B1 ∈ L(X2, X1) y B2 ∈ L(X2, X1) tales que B1A y AB2

son operadores de Noether.

6. La alternativa de Fredholm. Para una ecuaciónAx = y con un operador de Fredholm

A, una de las siguientes alternativas se sostiene:

(a) La ecuación homogénea Ax = 0 no tiene soluciones linealmente independi-

entes (α(A) = 0), y la ecuación Ax = y es soluble incondicionalmente y

uńıvocamente.
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(b) La ecuación homogénea Ax = 0 tiene soluciones no triviales, y entonces para

la solubilidad de la ecuación Ax = y es necesario y suficiente que α(A) cumpla

las condiciones de solubilidad u(y) = 0.

1.2 El principio local de Allan-Douglas.

Se puede ver [5, Sección 1.7] los resultados de esta sección.

Definición 1.1. Sea A un álgebra de Banach con identidad e. Un subconjunto M ⊂ A

es llamado clase de localización si

(i) 0 /∈M ,

(ii) para cualesquiera f1, f2 ∈ M existe un tercer elemento f ∈ M tal que fjf = ffj =

f (j = 1, 2).

Dos elementos a, b ∈ A se dice que son M -equivalentes por la izquierda (respectivamente

por la derecha) si

inf
f∈M
‖(a− b)f‖ = 0

(
respectivamente inf

f∈M
‖f(a− b)‖ = 0

)
.

Un elemento a ∈ A es llamado M -invertible por la izquierda (resp. por la derecha) si

existen un b ∈ A y una f ∈M tal que baf = f (resp. fab = f). Un sistema {Mτ}τ∈T de

clases de localización se dice que es una cubierta si de cada elección {fτ}τ∈T (fτ ∈ Mτ )

puede seleccionarse un número finito de elementos fτ1 , . . . , fτm cuya suma es invertible en

A.

Ahora suponga que T es un espacio topológico. Entonces un sistema {Mτ}τ∈T de clases

de localización se dice que es una superposición si

(iii) cada Mτ es un subconjunto acotado de A;

(iv) f ∈ Mτ0 (τ0 ∈ T ) implica que f ∈ Mτ para toda τ en alguna vecindad abierta de

τ0;

(v) los elementos de F :=
⋃
τ∈T

Mτ conmutan por pares.

Sea {Mτ}τ∈T un sistema de superposición de clases de localización. El conmutador de F

es el conjunto

Com F := {a ∈ A : af = fa ∀f ∈ F} .
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Es claro que Com F es una subálgebra cerrada de A. Para τ ∈ T , sea Zτ denota el

conjunto de todos los elementos en Com F que son Mτ -equivalentes a cero por la izquierda

y por la derecha. Note que (en vista de (iii)) Zτ es un ideal bilateral cerrado de Com F

el cual no contiene la identidad (si e ∈ Zτ , entonces existen fn ∈ Mτ tales que ‖fn‖ → 0

cuando n → ∞, y por lo tanto existe gn 6= 0 en Mτ tal que fngn = gn, de esto sigue que

‖fn‖ ≥ 1, lo cual es una contradicción). Para cada a ∈ Com F sea aτ denota la clase

a+ Zτ del álgebra cociente Com F/Zτ .

Finalmente, recordar que una función f : Y → R dada en un espacio topológico Y es

llamada semi continua por arriba en y0 ∈ Y si para cada ε > 0 existe una vecindad

Uε ⊂ Y de y0 tal que f(y) < f(y0) + ε siempre que y ∈ Uε. La función f se dice es semi

continua por arriba en Y si es semi continua por arriba en cada y ∈ Y . Equivalentemente,

f es semi continua por arriba en Y si y sólo si {y ∈ Y : f(y) < α} es un subconjunto

abierto de Y para cada α ∈ R. Observe que si Y es un espacio de Hausdorff compacto y

f : Y → R es una función acotada y semi continua por arriba en Y , entonces existe un

y0 ∈ Y tal que f(y0) = sup
y∈Y

f(y). Sea GA el grupo de elementos invertibles en un álgebra

A.

Lema 1.1. (a) Sea M una clase de localización, sean a, a0 ∈ A, y suponga que a y a0 son

M-equivalentes por la izquierda (resp. por la derecha). Entonces a es M-invertible

por la izquierda (resp. por la derecha) si y sólo si a0 también lo es.

(b) Sea {Mτ}τ∈T un sistema de clases de localización que tienen la propiedad (iii) de la

definición 1.1, sean τ ∈ T y a ∈ Com F . Entonces a es Mτ -invertible en Com F por

la izquierda y por la derecha si y sólo si aτ ∈ G(Com F/Zτ ).

Teorema 1.1. (Gohberg/Krupnik) Sea A un álgebra de Banach con identidad, sea

{Mτ}τ∈T un sistema de clases de localización que es cubierta, y sea a ∈ Com F .

(a) Suponga que, para cada τ ∈ T , a es Mτ -equivalente por la izquierda (resp. por la

derecha) a aτ ∈ A. Entonces a es invertible por izquierda (resp. por derecha) en A si

y sólo si aτ es Mτ -invertible por la izquierda (resp. por la derecha) para todo τ ∈ T .

(b) Si el sistema {Mτ}τ∈T tiene la propiedad (iii) de la definición 1.1, entonces a ∈ GA
si y sólo si aτ es invertible en Com F/Zτ para todo τ ∈ T .

(c) Sea el sistema {Mτ}τ∈T es superposición. Entonces el mapeo

T → R+, τ 7→ ‖aτ‖
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es semicontinuo por arriba. Si aτ0 ∈ G(Com F/Zτ0) para algún τ0 ∈ T , entonces

aτ ∈ G(Com F/Zτ ) para toda τ en alguna vecindad abierta de τ0.

Definición 1.2. Sea A un álgebra de Banach con identidad e. El centro Cen A de A es

el conjunto de todos los elementos Z ∈ A con la propiedad que za = az para toda a ∈ A.

Claramente, Cen A es una subálgebra conmutativa cerrada de A. Sea B una subálgebra

cerrada de Cen A que contiene a e. En consecuencia, B es también conmutativa. Si

N ⊂ B es un ideal maximal de B, entonces JN denotará el más pequeño ideal bilateral

cerrado de A que contiene a N , esto es,

JN = closA

{
m∑
k=1

xkak : m ∈ Z+, xk ∈ N, ak ∈ A

}
.

Por supuesto, puede suceder que JN = A. En el caso JN 6= A denotamos por AN el

álgebra cociente A/JN y, para a ∈ A, por aN la clase a + JN . Si JN = A, entonces AN

se referirá al álgebra {Θ} cuyo único elemento Θ es al mismo tiempo cero y la identidad;

ponemos entonces aN = Θ para cada a ∈ A y hacemos la convención que aN ∈ GAN y

‖aN‖ = 0 para cada a ∈ A. Note que en cualquier caso ‖aN‖ = dist (a, JN).

Lema 1.2. [5] Sea L un ideal maximal izquierdo, derecho o bilateral de A. Entonces

L ∩B es un ideal maximal de B.

Teorema 1.2. (Principio local de Allan-Douglas) Sea la situación como en la Definición

1.2.

(a) Si a ∈ A, entonces a es invertible por la izquierda (derecha, resp. bilateral) en A si

y sólo si aN es invertible por la izquierda (derecha, resp. bilateral) en AN para toda

N ∈M(B).

(b) El mapeo

M(B)→ R+, N 7→ ‖aN‖

es semicontinuo por arriba. Si a ∈ A y aN0 ∈ GAN0, entonces aN ∈ GAN para toda

N en alguna vecindad abierta de N0.

(c) Si A es semisimple, es decir, la intersección de todos ideales maximales izquierdos

consiste sólo de cero, entonces ⋂
N∈M(B)

JN = {0} .
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(d) Si A es un álgebra C∗, entonces, para a ∈ A,

‖a‖ = max
N∈M(B)

‖aN‖ .

Observación. Si A y B son álgebras C∗, entonces JN 6= A para cada N ∈M(B). En

efecto, si N0 ∈ M(B), entonces existe un b ∈ B tal que b̂(N0) = 1 y 0 < b̂(N) < 1 para

N 6= N0, y el inciso (d) del teorema anterior da

1 = ‖b‖ = max
N∈M(B)

‖bN‖ = max
N∈M(B)

∥∥∥b̂(N)eN

∥∥∥ = ‖eN0‖ ,

Por lo tanto eN0 6= 0, y aśı JN0 6= A.

Si A = C, (C son las funciones continuas en el ćırculo unitario T) y B = CA (el álgebra

del disco), entonces M(B) = closD (el disco unitario cerrado) y es fácil ver que, para

z ∈ closD, Jz 6= C si y sólo si z ∈ T. Esto es un caso especial de un resultado más general:

si A es un álgebra de Banach conmutativa con elemento identidad, entonces JN 6= A para

toda N que pertenece a la frontera de Shilov de M(A) (ver [5, Sección 1.20]).

1.3 Función de desplazamiento.

Vamos a introducir algunas propiedades de mapeos homeomorfos de una curva simple Γ

sobre ella misma y daremos su clasificación (ver [18]).

Sea Γ una curva cerrada o no cerrada, simple, orientada y α(t) un mapeo homeomorfo de

la curva Γ sobre ella misma. Denotaremos por (τ, t) ([τ, t]) un arco abierto (cerrado) de

la curva Γ con puntos extremos τ y t que corre de acuerdo a la orientación aceptada. Un

homeomorfismo α(t) : Γ → Γ es llamado desplazamiento. Luego, si no se hacen otras

suposiciones, siempre supondremos que la función desplazamiento α(t) tiene derivada

α′(t) la cual nunca se anula en Γ y satisface la condición de Hölder en todo Γ.

Una clasificación de desplazamientos que es suficiente para nuestro propósito está basada

en los siguiente hechos:

1) El mapeo definido por la función α(t) o preserva la orientación aceptada en Γ o cambia

la orientación en Γ en la dirección contraria.

2) El mapeo α(t) : Γ→ Γ puede o no tener puntos periódicos en Γ.

3) Si existen puntos periódicos, entonces o todos los puntos de la curva son periódicos o

los puntos periódicos de α(t) forman un cierto subconjunto cerrado.
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A veces llamaremos a un homeomorfismo α(t) que preserva orientación en Γ un desplaza-

miento directo y a un homeomorfismo α(t) que cambia la orientación en Γ un desplaza-

miento inverso. Desplazamientos directos y desplazamientos inversos a veces se denotan

como α+(t) y α−(t), respectivamente.

Un punto t ∈ Γ es llamado un punto periódico del desplazamiento α(t) con multiplici-

dad k ≥ 1, si αk(t) = t y (para k > 1) αi(t) 6= t para toda i = 1, 2, . . . , k − 1, donde

αi(t) = α(αi−1(t)), y acordamos que α0(t) ≡ t. Un punto periódico con multiplicidad uno

es llamado un punto fijo.

Denotamos por M(α, k) el conjunto de puntos periódicos de un desplazamiento α(t) con

multiplicidad k. La sucesión αn(t), n = 1, 2, . . . es una sucesión iterativa del desplaza-

miento α(t) en el punto t ∈ Γ.

Clasificación de desplazamientos que preservan orientación.

El conjunto M+ de todos los homeomorfismos que preservan orientación de un contorno

cerrado simple sobre él mismo puede ser dividido en las siguientes clases.

(1) (clase M+
1 ) Existe un entero k ≥ 2 (el menor) tal que M(α, k) = Γ.

(2) (clase M+
2 ) M(α, k) 6= ∅ y M(α, k) 6= Γ.

(3) (clase M+
3 ) M(α, k) = ∅.

Un desplazamiento α(t) que satisface la condición M(α, k) = Γ para k ≥ 2 es llamado un

desplazamiento de Carleman. En otro caso se le llama desplazamiento no Carleman.

El conjunto M− de todos los homeomorfismos de Γ sobre ella misma que cambia ori-

entación se divide en las clases M−
1 y M−

2 definidas por las siguientes condiciones:

(1) α2(t) ≡ t (desplazamiento de Carleman).

(2) α2(t) es tal que M(α, k) 6= ∅ y M(α, k) 6= Γ, y M(α2, 1) 6= ∅ (desplazamiento no

Carleman).

De esta clasificación se sigue que no existe un homeomorfismo α(t) de un contorno simple

Γ sobre śı mismo que cambie la orientación en Γ y sea un desplazamiento de Carleman

tal que el número más pequeño es k ≥ 2.
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Índice de Cauchy.

Una curva orientada simple Γ es llamada una curva de Lyapunov si la siguiente condición

se satisface: la recta tangente a Γ en cada punto t existe y forma un ángulo Θ(t) con el

eje de las abscisas que satisface la condición de Hölder

|Θ(t1)−Θ(t2)| > M |t1 − t2|µ, A > 0, 0 < µ < 1.

Sea Γ una curva cerrada orientada y f(t) una función continua tal que f(t) 6= 0 en Γ.

Denotamos por {arg f(t)}Γ el incremento total del argumento de la función f cuando t

corre la curva Γ. El ı́ndice de Cauchy de la función f es, por definición, el entero

κ =
1

2π
{arg f(t)}Γ = Ind Γf(t) .

De las definiciones de desplazamientos directos e inversos, α+(t) y α−(t), se sigue inmedi-

atamente que
1

2π
{argα+(t)}Γ = 1 ,

1

2π
{argα−(t)}Γ = −1.

No es dif́ıcil mostrar que
1

2π

{
argα′+(t)

}
Γ

= 0

y
1

2π

{
argα′−(t)

}
Γ

= −2.

Desplazamientos especiales.

En esta parte consideramos la función fraccional lineal en el ćırculo unitario complejo, es

decir, Γ = T,

α(t) =
t− β
β̄t− 1

, t ∈ T , β ∈ C \ T . (1.1)

Es fácil verificar que α(t) ∈ T, α(α(t)) = t y que los puntos t y α(t) se mueven en T
en la misma dirección o en dirección contraria si |β| < 1 o |β| > 1, respectivamente.

Elegimos α(t) = eiθt. Si θ es un múltiplo racional de π, entonces obtenemos ejemplos

de desplazamientos que pertenecen a la clase M+
1 con cualquier k ≥ 2, y si θ no es un

racional múltiplo de π, entonces obtenemos ejemplos de desplazamientos que pertenecen

a la clase M+
3 . Ahora consideremos la función fraccional lineal

α(t) =
at+ b

b̄t+ ā
, t ∈ T , |a|2 − |b|2 = γ , γ = ±1. (1.2)
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Es fácil ver que α(t) ∈ T y preserva o cambia orientación en Γ si γ = +1 o γ = −1,

respectivamente. Por lo tanto α(t) ∈M+
2 si γ = +1 y α(t) ∈M−

2 si γ = −1.

La función desplazamiento que buscamos debe pertenecer a la clase M−
1 , es decir, que

cambia la orientación y satisface condición de Carleman. Entonces consideramos las

funciones fraccionales lineales que mandan el disco unitario en el mismo

α(z) := eiθ
z − a
1− az

, |z| < 1.

con |a| < 1, θ ∈ [0, 2π) y que satisfacen condiciones que necesitamos, α(α(z)) = z y que

cambia orientación en T. Por lo tanto el desplazamiento buscado para el problema de

Carleman es

α(t) =
a− t
1− at

. (1.3)

este desplazamiento cambia orientación, verificamos cuando se satisface la condición de

Carleman.

α(α(t)) =
a− a−t

1−at

1− a a−t
1−at

=
a
(
1− at

)
−
(
a− t

)(
1− at

)
− a
(
a− t

)
=
a (1− at)− a+ t

1− at− a2 + at
.

La condición se cumple cuando a = a.

Por lo tanto la función desplazamiento queda de la siguiente manera

α(t) =
a− t
1− at

.

la cual en la curva que consideramos es equivalente a

α(t) =
a− 1

t

1− a1
t

.

De modo que la función de desplazamiento queda descrita por la función

α(z) =
a− 1

z

1− a1
z

. (1.4)

Esta función cambia orientación de T y manda interior del disco en exterior.
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Problema de frontera de Carleman.

El problema de frontera de Carleman es un problema de valor en la frontera para funciones

anaĺıticas que implican una función desplazamiento la cual invierte la orientación de la

frontera. Sea Γ una curva cerrada simple en el plano complejo y sea D el dominio acotado

por Γ. Sea α(t) una función compleja en Γ que induce un mapeo uno a uno de Γ sobre

ella misma que invierte la dirección del recorrido en Γ y además satisface la condición de

Carleman

α(α(t)) = t, t ∈ Γ,

Además suponemos que la derivada α′(t) satisface la condición de Hölder.

Entonces, el problema de frontera de Carleman consiste en encontrar una función Φ(z),

anaĺıtica en D, excepto para un número finito de polos, continua en D ∪ Γ y sujeta a la

condición:

Φ(α(t)) = G(t)Φ(t) + g(t), t ∈ Γ (I)

donde las funciones G(t) y g(t) dadas en Γ satisfacen la condición de Hölder y G(t) 6= 0

en Γ. El problema (I) es llamado problema de frontera de Carleman (ver [18]).

Si no se agregan otras condiciones en el desplazamiento α(t) y en las funciones G(t),

g(t), entonces el problema (I) se dice, es ultradefinido, de acuerdo a esta razón, no es de

Noether. Entonces, el problema (I) es estudiado bajo suposiciones adicionales las cuales

pretenden eliminar la ultradefinición en las condiciones de frontera. Suponemos que los

coeficientes G(t) y g(t) obedecen un sistema de identidades que son escritas más adelante.

En este caso, es posible desarrollar una teoŕıa de solubilidad para el problema (I).

Para el estudio del problema (I) es posible aplicar el método de ecuación integral y el

11
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método de adhesión conforme. Al final el problema de Carleman es reducido al problema

de Riemann de valor en la frontera en un contorno abierto.

Una reducción del problema de Carleman mediante el teorema de adhesión conforme nos

lleva al problema de Riemann el cuál analizamos a continuación.

2.1 Problema de Riemann.

Operador integral singular.

En esta tesis consideramos que los operadores actúan en los siguientes espacios de Banach:

Lp(Γ) (1 < p <∞), Hµ(Γ) (0 < µ < 1). Recordemos que Lp(Γ) es el espacio de todas las

funciones medibles de Lebesgue ϕ en Γ que son absolutamente integrables en la p-ésima

potencia. La norma en Lp(Γ) es dada por

‖ϕ‖Lp =

(∫
Γ

|ϕ(t)|p |dt|
)1/p

.

Hµ(Γ) es un espacio de funciones definidas en Γ que satisfacen la condición de Hölder con

exponente µ. La norma en Hµ(Γ) está dada por

‖ϕ‖Hµ = max
τ,t∈Γ
|ϕ(t)|+ sup

τ,t∈Γ

|ϕ(τ)− ϕ(t)|
|τ − t|µ

.

Como es usual denotamos por C(Γ) el espacio de Banach de todas las funciones continuas

en Γ con la norma

‖ϕ‖C = max
t∈Γ
|ϕ(t)| .

Consideramos la integral de tipo Cauchy

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ , z ∈ Γ, (1)

y el operador integral singular

(SΓϕ)(t) =
1

πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ , t ∈ Γ,

donde la integral es entendida en el sentido del valor principal de Cauchy, la función 1
τ−t

es llamada el kernel de Cauchy y la función ϕ(t), llamada densidad de la integral singular,

pertenece al espacio Lp(Γ) (1 < p <∞) o al espacio Hµ(Γ) (0 < µ ≤ 1).

El operador SΓ tiene las siguientes propiedades ([11], [12], [18]):
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1. El operador integral singular S es acotado en los espacios Lp(Γ) (1 < p < ∞) y

Hµ(Γ) (0 < µ < 1) y S ∈ L(H1(Γ), H1−ε(Γ)) donde ε > 0 es un valor pequeño si

µ = 1. La afirmación 1 también es verdadera en el caso cuando Γ es una curva

cerrada simple. Note que si Γ = T = {t : |t| = 1}, entonces ‖S‖L2(T) = 1.

2. Si Γ es una curva cerrada, entonces S2 = I donde I es el operador identidad

(propiedad de involución).

3. El operador D = aS − SaI es compacto en Lp(Γ) o Hµ(Γ) si a(t) ∈ C(Γ) o a(t) ∈
Hµ(Γ), respectivamente.

Si ϕ(t) ∈ Hµ(Γ) entonces existen ĺımites angulares finitos Φ+(t) (Φ−(t)) con z → t (t ∈
Γ , z ∈ D+) (z → t (t ∈ Γ , z ∈ D−)). Esos valores ĺımite son expresados por las fórmulas

de Sokhotsky-Plemelj

Φ+(t) =
1

2
[(Iϕ) (t) + (Sϕ) (t)] , Φ−(t) =

1

2
[− (Iϕ) (t) + (Sϕ) (t)] (2.1)

y pertenecen al espacio Hµ(Γ) o H1−ε(Γ) si µ < 1 o µ = 1, correspondientemente. Se dice

que una función anaĺıtica en D+ (D−) pertenecen a la clase Hµ(D+ ∪ Γ) (Hµ(D− ∪ Γ))

o Lp(D
+ ∪ Γ) (Lp(D

− ∪ Γ)) si esta es representada por una integral de tipo Cauchy con

densidad de Hµ(Γ) o Lp(Γ). Si ϕ(t) ∈ Lp(Γ), entonces las fórmulas (2.1) se sostienen en

casi todo Γ. Las funciones Φ±(t) pertenecen al mismo espacio Lp(Γ).

Enunciado del problema de Riemann.

Sea Γ una curva cerrada simple que divide el plano complejo en una parte interior D+(3 0)

y una parte exterior D−(3 ∞). Sean G y g funciones definidas en Γ. El problema de

frontera de Riemann es enunciado en la siguiente manera:

Encontrar funciones Φ+(z) y Φ−(z) anaĺıticas enD+ yD−, respectivamente, que satisfacen

la condición

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ Γ, (2.2)

impuesta en sus valores ĺımite Φ± en el contorno Γ.

Buscamos soluciones en la clase de funciones anaĺıticas que son representadas como in-

tegral de tipo de Cauchy con densidades en los espacios de Hölder Hµ(Γ) (0 < µ < 1) o

en los espacios de Lebesgue Lp(Γ) (1 < p < ∞). Si G, g ∈ Hµ(Γ), entonces los valores

ĺımite Φ+(t) y Φ−(t) existen en todo Γ y pertenecen a Hµ(Γ). Si G ∈ C(Γ), g ∈ Lp(Γ)

entonces Φ+(t) y Φ−(t) existen en casi todo Γ y pertenecen a Lp(Γ).
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Solución al problema de salto.

Sea Γ una curva cerrada simple y g ∈ Hµ, t ∈ Γ. Consideramos el problema de Riemann

(2.2), donde

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ, z ∈ D+

Φ−(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ, z ∈ D−.

Mediante las proyecciones Φ+ = P+g y Φ− = −P−g tenemos para t ∈ Γ

Φ+(t) =
1

2
g(t) +

1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − t
dτ

Φ−(t) = −1

2
g(t) +

1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − t
dτ,

y

Φ+(t)− Φ−(t) = g(t).

Vamos a considerar el problema homogeneo

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ Γ,

donde G ∈ Hµ(Γ) y G(t) 6= 0 para todos t ∈ Γ. Sea κ := Ind G = 1
2π
{argG(t)}Γ.

Caso 1) κ = 0

Tomamos logaritmo de ambos lados de la igualdad

ln Φ+(t) = lnG(t) + ln Φ−(t).

Sea Ψ±(z) = ln Φ±(z), de esta manera obtenemos el problema

Ψ+(t)−Ψ−(t) = lnG(t)

Por lo tanto

Ψ±(z) =
1

2πi

∫
Γ

lnG(τ)

τ − z
dτ, z ∈ D±.

Sea t0 ∈ Γ,

lnG(t0 + 0) = ln |G(t0)|+ i argG(t0 + 0),

lnG(t0 − 0) = ln |G(t0)|+ i argG(t0 − 0).

Pero κ = 0, entonces argG(t0 + 0) = argG(t0 − 0).

Las soluciones serán Φ±(z) = eΨ±(z), z ∈ D±, y Φ±(t) = eΨ±(t).
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Caso 2) κ 6= 0

Sea h(t) := t−κ, t ∈ Γ, e introducimos la función

G0(t) = G(t) · t−κ.

Obtenemos que Ind G = κ + Ind h = κ − κ = 0.

Ahora tenemos el problema

Φ+(t) = tκG0(t)Φ−(t)

donde la función G0(t) tiene ı́ndice cero. Introducimos las funciones χ+(z) = eΨ+
0 (z),

χ−(z) = zκeΨ−0 (z) donde

Ψ±0 (z) =
1

2π

∫
Γ

lnG0(τ)

τ − z
dτ, z ∈ D±.

El coeficiente G0(t) admite la factorización

G0(t) = χ+(t)/χ−(t) (2.3)

y sustituyendo esta factorización en el problema de salto obtenemos

Φ+(t)

χ+(t)
=

Φ−(t)

χ−(t)
= Pκ−1(t). (2.4)

Ya que la función Φ−(t)
χ−(t)

tiene un polo en z =∞ y por el teorema generalizado de Liouville,

tal función es un polinomio de grado κ − 1. Por lo tanto las soluciones del problema

homogéneo son

Φ±(z) = χ±(z)Pκ−1(z) (2.5)

donde Pκ−1(z) es un polinomio de grado no mayor que κ − 1 con coeficientes complejos

c0, c1, . . . , cκ−1, para κ > 0.

La solución general del problema (2.2) se completa de la siguiente manera. Procedemos

de manera similar para el problema homogeneo tal que ahora sustituimos (2.3) en (2.2)

y obtenemos
Φ+(t)

χ+(t)
=

Φ−(t)

χ−(t)
+

g(t)

χ+(t)
. (2.6)

Puesto que g
χ+ ∈ Hµ(Γ) se sigue que

g(t)

χ+(t)
= Ψ+(t)−Ψ−(t) (2.7)



2.1. PROBLEMA DE RIEMANN. 16

donde

Ψ(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

χ+(τ)

dτ

τ − z
. (2.8)

Aśı la condición de frontera (2.6) puede reescribirse en la forma

Φ+(t)

χ+(t)
−Ψ+(t) =

Φ−(t)

χ−(t)
−Ψ−(t).

Sea κ ≥ 0. Aplicando el principio de continuación anaĺıtica y el teorema generalizado de

Liouville, obtenemos la solución al problema de frontera de Riemann (2.2) tiene la forma

Φ±(z) = χ±(z)Ψ±(z) + χ±(z)Pκ−1(z), (2.9)

donde Pκ−1(z) ≡ 0 si κ = 0 y Pκ−1(z) es un polinomio de grado no mayor que κ − 1 con

coeficientes complejos c0, c1, . . . , cκ−1, para κ > 0.

Sea κ < 0. Entonces se sigue del teorema de Liouville usual que Pκ−1(z) ≡ 0. Para

obtener que la función Φ−(z) sea anaĺıtica, es necesario y suficiente que el componente

Ψ−(z) de la integral de tipo de Cauchy (2.8) tenga un cero de orden no menor que −κ+1

en el punto z = ∞. Al expandir Ψ−(z) en serie de potencias en una vecindad del punto

z =∞, obtenemos las condiciones de solubilidad del problema (2.2) para el caso κ < 0:∫
Γ

g(t)

χ+(t)
tk−1dt = 0 , k = 1, 2, . . . ,−κ. (2.10)

Entonces, el siguiente teorema es válido.

Teorema 2.1. El número l de soluciones linealmente independientes y el número ρ de

condiciones de solubilidad linealmente independientes del problema de frontera de Rie-

mann (2.2) para un par de funciones están dadas por

l = max(0,κ) , ρ = max(0,−κ). (2.11)

Las soluciones y las condiciones de solubilidad del problema (2.2) son expresadas en forma

expĺıcita (por medio de las integrales de tipo de Cauchy) por las fórmulas (2.9) y (2.10).

Lema 2.1. Si Γ es un contorno simple cerrado y t = β(z) es un mapeo conforme del

disco unitario abierto sobre Γ, entonces la función

k(ζ, z) =
β′(ζ)

β(z)− β(ζ)
− 1

z − ζ
(|ζ| = 1, |z| ≤ 1)

esta acotada de la siguiente manera

|k(ζ, z)| ≤ c

|ζ − z|µ
, c = cte, 0 < µ < 1.



17 CAPÍTULO 2. PROBLEMA DE FRONTERA DE CARLEMAN.

2.2 Problema de frontera de Carleman.

Enunciado del problema. Condiciones de solubilidad.

Formulamos el problema de frontera de Carleman para el disco unitario complejo D:

Encontrar una función Φ+(z) anaĺıtica en el dominio D+, y satisface la condición de

Hölder en D+ ∪ Γ, por la condición de frontera

Φ+(α(t)) = G(t)Φ+(t) + g(t) en Γ, (2.12)

donde α(t) es un desplazamiento inverso de Carleman (α−(α−(t)) ≡ t), y G(t), g(t),

α′(t) ∈ Hµ(Γ), G(t) 6= 0, α′(t) 6= 0, t ∈ Γ.

Sustituyendo t por α(t) en la condición (2.12) y haciendo uso de la condición α(α(t)) = t,

obtenemos

Φ+(t) = G(α(t))Φ+(α(t)) + g(α(t)). (2.13)

Eliminando de (2.12) y (2.13) el valor ĺımite Φ+(α(t)), obtenemos

Φ+(t) = G(α(t))G(t)Φ+(t) +G(α(t))g(t) + g(α(t)). (2.14)

Debemos considerar dos casos, admitiendo ya sea G(α(t))G(t) 6= 1 o que G(α(t))G(t) ≡ 1,

t ∈ Γ. El caso G(α(t))G(t) − 1 = 0 en el subconjunto de medida cero será también de

interés, pero por ahora no tiene que ser estudiado.

Supongamos que

G(α(t))G(t) 6= 1 , t ∈ Γ. (2.15)

Es fácil ver, de (2.14), que el problema homogéneo

Φ+(α(t)) = G(t)Φ+(t)

no tiene soluciones no triviales. Ahora, considere el problema no homogéneo (2.12).

Entonces, de (2.14), obtenemos

Φ+(t) =
G(α(t))g(t) + g(α(t))

1−G(α(t))G(t)
= ν(t).

Obviamente ν(t) ∈ Hµ(Γ). Por lo tanto la función ν(t) puede representarse en la forma

ν(t) = ν(t)+−ν−(t), donde ν+(t) y ν−(t) son los valores ĺımite en Γ de funciones anaĺıticas

en D+ y D−, respectivamente. Aśı, bajo la condición (2.15), dos casos son posibles:
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1. ν−(t) ≡ 0, es decir, ν(t) es el valor ĺımite de una función anaĺıtica y este problema

tiene una única solución

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ν(t)

τ − z
dτ.

2. ν−(t) 6= 0. En este caso, el problema (2.12) no es soluble.

Ahora supongamos que

G(α(t))G(t) = 1, t ∈ Γ (2.16)

Aqúı también hay dos posibles casos:

1. G(α(t))g(t) + g(α(t)) 6= 0 en un subconjunto de medida no nula de Γ. En este caso,

problema (2.12) no es soluble para la clase de funciones considerada, ya que ah́ı no existen

valores ĺımites de la función Φ+(z) en el subconjunto de Γ de medida no nula.

2.

G(α(t))g(t) + g(α(t)) ≡ 0, t ∈ Γ. (2.17)

Nuestro análisis muestra que la teoŕıa del problema (2.12) es trivial en todos los casos

considerados hasta ahora excepto los casos donde las condiciones (2.16) y (2.17) se satis-

facen simultáneamente, y justo esos casos vamos a considerar a continuación.

Note que las funciones

G(t) =
h1(α(t))

h1(t)
y g(t) =

h2(t)− h2(α(t))

h1(t)
,

donde h1(t), h2(t) son cualesquiera funciones en Hµ(Γ) con h1(t) 6= 0, satisfacen las condi-

ciones (2.16) y (2.17).

Representaciones integrales. Solución del problema-salto de fron-

tera de Carleman (interior)

En este punto deducimos representaciones integrales para cualesquiera funciones anaĺıticas

en un dominio acotado simplemente conexo D+, con frontera Γ, y satisface la condición de

Hölder en D+∪Γ. Si tenemos presente sólo aquellas necesidades que surgen en la solución

del problema (2.12), entonces es suficiente conseguir una representación integral para una

función anaĺıtica en un dominio. En esta sección α(t) es un desplazamiento inverso. Los

casos en los que α(t) satisface la condición de Carleman serán especificados.

Lema 2.2. Los problemas de frontera

Φ+
1 (α(t)) = λΦ+

2 (t) , λ = ±1. (2.18)

no tienen otras soluciones aparte de constantes arbitrarias.
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Demostración. Aplicando la proyección P− = (I − S)/2 a Φ+
1 y Φ+

2 tenemos las igual-

dades

Φ+
1 (t) =

1

2
Φ+

1 (t)− 1

2πi

∫
Γ

Φ+
1 (τ)

τ − t
dτ = 0 (2.19)

Φ+
2 (t) =

1

2
Φ+

2 (t)− 1

2πi

∫
Γ

Φ+
2 (τ)

τ − t
dτ = 0 (2.20)

Haciendo una sustitución t 7→ α(t) y τ 7→ α(τ) en (2.19), obtenemos

1

2
Φ+

1 (α(t)) +
1

2πi

∫
Γ

α′(τ)

α(τ)− α(t)
Φ+

1 (α(τ))dτ = 0. (2.21)

Usando la condición (2.18), de (2.21) obtenemos

λ

2
Φ+

2 (t) +
λ

2πi

∫
Γ

α′(τ)

α(τ)− α(t)
Φ+

2 (τ)dτ = 0. (2.22)

Sumamos (2.20) y (2.22) dividido por λ, tenemos

Φ+
2 (t)− 1

2πi

∫
Γ

(
1

τ − t
− α′(τ)

α(τ)− α(t)

)
Φ+

2 (τ)dτ = 0 (2.23)

La ecuación (2.23), ya que el operador integral definido por

(KΦ+
2 )(τ) =

∫
Γ

(
1

τ − t
− α′(τ)

α(τ)− α(t)

)
Φ+

2 (τ)dτ, τ ∈ Γ,

es compacto de acuerdo al Lema 2.1, es una ecuación de Fredholm. Por lo tanto tiene

un número finito de soluciones linealmente independientes. Si Φ+
2 (t) no es una constante,

tenemos que el problema

Φ+
1 (α(t)) = λΦ+

2 (t)

también tiene soluciones (Φ+
1 )k(t) y (Φ+

2 )k(t) para todos k ∈ N. Tenemos una con-

tradicción. �

Lema 2.3 es probado análogamente.

Lema 2.3. Los problemas de frontera para una dominio no acotado D−

Φ−1 (α(t)) = λΦ−2 (t) , λ = ±1. (2.24)

no tienen otras soluciones aparte de constantes arbitrarias en la clase de funciones anaĺıticas

acotadas en infinito y no tienen soluciones no triviales en la clase de funciones anaĺıticas

que desaparecen en infinito.
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El siguiente resultado es consecuencia directa de los Lemas 2.2 y 2.3.

Lema 2.4. Los problemas de frontera

Φ+(α(t)) = λΦ+(t) , λ = ±1.

no tienen otras soluciones aparte de constantes en D+, y esta constante igual a cero si

λ = −1. Los problemas de frontera

Φ−(α(t)) = λΦ−(t) , λ = ±1.

no tienen soluciones acotadas en infinito aparte de constantes, esta constante igual a cero

si λ = −1, y no tiene soluciones no triviales que satisfacen la condición Φ−(∞) = 0.

Lema 2.5. La ecuación integral canónica de Fredholm

(L−ϕ) (t) ≡ ϕ(t) +
1

2πi

∫
Γ

(
1

τ − t
− α′(τ)

α(τ)− α(t)

)
ϕ(τ)dτ = 0 (2.25)

no tiene soluciones no triviales.

Demostración. Sea ϕ(t) una solución de la ecuación (2.25). Consideramos las integrales

de tipo Cauchy

Φ+
1 (z) =

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α−1(τ))

τ − z
dτ , z ∈ D+

Φ+
2 (z) = − 1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ , z ∈ D+,

donde α−1(t) es el homeomorfismo inverso de α(t). Es fácil ver que (L−ϕ) (t) ≡ Φ+
1 (α(t))−

Φ+
2 (t) = 0. Del Lema 2.2, obtenemos que Φ+

1 (z) − Φ+
2 (z) = c, donde c es una constante

arbitraria. Por lo tanto

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α−1(τ))− c
τ − z

dτ ≡ 0 , z ∈ D+,

1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ) + c

τ − z
dτ ≡ 0 , z ∈ D+. (2.26)

Se sigue de las identidades (2.26) que las funciones ϕ(α−1(t)) − c y ϕ(t) + c son valores

ĺımite de funciones anaĺıticas en el dominio D− y desaparecen en infinito, es decir

ϕ(α−1(t))− c = ψ−1 (t) , ϕ(t) + c = ψ−2 (t) , ψ−i (∞) = 0 , i = 1, 2.
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Eliminando la función ϕ(t) de esas igualdades, obtenemos el problema de frontera

ψ−1 (α(t)) = ψ−2 (t)− 2c (2.27)

cuya solución debe encontrarse en la clase de funciones que desaparecen en infinito. La

condición de frontera (2.27) puede ser reescrita en la forma de un problema homogéneo,

llamémosle

W−
1 (α(t)) = W−

2 (t) , (2.11’)

dondeW−
1 (z) = ψ−1 (z)+c, W−

2 (z) = ψ−2 (z)−c. De acuerdo al Lema 2.3, la solución general

del problema (2.11,) es una constante: W−
1 (z) = W−

2 (z) = c1. Usando las condiciones

ψ−i (∞) = 0, i = 1, 2, obtenemos c1 = c y c1 = −c, es decir, c1 = c = 0. Por lo tanto

ψ−1 (z) = W−
1 (z) − c = c1 − c = 0, ψ−2 (z) = W−

2 (z) + c = c1 + c = 0. En consecuencia

ϕ(t) ≡ 0. �

Sea α(t) un desplazamiento de Carleman (α(α(t)) ≡ t). Consideramos la ecuación

integral de Fredholm no homogenea

(L−ϕ) (t) = g(t) (2.28)

suponiendo que la función g(t) satisface una de las condiciones:

g(α(t)) + λg(t) = 0 , con λ = +1 ó λ = −1 . (2.29)

Lema 2.6. Si α(t) es un desplazamiento inverso de Carleman y la parte derecha de la

ecuación (2.28) obedece una de las identidades (2.29), entonces la ecuación (2.28) tiene

una única solución, y esta solución satisface una de las condiciones

ϕ(α(t)) + λϕ(t) = 0 , λ = ±1 . (2.30)

Demostración. Usando las condiciones (2.30) encontramos por examinación directa

que si ϕ(t) es una solución de la ecuación (2.28) entonces la función ϕ∗(t) = −λϕ(α(t))

es también una solución de esa ecuación. De acuerdo con Lema 2.5 y la alternativa de

Fredholm, se sigue que si la ecuación no homogenea (2.28) es soluble ciertamente, entonces

tiene una única solución ϕ(t). Puesto que la función ϕ∗(t) es también una solución de la

ecuación (2.28), ϕ(t) = ϕ∗(t) y llegamos a la condición (2.30). �

Basado en los Lemas 2.2-2.6 deducimos una representación integral para funciones que

son anaĺıticas en un dominio simplemente conexo D+ con frontera Γ.
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Teorema 2.2. (Representaciones integrales para un par de funciones anaĺıticas en un

dominio acotado simplemente conexo) Sea α(t) un homeomorfismo que cambia orientación

de Γ sobre śı mismo y α−1(t) es el homomorfismo inverso. Cualesquiera dos funciones

Φ+
1 (z) y Φ+

2 (z), anaĺıticas en el dominio D+ y que tienen en Γ los valores ĺımite Φ+
1 ,

Φ+
2 ∈ Hµ(Γ), admiten una de dos representaciones integrales

Φ+
1 (z) =

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α−1(τ))

τ − z
dτ + C,

Φ+
2 (z) = − λ

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ + λC, λ = ±1 , (2.31)

donde la densidad ϕ(t) y C son determinadas uńıvocamente por las funciones dadas Φ+
1 (z)

y Φ+
2 (z).

Demostración. En vista del Lema 2.5 y la alternativa de Fredholm existe una única

solución de las ecuaciones integrales de Fredholm

(L−ϕ) (t) = Φ+
1 (α(t))− λΦ+

2 (t) , λ = ±1. (2.32)

Suponga que

Ψ+
1 (z) =

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α−1(τ))

τ − z
dτ , z ∈ D+ ,

Ψ+
2 (z) = − λ

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ , λ = ±1 , z ∈ D+ .

Entonces la ecuación (2.32) puede ser escrita en la forma

Φ+
1 (α(t))−Ψ1(α(t)) = λ[Φ+

2 (t)−Ψ+
2 (t)]. (2.33)

Usando el Lema 2.2, de (2.33) deducimos que

Φ+
1 (z) = Ψ+

1 (z) + C , Φ+
2 (z) = Ψ+

2 (z) + λC .

La constante C es determinada uńıvocamente porque la densidad ϕ(t) (y las funciones

Ψ+
1 (z) y Ψ+

2 (z)) estan determinadas uńıvocamente por las funciones dadas Φ+
1 (z) y Φ+

2 (z).

�

Las representaciones integrales para una función anaĺıtica en un dominio D+ son casos

particulares de las representaciones (2.31) y pueden deducirse de estas.

Teorema 2.3. (Representaciones integrales para una función anaĺıtica en un dominio

acotado simplemente conexo) Sea α(t) un desplazamiento inverso de Carleman. Cualquier
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función Φ+(z), anaĺıtica en el dominio D+ y que tiene en cualquier parte en Γ valores

ĺımite Φ+(t) ∈ Hµ(Γ), puede ser representada ya sea por la fórmula

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − z
dτ + C , (2.34)

o por la fórmula

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − z
dτ , (2.35)

donde las densidades ϕ(α(t)) en (2.34) y (2.35) y la constante C son determinadas

uńıvocamente por la función dada Φ+(z), y la condición

ϕ(α(t)) + ϕ(t) = 0 (2.36)

se sostiene para la densidad de la representación (2.34), y la condición

ϕ(α(t))− ϕ(t) = 0 (2.37)

se sostiene para la densidad de la representación (2.35).

Demostración. Llegamos a las representaciones integrales (2.34) y (2.35) como casos

particulares de la representación (2.31) para λ = 1 y λ = −1, respectivamente. Suponemos

que α(α(t)) ≡ t y Φ+
1 (z) ≡ Φ+

2 (z). Entonces la parte derecha de las ecuaciones de

Fredholm

(L−ϕ) (t) ≡ Φ+(α(t))− λΦ+(t) ≡ gλ(t) , λ = ±1 ,

saisface las condiciones gλ(α(t))+λgλ(t) = 0. En vista del Lema 2.6, obtenemos ϕ(α(t))+

λϕ(t) = 0. De esto sigue que las funciones Ψ+
1 (z) y Ψ+

2 (z) coinciden. Puesto que Φ+
1 (z) ≡

Φ+
2 (z) y Ψ+

1 (z) ≡ Ψ+
2 (z), C = 0 para λ = −1. �

Vamos a aplicar este resultado para resolver dos de los problemas de frontera de Car-

leman más simples no homogeneos:

1) Φ+(α(t))− Φ+(t) = g(t), (2.38)

donde de acuerdo a la condición (2.17)

g(α(t)) + g(t) = 0. (2.39)

2) Φ+(α(t)) + Φ+(t) = g(t), (2.40)

donde

g(α(t))− g(t) = 0. (2.41)
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Teorema 2.4. Las soluciones generales de los problemas de frontera de Carleman

Φ+(α(t))− λΦ+(t) = g(t) , λ = ±1,

donde la parte derecha g(t) satisface las condiciones

g(α(t)) + λg(t) = 0 , λ = ±1,

están dadas por las fórmulas

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − z
dτ + C , si λ = 1, (2.42)

y

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − z
dτ , si λ = −1, (2.43)

donde C es una arbitraria constante compleja, y ϕ(t) es la solución de la ecuación integral

de Fredholm (L−ϕ)(t) = g(t).

Demostración. Por ejemplo, consideramos el problema salto de Carleman (2.38). De

acuerdo con Teorema 2.3 vamos a encontrar una solución en la forma (2.34), donde la

densidad ϕ satisface la condición (2.36). Calculando los valores ĺımite Φ+(α(t)) y Φ+(t) y

tomando en cuenta la condición (2.36), reducimos el problema (2.38) a la equación integral

de Fredholm (L−ϕ)(t) = g(t). Puesto que la condición (2.39) se sostiene, de acuerdo con

Lema 2.6 concluimos que la solución de la ecuación (L−ϕ)(t) = g(t) realmente satisface la

condición (2.36). Por lo tanto, la aplicación de la representación integral (2.34) es correcta.

Ahora encontramos la densidad de la representación integral y junto con la solución (2.42)

de la ecuación (L−ϕ)(t) = g(t), la cual es incondicionalmente y uńıvocamente soluble. En

el caso del problema (2.40) el razonamiento es análogo. �

Teorema de adhesión conforme.

Basado en los resultados de las dos subsecciones anteriores probamos aqúı un teorema de

adhesión conforme mediante el cual el problema de frontera de Carleman (1) será reducido

al problema de frontera de Riemann en una curva abierta.

Sea Ω un dominio, es decir, una región encerrada por una curva cerrada simple. Una

función f : Ω → C es llamada univalente (inyectiva o uno a uno) si f(z1) 6= f(z2) donde

z1, z2 ∈ Ω con z1 6= z2.
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Teorema 2.5. (Sobre adhesión conforme) Sea α(t) un desplazamiento inverso de Car-

leman. Existe una función ω+(z) anaĺıtica en el dominio D+ excepto para algún punto

z = z0 ∈ D+, donde ω+(z) tiene un polo simple y ω+(z) satisface la condición de adhesión

ω+(α(t)) = ω+(t) (2.44)

en la frontera de Lyapunov Γ del dominio D+. La función ω+(z) es un mapeo conforme

y univalente del dominio D+ con frontera de Lyapunov Γ sobre un dominio ∆ el cual es

el plano complejo cortado por un curva abierta simple de Lyapunov.

Demostración. Se sigue del Lema 2.4 que el problema de frontera (2.44) no tiene otras

soluciones aparte de constantes en la clase de funciones anaĺıticas. Obviamente tal solución

no nos da un mapeo con las propiedades indispensables. Entonces vamos a encontrar una

solución del problema (2.44) en la clase de funciones que poseen un polo simple en algún

punto fijo z0 ∈ D+, esto es

ω+(z) =
1

z − z0

+ Ψ+(z), (2.45)

donde Ψ+(z) es una función anaĺıtica en el dominio D+. Usando la representación (2.45)

y la condición (2.44), obtenemos el problema salto de Carleman

Ψ+(α(t))−Ψ+(t) =
1

t− z0

− 1

α(t)− z0

(2.46)

para encontrar la función Ψ+(z). Note que la condición de solubilidad (2.39) se cumple

para la función g(t) = 1
t−z0 −

1
α(t)−z0 . Por lo tanto, en vista del Teorema 2.4, una solución

del problema (2.46) es dada por (2.42). Sustituyendo Ψ+(z) en (2.45), obtenemos una

solución del problema de frontera (2.44) en la clase de funciones que poseen un polo sim-

ple en D+. El valor ĺımite de la solución ω+(t) satisface una condición de Hölder en la

frontera Γ del dominio D+.

Vamos a analizar el comportamiento del mapeo realizado por la función ω+(z). El de-

splazamiento inverso α(t) tiene dos puntos fijos en Γ, digamos t = A y t = B. La curva Γ

es dividida por esos puntos en dos arcos que no se intersectan (A,B) y (B,A). Marcamos

(A,B) y (B,A), corren en dirección positiva (sentido contrario a las manecillas del reloj),

por Γ+ y Γ−, respectivamente. En virtud de las condiciones (2.44) y (2.45), la función

ω+(z) mapea el dominio D+ sobre un dominio ∆ que contiene a infinito, tal que los pun-

tos t y α(t) del contorno Γ estan pegados en el mismo punto w = ω+(t) = ω+(α(t)) del

nuevo contorno L. Este último es un arco abierto con extremos a = ω+(A) y b = ω+(B).

Si el punto t recorre el arco Γ+ desde A hasta B, y luego t recorre el arco Γ− desde B
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hasta A, entonces el punto w = ω+(t) recorre el arco L dos veces: desde a = ω+(A) hasta

b = ω+(B) y luego desde b hasta a. Por lo tanto ω+(z) mapea el dominio D+ acotado

por la curva Γ sobre el plano complejo ∆ con el corte L = (a, b), y las imágenes ω+(Γ+)

y ω+(Γ−) son los lados opuestos del corte L.

Vamos a probar que el mapeo ω+(z) : D+ → ∆ es univalente, esto es, para un arbitrario

punto ω∗ ∈ ∆ existe sólo un punto z∗ ∈ D+ tal que ω+(z∗) = ω∗. De acuerdo a la

condición (2.44)

ω+(α(t))− ω∗ = ω+(t)− ω∗. (2.47)

Puesto que ω∗ ∈ ∆, ω+(t)−ω∗ 6= 0 para t ∈ Γ. Debemos probar que la función ω+(z)−ω∗
tiene sólo un cero en D+. Suponga que el número de ceros de la función ω+(z)−ω∗ es in-

finito. Entonces esos ceros tienen al menos un punto ĺımite t∗ ∈ Γ. Puesto que la función

ω+(z) es continuamente extendible a Γ, el punto ω∗ = ω+(t∗) pertenece a la frontera L

del dominio ∆. Pero esto contradice la elección del punto ω∗ dentro de ∆. Por lo tanto,

la función ω+(z) − ω∗ tiene sólo un número finito de ceros en el dominio D+. Más aún,

esta función tiene un polo de primer orden en el punto z0 ∈ D+. Calculando el ı́ndice de

Cauchy de ambas partes de la ecuación (2.47) obtenemos la relación −n+ 1 = n− 1, esto

es, n = 1 y aśı ω+(z) es univalente.

Ahora probamos que la derivada dω+(t)
dt

existe y que dω+(t)
dt
∈ Hµ(Γ). Para este fin consid-

eramos el problema de frontera homogéneo de Carleman

X+(α(t)) = G̃(t)X+(t), (2.48)

donde

G̃(t) =
[α(t)− z0]2(t− A)(t−B)

α′(t)(t− z0)2(α(t)− A)(α(t)−B)
, (2.49)

G̃(A) = lim
t→A

G̃(t) = 1 , G̃(B) = lim
t→B

G̃(t) = 1,

Es fácil ver que G̃(t) 6= 0, t ∈ Γ, y que G̃(t) ∈ Hµ(Γ). Tomando en cuenta que

α′(α(t))α′(t) = 1, (2.50)

lo cual se sigue de la condición de Carleman α(α(t)) ≡ t, también obtenemos

G̃(t)G̃(α(t)) = 1.

Calculamos el ı́ndice de Cauchy del coeficiente G̃(t). Tenemos

{arg(t− A)}Γ = π , {arg(t−B)}Γ = π,

{arg(α(t)− A)}Γ = −π , {arg(α(t)−B)}Γ = −π.
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Por lo tanto
1

2π

{
arg

t− A
α(t)− A

}
Γ

=
1

2π

{
arg

t−B
α(t)−B

}
Γ

= 1.

Entonces es fácil obtener de (2.49) que κ̃ = 1
2π
{arg G̃(t)}Γ = 0. En virtud de las

propiedades establecidas de la función G̃(t) es claro que ln G̃(t) es una función bien definida

que pertenece a Hµ(Γ), y

ln G̃(t) + ln G̃(α(t)) = 0. (2.51)

Vamos a hallar la solución del problema de frontera (2.48). Tomando logaritmos en ambos

lados de (2.48), llegamos a un problema salto de frontera de Carleman (2.38), donde el

lado derecho g(t) = ln G̃(t) satisface la identidad (2.39), en vista de (2.51). De acuerdo

al Teorema 2.4, existe una solución Ψ+(z) del mencionado problema salto y esta solución

está dada por la fórmula (2.42). En consecuencia, obtenemos la solución X+
0 (z) = eΨ+(z)

del problema de frontera (2.48). Obviamente, G̃(t) = X+
0 (α(t))/X+

0 (t).

Ahora, consideremos la función

γ+(z) = (z − z0)−2(z − A)(z −B)cX+
0 (z), (2.52)

donde

c = − 1

(z0 − A)(z0 −B)X+
0 (z0)

.

La constante c es elegida tal que la función γ+(z) admite la expansión

γ+(z) = − 1

(z − z0)2
+ · · ·

en una vecindad del punto z0. Obviamente, γ+(t) ∈ Hµ(Γ) y es fácil verificar que la

función γ+(z) satisface la condición de frontera

γ+(α(t)) =
1

α′(t)
γ+(t),

la cual es obtenida por la diferenciación de la condición (2.44) del problema de adhesión

conforme. Todav́ıa falta probar que

dω+(z)

dz
= γ+(z).

Para este fin consideramos la función ω+
0 (z) =

∫ z
A
γ+(z)dz, la cual satisface la condición

de frontera (2.44). En efecto,

ω+
0 (α(t)) =

∫ α(t)

A

γ+(t)dt =

∫ t

A

γ+(α(t))α′(t)dt =

∫ t

A

γ+(t)dt = ω+
0 (t).
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La función ω+
0 (z) puede ser representada en la forma

ω+
0 (z) =

1

z − z0

+ ω̃+
0 (z), (2.53)

donde ω̃+
0 (z) es una función anaĺıtica en el dominio D+. De hecho,

2πi Res γ+(z)|z=z0 =

∫
Γ

γ+(t)dt = −
∫

Γ

γ+(α(t))α′(t)dt = −
∫

Γ

γ+(t)dt.

En consecuencia,
∫

Γ
γ+(t)dt = 0 y Res γ+(z)|z=z0 = 0. Por lo tanto, la expansión de la

función γ+(z) en el punto z = z0 tiene la forma

γ+(z) = − 1

(z − z0)2
+ γ0 + γ1(z − z0) + · · · ,

y (2.53) se sostiene.

De (2.45) y (2.53) se sigue que la función

W+(z) = ω+(z)− ω+
0 (z)

es anaĺıtica en el dominio D+. Más aún, ésta satisface la condición de frontera W+(α(t)) =

W+(t). De acuerdo al Lema 2.2, obtenemos W+(z) = constante. Por lo tanto

dω+(z)

dz
=
dω+

0 (z)

dz
= γ+(z).

y de acuerdo con la prueba dada arriba,

dω+(t)

dt
= γ+(t) ∈ Hµ(Γ).

Todav́ıa resta probar que el arco L = (a, b) es una curva de Lyapunov. Denotamos las

abscisas de arco de los puntos t y w de los contornos Γ y L por s y σ, respectivamente.

Probamos que la función s = s(σ) satisface una condición de Hölder. Primero elegimos

valores s1 y s2 tales que los puntos t1 = t(s1) y t2 = t(s2) no coinciden con uno de los

puntos fijos de α(t) y ellos pertenecen a uno de los arcos Γ+ o Γ−. Entonces, usando un

procedimiento parecido a [18, Sección 7.2] obtenemos

|s(σ2)− s(σ1)| ≤ 1

m
|σ2 − σ1| . (2.54)

donde m = min{|w′(t(s))| : s ∈ [s1, s2]} 6= 0, basado en la representación (2.52). Ahora,

supongamos que el punto t1 coincide con uno de los puntos fijos del desplazamiento α(t).

De la representación (2.52) se sigue que

w′t(t(s)) = [t(s)− t(s1)]h(s),
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donde h(s) 6= 0 para s ∈ [s1, s2]. Entonces

|σ2 − σ1| =
∣∣∣∣∫ s2

s1

|t(s)− t(s1)| |h(s)| ds
∣∣∣∣ ≥ µ

∣∣∣∣∫ s2

s1

|t(s)− t(s1)| ds
∣∣∣∣ , (2.55)

donde µ = min{|h(s)| : s ∈ [s1, s2]}. Ya que la curva Γ, en cualquier caso, es suave, para

cualesquiera dos puntos t(s′) y t(s′′) la desigualdad

|t(s′′)− t(s′)| ≥M |s′′ − s′| , M > 0

es válida. Por tanto∣∣∣∣∫ s2

s1

|t(s)− t(s1)| ds
∣∣∣∣ ≥M

∣∣∣∣∫ s2

s1

|s− s1| ds
∣∣∣∣ =

M(s2 − s1)2

2
. (2.56)

De las desigualdades (2.55) y (2.56) se sigue que

|s(σ2)− s(σ1)| ≤
√

2

µM
|σ2 − σ1|1/2 . (2.57)

Desigualdades (2.54) y (2.57) muestran que la función s = s(σ) satisface una condición de

Hölder. La derivada w′σ de la función w = w{t[s(σ)]} puede ser representada en la forma

w′σ =
dw

dt
· dt
ds
· ds
dσ

= t′(s)ei argw′(t).

De lo que se ha dicho, se sigue que la función ei argw′(t), considerada como una composición

de σ satisface una condición de Hölder en cualquier lado excepto para dos valores del

parámetro σ correpondientes a los extremos de la curva abierta L. En esos puntos la

función ei argw′(t) y junto con ella la derivada w′σ, tiene discontinuidades acotadas. Ya que

Γ es un contorno de Lyapunov, la función t′[s(σ)] satisface una condición de Hölder en

σ. De este modo, la derivada w′σ satisface una condición de Hölder en cualquier lado en

L excepto para los puntos σ1 y σ2 correspondientes a los extremos de la curva L. Esta

condición es la condición que asegura que el arco abierto L pertenece a la clase de curvas

de Lyapunov. �

Solución del problema de frontera de Carleman interior.

Establecemos que la dirección positiva (de orientación) en la curva L es de w = a a w = b.

Entonces, para valores ĺımite de la función z(w), inversa de la función ω+(z), obtenemos

(de la izquierda y de la derecha, respectivamente)

z+(w) = t , z−(w) = α(t) , w ∈ L , t ∈ Γ+, (2.58)
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o, lo que es lo mismo, en virtud de la condición de Carleman α(α(t)) = t,

z+(w) = α(t) , z−(w) = t , w ∈ L , t ∈ Γ−. (2.59)

Usando (2.58) reescribimos la condición de frontera de Carleman para t ∈ Γ+ en la forma

Φ+(z−(w)) = G(z+(w))Φ+(z+(w)) + g(z+(w)).

Introduciendo una nueva función desconocida Φ+
1 (ω) por la igualdad

Φ+
1 (ω) = Φ+(z(ω)), (2.60)

tenemos

Φ+(z+(w)) = Φ+
1 (w) , Φ+(z−(w)) = Φ−1 (w).

De esta manera, obtenemos una condición de frontera de Riemann en la curva L para la

función Φ1(ω):

Φ−1 (w) = G(z+(w))Φ+
1 (w) + g(z+(w)) (2.61)

Si usamos la relación (2.59) (t ∈ Γ−) entonces obtenemos otro problema de frontera de

Riemann en la curva L

Φ+
1 (w) = G(z−(w))Φ−1 (w) + g(z−(w)). (2.62)

Mostramos que las condiciones de frontera (2.61) y (2.62) coinciden. Para este fin, trans-

formamos la condición de frontera (2.61) a la forma

Φ+
1 (w) =

1

G(z+(w))
Φ−1 (w)− g(z+(w))

G(z+(w))
,

y entonces usamos las condiciones de solubilidad (2.16) y (2.17), las cuales pueden ser

escritas como (ver (2.58) y (2.59)):

G(z−(w))G(z+(w)) = 1,

G(z−(w))g(z+(w)) + g(z−(w)) = 0.

Por tanto, el problema de frontera de Carleman (2.12) en un contorno cerrado Γ es

reducido al problema de frontera de Riemann (2.62) en un contorno abierto L. Esto es

necesario encontrar la solución al problema de Riemann (2.62) en la clase de funciones

acotadas en los puntos w = a y w = b y en infinito. En efecto, la acotación de la solución

Φ1(ω) = Φ+(z(ω)) en las vecindades de w = a y w = b siguen de la acotación de Φ+(z)
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en las vecindades de z = A y z = B. La acotación de la solución Φ+
1 (ω) en infinito es

una consecuencia del hecho de que Φ1(∞) = Φ+(z0) es un numero finito diferente de cero.

Por lo tanto, la solución del problema de frontera de Carleman (2.12) es reducido a la

solución del problema de frontera de Riemann (2.62) en la clase de funciones referida.

Sea κ = 1
2π
{argG(t)}Γ el ı́ndice de Cauchy del coeficiente G(t) en la curva Γ. Ahora

calculamos el ı́ndice de Cauchy del coeficiente G(z−(w)) del problema de Riemann (2.62)

en la curva L. Note que si un punto w recorre la curva L en la dirección positiva (desde a

hasta b), entonces el punto z−(w) recorre la curva Γ− en la dirección (desde A hasta B).

Por lo tanto

{argG(z−(w))}L = −{argG(t)}Γ− . (2.63)

Tomando en cuenta que si un punto t recorre Γ− en la dirección positiva, entonces el

punto α(t) recorre Γ+ en la dirección negativa, obtenemos de la condición (2.16):

0 = {arg[G(t)G(α(t))]}Γ− = {argG(t)}Γ− + {argG(α(t))}Γ−

= {argG(t)}Γ− − {argG(t)}Γ+ , esto es , {argG(t)}Γ+ = {argG(t)}Γ− .

Esto implica que

{argG(t)}Γ = {argG(t)}Γ+ + {argG(t)}Γ− = 2{argG(t)}Γ− . (2.64)

De (2.63) y (2.64) se sigue que

1

2π
{argG(z−(w))}L = −κ

2
. (2.65)

De la condición (2.16) se sigue que G2(A) = 1, G2(B) = 1. Po lo tanto, en los puntos

fijos t = A y t = B la función G(t) toma uno de los dos valores: +1 o −1. El coeficiente

G(z−(w)) del problema de Riemann (2.62) toma los mismos valores en los puntos extremos

a y b (correspondientes a A y B) del contorno L.

La igualdad (2.64) muestra que κ = 1
2π
{argG(t)}Γ = 2k, k = 0,±1,±2, . . . si

{argG(t)}Γ− = argG(B)− argG(A) = 2kπ (2.66)

y κ = 1
2π
{argG(t)}Γ = 2k + 1 si

{G(t)}Γ− = argG(B)− argG(A) = (2k + 1)π. (2.67)

Si (2.66) se satisface entonces G(A) = G(B) = ±1, y si (2.67) se satisface entonces

G(A) = −G(B) = ±1.

Aśı, los siguientes casos son posibles:
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1) κ es un número par, y G(A) = G(B) = 1,

2) κ es un número par, y G(A) = G(B) = −1,

3) κ es un número impar, y G(A) = −G(B) = 1,

4) κ es un número impar, y G(A) = −G(B) = −1.

Ahora calculamos el ı́ndice κ̃ del problema de frontera de Riemann (2.62) en la clase

de funciones acotadas en ambos puntos extremos de L para cada caso 1) - 4), (ver [18,

Subsección 5.2]). En la clase de funciones referida la elección de la rama de θ = argG(A)

es definida por la condición −2π < θ ≤ 0. En virtud de (2.65), obtenemos para ∆ (ver

[18, Subsección 5.2]):

∆ = {argG(z−(w))}Γ = −κπ.

En el caso 1) ambos extremos a = ω+(A) y b = ω+(B) son especiales, es decir, G(A) y

G(B) son números positivos. Junto con esto θ = argG(A) = 0, κ̃ = (0 − κπ)/2π = −κ
2
.

En el caso 2) ambos extremos a y b no son especiales, y argG(A) = −π, κ̃ = E(−π−κπ
2π

) =

−κ+2
2

. En el caso 3) el extremo w = a es especial y el extremo w = b no es especial, y

argG(A) = 0, κ̃ = E(−κ
2
) = −κ+1

2
. En el caso 4) el extremo a no es especial y el extremo

b es especial, y argG(A) = −π, κ̃ = −κ+1
2

. No es dif́ıcil escribir una fórmula común

para el ı́ndice κ̃ válida en todos los cuatro casos. Para este fin denotamos el número de

extremos no especiales por m− o, lo que es lo mismo, m− es el número de puntos fijos

del desplazamiento α(t) en los cuales el coeficiente G(t) toma el valor −1. El número m−

puede tomar sólo uno de los tres valores: 0, 1, 2, siendo ya sea m− = 0 o m− = 2 si κ es

par y m− = 1 si κ es impar.

Aśı, en cada posible caso el ı́ndice del problema de Riemann (2.62), en la clase de fun-

ciones acotadas en ambos extremos, es calculado por la fórmula κ̃ = −κ+m−

2
. Tomando en

cuenta la conección, establecida arriba, entre los problemas de frontera (2.12) y (2.62) y

también el Teorema 5.2, sobre la solubilidad del problema de frontera de Carleman (2.12),

tenemos lo siguiente.

Teorema 2.6. Si κ + m− ≤ 0, entonces el número l para el problema de frontera de

Carleman homogéneo es calculado por la fórmula

l = 1− κ+m−

2
,
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y el correspondiente problema de Carleman no homogéneo es soluble incondicionalmente.

Si κ + m− > 0, entonces el problema de Carleman homogéneo no tiene soluciones no

triviales (l = 0), y existe un número

ρ =
κ+m−

2
− 1

de condiciones para la solubilidad del correspondiente problema no homogéneo.

La solución general del problema de frontera de Carleman es obtenida de la solución

general del correspondiente problema de frontera de Riemann por la fórmula Φ+(z) =

Φ+
1 (ω+(z)). La continuidad de la solución Φ+(z) en los puntos fijos z = A y z = B es

asegurada por las condiciones

Φ+
1 (a+ 0) = Φ−1 (a− 0) = Φ1(a) ,

Φ+
1 (b− 0) = Φ−1 (b+ 0) = Φ1(b),

las cuales se satisfacen por la solución del problema de Riemann (2.62) en la clase de

funciones considerada.
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CAPÍTULO 3

Factorización de Wiener-Hopf.

3.1 Definiciones.

Sea Γ una curva simple. Para un punto t ∈ Γ y un número ε ∈ (0,∞), Γ(t, ε) := {τ ∈
Γ : |τ − t| < ε} es la porción de Γ contenida en el disco abierto de radio ε centrado

en t. El cojunto Γ(t, ε) es una unión a lo más numerable de arcos. Si todos esos arcos

son rectificables y la suma de sus longitudes es un número finito, decimos que Γ(t, ε) es

rectificable. Si Γ es una curva compuesta (unión de dos o más curvas simples) la definición

es la misma.

Una curva de Jordan es una curva cerrada simple. La curva Γ se llama curva de Carleson

si

CΓ := sup
t∈Γ

sup
ε>0

|Γ (t, ε)|
ε

<∞.

Si una curva de Jordan es una curva de Carleson, entonces se le llama curva de Jordan-

Carleson. Sea Γ una curva de Jordan-Carleson. Una función medible w : Γ → [0,∞]

es llamada un peso si la preimagen w−1({0,∞}) tiene medida cero. De esta manera, un

peso es finito y no cero en casi todas partes. Definimos los espacios de Lebesgue con peso

Lp(Γ, w) (1 < p <∞) con la norma

‖f‖p,w :=

(∫
Γ

|f (τ)|pw (τ)p |dτ |
)1/p

.

Fijamos p ∈ (1,∞). En lo que sigue, definimos q ∈ (1,∞) por 1/p + 1/q = 1. Un peso

w ∈ Ap(Γ) que satisface la condición(
1

ε

∫
Γ(t,ε)

wp(τ) |dτ |
)1/p(

1

ε

∫
Γ(t,ε)

w−q(τ) |dτ |
)1/q

<∞

35
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se le llama peso de Muckenhoupt.

Una función f anaĺıtica en D+ con la frontera Γ = ∂D+ está en la clase de Smirnov

Ep(D+) (1 < p <∞) si existe una sucesión de curvas rectificables de Jordan Γ1,Γ2, . . . en

D+ que tienden a la frontera Γ en el sentido que Γn eventualmente rodea cada subconjunto

compacto de D+ tal que

sup
n≥1

∫
Γn

|f(z)|p|dz| <∞. (3.1)

Se puede demostrar que una función anaĺıtica f : D+ → C pertenece a Ep(D+) si y sólo

si

sup
0<r<1

∫
Γr

|f(z)|p|dz| <∞

donde Γr := ϕ({z ∈ C : |z| = r}).
Se puede demostrar que cada función f ∈ Ep(D+) tiene ĺımite no tangencial en casi todo

Γ y que la función frontera pertenece a Lp(Γ). Denotamos por Ep
+(Γ) a la colección de

todas las funciones ĺımite de funciones en Ep(D+) y por

B+ : Ep(D+)→ Ep
+(Γ)

el operador lineal que env́ıa f ∈ Ep(D+) a su función ĺımite en Ep
+(Γ). Se puede mostrar

que Ep
+ es un subespacio cerrado de Lp(Γ) para todo p ∈ [1,∞). Claramente E1(D+) ⊃

Ep(D+) y aśı E1(Γ) ⊃ Ep(Γ) para todo p ∈ [1,∞).

Definimos la integral de Cauchy :

(C±) (z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ

(
z ∈ D±

)
, (3.2)

entonces C+ manda Ep
+(Γ) biyectivamente sobre Ep(D+) y B+C+ = I, C+B+ = I.

Teorema 3.1. [4, Teorema 6.2] Para cada curva rectificable de Jordan Γ,

E1
+(Γ) =

{
g ∈ L1(Γ) :

∫
Γ

g(τ)τndτ = 0 para n = 0, 1, 2, . . .

}
(3.3)

=
{
g ∈ L1(Γ) : (C−g) (z) = 0,

(
z ∈ D−

)}
. (3.4)

Denotamos por R(Γ) las funciones racionales sin polos en Γ. R+(Γ) las funciones en

R(Γ) que no tienen polos en D+, y definimos R−(Γ) como el conjunto de funciones en

R(Γ) que no tienen polos en D− = C \ (D+ ∪ Γ) y se anulan en infinito. R(Γ) es denso

en Lp(Γ, w).

Corolario 3.1. Si Γ es una curva de Jordan-Carleson, 1 < p <∞, y w ∈ Ap(Γ), entonces

S2g = g para g ∈ Lp(Γ, w). (3.5)
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El teorema anterior muestra que los operadores acotados P y Q definidos por

P := PΓ :=
1

2
(I + S) y Q := QΓ :=

1

2
(I − S) (3.6)

son proyecciones complementarias P 2 = P , Q2 = Q, P + Q = I. En consecuencia, sus

imágenes en Lp(Γ, w)

Lp+(Γ, w) := PLp(Γ, w), L̇p−(Γ, w) := QLp(Γ, w),

son subespacios cerrados de Lp(Γ, w) y, más aún, Lp(Γ, w) se descompone en la suma

directa de esos dos subespacios:

Lp(Γ, w) = Lp+(Γ, w)u L̇p−(Γ, w).

También defina Lp−(Γ, w) := L̇p−(Γ, w)+C. Los espacios Lp+(Γ, w) y Lp−(Γ, w) son llamados

los espacios de Hardy de Lp(Γ, w).

Denotamos por Ėp(D−) las funciones en Ep(D−) que se anulan en infinito y por Ėp
−(Γ)

las funciones ĺımite en Γ de las funciones en Ėp(D−).

Teorema 3.2. Para cada curva rectificable de Jordan Γ,

E1
−(Γ) =

{
g ∈ L1(Γ) :

∫
Γ

g(τ)τ−ndτ = 0 para n = 2, 3, 4, . . .

}
=
{
g ∈ L1(Γ) : (C+g) (z) = (C−g) (∞) para z ∈ D+

}
,

Ė1
−(Γ) =

{
g ∈ L1(Γ) :

∫
Γ

g(τ)τ−ndτ = 0 para n = 1, 2, 3, . . .

}
=
{
g ∈ L1(Γ) : (C+g) (z) = 0 para z ∈ D+

}
.

3.2 Factorización de Wiener-Hopf.

El siguiente lema nos ayudará a demostrar un resultado importante para la solución del

problema de Riemann.

Lema 3.1. Sea Γ una curva de Jordan-Carleson, 1 < p <∞, 1/p+1/q = 1, y w ∈ Ap(Γ).

Entonces

f ∈ Lp±(Γ, w), g ∈ Lq±(Γ, w−1)⇒ fg ∈ E1
±(Γ).

Para cada a ∈ L∞(Γ), sea T (a) := PaP el operador de Toeplitz que actúa en el espacio

Lp+(Γ, w). Entonces T (a) es acotado en este espacio.
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Sea Γ una curva de Jordan-Carleson, 1 < p < ∞, y w ∈ Ap(Γ). Si T (a) es Fredholm

entonces la función a está automáticamente en GL∞(Γ). Aśı vamos a suponer desde el

comienzo que a ∈ GL∞(Γ). Se dice que a admite una factorización de Wiener-Hopf en

Lp(Γ, w) si a puede ser escrita en la forma

a(τ) = a−(τ)τκa+(τ) para casi todo τ ∈ Γ, (3.7)

donde κ es un entero y las funciones a± cumplen las siguientes propiedades:

a− ∈ Lp−(Γ, w), a−1
− ∈ L

q
−(Γ, w−1), a+ ∈ Lq+(Γ, w−1), a−1

+ ∈ L
p
+(Γ, w), (3.8)

|a−1
+ |w ∈ Ap(Γ). (3.9)

Teorema 3.3. (Coburn-Simonenko) Sea Γ una curva de Jordan-Carleson, p ∈ (1,∞),

w ∈ Ap(Γ). Si a ∈ L∞(Γ) \ {0}, entonces el operador de Toeplitz T (a) tiene ya sea kernel

trivial o su imagen es densa.

Demostración. La demostración se encuentra en [4, Teorema 6.17]. �

Teorema 3.4. (Simonenko) Sea Γ una curva de Carleson, 1 < p <∞, w ∈ Ap(Γ), y

a ∈ GL∞(Γ). Entonces T (a) es Fredholm en Lp+(Γ, w) = PLp(Γ, w) si y sólo si a admite

una factorización de Wiener-Hopf en Lp(Γ, w), a = a−t
κa+. En este caso ind T (a) = −κ.

Demostración. Primero supongamos que a admite una factorización de Wiener-Hopf

en Lp(Γ, w) con κ = 0, es decir, sea a = a−a+. Mostramos que kerT (a) = {0}. En efecto,

si T (a)g+ = 0 para g+ ∈ Lp+(Γ, w), entonces a−a+g+ =: g− ∈ L̇p−(Γ, w). Tenemos

a+g+ = a−1
− g−. Por (3.8) y el Lema 3.1, a+g+ ∈ E1

+(Γ) y a−1
− g− ∈ Ė1

−(Γ), y como

E1
+(Γ) ∩ Ė1

−(Γ) = {0} entonces a+g+ = 0. Ya que a+ es invertible, por lo tanto distinto

de cero, se sigue que g+ = 0, esto es, kerT (a) = {0}.
Mostramos ahora que T (a) es suprayectivo. El operador a−1

+ Pa+I es acotado en el espacio

Lp+(Γ, w), el mapeo

R(Γ) ∩ E1
+(Γ)→ Lp+(Γ, w), g+ 7→ a−1

+ P (a−1
− g+) = a−1

+ P (a+a
−1g+) (3.10)

extiende a un operador lineal acotado A sobre Lp+(Γ, w) (usando a−1
− = a+a

−1). Para g+

en R(Γ) ∩ E1
+(Γ) tenemos

T (a)Ag+ = P
(
a−a+a

−1
+ P (a−1

− g+)
)

= P
(
a−P (a−1

− g+)
)

= Pg+ − P
(
a−Q(a−1

− g+)
)

= Pg+ = g+,
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y ya que ambos T (a) y A son acotados, resulta que T (a)A = I en Lp+(Γ, w). Esto prueba

que T (a) es suprayectivo.

Entonces, si κ = 0 entonces T (a) es invertible. Si a tiene la factorización de Wiener-Hopf

a = a−t
κa+, con κ 6= 0, entonces

T (a) = T (a−a+)T (tκ) (κ > 0) o T (a) = T (tκ)T (a−a+) (κ < 0).

El operador de Toeplitz T (a) se puede considerar como el operador

T (a) = PaP : Im P → Im P,

aśı, si f ∈ Lp+(Γ, w) entonces

Pa−a+PPt
κPf =Pa−a+t

κf = P (a−a+t
κ)Pf para κ > 0,

P tκPPa−a+Pf =P (tκa−a+)Pf − P (tκQa−a+Pf)

=P (tκa−a+)Pf para κ < 0,

con PL̇p−(Γ, w) = 0 y QLp+(Γ, w) = 0. Si κ ∈ N entonces T (tκ) = (T (t))κ, T (tκ) =

T (tκ−1)T (t), el operador T (t) es de Fredholm, T (t−1)T (t) = T (1) = I. T (t−1) es de

Fredholm e ind T (t−1) = 1. Para probar la afirmación conversa, supongamos que T (a)

es Fredholm de ı́ndice −κ. La función b := at−κ pertenece a L∞(Γ), obtenemos el

ı́ndice ind T (b), T (b) = T (t−κ)T (a) si κ > 0, T (b) = T (a)T (t−κ) si κ ≤ 0. Entonces

ind T (b) = 0, b = b−b+. Si tenemos un operador de Toeplitz con ı́ndice igual a cero,

entonces o el kernel es trivial o el cokernel es trivial. Tenemos entonces que kerT (b) = {0}
o ker(T (b))∗ = {0}, pero ind T (b) = dim kerT (b) − dim ker(T (b))∗ y por la condición

anterior se tiene que ind T (b) = 0 y entonces T (b) es invertible en Lp+(Γ, w). Luego

bP + Q, PbP + Q ∈ Lp+(Γ, w)+̇L̇p−(Γ, w), ya que sus matrices son triangular y diagonal,

respectivamente, entonces operadores son invertibles.

PbI +Q = (I + PbQ)(PbP +Q)

y (I + PbQ)−1 = I − PbQ, se sigue que PbI + Q es invertible en el espacio Lp(Γ, w) y

el operador b−1P + Q = b−1(P + bQ) = b−1HΓ(PbI + Q)∗HΓ es invertible en el espacio

Lq(Γ, w−1). Aqúı HΓ : Lq(Γ, w−1) → Lq(Γ, w−1), (HΓg)(τ) = e−iθΓ(τ)g(τ), τ ∈ Γ, y θΓ(τ)

es el ángulo entre tangente orientado de Γ en el punto τ y el semieje real positivo.

Sean ϕ ∈ Lp(Γ, w) y ψ ∈ Lq(Γ, w−1) las soluciones de las ecuaciones (bP + Q)ϕ = 1,

(b−1P + Q)ψ = 1, denotamos por ϕ+ := Pϕ y ψ+ := Pψ, entonces ϕ+ ∈ Lp+(Γ, w) y
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ψ+ ∈ Lq+(Γ, w−1) y bϕ+ = 1 + h− y b−1ψ+ = 1 + f− con h− ∈ L̇p−(Γ, w), f− ∈ L̇q−(Γ, w−1)

y multiplicando tenemos

ϕ+ψ+ = bϕ+b
−1ψ+ = (1 + h−)(1 + f−) = 1

Aśı, introducimos las funciones a+ := ϕ−1
+ y a− := 1 + h−. Entonces ba−1

+ = a− ⇔ b =

a−a+ donde cada factor es invertible. Vamos a verificar propiedad de factorización de

Wiener-Hopf

a+ =ϕ−1
+ = ψ+ ∈ Lq+(Γ, w−1), a−1

+ = ϕ+ ∈ Lp+(Γ, w),

a− =1 + h− ∈ Lp−(Γ, w), a−1
− = (1 + h−)−1 = 1 + f− ∈ Lq−(Γ, w−1).

Sea g ∈ R(Γ) y g+ := Pg, g− := Qg. Ya que

T (b)
(
a−1

+ P (a−1
− g+)

)
= P

(
ba−1

+ P (a−1
− g+)

)
= P

(
a−P (a−1

− g+)
)

= Pg+ − P
(
a−Q(a−1

− g+)
)

= g+

y T (b) es invertible, obtenemos que∥∥a−1
+ P

(
a−1
− g+

)∥∥
p,w
≤
∥∥(T (b))−1

∥∥ ‖g+‖p,w .

Ya que P (a−1
− g−) = 0, se sigue que∥∥a−1

+ P
(
a−1
− g
)∥∥

p,w
≤
∥∥(T (b))−1

∥∥ ‖g+‖p,w ≤
∥∥(T (b))−1

∥∥ ‖P‖ ‖g‖p,w
para toda g ∈ R(Γ). Como a−1

+ Pa+I = a−1
+ Pa−1

− bI, finalmente obtenemos∥∥a−1
+ P (a+g)

∥∥
p,w

=
∥∥a−1

+ Pa−1
− (bg)

∥∥
p,w
≤
∥∥(T (b))−1

∥∥ ‖P‖ ‖b‖∞ ‖g‖p,w
siempre que bg ∈ R(Γ). Entonces el operador a−1

+ Pa+I es acotado en el espacio Lp(Γ, w)

que es equivalente a (3.9). �

Con la demostración del Teorema de Simonenko indicamos en los casos siguientes cual

es kernel del operador de Toeplitz.

Tomamos en cuenta el operador A = P + aQ, donde a admite una factorización de

Wiener-Hopf, es decir

a = a−t
κa+

y consideramos la ecuación

T (a)f = g (3.11)

con f, g ∈ Lp+(Γ, w).
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Caso 1) κ = 0.

En este caso el operador T (a) es invertible en Lp+(Γ, w) y su inverso es

(T (a))−1 = a−1
+ Pa−1

− I.

Además, la solución de la ecuación (3.11) es única para cada parte derecha g ∈ Lp+(Γ, w),

entonces

f = (T (a))−1 g = a−1
+ Pa−1

− g ∈ L
p
+(Γ, w)

y kerT (a) = {0}.

Caso 2) κ > 0.

Podemos ver el operador T (a) como T (a−a+)T (tκ), T (a) es invertible a la izquierda. La

ecuación (3.11) tiene solución única si y sólo si T (a−a+)T (tκ)f = g si y sólo si T (tκ)f =

a−1
+ Pa−1

− g. Entonces f = T (t−κ)(a−1
+ Pa−1

− g) si a−1
+ Pa−1

− g ∈ Im T (tκ).

Luego tenemos que

(PtκP )∗ = P ∗t−κP ∗, P ∗ ∈ B(Lq+(Γ, w−1))

En el caso cuando Γ es el ćırculo unitario T entonces P ∗ = P y (T (tκ))∗ = T (t−κ). Luego,

para Ψ ∈ Lq+(Γ, w−1) tenemos lo siguiente

a−1
+ Pa−1

− g ⊥ Ψ

tal que T (t−κ)Ψ = 0, o bien, (T (tκ))∗Ψ = 0.

0 =
(
a−1

+ Pa−1
− g,Ψ

)
=

∫
Γ

(a−1
+ Pa−1

− g)Ψ|dt|, a−1
+ Pa−1

− gΨ ∈ L1(Γ).

Sea Pκ−1 un polinomio arbitrario de grado κ − 1.

Pt−κPPκ−1 = P
(
t−κPκ−1

)
= 0.

Entonces ker(T (tκ))∗ = {Pκ−1}.
Consideremos ecuación Af = g, donde A es un operador de Fredholm. Ψ ⊥ Im A

entonces para toda f se tiene que Ψ ⊥ Af si y sólo si

0 = (Af,Ψ) = (f, A∗Ψ)

= Ψ(Af) = (A∗Ψ) f (3.12)
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f es arbitrario elemento del espacio, entonces de (3.12) tenemos que A∗Ψ = 0 si y sólo si

Ψ ∈ kerA∗.

Supongamos que Ψ ∈ kerA∗ si y sólo si A∗Ψ = 0, entonces para toda f tenemos que

(Af,Ψ) = (f, A∗Ψ) = 0 si y sólo si Ψ ⊥ Im A. Por lo tanto existe f tal que Af = g y

el problema tiene solución en este caso. Entonces la ecuación T (a)f = g tiene la solución

única f = T (t−κ)(a−1
+ Pa−1

− g) si∫
Γ

(a−1
+ Pa−1

− g)Pκ−1|dt| = 0.

Caso 3) κ < 0.

Para este caso el operador T (a) lo vemos como T (tκ)T (a−a+), con T (a) invertible a la

derecha. Im T (a) = Lp+(Γ, w) entonces T (a)f = g es soluble para cada g ∈ Lq+(Γ, w).

T (tκ)T (a−a+)f = g, luego T (tκ)f = 0, entonces f = P−κ−1 = c0 + c1 + . . .+ c−κ−1t
−κ−1.

PtκPP−κ−1 = PtκP−κ−1 = 0. Por lo tanto si T (tκ)T (a−a+)f = 0 entonces T (a−a+)f =

P−κ−1 si y sólo si f = a−1
+ Pa−1

− P−κ−1 ∈ kerT (a).

Por otro lado, la ecuación no homogénea T (tκ)ϕ = g, tiene la solución ϕ = T (t−κ)g. En-

tonces, la ecuación T (a)f = g para κ < 0 tiene la solución general f = a−1
+ Pa−1

− (T (t−κ)g+

P−κ−1) para cada g ∈ Lp+(Γ, w).

Corolario 3.2. Si a ∈ L∞(Γ) \ {0} y T (a) es normalmente soluble, entonces T (a) es un

operador semiFredholm inyectivo o suprayectivo.

Corolario 3.3. Si a ∈ L∞(Γ), entonces T (a) es invertible si y sólo si T (a) es Fredholm

y su ı́ndice es igual a cero.

Definimos el espectro de un operador A ∈ B(X) de la siguiente manera, supess A =

{λ ∈ C : A−λI no es invertible en X}. Si un operador A = T (a) es de Toeplitz, entonces

T (a) − λI = T (a − λ) vuelve a ser un operador de Toeplitz. Una definición equivalente

para el espectro de un operador acotado es la siguiente

supess A = {λ ∈ C : A− λI no es de Fredholm en X} .

Además sp T (a) = supess T (a)∪{λ ∈ C : T (a−λ) es de Fredholm con ind (T (a−λ)) 6=
0}.
Si a ∈ C(Γ) entonces supess T (a) = a(Γ). La imagen escencial de una función es R(a) =

{λ ∈ C : |{t ∈ Γ : |a(t)− λ| < ε}| > 0 , ∀ε > 0}.
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Teorema 3.5. (Hartman-Wintner-Simonenko) Sea Γ una curva de Jordan-Carleson,

1 < p <∞ y w ∈ Ap(Γ). Si a ∈ L∞(Γ) \ {0} y T (a) es normalmente soluble ( Im T (a) =

Im T (a)) entonces a es invertible en L∞(Γ). En particular R(a) ⊂ supess T (a).

Demostración. Supongamos que a ∈ L∞(Γ) \ {0} y T (a) es normalmente soluble. Por

el Corolario 3.2 el operador T (a) es semi Fredholm inyectivo o suprayectivo. Supongamos

que 0 ∈ R(Γ), entonces a no es invertible en L∞(Γ). Entonces para cada ε > 0, podemos

encontrar una función aε ∈ L∞(Γ) \ {0} tal que aε(t) = 0 para toda t en un conjunto de

medida positiva en Γ y

‖aεP +Q− (aP +Q)‖ ≤ ‖aε − a‖L∞(Γ) ‖P‖ < ε.

Considerando que el operador Aε := aεP + Q es semi Fredholm inyectivo o suprayectivo

si ε es suficientemente pequeño.

Supongamos primero que Aε es suprayectivo. Sea g ∈ Lp(Γ, w) solución de la ecuación

(aεP +Q)g = 1. Ponemos g+ := Pg y g− := Qg. Tenemos que aεg+ = 1− g−, aśı 1− g−
se anula en un conjunto de medida positiva, por el Teorema de Lusin-Privalov (ver [4,

Teorema 6.1]) tenemos que 1 − g− ≡ 0. Pero esto es imposible ya que g− ∈ L̇p−(Γ, w) y

1 /∈ L̇p−(Γ, w).

Consideremos que aε es inyectivo, necesitamos en este caso pasar a operadores adjuntos,

A∗ε tiene imagen densa. Ya que A∗ε es normalmente soluble junto con Aε, tenemos que

Im A∗ε = Im A∗ε = Lq(Γ, w−1), y se sigue que A∗ε es suprayectivo. A∗ε = HΓ(QaεI+P )HΓ

es suprayectivo y también QaεI + P es suprayectivo. Sea g ∈ Lq(Γ, w−1) una solución

de la ecuación (QaεI + P )g = 1, entonces Pg = 1 y Q(aεg) = 0. Entonces f+ :=

aεg ∈ Lq+(Γ, w−1). Ya que aε = 0 en un conjunto de medida positiva, el teorema de Lusin-

Privalov nos dice que f+ ≡ 0. Tenemos g = Pg+Qg = 1+g−, con g− := Qg ∈ L̇q−(Γ, w−1).

Aśı aεg = aε(1+g−) = 0. Pues aε 6= 0 en un conjunto de medida positiva, nuevamente por

el teorema de Lusin-Privalov tenemos 1+g− = 0 entonces g− ≡ −1 pero g− ∈ L̇q−(Γ, w−1)

y tiene valor cero en infinito, 0 = −1, esta contradicción prueba el teorema. �

3.3 Problema de Riemann.

Damos la reformulación del problema para la clase de funciones que estudiamos.

Sea Γ una curva cerrada simple que divide el plano complejo en una parte interior D+(3 0)

y una parte exterior D−(3 ∞). Sean G ∈ L∞(Γ) y g ∈ Lp(Γ, w) funciones definidas en Γ.
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El problema de frontera de Riemann es enunciado en la siguiente manera:

Encontrar funciones Φ+(z) y Φ−(z) anaĺıticas en D+ y D−, respectivamente, que son

representadas mediante la integral de tipo de Cauchy y que satisfacen la condición

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t) para t ∈ Γ, (3.13)

esta condición es impuesta en sus valores ĺımite en el contorno Γ y tales valores ĺımite

pertenecen a la clase Lp(Γ, w) al igual que la densidad ϕ de la representación de Φ±(z).

Para obtener la solución completa al problema, vamos a estudiar el kernel, la imagen, las

condiciones de solubilidad y la solución general de la ecuación no homogénea. Aplicamos

el operador A := P + aQ, correspondiente al problema de Riemann, a la función f y

buscamos solución de la ecuación

Af = g,

donde f, g pertenecen a Lp(Γ, w). Consideramos la siguiente representación del operador

A:

A = P + aQ = (aI)
(
a−1P +Q

)
= (aI)

(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
, (3.14)

y obtenemos la forma de la solución general mediante el estudio del kernel y la imagen del

operador (3.14) y analizando cuales son condiciones de solubilidad, considerando además

los casos en los que el ı́ndice es positivo, negativo o cero.

Kernel

Para hallar el kernel del operador A usaremos la representación (3.14) resolviendo Af = 0,

es decir,

(aI)
(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = 0.

Puesto que a es invertible se tiene(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = 0(

I +Qa−1P
)
f ∈ kerT

(
a−1
)
,

donde ahora kerT (a−1) consideramos como un subespacio de Lp(Γ, w).

Como (I +Qa−1P )
−1

= (I −Qa−1P ) entonces:

f ∈
(
I −Qa−1P

)
kerT

(
a−1
)
.

Por lo tanto el kernel del operador A, en la forma general, es

kerA =
(
I −Qa−1P

) (
kerT

(
a−1
))
.
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Imagen

Ahora veremos cual es la imagen del operadorA. Primero analizamos la parte (Pa−1P+Q)

Im
(
Pa−1P +Q

)
= Im T

(
a−1
)
u L̇p−(Γ, w)

Ahora para aI(Pa−1P + Q) utilizamos la representación matricial de aI aplicándola al

vector anterior:

aI =

(
PaP PaQ

QaP QaQ

)(
Im T (a−1)

L̇p− (Γ, w)

)
= PaP Im T

(
a−1
)

+ PaQL̇p− (Γ, w)

+QaP Im T
(
a−1
)

+QaQL̇p− (Γ, w) ,

donde PaP Im T (a−1) , PaQL̇p− (Γ, w) son subespacios de Lp+(Γ, w) y QaP Im T (a−1),

QaQL̇p− (Γ, w) son subespacios de L̇p−(Γ, w), por eso, podemos ver este resultado como la

suma directa

P
[
a
(

Im T
(
a−1
)

+ L̇p− (Γ, w)
)]

+̇Q
[
a
(

Im T
(
a−1
)

+ L̇p− (Γ, w)
)]

la cual es la imagen del operador A.

Solución del problema Af = g.

Mediante la representación (3.14) obtenemos la solución para una función g

(aI)
(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = g. (3.15)

Mutiplicamos de ambos lados de la ecuación por a−1

(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = a−1g.

Denotamos la función (I +Qa−1P ) f := ϕ, donde ϕ la podemos representar como la

siguiente suma directa ϕ = ϕ+ u ϕ̇−, donde ϕ+ ∈ Lp+(Γ, w), ϕ̇− ∈ L̇p−(Γ, w). De esta

manera obtenemos la ecuación (
Pa−1P +Q

)
ϕ = a−1g

que también podemos ver como(
Pa−1P

)
ϕ+ +Qϕ̇− = Pa−1g +Qa−1g
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Usando nuevamente la representación matricial

f =

(
P 0

−Qa−1P Q

)(
ϕ+

ϕ̇−

)
=

(
Pϕ+

−Qa−1Pϕ+ +Qϕ̇−

)
=

(
Pϕ+

−Qa−1Pϕ+ +Qa−1g

)
o bien

f = ϕ+ −Qa−1Pϕ+ +Qa−1g, (3.16)

donde ϕ+ es una solución de la ecuación(
Pa−1P

)
ϕ = Pa−1g. (3.17)

Sea a−1 = a−χκa+ es la factorización de Wiener-Hopf de la función a−1 ∈ L∞(Γ), donde

χκ = tκ para t ∈ Γ.

3.3.1 Caso 1. κ = 0.

En este caso el operador de Toeplitz T (a−1) = Pa−1P es invertible en el espacio Lp+(Γ, w).

Por lo tanto Im T (a−1) = Lp+(Γ, w) y kerT (a−1) = {0} ⊂ Lp+(Γ, w), ya que (T (a−1))−1 =

a−1
+ Pa−1

− I, tenemos por (3.17) que

ϕ+ = a−1
+ Pa−1

− Pa
−1g

= a−1
+ Pa−1

− (I −Q)a−1g

= a−1
+ Pa−1

− a
−1g − a−1

+ Pa−1
− Qa

−1g

pero a−1
− a = a+ y Pa−1

− Q = 0, por eso

ϕ+ = a−1
+ Pa+g. (3.18)

Por (3.16) y (3.18) finalmente obtenemos que

f = a−1
+ Pa+g −Qa−1Pa−1

+ Pa+g +Qa−1g

= a−1
+ Pa+g −Qa−1a−1

+ Pa+g +Qa−1g,

luego, a−1a−1
+ = a−, entonces

f = a−1
+ Pa+g −Qa−Pa+g +Qa−1g = a−1

+ Pa+g −Qa−(I −Q)a+g +Qa−1g,

sustituimos P = I −Q en el segundo término

= a−1
+ Pa+g +Qa−Qa+g −Qa−a+g +Qa−1g,
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usando que Qa−Q = a−Q tenemos

= a−1
+ Pa+g + a−Qa+g −Qa−1g +Qa−1g

=
(
a−1

+ P + a−Q
)
a+g ∈ Lp(Γ, w). (3.19)

Además, la ecuación Af = g tiene la solución única (3.19) por cada g ∈ Lp(Γ, w).

3.3.2 Caso 2. κ > 0.

El operador T (a−1) = T (a−a+)T (tκ) es invertible por la izquierda.

De acuerdo con lo visto en sección 3.2, la ecuación T (tκ)f = a−1
+ Pa−1

− g tiene una solución

si y sólo si Ψ ⊥ a−1
+ Pa−1

− g para cada Ψ ∈ ker(T (tκ))∗ = kerT (t−κ).

Por lo tanto la solución es única para este caso si a−1
+ Pa−1

− g pertenece a la imagen de

T (tκ), es decir, que ∫
Γ

a−1
+ Pa−1

− gPκ−1 |dt| = 0, (3.20)

ya que kerT (t−κ) = {Pκ−1 = c0 + c1t+ . . .+ cκ−1t
κ−1 tal que c0, c1, . . . , cκ−1 ∈ C}.

Ahora buscamos solución expĺıcita para este caso, aplicando descomposición del operador

A y usando que la función a es invertible, tenemos

aI
(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = g,(

Pa−1P +Q
) (
I +Qa−1P

)
f = a−1g.

Denotamos por ϕ := (I+Qa−1P )f , aplicamos a ϕ+ = Pϕ y ϕ̇− = Qϕ el operador T (a−1)

y tenemos

T (a−1)ϕ+ = Pa−1g

T (a−1)ϕ̇− = Qa−1g,

pero T (a−1) = T (a−a+)T (tκ) donde (T (a−a+))−1 = a−1
+ Pa−1

− I, por lo tanto

T (tκ)ϕ+ =
(
a−1

+ Pa−1
− I
)
Pa−1g = a−1

+ Pa−1
− Pa

−1g = a−1
+ Pa+g

por (3.18). Ya que T (t−κ)T (tκ) = I, se tiene que

ϕ+ = T (t−κ)a−1
+ Pa−1

− Pa
−1g

= Pt−κa−1
+ Pa−1

− Pa
−1g

= Pt−κa−1
+ Pa+g.
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Aplicando (3.16), tenemos

f =
(
P −Qa−1P

)
t−κa−1

+ Pa+g +Qa−1g. (3.21)

La ecuación Af = g tiene la solución única (3.21) si y sólo si∫
Γ

a−1
+ Pa−1

− Pa
−1gPκ−1|dt| =

∫
Γ

a−1
+ Pa+gPκ−1 |dt| = 0,

donde aplicamos (3.20) para g sustituido por Pa−1g.

3.3.3 Caso 3. κ < 0.

Sea χκ(t) = tκ. El operador T (a−1) = T (χκ)T (a−a+) es invertible por la derecha en el

espacio Lp+(Γ, w).

En el caṕıtulo 3, sección 2, se obtuvo el resultado que kerT (a−1) = {a−1
+ Pa−1

− P−κ−1}
donde P−κ−1 es un polinomio arbitrario de grado κ − 1. Entonces

kerA =
{
a−1

+ Pa−1
− P−κ−1

}
.

Por lo tanto Im T (a−1) = Lp+(Γ, w) y por eso Im A = Lp(Γ, w).

La ecuación Af = g es equivalente a la ecuación(
Pa−1P +Q

) (
I +Qa−1P

)
f = a−1g.

Denotamos (I +Qa−1P )f = Ψ+ + Ψ̇−, donde Ψ+ ∈ Lp+(Γ, w), Ψ̇− ∈ L̇p−(Γ, w). Entonces(
Pa−1P +Q

) (
Ψ+ + Ψ̇−

)
= a−1g,

de aqúı sigue que (
Pa−1P

)
Ψ+ = Pa−1g, (3.22)

QΨ̇− = Ψ̇− = Qa−1g

Ahora consideremos la ecuación (3.22) que describimos en la forma

T (χκ)T (a−a+) Ψ+ = Pa−1g. (3.23)

Denotamos Ψ̃+ = T (a−a+)Ψ+. Entonces (3.23) tiene la forma

T (χκ) Ψ̃+ = Pa−1g.
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Su solución parcial es Ψ̃+ = T (χ−κ)Pa−1g y la solución general es Ψ̂+ = T (χ−κ)Pa−1g+

P−κ−1, donde kerT (χ−κ) = P−κ−1.

Entonces T (a−a+)Ψ+ = Ψ̂+ = T (χ−κ)Pa−1g+P−κ−1. Ya que (T (a−a+))−1 = a−1
+ Pa−1

− I,

tenemos que

Ψ+ =
(
a−1

+ Pa−1
−
) (
T (χ−κ)Pa−1g + P−κ−1

)
=
(
a−1

+ Pa−1
−
) (
χ−κPa

−1g + P−κ−1

)
Finalmente(

I +Qa−1P
)
f = Ψ+ + Ψ̇− =

(
a−1

+ Pa−1
−
) (
χ−κPa

−1g + P−κ−1

)
+Qa−1g,

y por lo tanto la solución general de la ecuación Af = g tiene la forma

f =
(
I −Qa−1P

) [(
a−1

+ Pa−1
−
) (
χ−κPa

−1g + P−κ−1

)
+Qa−1g

]
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CAPÍTULO 4

Problema de Carleman con datos en

Lp(Γ) y PC(Γ).

En este caṕıtulo reformulamos los problemas de Riemann y Carleman para coeficientes

en clases más generales de funciones.

4.1 Reformulación del problema de Carleman.

Encontrar una función Φ+(z) anaĺıtica en el dominio D+ con la condición de frontera

Φ+(α(t)) = G(t)Φ+(t) + g(t) t ∈ Γ, (4.1)

donde α(t) es un desplazamiento inverso de Carleman (α−(α−(t)) ≡ t), y G(t) ∈ L∞(Γ),

g(t) ∈ Lp(Γ, w), α′(t) ∈ Hµ(Γ), G(t) 6= 0, α′(t) 6= 0, t ∈ Γ.

Los resultados obtenidos en la sección 2.2, se obtienen de manera similar para la clase de

funciones que son consideradas en este caṕıtulo.

Aplicación al problema de Carleman.

Aplicamos el Teorema de representaciones integrales al problema de Carleman considerado

para funciones en Lp(Γ, w). Sea

Φ+(α(t)) = G(t)Φ+(t) + g(t), t ∈ Γ, (4.2)

Usamos la representación integral

Φ+(z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(t))

τ − z
dτ,
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donde la densidad ϕ ∈ Lp(Γ, w) satisface la condición

ϕ(α(t)) = ϕ(t). (4.3)

Entonces por las fórmulas de Sokhotsky-Plemelj tenemos que

Φ+(α(t)) =
1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − α(t)
dτ

=
1

2
ϕ(t)− 1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))α′(τ)

α(τ)− α(t)
dτ

=
1

2
ϕ(t)− 1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ + (Kϕ) (t), (4.4)

donde K es un operador compacto en el espacio Lp(Γ, w) dado por

(Kϕ) (t) =
1

2πi

∫
Γ

[
1

τ − t
− α′(τ)

α(τ)− α(t)

]
ϕ(τ)dτ, t ∈ Γ.

Por otro lado, por las fórmulas de Sokhotsky-Plemelj,

Φ+(t) =
1

2
ϕ(α(t)) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(α(τ))

τ − t
dτ

=
1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ. (4.5)

Sustituyendo (4.4) y (4.5) en (4.2), tenemos

1

2
(1−G(t))ϕ(t)− (1 +G(t))

2πi

∫
Γ

ϕ(τ)

τ − t
dτ +Kϕ(t) = g(t), t ∈ Γ (4.6)

o bien,

(Aϕ) (t) = g(t), A =
1−G

2
I − 1 +G

2
SΓ +K.

Entonces el problema de frontera de Carleman (4.2) está reducido equivalentemente a la

ecuación integral singular (4.6). Las soluciones de (4.6) corresponden a la solución del

problema de Carleman, las cuáles son la función densidad de la ecuación integral de tipo

Cauchy, además satisface la condición (4.3).

4.2 Solución al problema de Carleman por reducción

al problema de Riemann.

La otra forma para resolver el problema de Carleman es reducirlo al problema de Riemann

mediante la aplicación del Teorema de adhesión conforme, el cual se aplica de manera
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directa ya que los valores ĺımite de la función (2.60) en T := {z ∈ C : |z| = 1} pertenecen

a Lp+(T, w), la clase no cambia porque los valores z±(w) pertenecen a la clase de Hölder.

Ahora vamos a aplicar un desplazamiento particular (1.4) el cual manda el interior del

disco sobre el exterior, y T lo manda a él mismo pero invirtiendo la orientación en T.

Φ+(α(t)) = G(t)Φ+(t) + g(t), t ∈ T, (4.7)

donde G ∈ GL∞(T), el grupo de elementos invertibles en L∞(T), g ∈ Lp(T, w), y las

condiciones (2.16) y (2.17) se cumplen.

Ahora consideramos las funciones

Ψ−(z) = Φ+(α(z)) , Ψ+(z) = Φ+(z) (4.8)

Ψ− : D+ → D− , Ψ+ : D+ → D+.

Estas funciones son anaĺıticas. Sustituyendo en (4.7) obtenemos

Ψ−(t) = G(t)Ψ+(t) + g(t), t ∈ T. (4.9)

Por lo tanto obtenemos el problema de Riemann

Ψ+(t) =
1

G(t)
Ψ−(t)− g(t)

G(t)
, t ∈ T. (4.10)

Representamos (Ψ−(z),Ψ+(z)) como la integral de tipo Cauchy

Ψ+(z) =
1

2πi

∫
T

f(τ)dτ

τ − z
, z ∈ D+

Ψ−(z) =
1

2πi

∫
T

f(τ)dτ

τ − z
, z ∈ D−

(4.11)

donde f ∈ Lp(T, w), es una solución de la ecuación Af = g̃, donde A = P + G−1Q y

g̃ = − g
G

.

Supongamos que G ∈ L∞(T) es invertible en L∞(T). Consideremos la factorización de

Wiener-Hopf de G−1:

G−1 = G−χκG+

Aplicando los resultados de la sección 3.3 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. (1) Si κ = 0, el problema de Carleman (4.7) con coeficiente G que

satisface (2.16), tiene la solución única (4.11) para cada g ∈ Lp(T, w) tal que g/G =

g ◦ α, donde la densidad f ∈ Lp(T, w) está dada por la fórmula

f =
(
G−1

+ P +G−Q
)
G+g̃
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(2) Si κ > 0, el problema de Carleman (4.7) con G(G ◦ α) = 1 tiene la solución única

(4.11) con la densidad

f =
(
P −QG−1P

)
χ−κG

−1
+ PG+g̃ +QG−1g ∈ Lp(T, w),

si g̃ = g ◦ α y satisface la condición∫
T
G−1

+ PG+g̃Pκ−1 |dt| = 0,

donde Pκ−1 es un polinomio arbitrario de grado κ − 1.

(3) Si κ < 0, el problema de Carleman (4.7) con G(G ◦α) = 1 tiene la solución general

f ∈ Lp(T, w) para cada g ∈ Lp(T, w) tal que g/G = g ◦ α, que tiene la forma

f =
(
I −QG−1P

) [(
G−1

+ PG−1
−
) (
χ−κPG

−1g + P−κ−1

)
QG−1g

]
,

donde P−κ−1 es un polinomio arbitrario de grado −κ − 1.



CAPÍTULO 5

Operadores integrales singulares con

coeficientes continuos a trozos.

5.1 Funciones no singulares y su ı́ndice.

Para esta sección fue utilizado el libro [12, Caṕıtulo 9].

Sea Γ una curva cerrada sin intersecciones. Por PC(Γ) denotamos la clase de todas las

funciones a en L∞(Γ) con las siguientes propiedades:

1. La función a es continua en Γ con la posible excepción de un número finito de

puntos;

2. los ĺımites laterales

a (t0 + 0) = lim
t→t0
t�t0

a(t) y a (t0 − 0) = lim
t→t0
t≺t0

a(t)

existen en cada punto de discontinuidad t0 de a y son finitos. Note que por t ≺ t0

nos referimos a que el punto t está localizado antes de t0 con respecto a la orientación

de Γ;

3. en cualquier punto de discontinuidad se tiene a(t0 − 0) = a(t0).

Ahora, dado un par (z1, z2) de puntos en el plano complejo C y un número δ dentro del

intervalo (0, π), designamos por l(z1, z2; δ) el arco circular que une el punto z1 con z2 y se

distingue por la siguiente propiedad:

De cualquier punto z (z 6= z1, z2) del arco l(z1, z2; δ) la ĺınea recta entre z1 y z2 se ve bajo
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el ángulo δ, y si z corre el arco l(z1, z2; δ) de z1 a z2, esta ĺınea recta se encuentra en el

lado izquierdo.

Además, para números δ en el intervalo π < δ < 2π definimos l(z1, z2; δ) = l(z2, z1; 2π−δ),
y denotamos por l(z1, z2; π) la linea recta entre z1 y z2. El arco l(0, 1; δ) (0 < δ < π)

puede ser representado anaĺıticamente en la forma parametrizada

z =
sin θµ

sin θ
eiθ(µ−1) (0 ≤ µ ≤ 1), (5.1)

donde θ = π − δ, y la representación paramétrica del arco l(z1, z2; δ) (0 < δ < π) es

z = z1 + (z2 − z1)fδ(µ),

donde fδ(µ) denota la función en el lado derecho de la igualdad (5.1).

Como µ increse desde cero a uno, entonces el valor de la función 1− fδ(µ) corre a través

del arco l(1, 0; 2π−δ). Por lo tanto, si π < δ < 2π entonces la representación paramétrica

del arco l(z1, z2; δ) esta dado por

z = z2 + (z1 − z2)(1− fδ(µ)).

Resumiendo tenemos la ecuación de arco l(z1, z2; δ) como z = z2fδ(µ) + z1(1− fδ(µ)) con

fδ(µ) :=


sin θµ
sin θ

eiθ(µ−1) (θ = π − δ) si 0 < δ < 2π, δ 6= π

µ si δ = π.
(5.2)

Sean p y β1, . . . , βr números reales que satisfacen 1 < p < ∞ y −1 < βk < p − 1

(k = 1, . . . , r). Considere la función

ρ(t) :=
r∏
j=1

|t− tj|βj ,

donde los tj son ciertos puntos distintos por pares de la curva Γ. Para cada función

a ∈ PC(Γ) asociamos la función ap,ρ : Γ× [0, 1]→ C definida por

ap,ρ(t, µ) := a(t+ 0)f(t, µ) + a(t)(1− f(t, µ))

(t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1), donde ponemos f(t, µ) := fδ(t)(µ) y

δ(t) :=

2π
p

si t ∈ Γ \ {t1, . . . , tr}
2π(1+βk)

p
si t = tk (k = 1, . . . , r).

(5.3)
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CONTINUOS A TROZOS.

Si la función a es continua en t0 entonces ap,ρ(t0, µ) = a(t0), pero si t0 es un punto de

discontinuidad de a entonces el rango de la función ap,ρ(t0, µ) (0 ≤ µ ≤ 1) coincide con el

arco (o posiblemente ĺınea recta) l(a(t0), a(t0 + 0); δ(t0)).

Denotamos por Wp,ρ(a) la curva plana que resulta del rango de la función a por adición de

los arcos l(a(τk), a(τk+0); δ(τk)) para todos los puntos tk(k = 1, . . . ,m) de discontinuidad

de a. Obviamente, la curva Wp,ρ(a) coincide con el rango de la función ap,ρ. Orientamos

la curva Wp,ρ(a) en la forma natural. Sobre intervalos de continuidad de a, el movimiento

a lo largo de Wp,ρ(a) es igual al movimiento de t a lo largo de Γ en dirección positiva,

y a lo largo de los arcos suplementarios de la curva Wp,ρ(a) es orientada de a(τk) hacia

a(τk + 0).

Una función a (∈ PC(Γ)) será llamada {p, ρ}-no-singular si la curva Wp,ρ(a) no contiene

el origen, es decir, si ap,ρ(t, µ) 6= 0 t ∈ Γ, µ ∈ [0, 1]. Si la función a es {p, ρ}-no-singular

entonces el ı́ndice de la curva Wp,ρ(a) alrededor del punto z = 0 es llamado su {p, ρ}-
ı́ndice. Este ı́ndice será abreviado por ind ap,ρ. Si a es una función continua en Γ y

a(t) 6= 0 (t ∈ Γ) entonces ind ap,ρ = ind a, pero si la función a es discontinua entonces

su {p, ρ}-́ındice depende de p y ρ. Consideremos algunos ejemplos. Denotamos por T
al ćırculo unitario |ζ| = 1 orientado en el sentido de las manecillas del reloj, y ponemos

ρ(t) := |t − 1|β y a(t) = t1/2 (= ei(θ/2), 0 < θ ≤ 2π). El rango de la función a es el

semićırculo superior, y a(1) = −1, a(1 + 0) = 1. Si (1 + β)/p < 1/2 entonces el arco de

ćırculo l(−1, 1; 2π(1 + β)/p) está localizado en el semiplano inferior, y si (1 + β)/p > 1/2,

en el semiplano superior. Para 2(1 + β) = p uno tiene l(−1, 1;π) = [−1, 1]. En el último

caso, la función a poseé un cero (en el punto t = 1, µ = 1/2). Por otro lado, la función a

es {p, ρ}-no-singular si 2(1 + β) 6= p, y no es dif́ıcil ver que

ind aa,ρ =

1 si 2(1 + β) < p

0 si 2(1 + β) > p

Después explicaremos que el producto de dos funciones {p, ρ}-no-singulares no necesaria-

mente es {p, ρ}-no-singular. Considere, por ejemplo, a(t) = t1/4 (= ei(θ/4), 0 < θ ≤ 2π) y

2(1 + β) = p. Fácilmente se puede checar que la función a es {p, ρ}-no-singular mientras

que la función a2 no lo es. Además mencionamos que, incluso en el caso que las funciones

a, b y ab son {p, ρ}-no-singular, el {p, ρ}-́ındice del producto ab no necesariamente coincide

con la suma de los {p, ρ}-́ındices de las funciones a y b. Por ejemplo, si a(t) = b(t) = t1/3

y 2(1 +β) = p entonces ind ap,ρ = ind bp,ρ = 0 pero ind (ab)p,ρ = 1. Sin embargo, se tiene

lo siguiente
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Teorema 5.1. Si las dos funciones {p, ρ}-no-singulares a y b no tienen puntos de dis-

continuidad en común entonces su producto c = ab es también {p, ρ}-no-singular, y

ind cp,ρ = ind ap,ρ + ind bp,ρ. (5.4)

Escribiremos “función p-no-singular” en lugar de “función {p, 1}-no-singular”, en el

caso ρ ≡ 1. Ahora establecemos un criterio para la {p, ρ}-no-singularidad de una función

a.

Teorema 5.2. Las siguientes dos condiciones son necesarias y suficientes para la {p, ρ}-
no-singularidad de la función a:

1. los ĺımites laterales a(t± 0) 6= 0 para todos los puntos t ∈ Γ;

2. en cualquier punto de discontinuidad tk de a, el cociente a(tk)/a(tk + 0) puede ser

escrito como exp (iγk) donde δ(tk)−2π < Re γk < δ(tk) y la función δ(t) es definida

por (5.3).

5.2 Criterio para la factorización generalizada de fun-

ciones potenciales.

En esta sección formulamos condiciones suficientes y necesarias para la factorización en

Lp(Γ, ρ) de funciones de la forma (t− z)γ y de sus productos. Se verá que esas funciones

admiten una factorización en Lp(Γ, ρ) si y sólo si son funciones {p, ρ}-no-singulares.

Primero suponga que Γ es una curva cerrada simple, z0 un punto en D+
Γ , γ un número

complejo, y Ψ0(z) una rama fija de la función (z − z0)γ en el plano complejo C con un

corte de z0 a∞ que intersecta la curva Γ sólo en el punto t0. La función Ψ0(z) es continua

en cada punto t ∈ Γ excepto, posiblemente, en t0; Ψ0(t± 0) 6= 0 (t ∈ Γ) y

Ψ0(t0)

Ψ0(t0 + 0)
= exp(2πiγ). (5.5)

Teorema 5.3. La función Ψ0 es {p, ρ}-no-singular si y sólo si la diferencia Re γ−δ(t0)/2π

no es un entero. Si esta condición se satisface y si κ se refiere al entero que satisface

0 < κ+ δ(t0)/2π − Re γ < 1

entonces ind Ψp,ρ
0 = κ.
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CONTINUOS A TROZOS.

Ahora sea Γ una curva cerrada que es la unión finita de curvas de Jordan Γk. Para

cada punto τ ∈ Γ y cada número complejo γ asociamos cierta función Ψτ,γ la cual vamos

a definir. Si τk es un punto en la curva cerrada simple Γk(⊂ Γ) entonces denotamos por

Ψτk,γ la función continua en cada punto t 6= τk definida por

Ψτk,γ(t) :=

(t− zk)εγ si t ∈ Γk

1 si t ∈ Γ \ Γk,
(5.6)

donde ε = 1 si Γk esta orientada en dirección positiva, y ε = −1 en otro caso. El punto

zk se asume que pertenece a D+
Γ si ε = 1 y a D−Γ si ε = −1, y se elige en tal manera que

la ĺınea recta entre los puntos τk y zk toca a la curva Γ en sólo un punto, llamado τk.

Teorema 5.4. Sea ρ(t) =
∏r

k=1 |t − tk|βk y Ψ = Ψt1,γ1 . . .Ψtn,γn (n ≤ r). Para la {p, ρ}-
no-singularidad de la función Ψ es necesario y suficiente que ninguno de los números

νk := (1 + βk)/p− Re γk (k = 1, . . . , n)

sea un entero. Si esta condición se satisface y si κ1, . . . κn son enteros que satisfacen las

desigualdades 0 < κk + νk < 1 entonces ind Ψp,ρ = κ1 + . . .+ κn.

Nuestra siguiente meta es establecer condiciones que garanticen la factorización de la

función Ψ en el espacio Lp(Γ, ρ). Para empezar con eso consideramos el caso cuando Γ es

una curva cerrada simple lo cual implica que Ψτ,γ = (t− z0)γ. Definimos

Ψ+
τ,γ := (t− τ)γ y Ψ−τ,γ :=

(
t− τ
t− z0

)−γ
, (5.7)

donde {(t−τ)/(t−z0)}−γ denota una rama de esa función la cual es holomorfa en el plano

complejo excepto por el corte a lo largo de la ĺınea recta que une z0 con τ e igual a uno en

infinito, y (t− τ)r corresponde a una rama de esa función la cual es holomorfa en el plano

complejo excepto por un corte a lo largo de un rayo que empieza desde τ hasta infinito y

no toca la región D+
Γ . Además suponemos que esta rama es elegida en tal manera que la

igualdad Ψτ,γ = Ψ+
τ,γΨ

−
τ,γ se mantiene.

Teorema 5.5. Sea t1 ∈ Γ y

1 + β1

p
− 1 < Re γ <

1 + β1

p
. (5.8)

Entonces la función Ψt1,γ admite la factorización Ψt1,γ = Ψ+
t1,γΨ

−
t1,γ en el espacio Lp(Γ, ρ)

con

ρ(t) :=
r∏

k=1

|t− tk|βk (1 < p <∞, −1 < βk < p− 1, tk ∈ Γ).
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Ahora consideramos el caso más general cuando Γ es una curva cerrada que consiste de

un número finito de curvas cerradas simples disjuntas por pares. Sea Γk(⊂ Γ) una curva

cerrada simple que contien al punto tk, y denotamos por Fk la región acotada en el plano

complejo el cual tiene Γk como su frontera. Además, ponemos

Ψ+
tk,γ

(t) :=

(t− tk)γ si t ∈ Γ′k,(
t−tk
t−zk

)γ
si t ∈ Γ \ Γ′k,

Ψ−tk,γ (t) :=

(t− tk)−γ si t ∈ Γ′′k,(
t−tk
t−zk

)γ
si t ∈ Γ \ Γ′′k,

donde Γ′k := Γk ∪ (Γ∩Fk), Γ′′k := Γ∩Fk en el caso cuando Γk está orientada en el sentido

contrario a las manecillas del reloj, y Γ′k := Γ ∩ Fk, Γ′′k := Γk ∪ (Γ ∩ Fk) en otro caso. Las

ramas de esas funciones son elegidas como antes.

Teorema 5.6. La función Ψ = Ψt1,γ1 . . .Ψtn,γn es factorizable en Lp(Γ, ρ) si y sólo si

es {p, ρ}-no-singular. Si la función Ψ es {p, ρ}-no-singular entonces su factorización en

Lp(Γ, ρ) es de la forma

Ψ = Ψ−t
κΨ+

con

κ := ind Ψp,ρ,

Ψ+ := Ψ+
t1,γ′1

. . .Ψ+
tn,γ′n

f+
1 . . . f+

n , := Ψ− := Ψ−t1,γ′1
. . .Ψ−tn,γ′nf

−
1 . . . f−n , (5.9)

γ′k := γk − κk, κk := ind Ψp,ρ
tk,γk

(k = 1, . . . , n) ,

y

f+
k (t) :=

1 si t ∈ Γ′k,

(t− zk)−κk si t ∈ Γ \ Γ′k,

f−k (t) :=

t−κk si t ∈ Γ′′k,(
t−zk
t

)+κk si t ∈ Γ \ Γ′′k.

Por el Teorema 5.4, los números γ′k := γk − κk satisfacen las condiciones

1 + βk
p
− 1 < Re γ′k <

1 + βk
p

.

Uno puede mostrar que la función Ψ0 = Ψt1,γ1 . . .Ψtn,γn admite la factorización Ψ0 =

Ψ−0 Ψ+
0 en Lp(Γ, ρ) con los factores

Ψ−0 = Ψ−t1,γ′1
· · ·Ψ−tn,γ′1 , Ψ+

0 = Ψ+
t1,γ′1
· · ·Ψ+

tn,γ′1
.
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CAPÍTULO 5. OPERADORES INTEGRALES SINGULARES CON COEFICIENTES

CONTINUOS A TROZOS.

5.3 Inverso de operadores singulares integrales en una

curva cerrada.

En esta sección establecemos condiciones necesarias y suficientes para la invertibilidad

unilateral de operadores integrales singulares con coeficientes continuos a trozos a lo largo

de una curva Γ en el espacio Lp(Γ, ρ).

Teorema 5.7. Sea Γ una curva cerrada, ρ(t) :=
∏n

k=1 |t− tk|
βk , (−1 < βk < p − 1,

k = 1, . . . , n), y a, b ∈ PC (Γ). Entonces el operador A = aPΓ + bQΓ es al menos

invertible unilateral en Lp (Γ, ρ) si y sólo si la condición

a (t+ 0) b(t)f(t, µ) + a(t)b(t+ 0)(1− f(t, µ)) 6= 0 (t ∈ Γ, 0 ≤ µ ≤ 1) (5.10)

se satisface. Si se cumple esta condición y c := a/b, entonces el operador A es invertible,

invertible sólo por la izquierda o invertible sólo por la derecha denpendiendo de si el

número κ = ind cp,ρ es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente. Si κ > 0

entonces dim coker A = κ, y si κ < 0 entonces dim kerA = −κ.

Siguiendo [12, Sección 6.7], utilizaremos la siguiente notación en la siguiente proposición.

Un operador A es llamado un Φ−operador (o bien, operador de Fredholm), si este es nor-

malmente soluble y si los números dim kerA y dim coker A son finitos. Un operador A

es llamado Φ+−operador si es normalmente soluble, dim kerA <∞ y dim coker A =∞.

Un operador A es llamado Φ−−operador si es normalmente soluble, dim kerA = ∞ y

dim coker A <∞.

Proposición 5.1. Sean a, b ∈ PC(Γ) con Γ una curva cerrada. Si el operador A =

aPΓ + bQΓ es un Φ− o Φ±−operador, entonces las funciones a y b están sujetas a la

condición (5.10).

Corolario 5.1. Sea a ∈ PC(Γ). Para la factorización en Lp(Γ, ρ) de la función a es

necesario y suficiente que a sea {p, ρ}−no-singular. Si la función a es {p, ρ}−no-singular

entonces ind a|Lp(Γ, ρ) = ind ap,ρ.
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CAPÍTULO 6

Álgebra Ap,% con datos en PSO.

6.1 Introducción.

Sea B(X) denota el álgebra de Banach de todos los operadores lineales acotados que

actúan en un espacio de Banach X, sea K(X) el ideal bilateral cerrado de todos los

operadores compactos en B(X), y sea Bπ(X) = B(X)/K(X) el álgebra cociente (también

llamada álgebra de Calkin) de las clases Aπ := A+K(X) donde A ∈ B(X). Un operador

A ∈ B(X) se dice que es Fredholm si su imagen es cerrada y los espacios kerA y kerA∗

son de dimensión finita. Equivalentemente, A ∈ B(X) es Fredholm si y sólo si la clase Aπ

es invertible en el álgebra Bπ(X).

Una función medible w : T→ [0,∞] es llamado un peso si la preimagen w−1({0,∞}) del

conjunto {0,∞} tiene medida cero. Para 1 < p < ∞, un peso w pertenece a la clase de

Muckenhoupt Ap(T) si

cp,w := sup
I

(
1

|I|

∫
I

wp(τ)d |τ |
)1/p(

1

|I|

∫
I

w−q(τ)d |τ |
)1/q

<∞, (6.1)

donde 1/p+1/q = 1, y el supremo es tomado sobre todos los intervalos I ⊂ T de longitud

finita |I|.
En lo que sigue asumimos que 1 < p < ∞ y w ∈ Ap(T), y consideramos los espacios de

Lebesgue con peso Lp(T, w) equipados con la norma

‖f‖Lp(T,w) :=

(∫
T
|f(τ)|pwp(τ)d |τ |

)1/p

.

Como es sabido, el operador integral singular de Cauchy ST dado por

(STf) (t) = lim
ε→0

1

πi

∫
T

f(τ)

τ − t
dτ, t ∈ T, (6.2)

63
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es acotado en los espacios Lp(T, w) con 1 < p <∞ y w ∈ Ap(T).

Consideramos los pesos potenciales de la forma

ρ(t) =
n∏
j=1

|t− tj|βj , t ∈ T, (6.3)

donde tj (j = 1, 2, . . . , n) son puntos distintos en T y βj ∈ (−1/p, 1/q) para toda j =

1, 2, . . . , n. Se puede ver de (6.1) que w = ρ pertenece al conjunto Ap(T) si y sólo si toda

βj ∈ (−1/p, 1/q). Poniendo Bp,ρ := B(Lp(T, ρ)) y Kp,ρ := K(Lp(T, ρ)) para p ∈ (1,∞) y

ρ ∈ Ap(T) dado por (6.3), consideramos las álgebras de Banach

Ap,ρ := alg (aI, ST : a ∈ PSO�) ⊂ Bp,ρ, (6.4)

Zp,ρ := alg (aI : a ∈ SO�) ⊂ Ap,ρ (6.5)

generadas por los operadores de multiplicación aI donde, respectivamente, a ∈ PSO� y

a ∈ SO�, y por el operador ST en el caso de Ap,ρ. El álgebra PSO� ⊂ L∞(T) de funciones

lentamente oscilatorias a trozos y el álgebra SO� ⊂ L∞(T) consiste de funciones lenta-

mente oscilatorias que admiten, respectivamente, discontinuidades lentamente oscilatorias

a trozos y discontinuidades lentamente oscilatorias en arbitrarios puntos de T.

6.2 Las C∗-álgebras SO� y PSO�

6.2.1 La C∗-álgebra SO� de funciones lentamente oscilatorias

Sea L∞(T) la C∗-álgebra de todas las funciones medibles y acotadas en el ćırculo unitario

T = {z ∈ C : |z| = 1}. Sea C := C(T) y PC := PC(T) denotan las C∗-subálgebras de

L∞(T) que consisten, respectivamente , de todas las funciones continuas en T y todas las

funciones continuas a trozos en T, esto es, las funciones que tienen ĺımites unilaterales

finitos en cada punto t ∈ T.

Para una función medible f : T→ C y un conjunto I ⊂ T, sea

osc (f, I) = supess {|f(t)− f(s)| : t, s ∈ I} .

Siguiendo [1, Sección 4], decimos que una función f ∈ L∞(Γ) es lentamente oscilatoria en

el punto t ∈ T si para cada r ∈ (0, 1) o, equivalentemente, para algún r ∈ (0, 1),

lim
ε→0

osc (f,Trε,ε(t)) = 0,
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donde

Trε,ε(t) := {z ∈ T : rε ≤ |z − t| ≤ ε} para t ∈ T.

Para cada t ∈ T, sea SOt(T) denota la C∗-sub álgebra de L∞(T) dada por

SOt(T) := {f ∈ Cb(T \ {t}) : f oscila lentamente en t} ,

donde Cb(T \ {t}) := C(T \ {t}) ∩ L∞(T). Sea SO� la mı́nima sub álgebra C∗ de L∞(T)

que contiene todas las C∗-álgebras SOt(T) con t ∈ T. En particular, SO� contiene C(T).

Proposición 6.1. Para cada λ ∈ T, el mapeo a 7→ a ◦ βλ definida por el homeomorfismo

βλ : T→ T, t 7→ λt (6.6)

es un ∗-isomorfismo isométrico de la C∗-álgebra SOλ sobre la C∗-álgebra SO1.

Sea H∞ la sub álgebra cerrada de L∞(T) que consiste de todas las funciones que son

ĺımites no tangenciales en T de funciones anaĺıticas en el semiplano superior. Aplicando

[25], tenemos lo siguiente (ver [14, Teorema 4.2] y [5, Sección 9.35]).

Teorema 6.1. La C∗-álgebra SO� está contenida en la C∗-álgebra QC de funciones cua-

sicontinuas en T, donde

QC := (H∞ + C(T)) ∩
(
H∞ + C(T)

)
. (6.7)

6.2.2 La C∗-álgebra PSO� de funciones lentamente oscilatorias

a trozos

Sea

PSO� := alg (SO�, PC) (6.8)

la C∗-sub álgebra de L∞(T) generada por las C∗-álgebras SO� y PC. Obviamente, PSO�

es una generalización natural de la clase PC con el reemplazo de ĺımites unilaterales por

oscilaciones lentas unilaterales.

Dada una C∗-álgebra conmutativa con unidad A, denotamos por M(A) el espacio de

ideales maximales de A. Como es bien sabido, M(C(T)) = T y M(PC(T)) = T ×
{0, 1}, respectivamente, donde los puntos t ∈ T están identificados con los funcionales

de evaluación δt dados por δt(f) = f(t) para f ∈ C(T). Las parejas (t, 0) y (t, 1) son
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los funcionales lineales multiplicativos definidos para a ∈ PC(T) por (t, 0)a = a(t− 0) y

(t, 1)a = a(t+ 0), donde a(t− 0) y a(t+ 0) son los ĺımites unilaterales izquierdo y derecho

de a en el punto t ∈ T, y la base de conjuntos abiertos para T× {0, 1} consiste de todos

los conjuntos de la forma (t, τ)×{0, 1}, ((t, τ ]×{0})∪ ([t, τ)×{1}) donde t, τ ∈ T. Esto

también es conocido (ver [1]) que

M(SO�) =
⋃
t∈T

Mt(SO
�), M(PSO�) =

⋃
ξ∈M(SO�)

Mξ(PSO
�), (6.9)

donde las fibras correspondientes están dadas para t ∈ T y ξ ∈M(SO�) por

Mt(SO
�) =

{
ξ ∈M(SO�) : ξ|C(T) = t

}
,

Mξ(PSO
�) = {y ∈M(PSO�) : y|SO♦ = ξ} .

Las fibras Mξ(PSO
�) para ξ ∈ M(SO�) pueden caracterizarse como sigue [1, Teorema

4.6].

Teorema 6.2. Si ξ ∈Mt(SO
�) con t ∈ T, entonces

Mξ(PSO
�) = {(ξ, 0), (ξ, 1)} , (6.10)

donde, para µ ∈ {0, 1}, (ξ, µ)|SO� = ξ, (ξ, µ)|C(T) = t, (ξ, µ)|PC(T) = (t, µ).

Por (6.9) y (6.10), M(PSO�) = M(SO�)×{0, 1}. La topoloǵıa de Gelfand en M(PSO�)

puede ser descrita como sigue. Si ξ ∈ Mt(SO
�) donde t ∈ T, entonces una base de

vecindades para (ξ, µ) ∈M(PSO�) consiste de todos los conjuntos abiertos de la forma

U(ξ,µ) =

(Uξ,t × {0}) ∪
(
U−ξ,t × {0, 1}

)
si µ = 0,

(Uξ,t × {1}) ∪
(
U+
ξ,t × {0, 1}

)
si µ = 1,

donde Uξ,t = Uξ ∩ Mt(SO
�), Uξ es una vecindad abierta de ξ en M(SO�), y U−ξ,t, U

+
ξ,t

consisten de todos ζ ∈ Uξ tales que τ = ζ|C(T) pertenecen, respectivamente, a los conjuntos

(−t, t) := {z ∈ T : −π < arg z/t < 0} y (t,−t) := {z ∈ T : 0 < arg z/t < π}.
Dados a ∈ PSO� y ξ ∈M(SO�), ponemos

a(ξ−) := a(ξ, 0) y a(ξ+) := a(ξ, 1). (6.11)
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6.3 Las álgebras de Banach Zp,% y Zπ
p,%

Dados p ∈ (1,∞) y un peso potencial % ∈ Ap(T), vamos a estudiar el álgebra de Banach

con unidad Zp,% ⊂ Bp,% dada por (6.5). Junto con Zp,%, consideramos el álgebra cociente

de Banach

Zπp,% := (Zp,% +Kp,%) /Kp,% (6.12)

que consiste de las clases [aI]π := aI +Kp,% para toda a ∈ SO�.

Lema 6.1. Si p ∈ (1,∞) y un peso potencial % ∈ Ap(T), entonces los espacios de ideales

maximales M(Zπp,%) y M(SO�) pueden ser identificadas:

M(Zπp,%) = M(SO�). (6.13)

Demostración. Si a ∈ SO� es invertible en L∞(T), entonces la función 1/a pertenece

a la C∗-álgebra SO�. Por lo tanto la clase [(1/a)I]π es el inverso de la clase [aI]π en el

álgebra de Banach Zπp,%, lo cual implica que

sp([aI]π) ⊂ sp(a) para toda a ∈ SO�, (6.14)

donde sp(x) denota el espectro de un elemento x en un álgebra de Banach con unidad.

Si la clase [aI]π es invertible en el álgebra de Banach Zp,%, entonces existe una función

b ∈ SO� y un operador compacto K ∈ Kp,% tal que (ab − 1)I = K. Por lo tanto ab = 1

porque Zp,% ∩ Kp,% = {0}, lo cual implica la inclusión

sp(a) ⊂ sp([aI]π) para toda a ∈ SO�. (6.15)

Por (6.14) y (6.15),

sp(a) = sp([aI]π) para toda a ∈ SO�. (6.16)

Más aún, el mapeo a 7→ [aI]π es una biyección de SO� sobre Zπp,%. Ya que

‖[aI]π‖ := inf
K∈Kp,%

‖aI +K‖Bp,% ≤ ‖aI‖Bp,% = ‖a‖L∞(T)

y ya que, en vista de (6.5),

‖a‖L∞(T) = r(a) = r ([aI]π) ≤ ‖[aI]π‖ ,

donde r(x) denota el radio espectral de un elemento x, concluimos que ‖[aI]π‖ = ‖a‖L∞(T),

y por lo tanto el mapeo a 7→ [aI]π es un isomorfismo isométrico de SO� sobre Zπp,%.
Esto permite identificar el espacio de ideales maximales de SO� y Zπp,% por la fórmula

µ̃ ([aI]π) = µ(a), donde a ∈ SO�, µ ∈M(SO�) y µ̃ ∈M(Zp,%), lo cual da (6.13). �
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Similarmente a la prueba de [16, Teorema 3.2], el teorema de interpolación de Stein-

Weiss (ver [2, Corolario 5.5.4]) implica el siguiente análogo importante del teorema de

Krasnoselskii [17, Teorema 3.10] sobre la interpolación de compacidad.

Teorema 6.3. Sea 1 < p < ∞, wi ∈ Api(T) y T ∈ B(Lpi(T, wi)) para i = 1, 2. Si el

operador T es compacto en el espacio Lp1(T, w1), entonces T es compacto en cada espacio

Lp(T, w) donde
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2

, w = w1−θ
1 wθ2, 0 < θ < 1. (6.17)

Note que según, [16], el Teorema 6.3 también sigue del teorema de interpolación de

Stein-Weiss (ver [2, Corolario 5.5.2]) y del resultado de compacidad unilateral obtenido

por el método de interpolación real en [7, Teorema 1.1] (ver también [6]). Aplicando el

Teorema 6.3 se puede establecer lo siguiente (ver también [1, Teorema 6.2]).

Teorema 6.4. Sea p ∈ (0,∞), w ∈ Ap(T) y a ∈ L∞(T). El conmutador [aI, ST] =

aST − STaI es compacto en el espacio Lp(T, w) si y sólo si a ∈ QC.

Teoremas 6.1 y 6.4 implican lo siguiente.

Corolario 6.1. Si p ∈ (0,∞), w ∈ Ap(T) y a ∈ SO�, entonces el conmutador [aI, ST] =

aST − STaI es compacto en el espacio Lp(T, w).

Para el álgebra de Banach Ap,% definido por (6.4), introducimos el álgebra cociente de

Banach Aπ
p,% := Ap,%/Kp,% (recuerde que Kp,% ⊂ Ap,%). Por el Corolario 6.1, el álgebra de

Banach Zπp,% es una subálgebra central de Aπ
p,%.

6.4 Estudio local del álgebra de Banach Ap,%

6.4.1 Aplicación del principio local de Allan-Douglas

Sea Λp,% denota la subálgebra de Banach de Bp,% que consiste de todos los operadores en

Bp,% que conmutan con cada operador A ∈ Zp,% módulo operadores compactos. Clara-

mente, Λp,% contiene Ap,% y por lo tanto, el álgebra cociente Λπ
p,% := Λp,%/Kp,% contiene

el álgebra de Banach Aπ
p,% = Ap,%/Kp,%. Además, Λπ

p,% es el conmutante del álgebra co-

ciente Zπp,%, y por lo tanto el álgebra Λπ
p,% es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin

Bπp,% = Bp,%/Kp,% que consiste de las clases Aπ := A + Kp,% para toda A ∈ Bp,%, esto es, el

espectro de todos los operadores Aπ ∈ Λπ
p,% en las álgebras Λπ

p,% y Bπp,% coinciden.
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Por el Lema 6.1, M(SO�) = M(Zπp,w). Para cada ξ ∈ M(SO�), sea J π
p,%,ξ es el más

pequeño ideal bilateral cerrado del álgebra de Banach Λπ
p,% que contiene al ideal maximal

Iπp,%,ξ := {[aI]π : a ∈ SO�, a(ξ) = 0}

del álgebra central Zπp,% de Λπ
p,%. Considere el álgebra cociente Λπ

p,%,ξ := Λπ
p,%/J π

p,%,ξ.

Por el principio local de Allan-Douglas (ver [5, Teorema 1.35]), inmediatamente obtenemos

el siguiente resultado.

Lema 6.2. Una clase Aπ ∈ Λπ
p,% es invertible en el álgebra de Banach Λπ

p,% si y sólo si

para cada ξ ∈M(SO�) la clase Aπp,%,ξ := Aπ + J π
p,%,ξ es invertible en el álgebra de Banach

Λπ
p,%,ξ.

Sea Aπp,%,ξ la subálgebra cerrada más pequeña de Λπ
p,%,ξ que contiene las clases Aπp,%,ξ

para todo A ∈ Ap,%.

Corolario 6.2. Dados p ∈ (1,∞) y un peso potencial % ∈ Ap(T), un operador A ∈ Ap,% es

Fredholm en el espacio de Lebesgue con peso Lp(T, %) (equivalentemente, la clase Aπ ∈ Aπ
p,%

es invertible en el álgebra de Banach Aπ
p,%) si y sólo si para cada ξ ∈ M(SO�) la clase

Aπp,%,ξ ∈ Aπp,%,ξ es invertible en el álgebra de Banach Λπ
p,%,ξ.

6.4.2 Representantes locales

Vamos a identificar las clases Aπp,%,ξ para toda A ∈ Ap,% y toda ξ ∈ M(SO�), donde

p ∈ (1,∞) y un peso potencial % ∈ Ap(T). Para t ∈ T, sea χ−t y χ+
t denotan las funciones

caracteŕısticas de los intervalos (−t, t) y (t,−t) de T, respectivamente.

Lema 6.3. [1, Lema 6.6] Si a ∈ PSO�, t ∈ T, ξ ∈Mt(SO
�), y

a(ξ±) = 0 si ξ ∈Mt(SO
�), (6.18)

entonces [aI]πp,%,ξ = [0]πp,%,ξ = J π
p,%,ξ.

Teorema 6.5. Para cada t ∈ T y cada ξ ∈ Mt(SO
�), el mapeo δξ : A 7→ Aπp,%,ξ definida

sobre los generadores aI (a ∈ PSO�) y ST del álgebra de Banach Ap,% por

δξ(aI) :=
[(
a(ξ+)χ+

t + a(ξ−)χ−t
)
I
]π
p,%,ξ

, (6.19)

δξ(ST) := [ST]πp,%,ξ , (6.20)

extiende a un homomorfismo de álgebra de Banach δξ : Ap,% → Aπp,%,ξ. Más aún,

sup
ξ∈M(SO�)

‖δξ(A)‖Aπp,%,ξ ≤ ‖A
π‖ := inf

K∈Kp,%
‖A+K‖ para todo A ∈ Ap,%.
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Demostración. Sea ξ ∈ M(SO�). Considere los homomorfismos naturales de álgebra

de Banach

δξ : Ap,% → Aπ
p,% → Aπξ , A 7→ Aπ 7→ Aπξ .

Para cada A ∈ Ap,%,

sup
ξ∈Mt(SO�)

‖δξ(A)‖Aπp,%,ξ ≤ ‖A
π‖.

Resta probar las igualdades (6.19) y (6.20) para a ∈ PSO�.
Fijamos t ∈ T y tomamos ξ ∈Mt(SO

�). La función

âξ := a− a(ξ+)χ+
t − a(ξ−)χ−t

pertenece a PSO�. Más aún, de (6.11) y el Lema 6.3 se tiene

[âξI]πp,%,ξ = [0]πp,%,ξ = J π
p,%,ξ,

lo cual implica que para ξ ∈Mt(SO
�),

[aI]πp,%,ξ =[(a(ξ+)χ+
t + a(ξ−)χ−t )I]πp,%,ξ,

[ST]πp,%,ξ =[ST]πp,%,ξ.

Entonces, para toda ξ ∈Mt(SO
�), las fórmulas (6.19) y (6.20) están demostradas. �

Teorema 6.5 y Lema 6.2 implican inmediatamente lo siguiente.

Corolario 6.3. Un operador A ∈ Ap,% es Fredholm en el espacio Lp(T, %) si y sólo si

las clases Aπp,%,ξ = δξ(A) ∈ Aπp,%,ξ son invertibles en las álgebras cociente Λπ
p,%,ξ para toda

ξ ∈M(SO�).

6.4.3 Estructura de álgebras locales

Sean P± := (I±ST)/2 las proyecciones mutuas en los espacios Lp(T, %), donde p ∈ (1,∞)

y un peso potencial % ∈ Ap(T). Teorema 6.5 implica el siguiente resultado sobre la

estructura de álgebras locales Aπp,%,ξ.

Lema 6.4. Dados p ∈ (1,∞), un peso potencial % ∈ Ap(T), t ∈ T y ξ ∈ Mt(SO
�), las

álgebras locales Aπp,%,ξ generadas por las clases [ST]πp,%,ξ y [aI]πp,%,ξ para toda a ∈ PSO�

tienen las siguiente estructura: el álgebra cociente de Banach Aπp,%,ξ es generada por la

unidad Iπp,%,ξ y dos idempotentes

P π
p,%,ξ := [P+]πp,%,ξ , Qπ

p,%,ξ :=
[
χ+
t I
]π
p,%,ξ

; (6.21)
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Demostración. Si t ∈ T, ξ ∈Mt(SO
�) y a ∈ PSO�, entonces

[aI]πp,%,ξ =
[(
a(ξ+)χ+

t + a(ξ−)χ−t
)
I
]π
p,%,ξ

= Iπp,%,ξ + â(ξ)
[
χ+
t I
]π
p,%,ξ

,

[ST]πp,%,ξ = [P+ − P−]πp,%,ξ = 2 [P+]πp,%,ξ − I
π
p,%,ξ,

donde â(ξ) := a(ξ+)− a(ξ−). Por lo tanto, el álgebra de Banach Aπp,%,ξ es generada por la

unidad Iπp,%,ξ y dos idempotentes (6.21). �

Aún resta estudiar la invertibilidad de las clases Aπp,%,ξ en el álgebra de Banach Aπp,%,ξ
para cada ξ ∈M(SO�).

6.5 Operadores de convolución de Mellin y sus apli-

caciones.

6.5.1 Operadores de convolución de Mellin.

Para estudiar el álgebra de Banach Ap,% aplicamos la teoŕıa de operadores de convolución

de Mellin mediante una equivalencia entre estos y los multiplicadores de Fourier. SeaMp es

el álgebra de Banach de los multiplicadores de Fourier en Lp(R), ‖a‖Mp := ‖W 0(a)‖B(Lp(R)),

donde W 0(a) es el operador de convolución de Fourier con a ∈ L∞(R).

Sea dµ(t) = dt/t la medida invariante (normalizada) en R+. Considere la transformada

de Fourier en L2(R+, dµ), la cual es usualmente referida como la transformada de Mellin

y es definida por

M : L2(R+, dµ)→ L2(R), (Mf) (x) =

∫
R+

f(t)t−ix
dt

t
.

Este es un operador invertible, con la inversa dada por

M−1 : L2(R)→ L2(R+, dµ),
(
M−1g

)
(t) =

1

2π

∫
R
g(t)tixdx.

Sea E un isomorfismo isométrico

E : Lp(R+, dµ)→ Lp(R), (Ef) (x) := f(ex) (x ∈ R) . (6.22)

Entonces el mapeo A 7→ E−1AE transforma el operador de convolución de Fourier dado

por W 0(a) = F−1aF al operador de convolución de Mellin

Co(a) := M−1aM

con el mismo śımbolo a. Por lo tanto la clase Mp de multiplicadores de Fourier en Lp(R)

coincide con la clase de multiplicadores de Mellin en Lp(R+, dµ). Aśı, el operador de

convolución de Mellin Co(a) es acotado en el espacio Lp(R+, dµ) si y sólo si a ∈Mp.
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6.5.2 Multiplicadores continuos en la recta real.

Si a es una función absolutamente continua de variación total finita V (a) en R, entonces

a′ ∈ L1(R) y V (a) =
∫
R |a

′(x)| dx (ver, e.g., [20, Caṕıtulo VIII, Sección 3; Caṕıtulo IX,

Sección 4]). El conjunto V (R) de todas las funciones absolutamente continuas de variación

total finita en R forma un álgebra de Banach equipada con la norma

‖a‖V := ‖a‖L∞(R) + V (a).

El siguiente teorema da un importante subconjunto de Mp. Su demostración puede en-

contrarse, e.g., en [4, Teorema 17.1].

Teorema 6.6 (Desigualdad de Stechkin). Si a ∈ PC tiene variación total finita V (a),

entonces a ∈Mp y

‖a‖Mp
≤ ‖SR‖B(Lp(R))

(
‖a‖L∞(R) + V (a)

)
,

donde SR es el operador integral singular de Cauchy en R.

Sea R := [−∞,+∞]. De acuerdo a [4], sea Cp(R) la cerradura en Mp del conjunto de

todas las funciones a ∈ C(R) con variación total finita en R.

6.5.3 Álgebra generada por el operador integral singular de

Cauchy.

Suponga que A es un álgebra de Banach y G es un subconjunto de A. Sea alg AG denota la

más pequeña subálgebra cerrada de A que contiene a G y sea idAG denota el más pequeño

ideal bilateral cerrado de A que contiene a G.

Sea B := B(Lp(R+)) y K := K(Lp(R+)). Considere los operadores SR+,β ∈ B dados para

funciones f ∈ Lp(R+) y constantes β ∈ (−1/p, 1/q) por

(SR+,βf)(x) :=
1

πi

∫
R+

(x/y)βf(y)

y − x
dy,

(RR+,βf)(x) :=
1

πi

∫
R+

(x/y)βf(y)

y + x
dy

(6.23)

para casi toda x ∈ R+, donde las integrales son entendidas en el sentido del valor principal.

Estos operadores son acotados en el espacio Lp(R+) para toda p ∈ (1,∞) (ver [22, Caṕıtulo

4]).
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Considere la subálgebra de Banach A := alg B
{
I, SR+,β

}
del álgebra de Banach B e

introducimos el isomorfismo isométrico

Φ : Lp(R+)→ Lp (R+, dµ) , (Φf)(t) := t1/pf(t) (t ∈ R+) . (6.24)

El siguiente resultado es bien conocido (ver [22] y [23]).

Teorema 6.7. El álgebra A es la más pequeña subálgebra cerrada de B que contiene los

operadores Φ−1Co(a)Φ con a ∈ Cp(R). Las funciones

sp,β(x) := coth [π (x+ i (1/p+ β))] , rp,β(x) := 1/ sinh [π (x+ i (1/p+ β))] (x ∈ R) ,

(6.25)

extendidas por continuidad a ±∞, pertenecen a Cp(R) y los operadores SR+,β y RR+,β son

similares a los operadores de convolución de Mellin:

ΦSR+,βΦ−1 = Co(sp,β), ΦRR+,βΦ−1 = Co(rp,β). (6.26)

6.6 Continuación del estudio local del álgebra Ap,%

6.6.1 Reducción.

En lo que sigue, asumimos que p ∈ (1,∞) y un peso % ∈ Ap(T) esta dado por (6.3):

%(t) =
∏n

j=1 |t− tj|
βj para t ∈ T.

Sea γ = [0, δ], donde Ut = [−δ, δ] y 0 < δ < π/2, y sea χu+
t

la función caracteŕıstica del

arco u+
t := {teix : x ∈ Ut ∩ R+} ⊂ T. Considere el isomorfismo isométrico

Υt : Lp
(
u+
t , %
)
→ Lp(γ), (Υtf) (x) = %(teix)f(teix), x ∈ γ. (6.27)

Ponemos %t(x) := %(teix) para x ∈ [0, δ]. Entonces la función %t es continua en γ si

t /∈ {tj : j = 1, 2, . . . , n}, y %t(x) = |eix − 1|βj %̃t(x), donde la función %̃t es continua en γ,

si t = tj para algún j = 1, 2, . . . , n. Ponemos %tj(t) := |t− tj|βj . Por lo tanto

χu+
t
ρST%

−1χu+
t
I = χu+

t
STχu+

t
I +Kt si t 6= tj,

χu+
t
ρST%

−1χu+
t
I = χu+

t
%tjST%

−1
tj
χu+

t
I +Kt si t = tj,
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donde Kt son operadores compactos en los espacios Lp(T) para toda t ∈ T.

Entonces para funciones ψ ∈ Lp(γ) y x ∈ γ,

[
Υt

(
χu+

t
STχu+

t

)
Υ−1
t ψ

]
(x) =



1
πi

∫
γ

ieiyψ(y)dy

eiy − eix
si t 6= tj,

|eix−1|βj
πi

∫
γ

|eiy − 1|−βj ieiyψ(y)dy

eiy − eix

+
[
ΥtKtΥ

−1
t ψ

]
(x) si t = tj

(6.28)

Sea t 6= tj. Para 0 ≤ x < y ≤ π/2, uno puede probar que∣∣∣∣ ieiy

eiy − eix
− 1

y − x

∣∣∣∣ ≤M <∞. (6.29)

En vista de (6.29), inferimos que el operador dado para x ∈ γ por

ψ 7→ 1

πi

∫
γ

[
ieiy

eiy − eix
− 1

y − x

]
ψ(y)dy

es compacto en los espacios Lp(γ). En consecuencia, se sigue de (6.28) que

[Υ(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π = [Sγ]
π, (6.30)

donde el operador Sγ esta dado por

(Sγψ)(x) =
1

πi

∫
γ

ψ(y)dy

y − x
(x ∈ γ).

Sea ahora t = tj. Entonces, para 0 ≤ x < y ≤ π/2, uno puede probar que∣∣∣∣(|eix − 1|/|eiy − 1|)βj ieiy

eiy − eix
− (x/y)βj

y − x

∣∣∣∣ ≤M <∞. (6.31)

En vista de (6.31), inferimos que el operador dado para x ∈ γ por

ψ 7→ 1

πi

∫
γ

∣∣∣∣(|eix − 1|/|eiy − 1|)βj ieiy

eiy − eix
− (x/y)βj

y − x

∣∣∣∣ψ(y)dy

es compacto en el espacio Lp(γ). En consecuencia, se sigue de (6.28) que

[Υt(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π = [Sγ,βj ]
π, (6.32)

donde el operador Sγ,βj esta dado por

(Sγ,βjψ)(x) =
1

πi

∫
γ

(x/y)βjψ(y)dy

y − x
(x ∈ γ).
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Considere el isomorfismo isométrico

T : B(Lp(R+))→ B(Lp(R+, dµ)), A 7→ ΦAΦ−1, (6.33)

donde Φ es el isomorfismo isométrico de Lp(R+) sobre Lp(R+, dµ) dado por (6.24).

Entonces se sigue del Teorema 6.7 que

T (SR+) = Co(sp), T (SR+,β) = Co(sp,β), (6.34)

donde T está dada por (6.33) y (6.24), las funciones sp = sp,0, sp,β ∈ C(R) están dadas

por (6.25) para β ∈ (−1/p, 1/q).

Sea Tγ : Lp(γ)→ χγL
p(R+dµ) una restricción de T . Por (6.34), obtenemos

[Tγ(Sγ)]π = [χγT (SR+)χγI]π = [χγCo(sp)χγI]π,

[Tγ(Sγ,β)]π = [χγT (SR+,β)χγI]π = [χγCo(sp,γ)χγI]π.
(6.35)

Considere la C∗-álgebra SO�(γ) de funciones lentamente oscilatorias en γ, la cual es

definida por analoǵıa con SO�(T). Dado que las funciones a ∈ SO�(γ) conmutan con el

operador Sγ módulo operadores compactos K ∈ Kp(γ), concluimos que el conmutador

[aI, χγCo(cp)χγI] pertenece a K(χγL
p(R+, dµ)) para toda a ∈ SO�(γ).

Sea Λp(γ) la subálgebra de Banach de B(Lp(γ)) que consiste de todos los operadores

A ∈ B(Lp(γ)) tal que los conmutadores [aI, A] son compactos para toda a ∈ SO�(γ).

Sea M0(SO�(γ)) la fibra del espacio de ideales maximales de SO�(γ) sobre el punto

0 ∈ γ. Sea Λπ
p (γ) := Λp(γ)/Kp(γ). Dado ξ ∈ M0(SO�(γ)), sea J π

p,ξ(γ) el ideal bi-

lateral cerrado del álgebra de Banach Λπ
p (γ) generada por el ideal maximal Iπp,ξ(γ) :=

{[aI]π : a ∈ SO�(γ), a(ξ) = 0} del álgebra central Zπp (γ) := {[aI]π : a ∈ SO�(γ)}
del álgebra de Banach Λπ

p (γ). También consideramos el álgebra cociente de Banach

Λπ
p,ξ(γ) := Λπ

p (γ)/J π
p,ξ(γ).

Dado t ∈ T y ξ ∈Mt(SO
�), consideramos los ideales bilaterales cerrados J π

p,%,ξ del álgebra

cociente Λπ
p,%. Junto con J π

p,%,ξ, consideramos el ideal J π
p,ξ̃

(γ), donde ξ̃ ∈M0(SO�(γ)) está

asociada con ξ ∈ Mt(SO
�) como sigue. Sea ã ∈ SO�(γ) es definida por ã(x) = a(teix)

para toda x ∈ γ y toda a ∈ SO�(T). Entonces ξ̃(ã) = ξ(a) para cada a ∈ SO�(T) y cada

ξ ∈Mt(SO
�(T)).

Análogamente, el álgebra de Banach Λp(R+) es la subálgebra de Banach de B(Lp(R+))

que consiste de todos los operadores A ∈ B(Lp(R+)) tal que los conmutadores [aI, A]

son compactos para toda a ∈ SO�(R+). Sea M0(SO�(R+)) la fibra del espacio de ideales

maximales de SO�(R+) sobre el punto 0 ∈ R+. Sea Λπ
p (R+) := Λp(R+)/Kp(R+). Dado
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ξ ∈ M0(SO�(R+)), sea J π
p,ξ̃

(R+) el ideal bilateral cerrado del álgebra de Banach Λπ
p (R+)

generada por el ideal maximal Iπp,ξ(R+) := {[aI]π : a ∈ SO�(R+), a(ξ) = 0} del álgebra

central Zπp (R+) := {[aI]π : a ∈ SO�(R+)} del álgebra de Banach Λπ
p (R+).

Junto con el ideal J π
p,ξ̃

(γ), consideramos el ideal J π
p,ξ̃

(R+), donde identificamos los puntos

ξ̃ ∈M0(SO�(γ)) y ξ̃ ∈M0(SO�(R+)) asumiendo que la función ã ∈ SO�(γ) es extendida

a una función ã ∈ SO�(R+) (aqúı conservamos la notación ã para la extensión).

Se sigue de (6.30) y (6.32) que para cada t ∈ T, cada ξ ∈Mt(SO
�(T)) y el correspondiente

ξ̃ ∈M0(SO�(γ)),

sp[ST]πp,ξ = sp[Υt(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π
p,ξ̃

si t 6= tj,

sp[ST]πp,ξ = sp[Υt(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π
p,ξ̃

si t = tj,
(6.36)

donde sp(x) es el espectro de un elemento x, y

[Υt(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π
p,ξ̃

= [Sγ]
π
p,ξ̃

= [SR+ ]π
p,ξ̃

si t 6= tj,

[Υt(χu+
t
STχu+

t
)Υ−1

t ]π
p,ξ̃

= [Sγ,βj ]
π
p,ξ̃

= [SR+,βj ]
π
p,ξ̃

si t = tj.
(6.37)

Aplicando (6.34), concluimos que

sp[SR+ ]π = sp[T (SR+)]π = sp[Co(sp)]
π si t 6= tj,

sp[SR+,βj ]
π = sp[T (SR+,βj)]

π = sp[Co(sp,βj)]
π si t = tj.

(6.38)

Se puede verificar fácilmente que

sp[SR+ ]π = sp[Co(sp)]
π = sp(R) si t 6= tj,

sp[SR+,βj ]
π = sp[Co(sp,βj)]

π = sp,βj(R) si t = tj.
(6.39)

Pero

sp(R) = {coth(πx+ πi/p) : x ∈ R} si t 6= tj,

sp,βj(R) = {coth(πx+ πi(1/p+ βj)) : x ∈ R} si t = tj.
(6.40)

Es obvio que la invertibilidad de las clases [SR+ ]π y [SR+,βj ]
π en el álgebra de Banach

Λπ(R+) implica la invertibilidad de las clases [SR+ ]π
ξ̃

y [SR+,βj ]
π
ξ̃
, respectivamente, en el

álgebra de Banach Λπ
ξ̃
(R+) para cada ξ̃ ∈ M0(SO�(γ)). Aplicando el método de oper-

adores ĺımite, uno puede probar la afirmación conversa: para cualquier ξ̃ ∈ M0(SO�(γ)),

la invertibilidad de las clases [SR+ ]π
ξ̃

y [SR+,βj ]
π
ξ̃

en el álgebra de Banach Λπ
ξ̃
(R+) implica,

respectivamente, la invertibilidad de las clases [SR+ ]π y [SR+,βj ]
π en el álgebra de Banach

Λπ(R+).
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6.6.2 Espectro local de operadores de convolución de Mellin

Fijamos p ∈ (1,∞). Dado s ∈ {0,∞}, denotamos por SOs(R+) la C∗-subálgebra de

SO(R+) que consiste de todas las funciones en SO(R+) que tienen ĺımites finitos en el

punto s̃ ∈ {0,∞}\{s}. Sea Λ(R+, s) el álgebra de Banach de todos los operadores lineales

acotados en el espacio Lp(R+, dµ) que conmutan módulo operadores compactos con todos

los operadores de multiplicación aI donde a ∈ SOs(R+), y sea K(R+) := K(Lp(R+, dµ)),

[aI]π := aI + K(R+). Obviamente, el espacio de ideales maximales de la C∗-álgebra

conmutativa Zπs := {[aI]π : a ∈ SOs(R+)} puede identificarse con el conjunto

M(SOs(R+)) := Ms(SO
�) ∪ R+ ∪ {s̃}.

Dado ξ ∈ M(SOs(R+)), sea Jπξ (R+, s) es el ideal bilateral cerrado del álgebra cociente

de Banach Λπ(R+, s) := Λ(R+, s)/K(R+) generada por el ideal maximal Iπξ (R+, s) :=

{[aI]π : a ∈ SOs(R+), ξ(a) = 0} de la C∗-álgebra conmutativa Zπs . Considere el álgebra

cociente de Banach Λπ
ξ (R+, s) := Λπ(R+, s)/J

π
ξ (R+, s) que consiste de las clases Aπξ :=

Aπ + Jπξ (R+, s).

Considere la subálgebra de Banach D de B(Lp(R+, dµ)) generada por todos los oper-

adores de multiplicación aI (a ∈ SO(R+)) y todos los operadores de convolución de

Mellin Co(b) = M−1bM (b ∈ Cp(R)). Aplicando la transformada A 7→ EAE−1, donde

E está dado por (6.22), inferimos de [14, Teorema 4.6] que los conmutadores [aI,Co(b)],

donde a ∈ SO(R+) y b ∈ Cp(R), son compactos en el espacio Lp(R+, dµ). Por lo tanto,

D ⊂ Λ(R+, s) para cada s ∈ {0,∞}, y además el álgebra conmutativa de Banach Zπs es

una subálgebra central de las álgebras de Banach Dπ := D/K(R+) y Λπ(R+, s). El álgebra

Λπ(R+, s) es el conmutador de Zπs , y por lo tanto Λπ(R+, s) es inversamente cerrada en

el álgebra de Calkin Bπ(Lp(R+, dµ)) := B(Lp(R+, dµ))/K(R+).

Dado s ∈ {0,∞} y ξ ∈ M(SOs(R+)), consideramos la más pequeña subálgebra Dπ
ξ de

Λπ
ξ (R+, s) que contiene el conjunto {Aπξ : A ∈ D}. Por el principio local de Allan-Douglas,

la clase Aπ ∈ Dπ es invertible en Λπ(R+, s) (respectivamente, en Dπ) si y sólo si las clases

Aπξ son invertibles en las álgebras cociente Λπ
ξ (R+, s) (respectivamente, en Dπξ ) para toda

ξ ∈M(SOs(R+)).

Estudiaremos el espectro local de algunos operadores de convolución de Mellin A =

Co(b) ∈ D, esto es, el espectro de las clases Aπξ en las álgebras de Banach Λπ
ξ (R+) y

Dπξ para ξ ∈Ms(SO
�), donde s ∈ {0,∞}.
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Teorema 6.8. Sea 1 < p <∞, ν ∈ (0, 1), s ∈ {0,∞}, ξ ∈Ms(SO
�), y sea

bν(λ) := coth(πλ+ πiν) para λ ∈ R. (6.41)

Entonces bν ∈ Cp(R) y

spΛπξ (R+,s)[Co(bν)]
π
ξ = spDπξ [Co(bν)]

π
ξ = spB(Lp(R+,dµ))Co(bν) = Lν , (6.42)

donde

Lν := {coth(πλ+ πiν) : λ ∈ R}. (6.43)

Demostración. Fijamos s ∈ {0,∞} y ξ ∈ Ms(SO
�), y ponemos A := Co(bν). Como es

sabido (ver [22, Proposición 4.2.11]), para cada ν ∈ (0, 1) y cada p ∈ (1,∞), la función

bν pertenece al álgebra de Banach Cp(R). Ya que Λπ(R+, s) es inversamente cerrada en

Bπ(Lp(R+, dµ)) y por [8] (ver también [23]), tenemos

spΛπ(R+,s)A
π = spessA = spB(Lp(R+,dµ))A = bν(R) = Lν . (6.44)

Por lo tanto, deducimos del principio local de Allan-Douglas que

spΛπξ (R+,s)A
π
ξ ⊂ spΛπ(R+,s)A

π = Lν . (6.45)

Ya que el espectro spΛπξ (R+,s)A
π
ξ no separa C en vista de (6.45) y (6.43), inferimos de [24,

Corolarios del Teorema 10.18] que

spΛπξ (R+,s)A
π
ξ = spDπξA

π
ξ . (6.46)

Obviamente, también tenemos que

spB(Lp(R+,dµ))A = spDA. (6.47)

Sea λ ∈ C \ spDπξA
π
ξ . Ya que la clase [λI − A]πξ es invertible en el álgebra cociente Dπξ ,

existe un operador B ∈ D tal que la clase Bπ
ξ es el inverso de la clase [λI − A]πξ en Dπξ .

Por lo tanto, existen operadores C, D ∈ D tales que Cπ, Dπ ∈ Jπξ (R+, s) y

[λI − A]πBπ = Iπ + Cπ, Bπ[λI − A]π = Iπ +Dπ. (6.48)

Tomando en cuenta las definiciones de los ideales Iπξ (R+, s) ⊂ Zπs y Jπξ (R+, s) ⊂ Λπ(R+, s)

y el hecho de que Zπs es una C∗-álgebra, inferimos de [22, Proposición 2.2.5] (véase también



79 CAPÍTULO 6. ÁLGEBRA AP,% CON DATOS EN PSO.

[4, Proposición 8.6]) que cada elemento en el ideal Jπξ (R+, s) del álgebra Λπ(R+, s) es de

la forma Q′aξI +K(R+) donde Q′ ∈ Λ(R+, s), aξ ∈ SOs(R+) y aξ(ξ) = 0. Por lo tanto,

Cπ = aξQ+K(R+), Dπ = ãξQ̃+K(R+), (6.49)

donde Q, Q̃ ∈ Λ(R+, s), aξ, ãξ ∈ SOs(R+), y

aξ(ξ) = ãξ(ξ) = 0. (6.50)

En vista de (6.48) y (6.49), existen operadores K, K̃ ∈ K(R+) tales que

(λI − A)B = I + aξQ+K, B(λI − A) = I + ãξQ̃+ K̃. (6.51)

Sea ahora ξ ∈ M∞(SO�) (la demostración para ξ ∈ M0(SO�) es análoga). Aplicando

[15, Proposición 3.1, Lema 7.1] y (6.50) concluimos que para los operadores A, B, aξI,

ãξI ∈ D existe una sucesión {yn} ⊂ (0,∞) tal que yn → +∞ cuando n→∞,

s-limn→∞(VynAVy−1
n

) = A, (6.52)

donde (Vynf)(x) = (yn)1/pf(ynx) para x ∈ R+, existe el ĺımite fuerte

B∞ := s-limn→∞(VynBVy−1
n

), (6.53)

y

lim
n→∞

aξ(yn) = aξ(ξ) = 0, lim
n→∞

ãξ(yn) = ãξ(ξ) = 0. (6.54)

Más aún, de [13, Lema 4.4] se sigue que para cada operador K ∈ K(R+) y cada sucesión

{yn} ⊂ (0,+∞) tal que limn→∞ yn = +∞,

s-limn→∞(VynKVy−1
n

) = 0 (6.55)

en el espacio Lp(R+, dµ). Por lo tanto, inferimos de (6.54) y (6.55) que

s-limn→∞(Vyn(aξQ+K)Vy−1
n

) = 0, s-limn→∞(Vyn(ãξQ̃+ K̃)Vy−1
n

) = 0. (6.56)

Aśı, de (6.51)-(6.53) y (6.56) se sigue que

(λI − A)B∞ = B∞(λI − A) = I.

Por lo tanto, la invertibilidad de la clase [λI − A]πξ en el álgebra cociente Dπξ implica

la invertibilidad del operador λI − A en el álgebra de Banach D. En consecuencia,

spDA ⊂ spDπξA
π
ξ . De esta manera, tomando en cuenta (6.44), (6.47) y (6.46), obtenemos

Lν = spB(Lp(R+,dµ))A = spDA ⊂ spDπξA
π
ξ = spΛπξ (R+,s)A

π
ξ . (6.57)
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Combinando (6.57) y (6.45), obtenemos

spΛπξ (R+,s)A
π
ξ = spDπξA

π
ξ = spB(Lp(R+,dµ))A = Lν ,

lo cual completa la demostración. �

Por lo tanto, inferimos de (6.39) que para cada ξ̃ ∈M0(SO�(γ)),

sp[SR+ ]π
ξ̃

= sp[SR+ ]π = sp(R) si t 6= tj,

sp[SR+,βj ]
π
ξ̃

= sp[SR+,βj)]
π = sp,βj(R) si t = tj.

(6.58)

donde sp(R) y sp,βj(R) están dadas por (6.40).

6.7 El teorema de dos idempotentes y sus aplica-

ciones.

6.7.1 Álgebras generadas por idempotentes.

Sea B(Γ) := B(Lp(Γ, w)), K(Γ) := K(Lp(Γ, w)), Γ la curva de Carleson-Jordan, p ∈ (1,∞)

y w ∈ Ap(Γ). Sea π el mapeo canónico de B(Γ) sobre π(B(Γ)) := B(Γ)/K(Γ) definido por

la fórmula π(A) := A+K(Γ) para todos A ∈ B(Γ). Sean

Z(Γ) := {π(cI) : c ∈ C(Γ)},

Λ(Γ) := {A ∈ B(Γ) : π(A)π(cI) = π(cI)π(A) para todas c ∈ C(Γ)}.

El espacio de ideales maximales de Z(Γ) se puede identificar con Γ tal que el ideal maximal

asociado con t ∈ Γ es el conjunto

{π(cI) : c ∈ C(Γ), c(t) = 0}. (6.59)

Para t ∈ Γ, sea Jt(Γ) el ideal más pequeño cerrado bilateral de π(Λ(Γ)) que contiene el

conjunto (6.59). Sea

Bt(Γ) := π(Λ(Γ))/Jt(Γ), πt(A) := π(A) + Jt(Γ).

El álgebra local Bt(Γ) = πt(Λ(Γ)) es de estructura muy intrincada. Sin embargo, para

estudiar operadores en alg (SΓ, PC(Γ)), tenemos que tratar principalmente con una cierta

subálgebra de Bt(Γ), a saber, con la más pequeña subálgebra cerrada At(Γ) de Bt(Γ)

que contiene el conjunto {πt(A) : A ∈ alg (SΓ, PC(Γ))}. Resulta que el álgebra At(Γ) es
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mucho mejor que Bt(Γ): bajo de ciertas circunstancias, es generada por un número finito

de idempotentes. Recordar que un elemento p de un álgebra de Banach es llamado un

idempotente (o, un tanto impreciso, también una proyección), si p2 = p.

Suponga que Γ es una curva de Jordan-Carleson. Sabemos de [4, Corolario 6.6] que

entonces S2
Γ = I y por lo tanto, PΓ := (I + SΓ)/2 es una projección. Claramente,

alg (SΓ, PC(Γ)) = alg (PΓ, PC(Γ)). Por tanto PΓ es una proyección, el elemento r :=

πt(PΓ) es un elemento idempotente del álgebra At(Γ). Además, cada función a ∈ PC(Γ)

puede escribirse en la forma

a(τ) = a(t+ 0)χt(τ) + a(t− 0)(1− χt(τ)) + ϕ(τ)

donde χt es la función caracteŕıstica de cualquier subarco propio de Γ empezando en t y

ϕ es continua en Γ y cero en t. Se sigue que

πt(aI) =a(t+ 0)πt(χtI) + a(t− 0)(πt(I)− πt(χtI))

=a(t+ 0)s+ a(t− 0)(e− s)

donde e := πt(I) y s := πt(χtI). Ya que χ2
t = χt, el elemento s es también un idempo-

tente en At(Γ). En resumen, vemos que At(Γ) es generada por la identidad e y los dos

idempotentes r y s.

El siguiente “teorema de dos idempotentes” es sólo el resultado empleado para operadores

en curvas de Jordan.

Teorema 6.9. [4, Teorema 8.7]Sea B un álgebra de Banach con identidad e y sean r y s

idempotentes en B. Sea además A la subálgebra más pequeña cerrada de B que contiene

e, r, y s. Poner

X := rsr + (e− r)(e− s)(e− r)

y suponga que los puntos 0 y 1 son puntos de acumulación del espectro spBX. Defina el

mapeo σx : {e, r, s} → C2×2 para x ∈ C \ {0, 1} por

σx(e) =

(
1 0

0 1

)
, σx(r) =

(
1 0

0 0

)
, σx(s) =

(
x x− 1

−x 1− x

)
. (6.60)

y para x ∈ {0, 1} por

σx(e) =

(
1 0

0 1

)
, σx(r) =

(
1 0

0 0

)
, σx(s) =

(
x 0

0 1− x

)
. (6.61)
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(a) Para cada x ∈ spAX el mapeo σx extiende a un homomorfismo de álgebra de Banach

σx de A sobre C2×2.

(b) Un elemento a ∈ A es invertible en B si y sólo si σx(a) es invertible en C2×2 para

cada x ∈ spBX.

(c) Un elemento a ∈ A es invertible en A si y sólo si σx(a) es invertible en C2×2 para

cada x ∈ spAX.

Aqúı nos limitaremos a la siguiente observación. Para x ∈ C \ {0, 1}, sea 4
√
x/(1− x)

cualquier número con
(

4
√
x/(1− x)

)4

= x/(1−x) y defina 4
√

(1− x)/x como
(

4
√
x/(1− x)

)−1

.

Poner

Ex = diag
(

4
√
x/(1− x),− 4

√
(1− x)/x

)
.

Entonces

Ex

(
x x− 1

−x 1− x

)
E−1
x =

(
x

√
x(1− x)√

x(1− x) 1− x

)
, (6.62)

Ex

(
1 0

0 0

)
E−1
x =

(
1 0

0 0

)
.

Si x ∈ {0, 1}, entonces la matriz derecha de (6.62) coincide con la matriz para σx(s)

en (6.61). De esta manera, las conclusiones (a), (b), (c) del Teorema 6.9 siguen siendo

verdaderas con (6.60) y (6.61) sustituidas por

σx(e) =

(
1 0

0 1

)
, σx(r) =

(
1 0

0 0

)
,

σx(s) =

(
x

√
x(1− x)√

x(1− x) 1− x

)

para toda x ∈ C. Preferimos la versión sin ráıces del teorema ya que esta versión puede

ser extendida al caso de más de dos idempotentes sin recurrir a ráıces n-ésimas.

Teorema 6.10. [4, Teorema 8.20] Sean p ∈ (1,∞), y w ∈ Ap(T). Para t ∈ T, denotamos

por αt y βt las funciones de indicador de T, p, w en t (ver [4, Sección 3.5]). Definimos

el “haz de hojas” M por

M :=MT,p,w :=
⋃
t∈T

({t} × L(0, 1; p, αt, βt)) . (6.63)
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Para (t, x) ∈ T× C y a ∈ PC(T) ponemos

Simt,x(aI) =

(
a(t+ 0) 0

0 a(t− 0)

)
, (6.64)

para (t, x) ∈ T× (C \ {0, 1}) sea

Simt,x(PT) =

(
x x(1− x)

1 1− x

)
, (6.65)

y para (t, x) ∈ T× {0, 1} tenemos

Simt,x(PT) =

(
x 0

0 1− x

)
. (6.66)

(a) Para cada (t, x) ∈ M el mapeo Simt,x : {aI : a ∈ PC(T)} ∪ {PT} → C2×2 dado por

(6.64), (6.65), (6.66) extiende a un homomorfismo de álgebra de Banach

Simt,x : alg (ST, PC(T))→ C2×2.

(b) Un operador A ∈ alg (ST, PC(T)) es Fredholm en Lp(T, w) si y sólo si

det (Simt,x(A)) 6= 0 para todos (t, x) ∈M.

(c) Si un operador A ∈ alg (ST, PC(T)) es Fredholm, entonces tiene un regularizador en

el álgebra alg (ST, PC(T)).

6.7.2 Aplicación al operador A := aP+ + bP−

Ahora consideramos el operador A := aP++bP−, con a, b ∈ PC para calcular sus śımbolos

de acuerdo al Teorema 6.10. Tomando en cuenta la transformación (6.62), procedemos a

calcular los śımbolos del operador A.

Para aP+, tenemos

Simt,x (aP+) =

(
a(t+ 0) 0

0 a(t− 0)

)(
x

√
x(1− x)√

x(1− x) 1− x

)

=

(
a(t+ 0)x a(t+ 0)

√
x(1− x)

a(t− 0)
√
x(1− x) a(t− 0)(1− x)

)
. (6.67)
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Para bP−, tenemos

Simt,x (bP−) =

=

(
b(t+ 0) 0

0 b(t− 0)

)
−

(
b(t+ 0) 0

0 b(t− 0)

)(
x

√
x(1− x)√

x(1− x) 1− x

)

=

(
b(t+ 0)(1− x) −b(t+ 0)

√
x(1− x)

−b(t− 0)
√
x(1− x) b(t− 0)x

)
. (6.68)

Por lo tanto el śımbolo del operador A = aP+ + bP− queda de la siguiente manera

Simt,x(A) =

(
a(t+ 0)x+ b(t+ 0)(1− x) [a(t+ 0)− b(t+ 0)]

√
x(1− x)

[a(t− 0)− b(t− 0)]
√
x(1− x) a(t− 0)(1− x) + b(t− 0)x

)
.

(6.69)

Sin embargo cuando a, b ∈ PSO�, no tenemos sólo un ĺımite lateral, sino que tenemos

familia de ĺımites en cada punto de discontinuidad t, por lo cual debemos considerar

fibras Mt(SO
�) en el espacio de ideales maximales M(SO�) para los cuales se tiene como

objetivo probar el siguiente resultado.

Teorema 6.11. Para cada t ∈ T y cada ξ ∈Mt(SO
�),

spXπ
p,ρ,ξ = Lt :=

(1 + coth πx+ πi/p) /2 : x ∈ R si t 6= tj,

(1 + coth πx+ πi (1/p+ βj)) /2 : x ∈ R si t = tj.
(6.70)

Entonces la matriz de śımbolos está definida para cada t ∈ T y cada ξ ∈ Mt(SO
�) en

el arco Lt si t ∈ T es un punto de discontinuidad lentamente oscilatoria a trozos de los

coeficientes a± ∈ PSO� del operador A = a+P+ + a−P−.

6.7.3 El teorema de dos idempotentes

Si t ∈ T y ξ ∈ Mt(SO
�), donde Mt(SO

�) es dada en la Subsección 6.2.2, entonces del

Lema 6.4 se sigue que el cálculo de śımbolos para el álgebra de Banach Aπp,ρ,ξ puede ser

obtenido aplicando el teorema de dos idempotentes (ver, e.g., [3], [4], [22] y las referencias

en ellos).

Aplicaremos la siguiente versión del teorema de dos idempotentes (ver [4, Teorema 8.7])

obtenido de [9] y [10].
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Teorema 6.12. Sea B un álgebra de Banach con identidad e y sean p y q idempotentes no

cero en B. Sea A la subálgebra cerrada más pequeña de B que contiene e, p y q. Ponemos

X := e− (p− q)2 y suponemos que los puntos 0 y 1 no son aislados en spBX. Definimos

el mapeo ωµ : {e, p, q} → C2×2 para µ ∈ C por

ωµ(e) =

[
1 0

0 1

]
, ωµ(p) =

[
1 0

0 0

]
ωµ(q) =

[
µ

√
µ(1− µ)√

µ(1− µ) 1− µ

]
,

donde
√
µ(1− µ) significa un valor arbitrario de la ráız cuadrada. Entonces

(a) para cada µ ∈ spAX el mapeo ωµ extiende a un homomorfismo de álgebra de Banach

ωµ de A en C2×2;

(b) un elemento A ∈ A es invertible en el álgebra B si y sólo si detωµ(A) 6= 0 para toda

µ ∈ spBX;

(c) un elemento A ∈ A es invertible en el álgebra A si y sólo si detωµ(A) 6= 0 para toda

µ ∈ spAX.

Necesitamos aplicar el Teorema 6.12 para cada ξ ∈M(SO�), y

B = Λπ
p,%,ξ, A = Aπp,%,ξ, e = Iπp,%,ξ, p = P π

p,%,ξ, q = Qπ
p,%,ξ,

X = [Xt]
π
p,%,ξ := Iπp,%,ξ − (P π

p,%,ξ −Qπ
p,%,ξ)

2,
(6.71)

donde P π
p,%,ξ y Qπ

p,%,ξ están dadas por (6.21), y el punto t ∈ T es asociado con el carácter

t = ξ|C .

6.7.4 Espectro de las clases [X]πp,%,ξ para t ∈ T y ξ ∈Mt(SO
�)

Dado t ∈ T, consideramos el álgebra conmutativa de Banach Dπt ⊂ Bπp,% generada por las

clases Iπ y [Xt]
π, donde

Xt := I − (χ+
t I − P+)2 ∈ Ap,% ⊂ Λp,%. (6.72)

Entonces el espacio de ideales maximales M(Dπt ) del álgebra Dπt coincide con el espectro

spΛπp,%
[Xt]

π del elemento [Xt]
π en el álgebra de Banach Λπ

p,% (ver, p. ej., [5, Sección 1.19]).

Para cada t ∈ T y cada ξ ∈Mt(SO
�), de acuerdo a (6.71) y (6.21), consideramos la clase

[Xt]
π
p,%,ξ := [I − (χ+

t I − P+)2]π + J π
p,%,ξ, (6.73)

la cual pertenece al álgebra de Banach Λπ
p,%,ξ. Vemos de (6.72) y (6.73) que [Xt]

π
p,%,ξ =

[Xt]
π + J π

p,%,ξ para todo ξ ∈Mt(SO
�) y toda t ∈ T.
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Teorema 6.13. Para cada t ∈ T y cada ξ ∈Mt(SO
�),

spΛπp,%,ξ
Xπ
p,%,ξ = spAπp,%,ξX

π
p,%,ξ = Lt, (6.74)

donde

Lt :=

(1 + coth(πx+ πi/p))/2 : x ∈ R si t 6= tj,

(1 + coth(πx+ πi(1/p+ βj)))/2 : x ∈ R si t = tj.
(6.75)

Demostración. Fijamos t ∈ T y ξ ∈ Mt(SO
�). Obviamente, para una vecindad sufi-

cientemente pequeña ut ⊂ T del punto t, obtenemos

spΛπp,%,ξ
[Xt]

π
p,%,ξ =

spΛπp,ξ
[χutXtχutI]πp,ξ si t 6= tj,

spΛπp,ξ
[χut%tjXt%

−1
tj χutI]πp,ξ si t = tj.

(6.76)

donde %tj = |t− tj|βj .
Sea γ = [0, δ), donde Ut = (−δ, δ) y 0 < δ < π/2. Considere el isomorfismo isométrico

Υ̃t : Lp(ut)→ Lp2(γ), (Υ̃tf)(x) =

{
f(teix)

f(te−ix)

}
, x ∈ γ. (6.77)

Entonces inferimos que

Υ̃t[χut(I − (χ+
t I − P+)2)χutI]Υ̃−1

t

'

[
χγ2

−1(I + SR+)χγI 0

0 χγ2
−1(I + SR+)χγI

]
si t 6= tj, (6.78)

Υ̃t[χut%tj(I − (χ+
t I − P+)2)%−1

tj
χutI]Υ̃−1

t

'

[
χγ2

−1(I + SR+,βj)χγI 0

0 χγ2
−1(I + SR+,βj)χγI

]
si t = tj, (6.79)

donde A ' B significa que A − B es un operador compacto. Identificando los puntos

ξ ∈Mt(SO
�) y los puntos ξ̃ en M0(SO�(γ)) y M0(SO�(R+)), concluimos que si Aπ ∈ J π

p,ξ,

entonces

Υ̃t(χutA
πχut)Υ̃

−1
t = [χγI]π[Aπi,j]

2
i,j=1, [χγI]π,

donde Aπi,j ∈ Jp,ξ̃,R+
para i, j = 1, 2. Por lo tanto, por (6.76)-(6.79), la invertibilidad de la

clase [Xt]
π
p,%,ξ en el álgebra de Banach Λπ

p,%,ξ es equivalente a la invertibilidad de la matriz

diagonal

diag
{

[2−1(I + SR+)]π
p,ξ̃
, [2−1(I + SR+)]π

p,ξ̃

}
si t 6= tj,

diag
{

[2−1(I + SR+,βj)]
π
p,ξ̃
, [2−1(I + SR+,βj)]

π
p,ξ̃

}
si t = tj,

(6.80)
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con entradas en Λπ
p,ξ̃

(R+). En consecuencia,

spΛπp,%,ξ
[Xt]

π
p,%,ξ =


spΛπ

p,ξ̃
(R+)[2

−1(I + SR+)]π
p,ξ̃

si t 6= tj,

spΛπ
p,ξ̃

(R+)[2
−1(I + SR+,βj)]

π
p,ξ̃

si t = tj.
(6.81)

Por otra parte, por el teorema del mapeo espectral y por las igualdades (6.58) seguidas

del Teorema 6.8, obtenemos
spΛπ

p,ξ̃
(R+)[2

−1(I + SR+)]π
p,ξ̃

= 2−1(1 + sp(R)) si t 6= tj,

spΛπ
p,ξ̃

(R+)[2
−1(I + SR+,βj)]

π
p,ξ̃

= 2−1(1 + sp,βj(R)) si t = tj,

donde sp(R) y sp,βj(R) están dadas por (6.40). Esto implica inmediatamente en vista de

(6.81) que

spΛπp,%,ξ
Xπ
p,%,ξ = Lt, (6.82)

donde Lt está dado por (6.75).

Finalmente, ya que el conjunto Lt dado por (6.75) no separa el plano complejo C y debido

a que Aπp,%,ξ es una subálgebra de Banach de Λπ
p,%,ξ inferimos de [24, Corolarios del Teorema

10.18] que

spΛπp,%,ξ
[Xt]

π
p,%,ξ = spAπp,%,ξ [Xt]

π
p,%,ξ. (6.83)

Combinando (6.82) y (6.83), obtenemos (6.74). �

La matriz de śımbolos está definida para cada t ∈ T y cada ξ ∈ Mt(SO
�) en el arco

circular Lt si t ∈ T es un punto de discontinuidad lentamente oscilatoria a trozos de los

coeficientes a± ∈ PSO� del operador A = a+P+ + A−P−.

6.7.5 Corolario del teorema de dos idempotentes

Para cada t ∈ T y ξ ∈Mt(SO
�), concluimos del Teorema 6.13 que

spΛπp,%,ξ
[Xt]

π
p,%,ξ = spAπp,%,ξ [Xt]

π
p,%,ξ = Lt,

donde Lt es dada por (6.75). Aplicando ahora el Teorema 6.12 con

B = Λπ
p,%,ξ, A = Aπp,%,ξ, e = Iπp,%,ξ, p = P π

p,%,ξ, q = Qπ
p,%,ξ,

X = [Xt]
π
p,%,ξ := Iπp,%,ξ − (P π

p,%,ξ −Qπ
p,%,ξ)

2,
(6.84)

donde P π
p,%,ξ y Qπ

p,%,ξ están dadas por (6.21), inmediatamente obtenemos lo siguiente.
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Teorema 6.14. Sea p ∈ (1,∞), sea % ∈ Ap(T) es un peso potencial dado por (6.3), sea

t ∈ T y sea ξ ∈ Mt(SO
�). Entonces el álgebra de Banach Aπp,%,ξ es inversamente cerrada

en el álgebra de Banach Λπ
p,%,ξ, y

(i) para cada µ ∈ Lt, el mapeo πµ : {Iπp,%,ξ, P π
p,%,ξ, Q

π
p,%,ξ} → C2×2 dado por

πµ(Iπp,%,ξ) = I2×2,

πµ(P π
p,%,ξ) =

[
1 0

0 0

]
, πµ(Qπ

p,%,ξ) =

[
µ

√
µ(1− µ)√

µ(1− µ) 1− µ

]

extiende a un homomorfismo de álgebra de Banach πµ : Aπp,%,ξ → C2×2, donde√
µ(1− µ) significa un arbitrario valor de la ráız cuadrada;

(ii) una clase Aπp,%,ξ ∈ Aπp,%,ξ es invertible en el álgebra de Banach Λπ
p,%,ξ (equivalente-

mente, en el álgebra Aπp,%,ξ) si y sólo si det[πµ(Aπp,%,ξ)] 6= 0 para toda µ ∈ Lt.

6.8 El estudio de Fredholm del álgebra de Banach

Ap,%

Con el álgebra de Banach Ap,% dada por (6.4), asociamos el conjunto

M :=
⋃
t∈T

Mt, (6.85)

donde, para cada t ∈ T,

Mt := Mt(SO
�)× Lt (6.86)

y Lt está dado por (6.75). Sea B(M,C2×2) la C∗-álgebra de todas las funciones matriciales

f : M→ C2×2.

Aplicando los resultados de las Secciones 6.4.1 y 6.7, establecemos el resultado principal

de la tesis que contiene un cálculo de śımbolos para el álgebra de Banach Ap,% y un criterio

de Fredholm para los operadores A ∈ Ap,%.

Teorema 6.15. Sea p ∈ (1,∞), sea % ∈ Ap(T) es un peso potencial dado por (6.3).

Entonces el mapeo Sim : {aI : a ∈ PSO�} ∪ {ST} → B(M,C2×2) dado por las funciones
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matriciales

(Sim ST)(ξ, µ) := diag {1,−1} para todo (ξ, µ) ∈M,

(Sim aI)(ξ, µ) :=

[
a(ξ, 1)µ+ a(ξ, 0)(1− µ) [a(ξ, 1)− a(ξ, 0)] %(µ)

[a(ξ, 1)− a(ξ, 0)] %(µ) a(ξ, 1)(1− µ) + a(ξ, 0)µ

]
para todo (ξ, µ) ∈M,

(6.87)

donde a(ξ, µ) es la transformada de Gelfand de una función a ∈ PSO� para (ξ, µ) ∈
M(PSO�) y %(µ) =

√
µ(1− µ) para toda µ ∈

⋃
t∈T Lt, extiende a un homomorfismo de

álgebra de Banach

Sim : Ap,% → B(M,C2×2) (6.88)

cuyo kernel contiene todos los operadores compactos sobre Lp(T, %). El álgebra de Banach

Ap,% es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin Bπp,%, y un operador A ∈ Ap,% es

Fredholm en el espacio Lp(T, %) si y sólo si

det((Sim A)(ξ, µ)) 6= 0 para todo (ξ, µ) ∈M. (6.89)

Demostración. Aplicando el Teorema 6.5 obtenemos los representantes de las clases

Aπp,%,ξ para el álgebra Ap,%, usando el Lema 6.3 sabemos la estructura de las álgebras

Aπp,%,ξ, después, del Teorema 6.14 obtenemos el criterio del Teorema 6.15. �

6.8.1 Criterio de Fredholm para el problema de Carleman.

Para lograr un resultado análogo al obtenido en la Sección 6.7.2 para funciones a, b ∈
PSO� debemos considerar, en lugar de ĺımites unilaterales, ĺımites laterales parametriza-

dos por puntos de fibras en cada punto de discontinuidad, es decir, a(ξ+) en lugar de

a(t+ 0) y a(ξ−) en lugar de a(t− 0), donde ξ ∈Mt(SO
�), a ∈ SO�.

ξ 7→ a(ξ) es la transformada de Gelfand de la función a ∈ SO�. El espacio de ideales

maximales en SO� es

M(SO�) =
⋃
t∈T

Mt(SO
�).

Para una función a ∈ PSO� la podemos expresar como a ∼ a+χ
+
t + a−χ

−
t donde a± ∈

SO�. De esta forma la función a se identifica a → (a(ξ+), a(ξ−)) ∀ξ ∈ Mt(SO
�), con

a(ξ+) = a+(ξ), a(ξ−) = a−(ξ).
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Teorema 6.16. El operador A = aP+ + bP− es Fredholm en el espacio Lp(T, %) si y sólo

si la matriz

A(ξ, x) =

(
a(ξ+)x+ b(ξ+)(1− x) [a(ξ+)− b(ξ+)]

√
x(1− x)

[a(ξ−)− b(ξ−)]
√
x(1− x) a(ξ−)(1− x) + b(ξ−)x

)

es invertible (detA(ξ, x) 6= 0) para todos (ξ, x) ∈
⋃
t∈TMt(SO

�) × Lt, donde el arco Lt
esta definido por (6.70).

De la condición (detA(ξ, x) 6= 0) se tiene lo siguiente

a(ξ+)b(ξ−)x+ a(ξ−)b(ξ+)(1− x) 6= 0.

Hemos mencionado que para el problema de Carleman haremos uso de el desplazamiento

especial (1.3) el cual reduce el problema de Carleman al problema de Riemann.
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[2] J. Bergh and J. Löfström, Interpolacion Spaces. An Introduction. Springer, Berlin,

1976.
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