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Resumen

Las ecuaciones fuchsianas fueron introducidas por H. Poincaré en el estudio
de la ecuación hipergeométrica.

Los grupos fuchsianos resultaron ser subgrupos de isometrías del plano hi-
perbólico, mostrando que la ecuación hipergeométrica estaba relacionada a
estructuras geométricas hiperbólicas, particularmente, las teselaciones hiper-
bólicas.

En esta tesis se presentarán las ecuaciones fuchsianas desde un punto de vista
geométrico, para comenzar se anunciarán algunos preliminares que nos ayu-
darán a adentrarnos en esta tesis.

Uno de los objetivos de esta tesis es conocer más a fondo la ecuación fuchsia-
na, así como sus principales características que las representan. Para estudiar
las ecuaciones fuchsianas, podemos recuperar propiedades de estas analizan-
do su comportamiento en los puntos singulares.

Además de la ecuación fuchsiana construiremos teselaciones en el plano hi-
perbólico. De esta manera, desde un aspecto geométrico podremos distinguir
entre distintas ecuaciones al comparar sus teselaciones.

Finalmente, usaremos el método de Frobenius para resolver algunos casos de
la ecuación fuchsiana. Éste método también nos permite construir algunos
ejemplos de las teselaciones hiperbólicas asociadas a la ecuación hipergeomé-
trica.
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Capítulo 1

Introducción

Las ecuaciones diferenciales nos permiten modelar una gran variedad de fe-
nómenos que ocurren en la naturaleza.

Dependiendo de la naturaleza de la ecuación, estas se puede clasi�car en:
ecuaciones diferenciales ordinarias (en una sola variable dependiente) y ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales (en varias variables independien-
tes).

Las ecuaciones diferenciales ordinarias a su vez se clasi�can en: lineales (los
coe�cientes sólo dependen de la variable independiente) y no lineales (los
coe�cientes pueden depender de la variable dependiente).

Las ecuaciones lineales de segundo orden se utilizan para modelar fenómenos
matemáticos.

En general, las ecuaciones diferenciales de orden arbitrario tienen más de dos
soluciones linealmente independientes.

Pretendemos estudiar las ecuaciones fuchsianas desde un punto de vista geo-
métrico. Además, estudiaremos ecuaciones diferenciales ordinarias de segun-
do orden que admitan puntos singulares, pero de singularidad regular. Estas
ecuaciones diferenciales se denominan de tipo fuchsianas.

Las ecuaciones fuchsianas se caracterizan por ser invariantes por transforma-
ciones de Möbius. Ademas se dice que una ecuación es fuchsiana si presenta
un numero �nito de singularidades en la esfera de Riemann.

El estudio de las propiedades de las transformaciones de Möbius motiva, a su
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vez, la de�nición de la razón doble de una terna de números complejos. Este
planteamiento será el ideal para hablar de simetría en el plano ampliado y,
posteriormente, para determinar las transformaciones de Möbius que dejan
invariantes ciertos dominios del plano complejo, como por ejemplo el disco
unitario.

En el segundo capítulo, hablaremos de algunos conceptos preliminares y así
conocer algunas ideas y construcciones referentes a las ecuaciones diferencia-
les ordinarias.

En el capítulo 3 empezaremos a introducir los grupos de simetrías para ir
adentrándonos al ámbito geométrico.

En el capítulo 4 hablaremos sobre las teselaciones, para conocer sus principa-
les características y cómo funcionan, para esta tesis son de gran importancia
ya que analizaremos nuestra ecuación fuchsiana.

En el capítulo 5, hablaremos del tema fundamental de nuestro proyecto; aquí
explicaremos detalladamente las características de las ecuaciones fuchsianas.

En el capítulo 6, se analizan los fundamentos teóricos del método de Frobe-
nius. Posteriormente, se resolverá nuestra ecuación fuchsiana con el método
de Frobenius.

Finalmente en el capítulo 7 hablaremos de los grupos triangulares, los cuales
revelan un aspecto algebraico de las ecuaciones fuchsianas. Más aún, dado
que estos grupos son de naturaleza geométrica los usaremos para construir
algunas teselaciones triangulares en el disco de Poincaré.
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Capítulo 2

Preliminares

"Nunca consideres al estudio como una obligación,

sino como una oportunidad para penetrar

en el bello y maravilloso mundo del saber."

Albert Einstein.

El objetivo de este capítulo es dar a conocer algunos de los conceptos refe-
rentes a las ecuaciones diferenciales ordinarias.

De la teoría de análisis de funciones, usaremos los conceptos de función ana-
lítica y singularidad 1, los cuales se estudian usando conceptos de variable
compleja.

En matemáticas las funciones analíticas son funciones in�nito diferenciables
de variable compleja, se pueden representar por medio de series de potencias
uniformes y convergentes con un radio de convergencia determinado. La no-
ción de función analítica puede de�nirse para funciones reales o complejas,
aunque ambos conjuntos tienen propiedades distintas.
Las funciones complejas derivables en un abierto siempre son analíticas, y se
denominan funciones holomorfas. Sin embargo, una función real in�nitamen-
te derivable no es necesariamente analítica.

Teorema 1. Una función f(z), es analítica en un punto z0 si es derivable
en todos los puntos de algún entorno de z0.

Una función analítica en cada uno de los puntos de un conjunto abierto S, es
analítica en S, por ello se les conoce también a las funciones analíticas como
funciones holomorfas.

1Aquellos puntos donde una función no es analítica.
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2.1. Existencia de soluciones a ecuaciones dife-

renciales ordinarias

La existencia de una solución se establece directamente resolviendo el pro-
blema y encontrando la función que veri�ca las condiciones pedidas.
Para que los métodos sean e�caces se debe de asegurar la existencia y uni-
cidad de la solución, lo cuál se conoce como un problema de valor inicial o
problema de Cauchy.

De�nición 1. Sea f(x,y) una función continua, de�nida en [a, b]×Rn y con
valores en Rn.
Sea x0 un punto del intervalo [a, b]. Se considera la ecuación diferencial:
y′ = f(x, y) y el valor de la solución en el punto x0, y(x0) = y0, y0 ∈ Rn.

La existencia de una derivada compleja es una condición mucho más fuerte
que la existencia de una derivada real, debido a que implica la presentación
de una función en serie de potencias.
En está sección veremos que la introducción de la derivada compleja nos per-
mitirá estudiar de una manera correcta la teoría de ecuaciones diferenciales.

En el dominio real, una ecuación diferencial ordinaria lineal de orden n posee
n soluciones linealmente independientes, por lo cuál en el dominio complejo
puede ocurrir que dos soluciones locales sean elementos de la misma función
analítica global. Así mismo, las soluciones de ecuaciones diferenciales de�ni-
das sobre el dominio complejo son funciones analíticas globales, cuyo dominio
no necesariamente es el mismo en el cual los coe�cientes están de�nidos.

Se entiende por solución local, aquella solución cuyo dominio está contenido
en el de los coe�cientes.

De�nición 2. Una ecuación diferencial ordinaria lineal de orden n es de la
forma:

p0(z)w(n)(z) + p1(z)w(n−1)(z) + ...+ pn(z)w0(z) = b(z) (2.1)

donde pi(z) y b(z) son funciones analíticas de�nidas sobre un dominio co-
mún. Si b(z) = 0 llamamos a la ecuación homogénea, en caso contrario, no
homogénea.

De�nición 3. Una solución para la ecuación diferencial (2.1) es una función
analítica global f que satisface la igualdad.
Una solución local de (2.1) es una función analítica f de�nida sobre Ω (un
abierto de C) que satisface la igualdad.
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Aunque los coe�cientes de una ecuación diferencial de la forma (2.1), son
en general funciones analíticas, en esta tesis, consideraremos únicamente el
caso cuando todos los coe�cientes son polinomios y el interés principal será el
estudio de las raíces del coe�ciente principal p0(z). La importancia de estos
puntos es que determinan si existe o no solución y, más aún, determinan la
forma que deben tener estas soluciones.

De�nición 4. Un punto z0 ∈ Ω es llamado un punto ordinario de la
ecuación diferencial (2.1) si p0(z0) 6= 0. Si p0(z0) = 0 entonces z0 es llamado
un punto singular 2.

2.2. Principio de re�exión de Schwarz

De�nición 5. Sea f : Ω −→ C una función analítica excepto posiblemente en
un segmento de linea, pero con f continua en todo Ω. Entonces f : Ω −→ C
es analítica.

Demostración. Decimos que el segmento de linea L está en el eje real. Quere-
mos probar que

∫
γ
f(z)dz = 0 para cualquier rectángulo R ⊆ Ω con γ = ∂R.

Entonces tenemos que:
Si

R ⊂ Ω \ L⇒
∫
γ

f(z)dz = 0.

De�nición 6. (Principio de re�exión de Schwarz):
Sea f una función analítica en D, el cual está contenido en un semiplano,
tal que la frontera de D contiene un segmento γ dado por la frontera del
semiplano, y f cumple que f(γ) ⊆ γ y es continua en D∪γ. Entonces existe
D∗ (Re�ejado de D con respecto al semiplano) tal f se puede extender a
D∪γ∪D∗ y resulta ser analítica, está función cumple la siguiente propiedad:
f̂(z) = f ∗(z∗) ∀z ∈ D∗.

Ejemplo 1. Sea f una función analítica en el semi-disco: |z| ≤ 1, Imz > 0
tal que es real sobre el semi- círculo |z| = 1, Imz > 0. Demostrar que si
de�nimos

g(z) =

f(z) si |z| ≤ 1, Imz > 0

f(
1

z̄
) si |z| > 1, Imz > 0

2Un punto singular de una función es continua, pero la derivada en un entorno de dicho

punto es discontinua.
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entonces g es analítica en el semi-plano superior.

Entonces, el simétrico en un disco es de la forma z∗ =
R2

z − α
+ α, con α el

centro del disco, y R el radio del disco. Que en este caso equivalen a: R = 1,

α = 0, por lo tanto z∗ =
1

z
, y como en el espacio de llegada, el simétrico es

simplemente el conjugado.

2.3. Los discos son equivalentes al plano

superior.

Empezaremos de�niendo el disco unitario ∆ = {z ∈ C | |z| < 1}. Con esto
podemos hacer una generalización al concepto de disco mediante la siguiente
forma, decimos que D es un disco en la esfera de Riemann si D es la imagen
de ∆ bajo una transformación del grupo de Möbius Mob(C) que consiste en
elementos de la forma:

υ =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1.

Se sigue que todas las transformaciones de Möbius pueden de�nirse por ma-
trices de la forma: (

a b
c d

)
. (2.2)

A este grupo de matrices se le denota por SL(2,C). El centro de este grupo
consiste de las matrices ±Id.

Proposición 1. Dos transformaciones de Möbius

T (z) =
az + b

cz + d
y S(z) =

a′z + b′

c′z + d′

son iguales si y sólo si existe k ∈ C, tal que

a = ka′, b = kb′, c = kc′, d = kd′.

Demostración. La condición de su�ciencia es inmediata. Para probar la ne-
cesidad obsérvese primero que como T y S coinciden en 0 y ∞, se tiene que
si a = 0, entonces a′ = 0, y si b = 0, entonces b′ = 0, etcétera. Probamos
primero el caso a, b, c, d 6= 0, se tiene que

T
−1

(∞) = −d/c = −d′/c′, y T
−1

(0) = −b/a = −b′/a′.
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Escribiendo tenemos:

d/d′ = c/c′ = λ, b/b′ = a/a′ = µ,

entonces tenemos que

az + b

cz + d
=
µa′z + µb′

λc′z + λd′
=
µ

λ

(a′z + b′)

(c′z + d′)
.

En particular, al evaluar T y S en la preimagen de 1, se tiene µ/λ = 1, por
lo cual µ = λ. Los casos en los que algún coe�ciente es cero son más sencillos.

(i) Si b, c = 0, evaluando en 1 se tiene a/d = a′/d′ y a/a′ = d/d′.

(ii) Si c = 0 y b 6= 0, como el primer caso, b/b′ = a/a′ = µ y para alguna
λ, d = λd′.

De la proposición anterior se sigue que hay exactamente dos matrices uni-
modulares3 que determinan una transformación de Möbius dada. Esto es, ya
que si T es de Möbius y está de�nida por las matrices(

a b
c d

)
,

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ SL(2,C), (2.3)

entonces
1 = (a′d′ − b′c′) = k2(ad− bc) = k2

y

k = ±1, i.e.

(
a′ b′

c′ d′

)
= ±

(
a b
c d

)
.

Al cociente de SL(2,C) sobre su centro ±Id se le llama su proyectivización,
este grupo cociente, denotado por PSL(2,C), es isomorfo al grupo de trans-
formaciones de Möbius complejas. De ahora en adelante identi�caremos al
grupo de transformaciones de Möbius con PSL(2,C).

Entre los posibles discos que ahora se discuten está el semiplano superior

H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0}.
3Es una matriz cuadrada de enteros con determinante +1 o −1.
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Que es la imagen de ∆ bajo la transformación de Cayley γ(z) = z−i
z+i

que
manda la circunferencia unitaria a la recta real, mandando la terna (−1, i, 1)
a la terna (∞, 0, 1). En general, podemos considerar a un semiplano en el
plano como un disco cuya frontera contiene al in�nito. Sin embargo, en la
esfera unitaria es exactamente la intersección de un semiespacio con la esfera
unitaria.
Nos interesa el subgrupo de PSL(2,C) que deja el semiplano superior in-
variante este es PSL(2,R), el cual coincide con el grupo de isometrías que
preservan orientación del modelo del plano hiperbólico dado por el semiplano.

El semiplano es uno de los modelos más útiles del plano hiperbólico. Dado
que en este modelo, es más simple calcular las geodesicas y diferentes objetos
relacionados con la geometría hiperbólica. El disco unitario, llamado también
de Poincaré, es un segundo modelo del plano hiperbólico, más homogéneo
que el semiplano superior, ya que todos los puntos en la �recta� al in�nito,
es decir, en el círculo unitario, son similares.

De�nición 7. El plano superior H2 provisto con la métrica de�nida por la
densidad

λ(z) =
1

Imz
se le llama el plano hiperbólico y a esta métrica se le llama la métrica hiper-
bólica.

En este modelo, llamado del semiplano, es intuitivamente claro que si se tiene
una curva C en H2 y se traslada en dirección vertical, su longitud hiperbó-
lica puede crecer tanto como se quiera (si se mueve hacia abajo), o puede
decrecer tanto como se quiera (si se mueve hacia arriba); sin embargo la
longitud euclideana siempre es la misma. Viceversa, existen curvas que eucli-
deanamente miden cualquier valor que se quiera, pero que hiperbólicamente
siempre miden lo mismo.

De�nición 8. El disco unitario ∆ = {z ∈ C | |z| < 1} provisto con la mé-
trica de�nida por la densidad

σ(w) =
2

1− |w|2
,

se le conoce como el disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama
hiperbólica.

A ambos modelos, el disco de Poincaré y el semiplano H2, se les conoce como
el plano hiperbólico.
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2.4. Teoremas de continuación analítica

Si consideramos las siguientes funciones analíticas
√
z y log z = ln |z|+ ı arg z

donde −π < arg z < π. Podemos observar que si no se restringe el dominio
para el arg z, entonces las expresiones

√
z y log z no de�nen funciones en

el sentido usual, ya que toman más de un valor para cada elemento de su
dominio.

En el análisis complejo se estudia ampliamente esta clase especial de funcio-
nes y en un intento por extender el dominio para dichas funciones surgen las
llamadas "funciones analíticas globales"que son mas bien colecciones de fun-
ciones analíticas bien de�nidas (univaluadas). Así mismo la teoría que trata
el problema de extender el dominio de las funciones analíticas es llamada
Teoría de la continuación analítica.
El teorema de continuación analítica es desarrollado a partir de un resultado
del análisis complejo.

Principio de continuación analítica: Este principio, garantiza la unicidad
de las extensiones de las funciones reales a funciones complejas. Por ejemplo,
la extensión de la exponencial real a la exponencial compleja.

Teorema 2. Si dos funciones f y g son analíticas en una región Ω, y si
existe una sucesión {zn} de puntos distintos de Ω que convergen a z0 ∈ Ω,
tal que f(zn) = g(zn) para toda n ∈ N, entonces f = g en todo Ω.

La conclusión es válida, en particular, si f = g en alguna vecindad de algún
punto de Ω. La idea de la continuación analítica es extender el dominio de
una función analítica a un conjunto lo más grande posible. Si una función f es
entera, entonces no existen problemas de continuación puesto que su dominio
de analiticidad es todo el plano complejo. De esta manera, supongamos que
tenemos de�nida una función f1(z) que es analítica en la región Ω1; y que
podemos hallar una función f2(z) que es analítica en una región Ω2 donde
Ω1 ∩ Ω2 6= 0 y es tal que f2(z) = f1(z) para todo z ∈ Ω1 ∩ zΩ2, entonces se
dice que f2(z) es una continuación analítica directa de f1(z) a la región Ω2.
Juntos f1 y f2 de�nen una función analítica f en Ω1∪Ω2 tal que f(z) = f1(z)
si z ∈ Ω1 y f(z) = f2(z) si z ∈ Ω2.

2.5. Teorema de Monodromía

La palabra monodromía proviene del griego, que signi�ca recorrer una vez o
recorrer uniformemente. Este término lo utilizó, probablemente por primera
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vez, B. Riemann en 1857. De manera general, la monodromía describe fenó-
menos parametrizados por un espacio base de manera que al realizar caminos
cerrados en dicho espacio base, los fenómenos sufren una cierta transforma-
ción.

Teorema 3. Principio de Monodromía: Sea (g0;E0); (g1;E1);...; (gm;Em)
otra continuación analítica de (g0;E0) a lo largo de la sucesión conectada
E0;E1;E2; ...;Em con respecto a la partición de la ruta γ.
Si f0 = go en una vecindad de z0, entonces gm = fn en alguna vecindad de
γ(b), así (gm;Em) es una continuación analítica directa de fn;Dn.

Teorema 4. Teorema de Monodromía.
Supongamos que Ω es un abierto simplemente conexo, D = D(t0, R) ⊂ Ω un
disco abierto y (f,D) un germen de función de Ω, con f : D → C una función
holomorfa. Si f admite prolongación analítica a lo largo de cualquier camino
en Ω, entonces existe una función g holomorfa en Ω, tal que g(z) = f(z) ∀
t ∈ D(t0, R).

Demostración. Sean Γ0 y Γ1 dos curvas de Ω desde el centro del disco D (sea
por ejemplo t0 el centro de dicho disco). Las prolongaciones analíticas de
(f,D) a lo largo de Γ0 y Γ1 conducen al mismo elemento (gβ, Dβ), donde Dβ

es un disco con centro en β ∈ C. Si Dη es un disco que corta a Dβ, entonces
(gη, Dη) puede obtenerse prolongando en primer lugar (f,D) hasta β, y luego
a lo largo de una línea recta que una β y η. Esto prueba que gβ = gη en el
conjunto Dβ ∩Dη.
La de�nición de la función g como:

g(t) = gβ(t)

es en consecuencia consistente y proporciona la extensión holomorfa de f
buscada.
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Capítulo 3

Grupos de simetrías

"Quien ama la práctica sin teoría es

como el marinero que se embarca sin

timón ni brújula y no sabe a donde ir"

Leonardo da Vinci.

La profundización en el conocimiento de la naturaleza pone en evidencia la
universalidad de la simetría y su relación con la complejidad de los objetos.
La simetría inicialmente fue denotada como proporcionalidad y equilibrio.

Un objeto simétrico podemos someterlo a ciertas operaciones sin que el ob-
jeto cambie su estructura luego de efectuar cada una de las operaciones, en
otras palabras, si al efectuar una operación sobre el objeto este permanece
invariante1. En este caso a la operación se le llama simetría del objeto.

La simetría es un rasgo característico de formas geométricas, sistemas, ecua-
ciones y otros objetos materiales, o entidades abstractas, relacionada con su
invariancia2 bajo ciertas transformaciones geométricas como rotaciones, tras-
laciones y simetrías.
Existen cinco tipos de simetría:

1. De rotación.
Es el giro que experimenta todo objeto de manera repetitiva, hasta que
�naliza consiguiendo la posición idéntica que tenía al principio.

1Un objeto se dice invariante respecto de o bajo una transformación si permanece

inalterado tras la acción de una trasformación.
2Una entidad se considera invariante bajo un conjunto de transformaciones si la imagen

transformada de la entidad es indistinguible de la original. La propiedad de ser invariante

se conoce como invarianza o invariancia.
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2. De abatimiento.
En este caso lo que se logra, es tener dos partes iguales de un objeto
concreto tras llevarse a cabo un giro de 180◦ de una con respecto a la
otra.

3. De traslación.
Es un conjunto de repeticiones que lleva a cabo un objeto a una dis-
tancia siempre idéntica del eje y durante una linea que puede estar
colocada en cualquier posición.

4. De ampliación.
Se emplea para dejar patente que dos partes de un todo son semejantes
y es que tienen la misma forma pero no un tamaño igual.

5. Bilateral.
Es la que permite que se obtenga un retrato bilateral que tiene como
espina dorsal un eje de simetría. A los lados de este aparecen formas
iguales a la misma distancia de él que serán las que permitan crear ese
citado retrato.

Un objeto es simétrico en lo que concierne a una operación matemática si el
resultado de aplicar esa operación o transformación al objeto, el resultado es
un objeto indistinguible en su aspecto del objeto original. Dos objetos son
simétricos uno al otro en lo que concierne a un grupo dado de operaciones si
uno es obtenido de otro por algunas operaciones (y viceversa).

Las simetrías son transformaciones que, entre otras cosas, deben dejar intacta
dicha estructura geométrica.

De�nición 9. Dado un objeto � del plano R2 una aplicación : R2 → R2 se
dirá una simetría de � siempre que:

1. La deja invariante (Aplica el objeto en sí mismo).

2. Preserva la estructura.

3. Es un difeomor�smo3.

Existen 2 tipos de transformaciones; rígidas (isometrías lineales o transforma-
ciones ortogonales) que dan como resultado una �gura totalmente equivalente
desde un punto de vista geométrico, es decir, puede ser la misma �gura. Es-
tas transformaciones consisten en rotar la �gura en un angulo z(2π

n
) radianes

3Es una función inversible diferenciable cuya inversa es también diferenciable.
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(z ∈ Z) o bien en voltearla en torno a alguno de sus ejes principales (los que
pasan por el punto medio de un lado).
Si aplicamos sucesivamente dos transformaciones de simetrías, obtenemos la
misma �gura y también podemos ver el producto (la composición) de dos
simetrías es una simetría.
Existe una simetría que no mueve ningún punto; la rotación del ángulo 0 que
llamamos elemento neutro ó la identidad, y para cada simetría que no sea la
identidad existe una inversa que vuelve los puntos a su lugar inicial.

Ejemplo 2. Si tenemos 3 simetrías T1, T2, T3 y aplicamos el producto a las
simetrías:

(T1 ∗ T2) ∗ T3

y

T1 ∗ (T2 ∗ T3)

son iguales, ya que el producto es la composición de funciones, que sabes es
asociativa.

Está estructura se llama grupo en álgebra, es decir, un conjunto entre cuyos
elementos tiene un producto asociativo y tal que un elemento resulta neutro
y cada elemento tiene asociado un inverso.
De manera más general, dado un cierto objeto geométrico en el plano, algunas
veces viene asociada una cierta estructura, es decir, algo que nos dice como
está conformado el objeto.

De�nición 10. Un grupo es un conjunto no vacíoG junto con una aplicación
binaria ⊗ : G×G→ G (observamos que ⊗(g, h) = g ⊗ h para cada (g, h) ∈
G×G y llamamos a g ⊗ h el producto de g con h) tal que:

1. El producto es asociativo, es decir, para g, h, k ∈ G se tiene (g⊗h)⊗k =
g ⊗ (h⊗ k).

2. Existe un elemento neutro en G, es decir existe u ∈ G tal que para cada
g en G se cumple g ⊗ u = u⊗ g = g.

3. Para cada g en G, existe un elemento inverso, es decir un h ∈ G tal
que g ⊗ h = h⊗ g = u. Que lo denotamos por g−1.

Simetrías de otros objetos que no sean polígonos regulares dan lugar, por
supuesto, a otros grupos, como por ejemplo; las simetrías de un triángulo
isósceles (no equilátero) conforman el grupo Z2.
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Ejemplo 3. Tomamos la circunferencia unitaria S1 = {x, y : x2 + y2 =
1}, se de�nen las proyecciones estereográ�cas sobre R2, x1 y x2 quitando
respectivamente los puntos (0, 1) y (0,−1).

Entonces se comprueba que se trata entonces de una variedad 1-dimensional.
Las simetrías del circulo unitario S1 = {x, y : x2 + y2 = 1}. Un tipo de
simetría bastante evidente es la rotación del ángulo para cualquier real, que
se obtiene en coordenadas cartesianas (y en base canonical) o en coordenadas
polares.

La rotación, siendo una transformación ortogonal, preserva la estructura geo-
métrica del objeto.
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Capítulo 4

Teselaciones

Cuán audaz se vuelve uno

cuando está seguro de ser amado

Sigmund FREUD.

Las teselaciones son un patrón de �guras, llamadas teselas o mosaicos, que
recubren o pavimentan completamente una super�cie plana S que cumple
con dos requisitos:

1. Que no queden espacios vacíos, es decir, la super�cie S es igual a la
unión de las teselas.

2. Que las teselas se superpongan, esto es que la intersección de dos teselas
dadas tenga interior vacío.

Una forma de crear teselaciones es usando copias isométricas de una �gura
inicial, es decir, copias idénticas de una o diversas piezas o teselas con las
cuales se componen �guras para recubrir enteramente una super�cie.

De�nición 11. Una Isometría preserva distancias, f : R2 → R2. Si
p1 = (x, y)→ f(x, y)
p2 = (a, b)→ f(a, b)
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Entonces tenemos

d(p1, p2) = d(f(p1), f(p2)).

Una teselación es una construcción de polígonos regulares o irregulares que
al juntarles sin suponerse no dejan huecos entre sí, ademas se combinan para
cubrir el plano, son básicamente teselaciones no periódicas.

De�nición 12. Una teselación se denomina �periódica� cuando podemos de-
limitar en la región que pavimenta el plano por traslación, desplazando la ubi-
cación de la región sin someterla a giros ni simetrías. Se denomina regular,
si está realizada por un tipo de polígonos regulares.

Todo polígono regular puede ensamblarse con otros de su misma especie o
de distinta siempre que los ángulos de cada uno sumen cuatro rectos.
Una teselación semirregular consiste en una pavimentación del plano con un
mosaico de polígonos regulares de vértices comunes y arbitrarios número de
lados.

De�nición 13. Una teselación es �aperiódica� o no periódica cuando no
tiene traslaciones que hagan que coincida consigo misma. De la misma forma
es sencillo convertir una teselación periódica en aperiódica seleccionando las
teselas en dos y alternando la orientación con el �n de evitar la periodicidad.
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4.1. Teselación regular

De�nición 14. Una teselación se denomina regular si se utiliza un único
tipo de polígono (un solo tipo de baldosa) y en cada vértice el numero de
baldosas que lo rodean es el mismo. Tales polígonos pueden ser regulares (en
cuyo caso se hablaría de teselación regular mediante polígonos regulares) o
no (por ejemplo los rombos de cualquier retículo plano).

Una teselación regular es un patrón que se consigue repitiendo un polígono
regular y solo existen 3 teselaciones regulares.

1. Triángulo equilátero: Polígono regular de tres lados, podemos cubrir
el plano utilizando solo triángulos equiláteros congruentes, sin dejar
huecos y sin que haya traslapes.

2. Cuadrado: Polígono regular de cuatro lados, y también es claro que es
posible cubrir el plano utilizando cuadrados congruentes.

3. Hexágono: Esto se lograría dividiendo el hexágono en seis triángulos,
así la suma de los ángulos interiores de un hexágono es 4 × 1800, de
donde, si denotamos por β la medida de un ángulo interior del hexá-
gono, tenemos:

β =
suma de los ángulos interiores

6
=

4× 1800

6
= 120.

Si realizamos un análisis similar para polígonos de siete o más lados, podre-
mos determinar la medida de los ángulos interiores de un polígono de n lados.

Primeramente, notamos que un polígono de n lados puede dividirse en n− 2
triángulos, y como la suma de los ángulos interiores de un triángulo es
igual a 1800, entonces la suma de los ángulos interiores de dicho polígono
es (n− 2)× 1800. Como este polígono posee n-ángulos interiores, si β denota
la medida de cada ángulo tenemos que:

β =
suma de los ángulos interiores

n
=

(n− 2)(1800)

n
.

Entonces se puede construir la siguiente tabla:
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Figura 4.1: Tabla de polígonos regulares

Las únicas teselaciones regulares por polígonos regulares son las {3, 6}, {4, 4}
y {6, 3} (teselaciones con triángulos, cuadrados y hexágonos).

Demostración. Un polígono regular de n lados tiene ángulos de

β =
(n− 2)(1800)

n
.

Si en cada vértice se encuentran m polígonos debe tenerse:

1800(n− 2)m

n
= 360,

es decir, la ecuación:
(n− 2)(m− 2) = 4.

Ecuación cuyas únicas soluciones son las del enunciado, dado que n y m son
números naturales.

A diferencia de lo que ocurre en el plano euclidiano, en el plano hiperbó-
lico existen in�nitas teselaciones regulares. Mientras que el primero puede
cubrirse con polígonos regulares iguales de tres, cuatro o seis lados, el plano
hiperbólico, puede ser cubierto por polígonos regulares iguales de cualquier
número de lados y teniendo además la posibilidad de elegir la cantidad de
polígonos que concurren a cada vértice.

Esta es una de las consecuencias de la no unicidad de la recta paralela a
otra por un punto. En esta geometría, los ángulos interiores de los triángu-
los hiperbólicos no suman π y siempre es posible elegir un triangulo cuyos
ángulos tengan cualquier medida, siempre que sumen menos que π. Una vez
elegidos los ángulos, nuestro triangulo queda determinado, porque todos los
triángulos que tienen ángulos iguales son isométricos.
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Figura 4.2: Polígonos que concurren en cada vértice.

Esta particularidad hace que sea posible encontrar polígonos regulares cuyos
ángulos interiores no tengan una medida predeterminada, como ocurre en el
plano euclidiano.

Figura 4.3: Diagrama de tipos de teselaciones.

En la geometría hiperbólica existen polígonos regulares con la misma can-
tidad de lados y distintas medidas de sus ángulos. Pero lo que no se puede
elegir es la medida de sus lados, ya que la misma queda determinada por los
otros parámetros elegidos.
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El punto clave en todo esto es el concepto de medida, es decir todo depende de
la métrica que estemos considerando. La métrica hiperbólica no es la misma
que la euclidiana y además depende del modelo que se utilice.
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Capítulo 5

Ecuaciones fuchsianas

"Los encantos de esta ciencia sublime,

las matemáticas, sólo se le revelan

a aquellos que tienen el valor

de profundizar en ella"

Carl Friedrich Gauss.

En la literatura existe un método para resolver ecuaciones fuchsianas y es
conocido como método de Frobenius el cual analizaremos en el siguiente
capítulo, el método de Frobenius fue desarrollado en 1873 por Lázaro Fuchs
y George Frobenius. El método consiste en proponer la solución de la forma:

ψ′′(z) + p(z)ψ′(z) + q(z)ψ(z) = F (z) (5.1)

donde p(z), q(z) y F (z) están de�nidas sobre algún dominio del plano com-
plejo.

Teorema 5. Suponga que las funciones p y q son analíticas en el disco abier-
to |z| < R contenido en Ω y sean a0 y a1 dos números complejos arbitrarios.
Entonces existe una y solo una solución local f con las siguientes propiedades:

1. f satisface las condiciones iniciales f(0) = a0, f
′(0) = a1.

2. f es analítica en |z| < R.

Sin embargo, si p(z) y q(z) tienen por ejemplo un polo simple, entonces no
necesariamente la solución tiene un polo simple1.

1Un polo de orden 1 es llamado polo simple.
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De�nición 15. Un polo de una función holomorfa es un cierto tipo de sin-

gularidad
1

zn
en z = 0. Un polo de la función f(z) es un punto z = a tal que

f(z) tiende a in�nito a medida que z tiende a a.

Una singularidad regular también es llamada singularidad fuchsiana y en este
caso la ecuación diferencial es referida como ecuación diferencial fuchsiana
en honor al matemático Lázaro Fuchs el primero en estudiarlas.

La importancia de las ecuaciones fuchsianas es que no se ven afectadas por
transformaciones isomorfas o transformaciones de Möbius; que son del tipo:

υ =
az + b

cz + d
, ab− cd = 1.

Finalmente, si se aplica una transformación de Möbius a una ecuación dife-
rencial fuchsiana, esta conduce a otra del mismo tipo.
De esta manera, si una ecuación posee una singularidad en un punto diferente
del origen, esta puede ser trasladada al origen mediante una transformación.

Ejemplo 4. Si z = a es una singularidad regular, entonces el cambio de
variable υ = z − a traslada la singularidad al origen.

También de interés es el análisis de una singularidad en el in�nito. Para anali-
zar el comportamiento en el punto z =∞, basta con hacer la transformación

u =
1

z
y analizar el comportamiento de las funciones resultantes en u = 0.

Haciendo el cambio de variable u =
1

z
,

obtenemos que:

dz = − 1

u2
du⇒ df

dz
= −u2 df

du

⇒ d2f

d2z
=

d

dz
(−u2 df

du
)

= −u2 d
du

(−u2 df
du

)

= 2u3
df

du
+ u4

d2f

d2u
.

Al sustituirla en una ecuación diferencial de segundo orden

ω′′(z) + p(z)ω′(z) + q(z)ω(z) = 0.
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Nos queda de la siguiente manera:

g′′(u) + P (u)g′(u) +Q(u)g(u) = 0. (5.2)

Donde g(u) = f(
1

u
), P (u) =

2

u
− 1

u2
p(

1

u
) y Q(u) =

1

u4
q(

1

u
).

De�nición 16. El punto z =∞ es llamado un punto ordinario o un punto
singular regular de la ecuación diferencial de segundo orden, si el punto u = 0
es un punto ordinario, o singular regular de la ecuación diferencial (5.2),
respectivamente.

Para ecuaciones diferenciales fuchsianas existe un método para resolverlas,
el cual se discute en la siguiente sección.

5.1. ¾Qué son las funciones fuchsianas?

Las funciones automorfas o fuchsianas; son funciones periódicas donde la
variable dependiente toma el mismo valor al incrementarse la variable inde-
pendiente, un ejemplo serían las funciones trigonométricas circulares. De otra
forma: una función automorfa de una variable compleja es una función ana-
lítica en un dominio determinado que es invariante bajo un grupo numerable
de transformaciones fraccionales lineales.

De�nición 17. Una ecuación fuchsiana es diferencial sobre el campo de
los números complejos C ó un sistema de ordenamientos de primer orden
sobre C. Además es fuchsiana si todos los puntos en P1 son regulares ó con
singularidad regular.

Las ecuaciones ordinarias de segundo orden que admiten puntos singulares,
pero sólo regulares, se denominan de tipo fuchsianas. Este tipo de ecuaciones
se caracterizan por ser invariantes por transformaciones de Möbius, también
denominadas bilineales.
En está sección nuestro trabajo será en el campo C de los números complejos.
Si consideramos la ecuación diferencial lineal:

y(n) + p1(z)y(n−1) + ...+ pn−1(z)y′ + pn(z)y = 0, pi(z) ∈ C.

(5.3)

Para estudiar esta ecuación diferencial cerca de cualquier punto P ∈ P1

elegimos un parámetro local t ∈ C en este punto (generalmente t = z − P si
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P ∈ C y t =
1

z
si P =∞ ), entonces reescribimos la ecuación con respecto a

nuestra nueva variable t.
Llamemos al punto P un punto regular o una singularidad regular para la
ecuación t en t = 0. No es difícil veri�car que un punto P ∈ C es regular si
y sólo si el pi no tiene polo en P .

5.2. Propiedades básicas

Las ecuaciones (y sistemas) fuchsianas también se denominan ecuaciones (sis-
temas) regulares. Esta clase de ecuaciones y sistemas fue introducida por J.L.
Fuchs.

Supongamos que una ecuación diferencial de segundo orden lineal y homo-
génea presenta únicamente singularidades de primer tipo. Veamos como se
clasi�can estas ecuaciones en función del número de singularidades.

(i) Un único punto singular.
Si el único punto singular está en el in�nito, se obtiene entonces:

y′′(t) = 0; y(t) = α + βt α, β ∈ C.
Para hallar todas las ecuaciones de segundo orden con una única sin-
gularidad, y por consiguiente reducibles al caso anterior, haremos el

cambio de variable t =
1

x− x0
. (La singularidad se sitúa en el punto

x0).

dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

= −dy
dt
· 1

(x− x0)2
⇒ dy

dt
= −dy

dx
· (x− x0)2;

d2y

dx2
=
d2y

dt2
· ( dt
dx

)2 +
dy

dx
· d

2t

dx2
= −dy

dx
· 2

x− x0
.

Entonces, obtenemos la siguiente ecuación:

(x− x0)y′′(x) + 2y′(x) = 0; y(x) = α +
β

x− x0
α, β ∈ C.

Estas ecuaciones se pueden resolver como EDOs de primer orden si
hacemos w = y′.

(ii) Dos puntos singulares.
Si los dos puntos singulares están en el 0 y en el in�nito, entonces se
obtiene una familia de ecuaciones conocidas como ecuaciones de Euler.

t2y′′(t) + αty′(t) + βy(t) = 0 α, β ∈ C.
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Algunas de las propiedades más importantes de las ecuaciones Fuchsianas
son las siguientes:

1. Una singularidad regular también es llamada singularidad Fuchsiana.

2. Fuch supone que las singularidades de la ecuación diferencial son regu-
lares y que las soluciones en ella no tiene términos logarítmicos.

3. Fuch admite que la existencia de la solución local del problema de
inversión lleva consigo la existencia de solución global.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales tienen como principal di�cul-
tad para resolverse por sus coe�cientes arbitrarios p(z) y q(z) de la ecuación
(5.1), ya que no siempre sus soluciones se comportan de igual manera que
los coe�cientes en las vecindades de ciertos puntos.

Por ejemplo, sabemos que tanto p(z) como q(z) son funciones analíticas,
entonces la solución es analítica. Sin embargo, si p(z) y q(z) tienen un po-
lo simple, entonces no necesariamente la solución tiene un polo simple; un
ejemplo es la ecuación diferencial hipergeométrica.

Una clase especial de ecuaciones diferenciales de la forma (5.1) la constituyen
aquellas en la cuales los coe�cientes p(z) y q(z) tiene a lo más un polo simple
y doble respectivamente.

La importancia de las ecuaciones fuchsianas es que la forma de las soluciones
son conocidas y tienen la forma ψ(z) = zλf(z), donde λ es un parámetro real
o complejo por determinar y f(z) una función analítica.
Al ser f(z) una función analítica admite un desarrollo de Taylor con coe�-
cientes por determinar, al sustituir en la ecuación los coe�cientes quedan
determinados mediante alguna relación de recurrencia al igual que el valor
de λ.
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Capítulo 6

Método de Frobenius

Cuando las leyes de la matemática se

re�eren a la realidad, no son ciertas;

cuando son ciertas, no se re�eren a la

realidad

Albert Einstein.

El método de Frobenius, es el mas antiguo y hasta el día de hoy es uno de
los más importantes para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
cuando los coe�cientes no son analíticos.

Consideremos la ecuación diferencial homogénea de segundo orden:

p0(z)w′′(z) + p1(z)w′(z) + p2(z)w(z) = 0 (6.1)

donde p0, p1 y p2 son funciones analíticas de�nidas sobre el dominio de los
complejos y p0(z) 6= 0.
Si z0 es un punto ordinario de (6.1), entonces p0(z0) 6= 0. Entonces podemos
ver que cualquier singularidad puede ser trasladada al origen mediante algún
adecuado cambio de variable. Por ello, sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que z0 = 0.
Reescribiendo nuestra ecuación (6.1) tenemos:

ω′′(z) + p(z)ω′(z) + q(z)ω(z) = 0 (6.2)

donde:

p(z) =
p1(z)

p0(z)
tiene a lo más un polo simple en z = 0,

q(z) =
p2(z)

p0(z)
tiene a lo más un polo de orden 2 en z = 0.
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Teorema 6. El punto z = 0 es llamado singular regular de la ecuación dife-
rencial (6.2), si:

p(z) =
p1(z)

p0(z)
tiene a lo más un polo simple en 0

y

q(z) =
p2(z)

p0(z)
tiene a lo más un polo de orden 2 en z = 0.

Entonces el teorema establece que al menos una solución de la ecuación di-
ferencial fuchsiana es de la forma:

ω(z) = zαf(z),

donde α es un parámetro complejo y f(z) una función analítica.

Así mismo, con este teorema da origen al Método de Frobenius el cuál
consiste en proponer una solución de la siguiente forma:

Supongamos que z = 0, es un punto singular regular de la ecuación dife-
rencial (6.2) y por nuestra de�nición, podemos obtener:

p(z) =
∞∑

k=−1

pkz
k y q(z) =

∞∑
k=−2

qkz
k.

Entonces:
Si k = i− 1

p(z) =
∞∑

i−1=−1

pi−1z
i−1 =

∞∑
i=0

pi−1z
i−1 = z−1

∞∑
i=0

pi−1z
i.

Si k = i− 2

q(z) =
∞∑

i−2=−2

qi−2z
i−2 =

∞∑
i=0

qi−2z
i−2 = z−2

∞∑
i=0

qi−2z
i.

Entonces tenemos, las siguientes ecuaciones:

p(z) = z−1
∞∑
i=0

pi−1z
i q(z) = z−2

∞∑
i=0

qi−2z
i (6.3)



28

Ahora sustituyendo nuestra ecuación (6.3) en la ecuación (6.2):

ω′′(z) + p(z)ω′(z) + q(z)ω(z) = 0

ω′′(z) + (z−1
∞∑
i=0

pi−1z
i)ω′(z) + (z−2

∞∑
i=0

qi−2z
i)ω(z) = 0

f ′′(z) + (z−1
∞∑
i=0

pi−1z
i)f ′(z) + (z−2

∞∑
i=0

qi−2z
i)f(z) = 0.

Obtenemos la siguiente ecuación diferencial

z2f ′′(z) + z(
∞∑
i=0

pi−1z
i)f ′(z) + (

∞∑
i=0

qi−2z
i)f(z) = 0. (6.4)

Así, de nuestra ecuación(6.4), la forma mas general de una ecuación diferen-
cial fuchsiana con una singularidad regular en el origen es:

z2f ′′(z) + zP (z)f ′(z) +Q(z)f(z) = 0 (6.5)

donde:

P (z) =
∞∑
i=0

Piz
i y Q(z) =

∞∑
i=0

Qiz
i.

El método de Frobenius consiste en proponer una solución de la forma f(z) =
zµg(z), donde g(z) es analítica y µ es un parámetro real o complejo por de-
terminar.

Así

f(z) = zµg(z) = zµ
∞∑
i=0

aiz
i =

∞∑
i=0

aiz
i+µ

y diferenciando tenemos:

f ′(z) =
∞∑
i=0

(i+ µ)aiz
i+µ−1

f ′′(z) =
∞∑
i=0

(i+ µ)(i+ µ− 1)aiz
i+µ−2.

Sustituyendo las derivadas anteriores en nuestra ecuación (6.5), obtenemos:

z2f ′′(z) + zP (z)f ′(z) +Q(z)f(z) = 0
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z2[
∞∑
i=0

(i+µ)(i+µ−1)aiz
i+µ−2]+zP (z)[

∞∑
i=0

(i+µ)aiz
i+µ−1]+Q(z)[

∞∑
i=0

aiz
i+µ] = 0

⇒ z2
∞∑
i=0

(i+ µ)(i+ µ− 1)aiz
i+µ−2 + z(

∞∑
i=0

Piz
i)(
∞∑
i=0

(i+ µ)aiz
i+µ−1)

+(
∞∑
i=0

Qiz
i)(
∞∑
i=0

aiz
i+µ) = 0

⇒
∞∑
i=0

(i+µ)(i+µ−1)aiz
i+(

∞∑
i=0

Piz
i)(
∞∑
i=0

(1+µ)aiz
i)+(

∞∑
i=0

Qiz
i)(
∞∑
i=0

aiz
i) = 0.

Multiplicando las series obtenemos:

∞∑
n=0

(n+ µ)(n+ µ− 1)anz
n +

∞∑
n=0

(
n∑
i=0

((1 + µ)Pn−1 +Qn−1)ai)z
n = 0

o bien,

∞∑
n=0

[(n+ µ)(n+ µ− 1)an +
n∑
i=0

((i+ µ)Pn−i +Qn−i)ai]z
n = 0.

La ultima igualdad se cumple si

(n+µ)(n+µ−1)an+
n∑
i=0

((i+µ)Pn−1+Qn−1)ai = 0, para n = 0, 1, 2...

(6.6)
Si n = 0 en la ecuación(6.6) y decimos que ao 6= 0

⇒ µ(µ− 1)a0 +
0∑
i=0

((0 + µ)P0 +Q0)a0 = 0

⇒ µ(µ− 1) + µP0 +Q0 = 0. (6.7)

La ecuación (6.7) es conocida como Ecuación indicial. La importancia de
esta ecuación radica en que determina los únicos valores de µ para que la
forma de la solución propuesta de (6.5).
El desarrollo siguiente dependerá de sus dos raíces y el hecho fundamental
va a recaer en que su diferencia µ1 − µ2 sea o no un número entero.
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Ahora, volvemos a tomar nuestra ecuación (6.6)

(n+ µ)(n+ µ− 1)an +
n∑
i=0

((i+ µ)Pn−1 +Qn−1)ai = 0,

si i = n

⇒ [(n+µ)(n+µ−1)+(n+µ)P0 +Q0]an = −
n−1∑
i=0

((i+µ)Pn−i+Qn−i)ai = 0.

(6.8)
Pero, por la ecuación (6.7), podemos escribir la ecuación (6.8) como:

[(n+ µ− µ1)(n+ µ− µ2]an = −
n−1∑
i=0

((i+ µ)Pn−i +Qn−i)ai

donde µ1 y µ2 son las raíces de la ecuación indicial.
Eligiendo µ = µ1 y µ = µ2, ahora sustituyendo en esta última relación resulta
respectivamente.

[n(n+ µ1 − µ2)]an = −
n−1∑
i=0

((i+ µ1)Pn−i +Qn−i)ai. (6.9)

[n(n+ µ2 − µ1)]an = −
n−1∑
i=0

((i+ µ2)Pn−i +Qn−i)ai. (6.10)

Las últimas relaciones determinan los coe�cientes an siempre y cuando µ1−µ2

no sea un entero, ya que de lo contrario algunos coe�cientes no estarán bien
de�nidos.

Si suponemos que µ1−µ2 ∈ Z, decimos que µ1−µ2 = M para algún M ∈ Z.
Consideremos los casos siguientes:

1. M >0.

2. M <0.

3. M = 0.

Supongamos que (1) ocurre, entonces µ1−µ2 = M ∈ N y el cociente aM dado
en (6.10) no está de�nido, obteniendo solamente una solución. Entonces si
(2) ocurre, decimos que µ2 − µ1 = −M ∈ N y el cociente a−M dado en (6.9)
no está de�nido, obteniendo nuevamente una solución.
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Finalmente, si (3) ocurre, entonces (6.9) y (6.10) proporcionan la misma so-
lución. Para obtener una segunda solución si µ1 − µ2 = M ∈ N, aplicaremos
el método de reducción de orden el cual consiste en proponer una solución de
cierta forma, con la �nalidad de reducir el orden de la ecuación resultante.
Sea f2 = f1

∫
g donde f1 es la solución conocida y g es una función por de-

terminar. Sustituyendo f2 en (6.5), se obtiene la ecuación:

zf1g
′ + (2zf ′1 + Pf1)g = 0, o bien

g′

g
= −2

f ′1
f1
− P (z)

z
.

Integrando nuestra última ecuación obtenemos:

log g = −2 log f1 −
∫
P (β)

β
dβ + C

= log
1

f 2
1

−
∫
P (β)

β
dβ + C

= log
1

f 2
1

− P0

∫
1

β
dβ −

∫
P (β)− β

β
dβ + C

= log
z−P0

f 2
1

−
∫
P (β)− β

β
dβ + C.

Así g = K
z−P0

f 2
1

exp(−
∫ P (β)− β

β
dβ) = Kz−P0h(z).

Después tenemos que g es una función de la forma g = z−P0h(z) donde h(z)
es una función analítica en z = 0. Ahora bien, puesto que µ1 + µ2 = 1− P0,

podemos reemplazar −P0 por µ1 + µ2− 1 así que g es de la forma g =
h2(z)

z
donde h2(z) es una función analítica en z = 0. Entones, nuestra segunda
solución nos da de la siguiente forma:

f2(z) = f1(z)

∫
g = f1(z) log(z) + f1(z)h3(z)

donde h3(z) es una función analítica. De esta manera la segunda solución
tiene la forma:

f2 = f1

∫
g = cf1 log z + zµ1

∞∑
n=0

dnz
n.

Por otro lado si µ1 − µ2 /∈ Z, entonces (6.9) y (6.10) proporcionan dos solu-
ciones linealmente independientes. Lo cuál tenemos:
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1. Si las raíces de la ecuación indicial µ1, µ2 satisfacen que µ1−µ2 6∈ Z, el
método de Frobenius proporciona dos soluciones linealmente indepen-
dientes.

f1(z) = zµ1
∞∑
i=0

aiz
i.

f2(z) = zµ2
∞∑
i=0

aiz
i.

2. Si las raíces de la ecuación indicial µ1, µ2 satisfacen que µ1 − µ2 ∈ Z,
el método de Frobenius permite obtener al menos una solución de la
forma:

f1(z) = zµ1
∞∑
i=0

aiz
i

mientras que una segunda solución es de la forma

f2(z) = cf1 log z + zµ1
∞∑
n=0

dnz
n.
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Capítulo 7

Grupos triangulares

"Ninguna investigación humana puede ser denominada ciencia si no

pasa a través de pruebas matemáticas"

Leonardo Da Vinci.

Los grupos triangulares nacen, al menos, de la presentación del grupo ico-
saedral como el grupo triangular (rotacional) (2, 3, 5) por William Rowan
Hamilton en 1856, en su artículo sobre cálculo icosiano. Los grupos triangu-
lares aparecen en la geometría aritmética.

Un grupo triangular es un tipo de grupo que se puede caracterizar geométrica-
mente mediante secuencias de re�exiones respecto a los lados de un triángulo.
El triángulo puede ser un triángulo euclídeo ordinario, un triángulo esférico
o un triángulo hiperbólico. Cada grupo de triángulos es el grupo de simetrías
de un teselado del espacio bidimensional, de una esfera, o del plano hiperbó-
lico por congruencia de los llamados triángulos de Möbius, cada uno con un
dominio fundamental para la operación.

Figura 7.1: Triángulo esférico. Figura 7.2: Triángulo hiperbólico.
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Los grupos de triángulos hiperbólicos son ejemplos de un grupo cristalográ-
�co no euclideo, y se han generalizado en la teoría de Gromov sobre grupos
hiperbólicos.

7.1. ¾Qué son los grupos triangulares?

Los grupos triangulares son grupos discretos, generados por re�exiones res-
pecto a un triángulo.

Sean α, β y γ números enteros mayores o iguales a 2.

De�nición 18. Un grupo triangular 4(α, β, γ) es un grupo de los movi-
mientos del plano euclídeo, la esfera bidimensional, el plano proyectivo real
o el plano hiperbólic, generados por las re�exiones respecto a los lados del

triangulo con ángulos
π

α
,
π

β
y
π

γ
(medidos en radianes).

El producto de las re�exiones en dos lados adyacentes es una rotación según

un ángulo que es el doble del ángulo entre esos dos lados,
2π

α
,

2π

β
y

2π

γ
.

Decimos que si, las re�exiones generadoras se etiquetan como a , b , c y los
ángulos entre ellos en el orden cíclico son los indicados anteriormente, enton-
ces se mantienen las relaciones siguientes:

1. a2 = b2 = c2 = 1.

2. (ab)α = (bc)β = (ca)γ = 1.

Todas las relaciones entre a, b, c son consecuencias de estas relaciones y que
4(α, β, γ) es un grupo discreto de movimientos del espacio correspondiente.
Entonces, un grupo de triángulos es un grupo de re�exión que admite una
presentación del grupo

4(α, β, γ) = 〈a, b, c|a2 = b2 = c2 = (ab)α = (bc)β = (ca)γ = 1〉.

Un grupo abstracto con esta presentación es un grupo de Coxeter con tres
generadores.
Dado cualquier número natural α, β, γ > 1, exactamente una de las geome-
trías bidimensionales clásicas (euclidiana, esférica o hiperbólica) admite un

triángulo con los ángulos (
π

α
,
π

β
,
π

γ
), y el espacio está embaldosado por re-

�ejos del triángulo. La suma de los ángulos del triángulo determina el tipo
de geometría del teorema de Gauss- Bonnet: Es euclidiana si la suma de los
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ángulos es exactamente π, esférica si excede de π; e hiperbólica si es estricta-
mente menor que π. Además, cualquiera de los dos triángulos con los ángulos
dados son congruentes. Cada grupo de triángulos determina un mosaico, que
se colorea convencionalmente en dos colores, de modo que cualquiera de los
dos mosaicos adyacentes tenga colores opuestos.

En cuanto a los números α, β, γ > 1, existen las siguientes posibilidades.

7.2. El caso euclídeo.

El grupo triangular es el grupo de simetría in�nito de una determinada te-
selación (o mosaico) del plano euclídeo mediante triángulos cuyos ángulos
suman π(o 180o).
Ahora asumimos que X = E2. Entonces tenemos

π

α
+
π

β
+
π

γ
= π.

Por lo tanto α, β, γ satisfacen la desigualdad:

1

α
+

1

β
+

1

γ
= 1.

Hay exactamente tres soluciones (α, β, γ) = (3, 3, 3), (2, 4, 4) y (2, 3, 6).

Tomando en cuenta que T (3, 3, 3) es un triángulo equilátero, T (2, 4, 4) es un
triángulo rectángulo isósceles y T (2, 3, 6) es un triángulo rectángulo de 300−
600. Los grá�cos de Coxeter de los grupos G(3, 3, 3), G(2, 4, 4) y G(2, 3, 6)
son los siguientes respectivamente.
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La teselación de E2 generada al re�ejar en los lados de T (α, β, γ) en cada
uno de los tres casos se ilustra a continuación.

Figura 7.3: Teselado triangular (3, 3, 3).

Figura 7.4: Teselado tetraquis cuadrado (2, 4, 4).
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Figura 7.5: Teselado hexagonal bisecado (2, 3, 6).

7.3. El caso esférico.

Asumimos que X = S2, tenemos que:

π

α
+
π

β
+
π

γ
> π.

Por tanto, los enteros α, β, γ satisfacen la desigualdad

1

α
+

1

β
+

1

γ
> 1.

El grupo de triángulos es el grupo de simetría �nita de un teselado de una
esfera unitaria mediante triángulos esféricos, o triángulos de Möbius, cuyos
ángulos suman un número mayor que π.
Hay una in�nidad de soluciones (α, β, γ) de la forma (2, 2, n), n > 1 y solo 3
soluciones mas (2, 3, 3), (2, 3, 4) y (2, 3, 5).

Los grupos de triángulos esféricos se pueden identi�car con los grupos de
simetría de los poliedros regulares en el espacio euclidiano tridimensional:
4(2, 3, 3) corresponde a un tetraedro; 4(2, 3, 4) tanto a un cubo como a un
octaedro (que tienen el mismo grupo de simetría); 4(2, 3, 5) tanto a un do-
decaedro como a un icosaedro.
La grá�ca de Coxeter del grupo 4(2, 2, n), n > 1 del grupo diedral se pueden
interpretar como los grupos de simetría de la familia de diedros, que son los
sólidos degenerados formados por dos n- ágonos regulares idénticos unidos
entre sí, o sus hosoedros duales, que se forman al unir n digonos junto a dos
vértices.
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El teselado esférico correspondiente a un poliedro regular se obtiene forman-
do la subdivisión baricéntrica del poliedro y proyectando los puntos y líneas
resultantes sobre la esfera circunscrita. En el caso del tetraedro, hay cuatro
caras ,y cada cara es un triángulo equilátero que se subdivide en 6 trozos
más pequeños por las medianas que se intersecan en el centro. La teselación
resultante tiene 4 ∗ 6 = 24 triángulos esféricos (es el tetraquishexaedro esfé-
rico).
Estos grupos son �nitos, lo que corresponde a la compacidad de la esfera: las
áreas de los discos en la esfera crecen inicialmente en términos de radio, pero
�nalmente cubren toda la esfera.

Demostración. El área de T (2, 3, 3) es:

π

α
+
π

β
+
π

γ
> π.

Entonces tenemos:
π

2
+
π

3
+
π

3
> π.

π

2
+
π

3
+
π

3
− π =

π

6
.

Como el área de S2 es 4π, la teselación:

{gT (2, 3, 3) : g ∈ G(2, 3, 3)}

contiene 24 triángulos, por lo que G(2, 3, 3) tiene el orden 24. La teselación
se puede dividir en 4 ciclos, cada uno de los cuales consta de 6 triángulos que
giran alrededor de un vértice de 600. La unión de cada uno de estos ciclos es
un triángulo equilátero esférico.
Esto da una teselación regular de S2 por 4 triángulos equiláteros. De la
geometría de estas dos teselaciones se desprende claramente que G(2, 3, 3) es
el grupo de simetrías del tetraedro regular inscrito en S2 con sus vértices en
las esquinas de los 4 triángulos equiláteros.
En consecuencia, G(2, 3, 3) es un grupo simétrico de cuatro letras. El grupo
triangular G0(2, 3, 3) es un grupo alterno de cuatro letras llamado grupo
tetraédrico. La grá�ca de Coxeter de G(2, 3, 3) es la siguiente.
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Ahora seguimos con el área de T (2, 3, 4).

Demostración.
π

α
+
π

β
+
π

γ
> π.

Entonces tenemos:
π

2
+
π

3
+
π

4
> π.

π

2
+
π

3
+
π

4
− π =

π

12
.

Entonces, nuestra teselación:

{gT (2, 3, 4) : g ∈ G(2, 3, 4)}

contiene 48 triángulos, por lo que G(2, 3, 4) tiene el orden 48. La teselación
se puede dividir en 6 ciclos, cada uno de los cuales consta de 8 triángulos que
giran alrededor de un vértice de 450. La unión de cada uno de estos ciclos es
un cuadrilátero regular esférico.
La grá�ca de Coxeter de G(2, 3, 4) es la siguiente.

A continuación se representan los teselados triangulares.

Figura 7.6: (2, 3, 3) Figura 7.7: (2, 3, 4)
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Figura 7.8: (2, 3, 5)

Figura 7.9: (2, 2, 2) Figura 7.10: (2, 2, 3)

Figura 7.11: (2, 2, 4) Figura 7.12: (2, 2, 5)

Figura 7.13: (2, 2, 6)

Entonces continua nuestro teselado triangular con (2, 2, n). Las teselas esfé-
ricas correspondientes al octaedro y al icosaedro y a los teselados esféricos
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diédricos con n par presentan simetría central. Por lo tanto, cada uno de ellos
determina un mosaico del plano proyectivo real, un teselado elíptico.

7.4. El caso hiperbólico.

Ahora asumimos que X = H2, tenemos que:

π

α
+
π

β
+
π

γ
< π.

Por tanto, los enteros α, β, γ satisfacen la desigualdad

1

α
+

1

β
+

1

γ
< 1.

Hay un número in�nito de soluciones para esta desigualdad. Cada solución
determina un triángulo hiperbólico T (α, β, γ) y un grupo de re�exión co-
rrespondiente G(α, β, γ). De todos estos triángulos, T (2, 3, 7) tiene el área

menor,
π

42
.

El grá�co de Coxeter de un grupo de re�exión hiperbólico G(α, β, γ) es según
a = 2 o a > 2.

El grupo de triángulos es el grupo de simetría in�nita de un teselado del
plano hiperbólico por triángulos hiperbólicos cuyos ángulos suman un núme-
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ro menor que π. Todos los tripletes que no �guran en la lista representan
teselados del plano hiperbólico.

Por ejemplo, el triple (2, 3, 7) produce el grupo triangular (2, 3, 7). Hay in�-
nitos grupos de este tipo.
Los teselados asociados con algunos valores pequeños son:

En las siguientes páginas mostramos ejemplos con triángulos rectángulos del
tipo (2, p, q) y ejemplos con triángulos generales (p, q, r). Todas las imágenes
están tomadas de Wikipedia.

Figura 7.14: (2, 3, 7) Figura 7.15: (2, 3, 8)

Figura 7.16: (2, 3, 9) Figura 7.17: (2, 3,∞)
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Figura 7.18: (2, 4, 5) Figura 7.19: (2, 4, 6)

Figura 7.20: (2, 4, 7) Figura 7.21: (2, 4, 8)

Figura 7.22: (2, 4,∞)
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Figura 7.23: (2, 5, 5) Figura 7.24: (2, 5, 6)

Figura 7.25: (2, 5, 7) Figura 7.26: (2, 6, 6)

Figura 7.27: (2,∞,∞)
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Figura 7.28: (3, 3, 4) Figura 7.29: (3, 3, 5)

Figura 7.30: (3, 3, 6) Figura 7.31: (3, 3, 7)

Figura 7.32: (3, 3,∞)
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Figura 7.33: (3, 4, 4) Figura 7.34: (3, 6, 6)

Figura 7.35: (3,∞,∞) Figura 7.36: (6, 6, 6)

Figura 7.37: (∞,∞,∞)
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