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Resumen

Las ecuaciones fuchsianas fueron introducidas por H. Poincaré en el estudio
de la ecuacién hipergeométrica.

Los grupos fuchsianos resultaron ser subgrupos de isometrias del plano hi-
perbolico, mostrando que la ecuaciéon hipergeométrica estaba relacionada a
estructuras geométricas hiperbélicas, particularmente, las teselaciones hiper-
bolicas.

En esta tesis se presentaran las ecuaciones fuchsianas desde un punto de vista
geométrico, para comenzar se anunciaran algunos preliminares que nos ayu-
dardn a adentrarnos en esta tesis.

Uno de los objetivos de esta tesis es conocer mas a fondo la ecuaciéon fuchsia-
na, asi como sus principales caracteristicas que las representan. Para estudiar
las ecuaciones fuchsianas, podemos recuperar propiedades de estas analizan-
do su comportamiento en los puntos singulares.

Ademas de la ecuacion fuchsiana construiremos teselaciones en el plano hi-
perbolico. De esta manera, desde un aspecto geométrico podremos distinguir
entre distintas ecuaciones al comparar sus teselaciones.

Finalmente, usaremos el método de Frobenius para resolver algunos casos de
la ecuacion fuchsiana. Este método también nos permite construir algunos
ejemplos de las teselaciones hiperbolicas asociadas a la ecuacion hipergeomé-
trica.
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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales nos permiten modelar una gran variedad de fe-
noémenos que ocurren en la naturaleza.

Dependiendo de la naturaleza de la ecuacién, estas se puede clasificar en:
ecuaciones diferenciales ordinarias (en una sola variable dependiente) y ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales (en varias variables independien-
tes).

Las ecuaciones diferenciales ordinarias a su vez se clasifican en: lineales (los
coeficientes s6lo dependen de la variable independiente) y no lineales (los
coeficientes pueden depender de la variable dependiente).

Las ecuaciones lineales de segundo orden se utilizan para modelar fenémenos
matematicos.

En general, las ecuaciones diferenciales de orden arbitrario tienen mas de dos
soluciones linealmente independientes.

Pretendemos estudiar las ecuaciones fuchsianas desde un punto de vista geo-
métrico. Ademas, estudiaremos ecuaciones diferenciales ordinarias de segun-
do orden que admitan puntos singulares, pero de singularidad regular. Estas
ecuaciones diferenciales se denominan de tipo fuchsianas.

Las ecuaciones fuchsianas se caracterizan por ser invariantes por transforma-
ciones de Mobius. Ademas se dice que una ecuacion es fuchsiana si presenta

un numero finito de singularidades en la esfera de Riemann.

El estudio de las propiedades de las transformaciones de Mobius motiva, a su



vez, la definicion de la razon doble de una terna de niimeros complejos. Este
planteamiento sera el ideal para hablar de simetria en el plano ampliado vy,
posteriormente, para determinar las transformaciones de Mobius que dejan
invariantes ciertos dominios del plano complejo, como por ejemplo el disco
unitario.

En el segundo capitulo, hablaremos de algunos conceptos preliminares y asi
conocer algunas ideas y construcciones referentes a las ecuaciones diferencia-
les ordinarias.

En el capitulo 3 empezaremos a introducir los grupos de simetrias para ir
adentrandonos al &mbito geométrico.

En el capitulo 4 hablaremos sobre las teselaciones, para conocer sus principa-
les caracteristicas y como funcionan, para esta tesis son de gran importancia
ya que analizaremos nuestra ecuaciéon fuchsiana.

En el capitulo 5, hablaremos del tema fundamental de nuestro proyecto; aqui
explicaremos detalladamente las caracteristicas de las ecuaciones fuchsianas.

En el capitulo 6, se analizan los fundamentos tedricos del método de Frobe-
nius. Posteriormente, se resolverd nuestra ecuaciéon fuchsiana con el método
de Frobenius.

Finalmente en el capitulo 7 hablaremos de los grupos triangulares, los cuales
revelan un aspecto algebraico de las ecuaciones fuchsianas. Mas atin, dado
que estos grupos son de naturaleza geométrica los usaremos para construir
algunas teselaciones triangulares en el disco de Poincaré.



Capitulo 2

Preliminares

"Nunca consideres al estudio como una obligacion,
sino como una oportunidad para penetrar

en el bello y maravilloso mundo del saber."
Albert Finstein.

El objetivo de este capitulo es dar a conocer algunos de los conceptos refe-
rentes a las ecuaciones diferenciales ordinarias.

De la teoria de analisis de funciones, usaremos los conceptos de funciéon ana-
litica y singularidad !, los cuales se estudian usando conceptos de variable
compleja.

En matemaéticas las funciones analiticas son funciones infinito diferenciables
de variable compleja, se pueden representar por medio de series de potencias
uniformes y convergentes con un radio de convergencia determinado. La no-
cion de funcion analitica puede definirse para funciones reales o complejas,
aunque ambos conjuntos tienen propiedades distintas.

Las funciones complejas derivables en un abierto siempre son analiticas, y se
denominan funciones holomorfas. Sin embargo, una funcién real infinitamen-
te derivable no es necesariamente analitica.

Teorema 1. Una funcion f(z), es analitica en un punto zy si es derivable
en todos los puntos de algin entorno de z.

Una funcién analitica en cada uno de los puntos de un conjunto abierto S, es
analitica en .S, por ello se les conoce también a las funciones analiticas como
funciones holomorfas.

! Aquellos puntos donde una funcién no es analitica.



2.1. Existencia de soluciones a ecuaciones dife-
renciales ordinarias

La existencia de una solucién se establece directamente resolviendo el pro-
blema y encontrando la funcién que verifica las condiciones pedidas.

Para que los métodos sean eficaces se debe de asegurar la existencia y uni-
cidad de la solucion, lo cual se conoce como un problema de valor inicial o
problema de Cauchy.

Definiciéon 1. Sea f(z,y) una funcidn continua, definida en [a,b] x R™ y con
valores en R™.

Sea xy un punto del intervalo [a,b]. Se considera la ecuacion diferencial:

y' = f(x,y) y el valor de la solucidn en el punto xo, y(xo) = yo, yo € R™.

La existencia de una derivada compleja es una condicion mucho mas fuerte
que la existencia de una derivada real, debido a que implica la presentacion
de una funcién en serie de potencias.

En esté seccion veremos que la introduccion de la derivada compleja nos per-
mitird estudiar de una manera correcta la teoria de ecuaciones diferenciales.

En el dominio real, una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n posee
n soluciones linealmente independientes, por lo cuél en el dominio complejo
puede ocurrir que dos soluciones locales sean elementos de la misma funcién
analitica global. Asi mismo, las soluciones de ecuaciones diferenciales defini-
das sobre el dominio complejo son funciones analiticas globales, cuyo dominio
no necesariamente es el mismo en el cual los coeficientes estan definidos.

Se entiende por solucion local, aquella solucion cuyo dominio esta contenido
en el de los coeficientes.

Definiciéon 2. Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n es de la
forma:

po(2)w'™ (2) + pr1(2)w™ D (2) + ...+ pal2)w’(2) = b(2) (2.1)

donde p;(z) y b(z) son funciones analiticas definidas sobre un dominio co-
mun. Si b(z) = 0 llamamos a la ecuacion homogénea, en caso contrario, no
homogénea.

Definicion 3. Una solucion para la ecuacion diferencial (2.1) es una funcion
analitica global f que satisface la igualdad.

Una solucion local de (2.1) es una funcion analitica f definida sobre Q (un
abierto de C) que satisface la igualdad.



Aunque los coeficientes de una ecuacion diferencial de la forma (2.1), son
en general funciones analiticas, en esta tesis, consideraremos tinicamente el
caso cuando todos los coeficientes son polinomios y el interés principal sera el
estudio de las raices del coeficiente principal py(z). La importancia de estos
puntos es que determinan si existe o no solucion y, mas ain, determinan la
forma que deben tener estas soluciones.

Definicion 4. Un punto zg €  es llamado un punto ordinario de la
ecuacion diferencial (2.1) si po(z9) # 0. Si po(20) = 0 entonces zo es llamado
un punto singular 2.

2.2. Principio de reflexién de Schwarz

Definiciéon 5. Sea f : 2 — C una funcion analitica excepto posiblemente en
un segmento de linea, pero con f continua en todo ). Entonces f: ) — C
es analitica.

Demostracion. Decimos que el segmento de linea L esta en el eje real. Quere-
mos probar que f7 f(2)dz = 0 para cualquier rectangulo R C € con v = OR.
Entonces tenemos que:

Si

RCQ\L:>/f(z)dz:O.
[

Definicion 6. (Principio de reflexion de Schwarz):

Sea f una funcion analitica en D, el cual estd contenido en un semiplano,
tal que la frontera de D contiene un segmento v dado por la frontera del
semiplano, y f cumple que f(y) C v y es continua en DU~y. Entonces eziste
D* (Reflejado de D con respecto al semiplano) tal f se puede extender a
Du~yUD* y resulta ser analitica, estd funcion cumple la siguiente propiedad:

f(z) = f*(z*) Vz € D*.

Ejemplo 1. Sea f una funcion analitica en el semi-disco: |z| <1, Imz > 0
tal que es real sobre el semi- circulo |z| = 1, Imz > 0. Demostrar que si
definimos

f(z) silz| <1,Imz>0

9(z) =

1
f(=) silz] >1,Imz>0
z

2Un punto singular de una funcién es continua, pero la derivada en un entorno de dicho
punto es discontinua.



entonces g es analitica en el semi-plano superior.

2

Entonces, el simétrico en un disco es de la forma z* = + a, con « el
Z—
centro del disco, y R el radio del disco. Que en este caso equivalen a: R =1,

a = 0, por lo tanto z* = —, y como en el espacio de llegada, el simétrico es
Z

simplemente el conjugado.

2.3. Los discos son equivalentes al plano
superior.

Empezaremos definiendo el disco unitario A = {z € C | |z| < 1}. Con esto
podemos hacer una generalizaciéon al concepto de disco mediante la siguiente
forma, decimos que D es un disco en la esfera de Riemann si D es la imagen

de A bajo una transformacion del grupo de Mébius Mob(C) que consiste en
elementos de la forma:

U:az—l—bj a,b,c,d € C, ad — bc = 1.
cz+d

Se sigue que todas las transformaciones de Mébius pueden definirse por ma-

trices de la forma:
a b
() o)

A este grupo de matrices se le denota por SL(2,C). El centro de este grupo
consiste de las matrices +1d.

Proposiciéon 1. Dos transformaciones de Mébius

_ az+b — a'z+b
T p— pr—
(2) cz+d J 5(2) dz+d

son iguales si y sdlo si existe k € C, tal que

a=kd, b= kb, c=kc, d=kd.

Demostracion. La condicién de suficiencia es inmediata. Para probar la ne-
cesidad obsérvese primero que como Ty S coinciden en 0 y oo, se tiene que
si a = 0, entonces @' = 0, y si b = 0, entonces b’ = 0, etcétera. Probamos
primero el caso a, b, c,d # 0, se tiene que

1 1

T (o) =—d/c=—d)/c, y T (0)=-bla=-V/d.



Escribiendo tenemos:
d/d =c/d =), bV =ald = p,
entonces tenemos que

az+b  padz+pb  op(a'z+b)

cz+d Az AN([dz+d)

En particular, al evaluar 7'y S en la preimagen de 1, se tiene j/\ = 1, por
lo cual = A. Los casos en los que algtn coeficiente es cero son mas sencillos.

(i) Sib,c =0, evaluando en 1 se tiene a/d =d'/d y a/ad’ = d/d'.

(ii) Sie=0y b # 0, como el primer caso, b/b' = a/a’ = p y para alguna
A d= M.

]

De la proposicion anterior se sigue que hay exactamente dos matrices uni-
modulares® que determinan una transformacion de Mobius dada. Esto es, ya
que si T es de Mobius y esta definida por las matrices

(i Z) , (Z 2) € SL(2,C). 23)

1= (dd — V)= k*(ad — bc) = k*

. a v a b
k=41, i.e. (c’ d’) =+ (c d) .

Al cociente de SL(2,C) sobre su centro £1d se le llama su proyectivizacion,
este grupo cociente, denotado por PSL(2,C), es isomorfo al grupo de trans-
formaciones de Mobius complejas. De ahora en adelante identificaremos al
grupo de transformaciones de Mébius con PSL(2,C).

entonces

Entre los posibles discos que ahora se discuten esti el semiplano superior

H? = {z € C | Im(z) > 0}.

3Es una matriz cuadrada de enteros con determinante +1 o —1.



Que es la imagen de A bajo la transformacion de Cayley ~v(z) = z—jrz que
manda la circunferencia unitaria a la recta real, mandando la terna (—1,4,1)
a la terna (00,0,1). En general, podemos considerar a un semiplano en el
plano como un disco cuya frontera contiene al infinito. Sin embargo, en la
esfera unitaria es exactamente la interseccion de un semiespacio con la esfera
unitaria.

Nos interesa el subgrupo de PSL(2,C) que deja el semiplano superior in-
variante este es PSL(2,R), el cual coincide con el grupo de isometrias que

preservan orientacién del modelo del plano hiperboélico dado por el semiplano.

El semiplano es uno de los modelos mas tutiles del plano hiperbélico. Dado
que en este modelo, es mas simple calcular las geodesicas y diferentes objetos
relacionados con la geometria hiperbdlica. El disco unitario, llamado también
de Poincaré, es un segundo modelo del plano hiperbélico, mas homogéneo
que el semiplano superior, ya que todos los puntos en la “recta” al infinito,
es decir, en el circulo unitario, son similares.

Definiciéon 7. El plano superior H? provisto con la métrica definida por la
densidad

A(z) = —

~ Imz
se le llama el plano hiperbdlico y a esta métrica se le llama la métrica hiper-
bolica.

En este modelo, llamado del semiplano, es intuitivamente claro que si se tiene
una curva C' en H? y se traslada en direccion vertical, su longitud hiperbo-
lica puede crecer tanto como se quiera (si se mueve hacia abajo), o puede
decrecer tanto como se quiera (si se mueve hacia arriba); sin embargo la
longitud euclideana siempre es la misma. Viceversa, existen curvas que eucli-
deanamente miden cualquier valor que se quiera, pero que hiperbdlicamente
siempre miden lo mismo.

Definicion 8. El disco unitario A = {z € C | |z| < 1} provisto con la mé-
trica definida por la densidad

2
L= fw

se le conoce como el disco de Poincaré y a la métrica imducida se le llama
hiperbolica.

o(w)

A ambos modelos, el disco de Poincaré y el semiplano H?, se les conoce como
el plano hiperbolico.



2.4. Teoremas de continuacion analitica

Si consideramos las siguientes funciones analiticas v/z y log z = In |z| +1arg 2
donde —7 < arg z < m. Podemos observar que si no se restringe el dominio
para el argz, entonces las expresiones /2 y logz no definen funciones en
el sentido usual, ya que toman méas de un valor para cada elemento de su
dominio.

En el analisis complejo se estudia ampliamente esta clase especial de funcio-
nes y en un intento por extender el dominio para dichas funciones surgen las
llamadas "funciones analiticas globales"que son mas bien colecciones de fun-
ciones analiticas bien definidas (univaluadas). Asi mismo la teoria que trata
el problema de extender el dominio de las funciones analiticas es llamada
Teoria de la continuacion analitica.

El teorema de continuacion analitica es desarrollado a partir de un resultado
del analisis complejo.

Principio de continuacién analitica: Este principio, garantiza la unicidad
de las extensiones de las funciones reales a funciones complejas. Por ejemplo,
la extension de la exponencial real a la exponencial compleja.

Teorema 2. Si dos funciones f y g son analiticas en una region 2, y si
existe una sucesion {z,} de puntos distintos de Q0 que convergen a zy € §Q,
tal que f(z,) = g(zn) para toda n € N, entonces f = g en todo €.

La conclusion es valida, en particular, si f = g en alguna vecindad de algin
punto de 2. La idea de la continuacién analitica es extender el dominio de
una funcién analitica a un conjunto lo mas grande posible. Si una funcién f es
entera, entonces no existen problemas de continuaciéon puesto que su dominio
de analiticidad es todo el plano complejo. De esta manera, supongamos que
tenemos definida una funcion fi(z) que es analitica en la region ; y que
podemos hallar una funciéon fo(z) que es analitica en una region €y donde
Q1N Qs # 0y es tal que fo(2) = fi(z) para todo z € €1 N 2€),, entonces se
dice que f»(2) es una continuacion analitica directa de fi(2) a la region .
Juntos f1 y fo definen una funciéon analitica f en Q; U, tal que f(z) = fi(2)
size My f(z) = fa(z) siz € Q.

2.5. Teorema de Monodromia

La palabra monodromia proviene del griego, que significa recorrer una vez o
recorrer uniformemente. Este término lo utilizd, probablemente por primera
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vez, B. Riemann en 1857. De manera general, la monodromia describe feno-
menos parametrizados por un espacio base de manera que al realizar caminos
cerrados en dicho espacio base, los fend6menos sufren una cierta transforma-
cion.

Teorema 3. Principio de Monodromia: Sea (go; Fo); (g1; F1);--; (9m; Em)
otra continuacion analitica de (go; Eo) a lo largo de la sucesion conectada
Ey; Ey; By .. By con respecto a la particion de la ruta 7.

St fo = g, en una vecindad de zy, entonces g,, = [, en alguna vecindad de
v(b), asi (gm; Em) es una continuacion analitica directa de fp; D,,.

Teorema 4. Teorema de Monodromia.

Supongamos que ) es un abierto simplemente conexo, D = D(ty, R) C Q un
disco abierto y (f, D) un germen de funcion de §), con f : D — C una funcion
holomorfa. Si f admite prolongacion analitica a lo largo de cualquier camino
en Q, entonces eziste una funcion g holomorfa en Q, tal que g(z) = f(z) V
t € D(to, R).

Demostracion. Sean I'g y I'y dos curvas de €2 desde el centro del disco D (sea
por ejemplo ¢y el centro de dicho disco). Las prolongaciones analiticas de
(f, D) alo largo de I'g y I'y conducen al mismo elemento (gg, D), donde Dg
es un disco con centro en § € C. Si D, es un disco que corta a Dg, entonces
(gn, Dy) puede obtenerse prolongando en primer lugar (f, D) hasta /3, y luego
a lo largo de una linea recta que una 3 y n. Esto prueba que gz = g, en el
conjunto Dg N D,

La definicion de la funciéon g como:

g(t) = gs(t)

es en consecuencia consistente y proporciona la extension holomorfa de f
buscada. O]
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Capitulo 3

Grupos de simetrias

"Quien ama la practica sin teoria es
como el marinero que se embarca sin
timén ni brijula y no sabe a donde ir"
Leonardo da Vinci.

La profundizacion en el conocimiento de la naturaleza pone en evidencia la
universalidad de la simetria y su relacion con la complejidad de los objetos.
La simetria inicialmente fue denotada como proporcionalidad y equilibrio.

Un objeto simétrico podemos someterlo a ciertas operaciones sin que el ob-
jeto cambie su estructura luego de efectuar cada una de las operaciones, en
otras palabras, si al efectuar una operacion sobre el objeto este permanece
invariante!. En este caso a la operacion se le llama simetria del objeto.

La simetria es un rasgo caracteristico de formas geométricas, sistemas, ecua-
ciones y otros objetos materiales, o entidades abstractas, relacionada con su
invariancia? bajo ciertas transformaciones geométricas como rotaciones, tras-
laciones y simetrias.

Existen cinco tipos de simetria:

1. De rotacion.
Es el giro que experimenta todo objeto de manera repetitiva, hasta que
finaliza consiguiendo la posicion idéntica que tenia al principio.

'Un objeto se dice invariante respecto de o bajo una transformaciéon si permanece
inalterado tras la accion de una trasformacion.

2Una entidad se considera invariante bajo un conjunto de transformaciones si la imagen
transformada de la entidad es indistinguible de la original. La propiedad de ser invariante
se conoce como invarianza o invariancia.
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2. De abatimiento.
En este caso lo que se logra, es tener dos partes iguales de un objeto
concreto tras llevarse a cabo un giro de 180° de una con respecto a la
otra.

3. De traslacion.
Es un conjunto de repeticiones que lleva a cabo un objeto a una dis-
tancia siempre idéntica del eje y durante una linea que puede estar
colocada en cualquier posicion.

4. De ampliacion.
Se emplea para dejar patente que dos partes de un todo son semejantes
y es que tienen la misma forma pero no un tamano igual.

5. Bilateral.
Es la que permite que se obtenga un retrato bilateral que tiene como
espina dorsal un eje de simetria. A los lados de este aparecen formas
iguales a la misma distancia de él que serén las que permitan crear ese
citado retrato.

Un objeto es simétrico en lo que concierne a una operacién matematica si el
resultado de aplicar esa operacion o transformacion al objeto, el resultado es
un objeto indistinguible en su aspecto del objeto original. Dos objetos son
simétricos uno al otro en lo que concierne a un grupo dado de operaciones si
uno es obtenido de otro por algunas operaciones (y viceversa).

Las simetrias son transformaciones que, entre otras cosas, deben dejar intacta
dicha estructura geométrica.

Definiciéon 9. Dado un objeto ® del plano R? una aplicacion : R? — R? se
dird una simetria de ©® siempre que:

1. La deja invariante (Aplica el objeto en si mismo).
2. Preserva la estructura.
3. Es un difeomorfismo3.

Existen 2 tipos de transformaciones; rigidas (isometrias lineales o transforma-
ciones ortogonales) que dan como resultado una figura totalmente equivalente
desde un punto de vista geométrico, es decir, puede ser la misma figura. Es-
tas transformaciones consisten en rotar la figura en un angulo z(%”) radianes

3Es una funcién inversible diferenciable cuya inversa es también diferenciable.



13

(z € Z) o bien en voltearla en torno a alguno de sus ejes principales (los que
pasan por el punto medio de un lado).

Si aplicamos sucesivamente dos transformaciones de simetrias, obtenemos la
misma figura y también podemos ver el producto (la composicion) de dos
simetrias es una simetria.

Existe una simetria que no mueve ningtn punto; la rotacion del angulo 0 que
llamamos elemento neutro 6 la identidad, y para cada simetria que no sea la
identidad existe una inversa que vuelve los puntos a su lugar inicial.

Ejemplo 2. Si tenemos 3 simetrias 11, Ty, T3 y aplicamos el producto a las
simetrias:

(T1 k TQ) * T3

Yy
T1 k (TQ * Tg)

son iguales, ya que el producto es la composicion de funciones, que sabes es
asoctativa.

Esta estructura se llama grupo en algebra, es decir, un conjunto entre cuyos
elementos tiene un producto asociativo y tal que un elemento resulta neutro
y cada elemento tiene asociado un inverso.

De manera més general, dado un cierto objeto geométrico en el plano, algunas
veces viene asociada una cierta estructura, es decir, algo que nos dice como
esté conformado el objeto.

Definiciéon 10. Un grupo es un conjunto no vacio G junto con una aplicacion
binaria ® : G x G — G (observamos que ®(g,h) = g ® h para cada (g,h) €
G x G y llamamos a g ® h el producto de g con h) tal que:

1. El producto es asociativo, es decir, para g, h, k € G se tiene (g@h)Qk =
g® (h®k).

2. Existe un elemento neutro en G, es decir existe u € G tal que para cada
genG secumple gQu=u® g=g.

3. Para cada g en G, existe un elemento inverso, es decir un h € G tal
que g @ h =h® g =u. Que lo denotamos por g~*.

Simetrias de otros objetos que no sean poligonos regulares dan lugar, por
supuesto, a otros grupos, como por ejemplo; las simetrias de un tridngulo
isosceles (no equilatero) conforman el grupo Zs.
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Ejemplo 3. Tomamos la circunferencia unitaria S* = {x,y : 2% + y* =
1}, se definen las proyecciones estereogrdficas sobre R%, x1 y xy quitando
respectivamente los puntos (0,1) y (0,—1).

Entonces se comprueba que se trata entonces de una variedad 1-dimensional.
Las simetrias del circulo unitario S* = {z,y : 22 + y* = 1}. Un tipo de
simetria bastante evidente es la rotacion del angulo para cualquier real, que
se obtiene en coordenadas cartesianas (y en base canonical) o en coordenadas
polares.

La rotacion, siendo una transformacion ortogonal, preserva la estructura geo-
métrica del objeto.



15

Capitulo 4

Teselaciones

Cuan audaz se vuelve uno

cuando esta seguro de ser amado
Sigmund FREUD.

Las teselaciones son un patron de figuras, llamadas teselas o mosaicos, que
recubren o pavimentan completamente una superficie plana S que cumple
con dos requisitos:

1. Que no queden espacios vacios, es decir, la superficie S es igual a la
union de las teselas.

2. Que las teselas se superpongan, esto es que la interseccion de dos teselas
dadas tenga interior vacio.

Una forma de crear teselaciones es usando copias isométricas de una figura
inicial, es decir, copias idénticas de una o diversas piezas o teselas con las
cuales se componen figuras para recubrir enteramente una superficie.

Definicién 11. Una Isometria preserva distancias, f : R? — R2. Si
p1=(z,y) = f(z,y)
b2 = (CL,b) - f(a7b)
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Py f(p,) f(p,) = B
AB = 4.4721359549996

=4.4721359549996
P4Py ; f(p,)
3
Py 2
;
6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 ? ¢

Entonces tenemos

d(pl,p2) = d(f(P1>7 f(pQ))'

Una teselacion es una construccion de poligonos regulares o irregulares que
al juntarles sin suponerse no dejan huecos entre si, ademas se combinan para
cubrir el plano, son béasicamente teselaciones no periodicas.

Definiciéon 12. Una teselacion se denomina “periodica” cuando podemos de-
limitar en la region que pavimenta el plano por traslacion, desplazando la ubi-
cacion de la region sin someterla a giros ni simetrias. Se denomina regular,
st estd realizada por un tipo de poligonos regulares.

Todo poligono regular puede ensamblarse con otros de su misma especie o
de distinta siempre que los angulos de cada uno sumen cuatro rectos.

Una teselacion semirregular consiste en una pavimentaciéon del plano con un
mosaico de poligonos regulares de vértices comunes y arbitrarios ntmero de
lados.

Definicién 13. Una teselacion es “aperiddica” o no periddica cuando no
tiene traslaciones que hagan que coincida consigo misma. De la misma forma
es sencillo convertir una teselacion periodica en aperiodica seleccionando las
teselas en dos y alternando la orientacion con el fin de evitar la periodicidad.
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4.1. Teselacion regular

Definiciéon 14. Una teselacion se denomina reqular si se utiliza un inico
tipo de poligono (un solo tipo de baldosa) y en cada vértice el numero de
baldosas que lo rodean es el mismo. Tales poligonos pueden ser requlares (en
cuyo caso se hablaria de teselacion reqular mediante poligonos regulares) o
no (por ejemplo los rombos de cualquier reticulo plano).

Una teselacion regular es un patron que se consigue repitiendo un poligono
regular y solo existen 3 teselaciones regulares.

1. Tridngulo equilatero: Poligono regular de tres lados, podemos cubrir
el plano utilizando solo tridngulos equilateros congruentes, sin dejar
huecos y sin que haya traslapes.

2. Cuadrado: Poligono regular de cuatro lados, y también es claro que es
posible cubrir el plano utilizando cuadrados congruentes.

3. Hex&gono: Esto se lograria dividiendo el hexdgono en seis tridangulos,
asi la suma de los angulos interiores de un hexagono es 4 x 180°, de
donde, si denotamos por § la medida de un angulo interior del hexéa-
gono, tenemos:

5 suma de los érégulos interiores _ 4 ><61800 — 190

Si realizamos un anélisis similar para poligonos de siete o méas lados, podre-
mos determinar la medida de los 4&ngulos interiores de un poligono de n lados.

Primeramente, notamos que un poligono de n lados puede dividirse en n — 2
tridngulos, y como la suma de los angulos interiores de un triangulo es
igual a 180°, entonces la suma de los angulos interiores de dicho poligono
es (n—2) x 180°. Como este poligono posee n-angulos interiores, si 3 denota,
la medida de cada dngulo tenemos que:

suma de los angulos interiores  (n — 2)(180°)

g = = .

n n

Entonces se puede construir la siguiente tabla:



Numero de lados del Poligono regular. Suma de todos los Medida de un angulo
poligono regular(n). angulosinteriores del | interior del poligono
poligono regular. regular.

3 Triangulo 180° 60°

4 Cuadrado 360° 90°

5 Pentagono 540° 108°

6 Hexagono 720° 120°

n 180°(n-2) 180°(n-2)/n
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Figura 4.1: Tabla de poligonos regulares

Las tnicas teselaciones regulares por poligonos regulares son las {3,6}, {4,4}
y {6,3} (teselaciones con triangulos, cuadrados y hexagonos).

Demostracion. Un poligono regular de n lados tiene angulos de

5 (n=2)(180")

n

Si en cada vértice se encuentran m poligonos debe tenerse:

180°(n — 2
1800 =2)m _ g5,

es decir, la ecuacion:
(n—2)(m—2) =4.

Ecuaciéon cuyas tinicas soluciones son las del enunciado, dado que n y m son
ntmeros naturales. O

A diferencia de lo que ocurre en el plano euclidiano, en el plano hiperbo-
lico existen infinitas teselaciones regulares. Mientras que el primero puede
cubrirse con poligonos regulares iguales de tres, cuatro o seis lados, el plano
hiperbodlico, puede ser cubierto por poligonos regulares iguales de cualquier
numero de lados y teniendo ademas la posibilidad de elegir la cantidad de
poligonos que concurren a cada vértice.

Esta es una de las consecuencias de la no unicidad de la recta paralela a
otra por un punto. En esta geometria, los d4ngulos interiores de los triAngu-
los hiperbélicos no suman 7 y siempre es posible elegir un triangulo cuyos
angulos tengan cualquier medida, siempre que sumen menos que 7. Una vez
elegidos los angulos, nuestro triangulo queda determinado, porque todos los
triangulos que tienen dngulos iguales son isométricos.
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(R

400

Figura 4.2: Poligonos que concurren en cada vértice.

Esta particularidad hace que sea posible encontrar poligonos regulares cuyos
angulos interiores no tengan una medida predeterminada, como ocurre en el
plano euclidiano.

G
K g ST A

55*"5!%"3%

N S 1
AT
AT AN
#%g,“"g#“

Figura 4.3: Diagrama de tipos de teselaciones.

En la geometria hiperbolica existen poligonos regulares con la misma can-
tidad de lados y distintas medidas de sus angulos. Pero lo que no se puede
elegir es la medida de sus lados, ya que la misma queda determinada por los
otros parametros elegidos.
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El punto clave en todo esto es el concepto de medida, es decir todo depende de
la métrica que estemos considerando. La métrica hiperbélica no es la misma
que la euclidiana y ademas depende del modelo que se utilice.
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Capitulo 5

Ecuaciones fuchsianas

"Los encantos de esta ciencia sublime,
las matematicas, sélo se le revelan

a aquellos que tienen el valor

de profundizar en ella"

Carl Friedrich Gauss.

En la literatura existe un método para resolver ecuaciones fuchsianas y es
conocido como método de Frobenius el cual analizaremos en el siguiente
capitulo, el método de Frobenius fue desarrollado en 1873 por Lazaro Fuchs
y George Frobenius. El método consiste en proponer la solucion de la forma:

U(2) + ()Y (2) + q(2)9(2) = F(2) (5.1)

donde p(z), q(z) y F(z) estan definidas sobre algin dominio del plano com-
plejo.

Teorema 5. Suponga que las funciones p y q son analiticas en el disco abier-
to |z| < R contenido en Q y sean ag y a; dos numeros complejos arbitrarios.
Entonces existe una y solo una solucion local f con las siguientes propiedades:

1. f satisface las condiciones iniciales f(0) = ag, f'(0) = a;.
2. f es analitica en |z| < R.

Sin embargo, si p(z) y ¢(z) tienen por ejemplo un polo simple, entonces no
necesariamente la solucién tiene un polo simple!.

1Un polo de orden 1 es llamado polo simple.
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Definicién 15. Un polo de una funcion holomorfa es un cierto tipo de sin-
gularidad — en z = 0. Un polo de la funcion f(z) es un punto z = a tal que
f(2) tiende a infinito a medida que z tiende a a.

Una singularidad regular también es llamada singularidad fuchsiana y en este

caso la ecuacion diferencial es referida como ecuacidon diferencial fuchsiana
en honor al mateméatico Lazaro Fuchs el primero en estudiarlas.

La importancia de las ecuaciones fuchsianas es que no se ven afectadas por
transformaciones isomorfas o transformaciones de M&bius; que son del tipo:

az+b
cz+d’

v = ab—cd = 1.

Finalmente, si se aplica una transformaciéon de Mdbius a una ecuacion dife-
rencial fuchsiana, esta conduce a otra del mismo tipo.

De esta manera, si una ecuacion posee una singularidad en un punto diferente
del origen, esta puede ser trasladada al origen mediante una transformacion.

Ejemplo 4. Si z = a es una singularidad reqular, entonces el cambio de
variable v = z — a traslada la singularidad al origen.

También de interés es el analisis de una singularidad en el infinito. Para anali-
zar el comportamiento en el punto z = 0o, basta con hacer la transformacion

u = — y analizar el comportamiento de las funciones resultantes en u = 0.
z

Haciendo el cambio de variable u = —,
z

obtenemos que:

1 df_ o df
dz = u2du:>dz— udu

d2f o d (_ 2df>
A2z dz Y du
df
J— 2_
Y du)

i L Ef
0,3 4
= 2u du+u d*u’

Al sustituirla en una ecuacién diferencial de segundo orden

w(2) + p(2)w'(2) + q(2)w(2) = 0.
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Nos queda de la siguiente manera:

g"(u) + P(u)g'(u) + Q(u)g(u) = 0. (5.2)
Donde g(u) = /(). P(u) = = — —p() v Qu) = —a()

Definicién 16. El punto z = oo es llamado un punto ordinario o un punto
singular reqular de la ecuacion diferencial de sequndo orden, si el punto u = 0
es un punto ordinario, o singular regular de la ecuacion diferencial (5.2),
respectivamente.

Para ecuaciones diferenciales fuchsianas existe un método para resolverlas,
el cual se discute en la siguiente seccion.

5.1. ;Qué son las funciones fuchsianas?

Las funciones automorfas o fuchsianas; son funciones peridédicas donde la
variable dependiente toma el mismo valor al incrementarse la variable inde-
pendiente, un ejemplo serian las funciones trigonométricas circulares. De otra
forma: una funcién automorfa de una variable compleja es una funciéon ana-
litica en un dominio determinado que es invariante bajo un grupo numerable
de transformaciones fraccionales lineales.

Definicién 17. Una ecuacion fuchsiana es diferencial sobre el campo de
los nimeros complejos C ¢ un sistema de ordenamientos de primer orden
sobre C. Ademds es fuchsiana si todos los puntos en P son requlares ¢ con
singularidad reqular.

Las ecuaciones ordinarias de segundo orden que admiten puntos singulares,
pero solo regulares, se denominan de tipo fuchsianas. Este tipo de ecuaciones
se caracterizan por ser invariantes por transformaciones de Mdbius, también
denominadas bilineales.

En esté seccion nuestro trabajo sera en el campo C de los nimeros complejos.
Si consideramos la ecuacion diferencial lineal:

Y™ 4+ o1 (2)y™ Y 4+ L+ pa1(2)Y + pa(2)y =0, pi(z) € C.
(5.3)

Para estudiar esta ecuacion diferencial cerca de cualquier punto P € P!
elegimos un parametro local ¢t € C en este punto (generalmente ¢t = z — P si
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1. - .
PeCyt=—-siP=o0),entonces reescribimos la ecuacion con respecto a
z

nuestra nueva variable ¢.

Llamemos al punto P un punto regular o una singularidad regular para la
ecuacion t en t = 0. No es dificil verificar que un punto P € C es regular si
y s6lo si el p; no tiene polo en P.

5.2. Propiedades basicas

Las ecuaciones (y sistemas) fuchsianas también se denominan ecuaciones (sis-
temas) regulares. Esta clase de ecuaciones y sistemas fue introducida por J.L.
Fuchs.

Supongamos que una ecuacién diferencial de segundo orden lineal y homo-
génea presenta Unicamente singularidades de primer tipo. Veamos como se
clasifican estas ecuaciones en funcion del ntimero de singularidades.

(i) Un tnico punto singular.
Si el tnico punto singular esta en el infinito, se obtiene entonces:

y"(t) = 0; y(t)=a+pt  a,peC.
Para hallar todas las ecuaciones de segundo orden con una tnica sin-
gularidad, y por consiguiente reducibles al caso anterior, haremos el

cambio de variable ¢t =

. (La singularidad se sitia en el punto
r — T

xg)-
dy dy dt  dy 1 dy  dy
de  dt doz  dt (x—xo)zj%_ dr
>y d*y dt., dy d* dy 2
i de @ T dR T T T
Entonces, obtenemos la siguiente ecuacion:

(x —z0)y"(2) +2¢/(x) =0;  ylz)=a+ a,feC.

T — 2o
Estas ecuaciones se pueden resolver como EDOs de primer orden si
hacemos w = /.

(ii) Dos puntos singulares.
Si los dos puntos singulares estan en el 0 y en el infinito, entonces se
obtiene una familia de ecuaciones conocidas como ecuaciones de Euler.

Cy'(t) + aty'(t) + By(t) =0 «,peC.



25

Algunas de las propiedades mas importantes de las ecuaciones Fuchsianas
son las siguientes:

1. Una singularidad regular también es llamada singularidad Fuchsiana.

2. Fuch supone que las singularidades de la ecuaciéon diferencial son regu-
lares y que las soluciones en ella no tiene términos logaritmicos.

3. Fuch admite que la existencia de la solucién local del problema de
inversion lleva consigo la existencia de solucion global.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales tienen como principal dificul-
tad para resolverse por sus coeficientes arbitrarios p(z) y ¢(z) de la ecuacion
(5.1), ya que no siempre sus soluciones se comportan de igual manera que
los coeficientes en las vecindades de ciertos puntos.

Por ejemplo, sabemos que tanto p(z) como ¢(z) son funciones analiticas,
entonces la solucion es analitica. Sin embargo, si p(z) y ¢(z) tienen un po-
lo simple, entonces no necesariamente la solucion tiene un polo simple; un
ejemplo es la ecuacién diferencial hipergeométrica.

Una clase especial de ecuaciones diferenciales de la forma (5.1) la constituyen
aquellas en la cuales los coeficientes p(2) y ¢(2) tiene a lo mas un polo simple
y doble respectivamente.

La importancia de las ecuaciones fuchsianas es que la forma de las soluciones
son conocidas y tienen la forma 1(2) = 2* f(2), donde X es un pardmetro real
o complejo por determinar y f(z) una funciéon analitica.

Al ser f(z) una funcion analitica admite un desarrollo de Taylor con coefi-
cientes por determinar, al sustituir en la ecuacién los coeficientes quedan
determinados mediante alguna relaciéon de recurrencia al igual que el valor

de \.
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Capitulo 6

Método de Frobenius

Cuando las leyes de la matematica se
refieren a la realidad, no son ciertas;
cuando son ciertas, no se refieren a la
realidad

Albert FEinstein.

El método de Frobenius, es el mas antiguo y hasta el dia de hoy es uno de
los més importantes para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
cuando los coeficientes no son analiticos.

Consideremos la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden:

po(2)w”(2) + pr(z)w'(2) + p2(2)w(z) =0 (6.1)
donde pgy, p1 v p2 son funciones analiticas definidas sobre el dominio de los
complejos y po(z) # 0.

Si zg es un punto ordinario de (6.1), entonces py(zo) # 0. Entonces podemos
ver que cualquier singularidad puede ser trasladada al origen mediante algin
adecuado cambio de variable. Por ello, sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que zg = 0.

Reescribiendo nuestra ecuacion (6.1) tenemos:

w'(2) + p(2)w'(2) + q(z)w(z) = 0 (6.2)
donde:
p(z) = Pi2) tiene a lo mas un polo simple en z = 0,
po(2)
q(z) = p(2) tiene a lo mas un polo de orden 2 en z = 0.
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Teorema 6. El punto z = 0 es llamado singular reqular de la ecuacion dife-
rencial (6.2), si:

p(z) = () tiene a lo mas un polo simple en 0
Po(2)
Yy
q(z) = p2(2) tiene a lo mas un polo de orden 2 en z = 0.
Po(2)

Entonces el teorema establece que al menos una soluciéon de la ecuacion di-
ferencial fuchsiana es de la forma:

donde « es un parametro complejo y f(z) una funcion analitica.

Asi mismo, con este teorema da origen al Método de Frobenius el cuél
consiste en proponer una soluciéon de la siguiente forma:

Supongamos que z = 0, es un punto singular regular de la ecuacion dife-
rencial (6.2) y por nuestra definicion, podemos obtener:

)= w2y )= et
k=— k=-2
Entonces:
Sik=1—1
p(z) = Z pi1z = Zpiflzifl = Z7 Zpiflzi-
i—1=—1 =0 i=0
Sik=1i—2
q(z) = Z 2z = Z%—2Zi_2 = z7 Z Gi2?'".
1—2=—2 i=0 i=0

Entonces tenemos, las siguientes ecuaciones:

p(z) =271 Zpi_lzi q(z) = 272 Z Gio?' (6.3)
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Ahora sustituyendo nuestra ecuacion (6.3) en la ecuacion (6.2):

W(2) + p(2)f (2) + ql2)w(z) = 0

W'(z) + (27 Z pic1 2 )W (2) + (272 Z Gi2?)w(z) =0

f'(z) + (=7 szelzi)f'(Z) + (27 Z Gi-22")f(2) = 0.

Obtenemos la siguiente ecuacion diferencial

2f1(2) + z(Z Pz ) f(2) + <Z gi22")f(2) = 0. (6.4)

Asi, de nuestra ecuacion(6.4), la forma mas general de una ecuacion diferen-
cial fuchsiana con una singularidad regular en el origen es:

2f"(2) + 2P(2)f'(2) + Q(2) f(2) = 0 (6.5)
donde:

P(z)=> Pz y  Qx)=) Q'
=0 =0
El método de Frobenius consiste en proponer una solucion de la forma f(z) =

ztg(z), donde g(z) es analitica y p es un pardametro real o complejo por de-
terminar.

Asi

flz)=2"g(z) =2 ar =) a2t
=0 =0

y diferenciando tenemos:

[e.9]

f'(2) =) i+ waz
=0
f'(2) =) (4 )i+ p— a2+
1=0

Sustituyendo las derivadas anteriores en nuestra ecuacion (6.5), obtenemos:

Pf"(2) + 2P(2)f'(2) + Q(2) f(2) = 0
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& [Z(H“)(H“_l)aizwﬂ]ﬂp@[Z(Hu)aiz’*“’lHQ(Z)[Z a; 2] = 0
- Z(i + )i+ i — a2 Z(Z Pﬂi)(Z(i + p)a;z

Z Qz Z H—u) 0

1=0

:>Z(i+u)(i+u—1)aizi+(zBzi)(z 1+ p)a;2" ZQz Z a;2") = 0.

=0

Multiplicando las series obtenemos:

> (n+p)n+p—1a2" + Z(Z((l + )Pt + Qu1)ai) 2" =0
o bien,
Dt )= Dan + (0 + )P + Quidai]" = 0.

La ultima igualdad se cumple si

(n+p)(n+p—1) an—i—z i+p) Py 14+ Qn_1)a; =0, para n=0,1,2..

1=0
(6.6)
Sin =0 en la ecuacion(6.6) y decimos que a, # 0
0
= p(p— ao + Z((O + 1) Po + Qo)ag =0
i=0
= p(p —1) + puby + Qo = 0. (6.7)

La ecuacion (6.7) es conocida como Ecuaciéon indicial. La importancia de
esta ecuacion radica en que determina los tnicos valores de p para que la
forma de la solucion propuesta de (6.5).

El desarrollo siguiente dependera de sus dos raices y el hecho fundamental
va a recaer en que su diferencia p; — p2 sea 0 no un nimero entero.
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Ahora, volvemos a tomar nuestra ecuacion (6.6)

(n+ ) (n+p—1D)an + Y _((i+ ) Pact + Qu-r)a; =0,

=0
sit=mn
n—1
= [(n+p)(n+p—1)+(n+pn) Py + Qola, = — Z((z +u) Py i+ Qp)a; = 0.
i=0
(6.8)
Pero, por la ecuacion (6.7), podemos escribir la ecuacion (6.8) como:
n—1
[(n+p = m)(n+ p = polan = =3 ((i+ 1) Poci + Qui)as
=0

donde 1 y po son las raices de la ecuacion indicial.
Eligiendo = py y © = e, ahora sustituyendo en esta tltima relaciéon resulta
respectivamente.

i
L

[n(n+ 1 — po)lan, = — ' (¢ + p1) Paei + Qu—i)as. (6.9)

@
Il
=)

—_

n—

[n(n + Mo — ul)]an = — ((Z + MQ)Pn_i + Qn_i)ai. (610)

7=

[e=]

Las ultimas relaciones determinan los coeficientes a,, siempre y cuando gy — o

no sea un entero, ya que de lo contrario algunos coeficientes no estaran bien
definidos.

Si suponemos que p — s € Z, decimos que py — pus = M para algiin M € Z.
Consideremos los casos siguientes:

1. M >0.
2. M <0.
3. M =0.

Supongamos que (1) ocurre, entonces p; — iy = M € Ny el cociente ay; dado
en (6.10) no esta definido, obteniendo solamente una solucion. Entonces si
(2) ocurre, decimos que puy — pu; = —M € Ny el cociente a_y; dado en (6.9)
no esta definido, obteniendo nuevamente una solucion.
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Finalmente, si (3) ocurre, entonces (6.9) y (6.10) proporcionan la misma so-
lucion. Para obtener una segunda solucion si py — e = M € N, aplicaremos
el método de reduccion de orden el cual consiste en proponer una soluciéon de
cierta forma, con la finalidad de reducir el orden de la ecuaciéon resultante.
Sea f, = f1 [ g donde f; es la solucion conocida y g es una funcion por de-
terminar. Sustituyendo f, en (6.5), se obtiene la ecuacion:

/ !
P
2fig + (2zf] + Pf1)g = 0, o bien % = —2% — %Z)
1

Integrando nuestra ultima ecuaciéon obtenemos:
P
logg = —2log f1 —/%dﬁ%—C’

:log%—/@dﬂ+0

i B
zlogfi%—Po/%dﬁ—/%dﬁ+c
:1og%f —/Wdﬁ+o
Asi g — Kzflfo exp(— [ Wdﬂ) — KaPon(z).

Después tenemos que g es una funcion de la forma g = 2= h(z) donde h(z)

es una funcion analitica en z = 0. Ahora bien, puesto que py + o = 1 — F,
ha(z
podemos reemplazar —F por p; + e — 1 asi que g es de la forma g = ﬂ

donde hs(z) es una funcion analitica en z = 0. Entones, nuestra segunda
solucion nos da de la siguiente forma:

fa2) = f1(2) / 9= fi(2)10g(2) + fi(2)ha(2)

donde h3(z) es una funcién analitica. De esta manera la segunda soluciéon
tiene la forma:

f2:fl/g:cfllogz+z“12dnz".

n=0

Por otro lado si 1 — uo ¢ 7Z, entonces (6.9) y (6.10) proporcionan dos solu-
ciones linealmente independientes. Lo cual tenemos:
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1. Si las raices de la ecuacién indicial uq, po satisfacen que g — ps & Z, el
método de Frobenius proporciona dos soluciones linealmente indepen-
dientes.

o0
fi(z) = 2" Z a;z'

i=0

o0
fa(z) = 212 Z a;z"

i=0

2. Si las raices de la ecuacion indicial iy, uo satisfacen que g — o € Z,
el método de Frobenius permite obtener al menos una solucién de la

forma:
o

fi(z) = =1 Z ;2"

=0

mientras que una segunda solucién es de la forma

fa(2) = cfilog z + 2 Z d,z".

n=0
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Capitulo 7

Grupos triangulares

"Ninguna investigaciéon humana puede ser denominada ciencia si no
pasa a través de pruebas matematicas"
Leonardo Da Vinci.

Los grupos triangulares nacen, al menos, de la presentacion del grupo ico-
saedral como el grupo triangular (rotacional) (2,3,5) por William Rowan
Hamilton en 1856, en su articulo sobre calculo icosiano. Los grupos triangu-
lares aparecen en la geometria aritmética.

Un grupo triangular es un tipo de grupo que se puede caracterizar geométrica-
mente mediante secuencias de reflexiones respecto a los lados de un tridngulo.
El tridngulo puede ser un triangulo euclideo ordinario, un tridngulo esférico
o un tridngulo hiperbolico. Cada grupo de triangulos es el grupo de simetrias
de un teselado del espacio bidimensional, de una esfera, o del plano hiperbo-
lico por congruencia de los llamados tridngulos de M&bius, cada uno con un
dominio fundamental para la operacion.

Figura 7.1: Tridngulo esférico. Figura 7.2: Tridangulo hiperbélico.
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Los grupos de tridngulos hiperboélicos son ejemplos de un grupo cristalogré-
fico no euclideo, y se han generalizado en la teoria de Gromov sobre grupos
hiperbdlicos.

7.1. ;Qué son los grupos triangulares?

Los grupos triangulares son grupos discretos, generados por reflexiones res-
pecto a un triangulo.

Sean «, # y v nimeros enteros mayores o iguales a 2.

Definicién 18. Un grupo triangular N(a, B,7) es un grupo de los movi-
mientos del plano euclideo, la esfera bidimensional, el plano proyectivo real
o el plano hiperbolic, generados por las reflexiones respecto a los lados del

triangulo con dngulos —, B y — (medidos en radianes).
o g
El producto de las reflexiones en dos lados adyacentes es una rotacion segin
27 2w 2m
un angulo que es el doble del angulo entre esos dos lados, —, ? y —.
a Y

Decimos que si, las reflexiones generadoras se etiquetan como a , b, ¢y los
angulos entre ellos en el orden ciclico son los indicados anteriormente, enton-
ces se mantienen las relaciones siguientes:

lL.a*>=0v=c=1.
2. (ab)® = (bc)? = (ca)” = 1.

Todas las relaciones entre a, b, c son consecuencias de estas relaciones y que
A(a, 3,7) es un grupo discreto de movimientos del espacio correspondiente.
Entonces, un grupo de triangulos es un grupo de reflexion que admite una
presentacion del grupo

Aa, B,7) = (a,b,cla®> = b? = & = (ab)® = (bc)® = (ca)’ = 1).

Un grupo abstracto con esta presentacion es un grupo de Coxeter con tres
generadores.

Dado cualquier nimero natural «, 5,7 > 1, exactamente una de las geome-
trias bidimensionales clasicas (euclidiana, esférica o hiperbolica) admite un

. T T .
tridngulo con los angulos (—, —, —), v el espacio esta embaldosado por re-
o

flejos del triangulo. La suma de los angulos del tridngulo determina el tipo
de geometria del teorema de Gauss- Bonnet: Es euclidiana si la suma de los
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angulos es exactamente 7, esférica si excede de m; e hiperbélica si es estricta-
mente menor que 7. Ademas, cualquiera de los dos tridAngulos con los dngulos
dados son congruentes. Cada grupo de tridngulos determina un mosaico, que
se colorea convencionalmente en dos colores, de modo que cualquiera de los
dos mosaicos adyacentes tenga colores opuestos.

En cuanto a los numeros «, 5, > 1, existen las siguientes posibilidades.

7.2. El caso euclideo.

El grupo triangular es el grupo de simetria infinito de una determinada te-
selacion (o mosaico) del plano euclideo mediante triangulos cuyos &dngulos
suman (o 180°).
Ahora asumimos que X = E?. Entonces tenemos

T T T

—4+ -4+ -=nm.
a B v

Por lo tanto «, (3, v satisfacen la desigualdad:

L1y
a B

1
g

~

Hay exactamente tres soluciones («, 5,7) = (3,3,3), (2,4,4) v (2,3,6).

Tomando en cuenta que T'(3,3,3) es un tridngulo equilatero, T7'(2,4,4) es un
triangulo rectangulo isosceles y T'(2,3,6) es un triangulo rectangulo de 30° —
60°. Los gréficos de Coxeter de los grupos G(3,3,3), G(2,4,4) y G(2,3,6)
son los siguientes respectivamente.
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La teselacion de E? generada al reflejar en los lados de T'(«, 3,7) en cada
uno de los tres casos se ilustra a continuacion.

N N NN N NN

AN AN AN N AN AN N

Figura 7.3: Teselado triangular (3,3, 3).

Figura 7.4: Teselado tetraquis cuadrado (2,4,4).
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Figura 7.5: Teselado hexagonal bisecado (2,3, 6).

7.3. El caso esférico.

Asumimos que X = S?, tenemos que:

T T T
—+-+-—>m
a B
Por tanto, los enteros «, 3, v satisfacen la desigualdad
1 1 1
—+-+—->1
a By
El grupo de triangulos es el grupo de simetria finita de un teselado de una
esfera unitaria mediante tridngulos esféricos, o triangulos de Md&bius, cuyos
angulos suman un nimero mayor que 7.
Hay una infinidad de soluciones (a, 8,7) de la forma (2,2,n), n > 1 y solo 3
soluciones mas (2,3,3), (2,3,4) vy (2,3,5).

Los grupos de triangulos esféricos se pueden identificar con los grupos de
simetria de los poliedros regulares en el espacio euclidiano tridimensional:
A\(2,3,3) corresponde a un tetraedro; A(2,3,4) tanto a un cubo como a un
octaedro (que tienen el mismo grupo de simetria); A(2,3,5) tanto a un do-
decaedro como a un icosaedro.

La grafica de Coxeter del grupo A(2,2,n), n > 1 del grupo diedral se pueden
interpretar como los grupos de simetria de la familia de diedros, que son los
solidos degenerados formados por dos n- agonos regulares idénticos unidos
entre si, o sus hosoedros duales, que se forman al unir n digonos junto a dos
vértices.
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El teselado esférico correspondiente a un poliedro regular se obtiene forman-
do la subdivision baricéntrica del poliedro y proyectando los puntos y lineas
resultantes sobre la esfera circunscrita. En el caso del tetraedro, hay cuatro
caras ,y cada cara es un triangulo equilatero que se subdivide en 6 trozos
mas pequenos por las medianas que se intersecan en el centro. La teselacion
resultante tiene 4 x 6 = 24 triangulos esféricos (es el tetraquishexaedro esfé-
rico).

Estos grupos son finitos, lo que corresponde a la compacidad de la esfera: las
areas de los discos en la esfera crecen inicialmente en términos de radio, pero
finalmente cubren toda la esfera.

Demostracion. El area de T'(2,3,3) es:

T T T
—+ -+ -—>m.
a B v

Entonces tenemos:

Como el 4rea de S? es 4, la teselacion:
{97(2,3,3) : g € G(2,3,3)}

contiene 24 tridngulos, por lo que G(2,3,3) tiene el orden 24. La teselacion
se puede dividir en 4 ciclos, cada uno de los cuales consta de 6 tridngulos que
giran alrededor de un vértice de 60°. La union de cada uno de estos ciclos es
un triangulo equilatero esférico.

Esto da una teselacion regular de S? por 4 triAngulos equilateros. De la
geometria de estas dos teselaciones se desprende claramente que G(2,3,3) es
el grupo de simetrias del tetraedro regular inscrito en S? con sus vértices en
las esquinas de los 4 tridngulos equilateros.

En consecuencia, G(2,3,3) es un grupo simétrico de cuatro letras. El grupo
triangular Go(2,3,3) es un grupo alterno de cuatro letras llamado grupo
tetraédrico. La grafica de Coxeter de G(2,3,3) es la siguiente.
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Ahora seguimos con el area de 7'(2,3,4).

Demostracion.
i + z +-—>m
a B v
Entonces tenemos:
z + z + Tsn
2 3 4
T n T N T T
-t -t ——7=—.
2 3 4 12

Entonces, nuestra teselacion:
{97(2,3,4) : g € G(2,3,4)}

contiene 48 triangulos, por lo que G(2,3,4) tiene el orden 48. La teselacion
se puede dividir en 6 ciclos, cada uno de los cuales consta de 8 tridngulos que
giran alrededor de un vértice de 45°. La unién de cada uno de estos ciclos es
un cuadrilatero regular esférico.

La gréafica de Coxeter de G(2,3,4) es la siguiente.

A continuacién se representan los teselados triangulares.

Figura 7.6: (2,3, 3) Figura 7.7: (2, 3,4)
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Figura 7.8: (2,3, 5)

s O

Figura 7.9: (2,2,2) Figura 7.10: (2,2, 3)

@ QO

Figura 7.11: (2,2,4) Figura 7.12: (2,2,5)

Figura 7.13: (2,2, 6)

Entonces continua nuestro teselado triangular con (2,2, n). Las teselas esfé-
ricas correspondientes al octaedro y al icosaedro y a los teselados esféricos
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diédricos con n par presentan simetria central. Por lo tanto, cada uno de ellos
determina un mosaico del plano proyectivo real, un teselado eliptico.

7.4. El caso hiperboélico.

Ahora asumimos que X = H?, tenemos que:

T T T
—+ -+ -<m
a By
Por tanto, los enteros «, 3, v satisfacen la desigualdad
L + ! + ! <1
a By
Hay un ntimero infinito de soluciones para esta desigualdad. Cada solucion
determina un triangulo hiperbolico T'(«, 5,7) y un grupo de reflexion co-
rrespondiente G(«, 3,7). De todos estos triangulos, T'(2,3,7) tiene el area
T

menor, —

El gréafico de Coxeter de un grupo de reflexion hiperbdlico G(«, 5,7) es segin
a=20a>2.

El grupo de triangulos es el grupo de simetria infinita de un teselado del
plano hiperbélico por tridngulos hiperbolicos cuyos dngulos suman un ntime-
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ro menor que 7. Todos los tripletes que no figuran en la lista representan
teselados del plano hiperbdlico.

Por ejemplo, el triple (2,3,7) produce el grupo triangular (2,3,7). Hay infi-
nitos grupos de este tipo.
Los teselados asociados con algunos valores pequenos son:

En las siguientes paginas mostramos ejemplos con triangulos rectangulos del
tipo (2, p, q) y ejemplos con triangulos generales (p, ¢, 7). Todas las imagenes
estan tomadas de Wikipedia.

Figura 7.16: (2,3,9) Figura 7.17: (2,3, 00)



Figura 7.22: (2,4, c0)

43




Figura 7.27: (2, 00, 00)
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Figura 7.32: (3,3, 00)
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Figura 7.37: (00, 00, 00)
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