Clencias

/D Instituto de
Investigacion en
Basicas y
Aplicadas

UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE MORELOS

INSTITUTO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS Y CIENCIAS APLICADAS
CENTRO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS

“Cadenas de Markov abiertas y
una aplicacién en epidemiologia”

TESIS PARA OBTENER EL GRADO DE:
LICENCIADO EN CIENCIAS CON AREA TERMINAL EN MATEMATICAS

YEHTLI MORALES HUERTA

DIRECTOR: DR. RAUL SALGADO GARCIA

SINODALES:

DR. FEDERICO VAZQUEZ HURTADO

DR. ANTONIO DANIEL RIVERA LOPEZ

DR. ALDO FIGUEROA LARA

DR. CESAR OCTAVIO MALDONADO AHUMADA

CUERNAVACA, MORELOS JUNIO, 2023






DEDICATORIA

A mi mamd, mi papd y mi hermano.

A mis abuelos por sentar la base de mis conocimientos.

A Enya por toda la motivacion y entusiasmo.

A Chiqui y los michis por toda la compaiiia y alegria.

Al equipo: Diana, Coche, Jesus, Arturo y Vicente.

A mis profesores y demds compaiieras 'y comparieros de clase

y a quienes me han apoyado y acompariiado a lo largo de este viagje.
Todo mi aprecio y gratitud a ustedes.



AGRADECIMIENTOS

Mis gradecimientos al Dr. Raiil Salgado,

director de esta tesis y mi asesor en la residencia de investigacion.
Agradecimientos también al comité tutoral por su presencia y apoyo,
asi como a planta docente del CInC y sus trabajadores.

A cada profesora y profesor que me impartio clase en la Licenciatura en
Ciencias pues, sin con los conocimientos y aprendizajes que

me transmitieron, este trabajo no hubiese sido posible.



Indice general

[L_INTRODUCCION 5
II. ANTECEDENTES 8
[2.1. Sttuwacion problemal . . . . . . . ... Lo 8
[2.1.1. Identificacion del problemaf. . . . . . . ... . ... ... ... ... 8
[2.1.2. Formulacion del problemal . . . . . . ... .. ... .. ... ... 9

[2.2. Objetivos de la investigacion| . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 9
2.2.1 nerall . . . ... 9
[2.2.2.  Objetivos especificos| . . . . . . . . ... Lo 9

2.3. Cadenasde Markovl . . . . . .. ... ..o oo 10
2.3.1. Procesos estocdsticos| . . . . . . . . .. ... 10
[2.3.2. Descripcion| . . . . . .. ... 10
2.3.3. Teoriade Cadenas de Markovl . . . . ... ... ... ... .. ... 11
[2.3.4.  Aplicaciones de las cadenas de Markov | . . . . . .. ... ... ... 13

[2.4. Cadenas de Markov ablertasl . . . . .. ... ... ... ... ... ... 13
[2.4.1. Descripcion| . . . . . . . ... 13
2.4.2. Teoria de cadenas de Markov abiertas/ . . . . . ... ... ... ... 14
2.4.3. Evolucion de Ja Funcion Generadora de Momentos . . . . . . .. .. 14

[2.5. Modelos epidemiologicos|. . . . . . ... o oo oL 17
[2.5.1.  Descripcion y diversidad de modelos| . . . . . ... ... ... ... 17
[2.5.2. Modelos por compartimentos| . . . . . ... ... ..., 17

18

18

19

1. E I MA 7T 19
(3.1.1. Estructuradeunsoloestadol . . . .. ... ... .. ......... 19



INDICE GENERAL

[3.2.1. Tiempos de permanencial . . . . . . ..

[3.2.2. Tiempos de contagio para una CMA deunestado| . . . . . . .. ...

[3.3.1.  Dinamica en promedio del contagio| . .

[3.3.2.  Dinamica tiempos de contagio y salidal

[3.4. Comparacion entre acceso libre y acceso controlado|. . . . . . .. ... ...

[3.4.1. Dinamica del contagiof . . . . .. ...

[3.4.2.  Dinamica tiempos de contagio y salidal
IV. DISCUSION Y CONCLUSIONES|

REFERENCIAS|

20
21
22
22
25
31
31
32
34
34
36

41

44



Indice de tablas

[2.1.  Clasificacion de modelos epidémicos.




Indice de figuras

[2.1. Diagrama de una cadena de Markov de dos estados.| . . . . . . ... .. ... 10
[2.2. Diagrama de la cadenade markov X.| . . . . . ... ... ... ... ... 12
[2.3. _Cadena de Markov abierta de dos estados.] . . . . . . ... .. ... .. ... 14
[3.1. Cadena de Markov abierta de un solo estado . . . . .. ... ... ... .. 19
[3.2. Cadena de Markov abierta de dos estados y dos entradas y salidas.| . . . . . . 20
[3.3. Cadena de Markov Abierta de dos estados y una entrada y salida.f. . . . . . . 21
[3.4. Cadena de Markov Abierta de tres estados con dos entradas y dos salidas.| . . 21
[3.5. Cadena de Markov Abierta de tres estados con una entrada y una salida.| . . . 21
[3.6. Cadena de Markov abierta de dos estados.] . . . . ... ... ... ... ... 22
[3.7. Cadena de Markov abierta de un estado con probabilidad de salida 1 — ¢.| 25
[3.8. Grafica de la cantidad de salida de individuos contagiados y sanos en media [
[ al variar po parauna CMA conunestado.| . . . . ... ... ... ...... 32
[3.9. Grafica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de un estado.| . . . 33
[3.10. Grafica de tiempos de permanencia de individuos en una CMA de un estado.|. 33
[3.11. Graficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media teorica [
[ contra stmulados al variar pc en una CMA de dos estados.| . . . .. ... .. 34
[3.12. Graficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media tedrica |
[ contra simulados al variar p~ en una CMA de tres estados.| . . . . ... . .. 35
[3.13. Grafica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de dos estados.| . . 37
[3.14. Grafica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de tres estados.|. . 38
[3.15. Grafica de los tiempos de permanencia de individuos en una CMA de dos [
[ estados. . . ... 39
[3.16. Grafica de los tiempos de permanencia de individuos en una cadena de tres |
[ estados) . . ... 40




Capitulo I
INTRODUCCION

En la naturaleza observamos cambios constantes, tales como el crecimiento de un arbol
o la salida del sol cada dia. En la ciencia nos interesamos por estudiar dichos cambios. Esto
lo hacemos con un amplia diversidad de herramientas matematicas. Una de las herramientas
utilizadas para estudiar fendmenos naturales que cambian en el tiempo son las que se co-
nocen como cadenas de Markov. Las cadenas de Markov son una clase amplia de modelos
matematicos que se utilizan para estudiar diferentes procesos que evolucionan en el tiempo,
tales como procesos fisicos, quimicos, bioldgicos e incluso econémicos y sociales. Estos mo-
delos matematicos fueron originalmente introducidos por el matemaético ruso Andrei Markov
alrededor de 1905 para estudiar la distribucién de vocales y consonantes en la obra “Eugeny
Onegin” del autor A. S. Pushkin. En su trabajo, Markov presenté los conceptos fundamenta-
les, definiendo una cadena como una secuencia de variables aleatorias dependientes entre si
y definiendo también sus probabilidades de transicion, asi como la irreducibilidad y estacio-
nariedad en estos modelos [4].
Las cadenas de Markov se han utilizado para estudiar propagacién de enfermedades de forma
general, estudiando la dindmica del contagio, su impacto en la salud publica y formulando
modelos para simular la dindmica en las poblaciones, entre otras aplicaciones [29, 22| i§]|.
En particular, las cadenas de Markov, también se han empleado para estudiar el contagio o
la dindmica de una enfermedad en especifico. Las cuales pueden ser enfermedades no in-
fecciosas o infecciosas [25,12]]. Las enfermedades de tipo no infeccioso también se suelen
denominar enfermedades no comunicables o NCDs por sus siglas en inglés y dentro de estas
se incluyen hipertension, diabetes y cancer, entre otras [6]. En cuanto a las de tipo infeccio-
s0, se encuentran todas aquellas enfermedades que pasan de un individuo a otro mediante un
proceso de contagio definido. Algunas estas enfermedades son: VIH, hepatitis B tuberculosis
y COVID-19. [14]128]].
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En general, las enfermedades infecciosas se han estudiado desde diferentes puntos de
vista, empleando una amplia gama de modelos mateméticos y computacionales tales como
ecuaciones diferenciales, procesos estocdsticos, dindmica de redes complejas, simulacién de
Monte Carlo, automatas celulares, entre otros modelos y herramientas [9].

Ahora, motivado por la pandemia provocada por la enfermedad infecciosa COVID-19 y su
propagacion, en este estudio serd de particular interés la representacion de modelos epide-
mioldgicos en sistemas con cierta estructura los cuales poseen uno o mds recintos en los que
entran y salen personas. Ejemplos de este tipo de sistemas son: centros comerciales, super-
mercados, escuelas y lugares de trabajo. Al modelarlos como una estructura compuesta de
recintos conectados entre si, podemos hablar de un flujo de personas entre los recintos de
estos lugares. Un proceso aleatorio sobre uno de estos sistemas estructurados con recintos, y
con cierta probabilidad de salto entre un recinto y otro, puede modelarse mediante cadenas
de Markov. En este caso los recintos equivaldrin a los estados y las probabilidades de sal-
to son las también llamadas probabilidades de transicion. Por otra parte, estas cadenas son
procesos aleatorios que evolucionan con el tiempo, en los cuales el evento presente depende
unicamente del evento anterior, lo que se conoce como la propiedad de Markov. Ademads, las
cadenas de Markov poseen una representacion grafica que puede ser relativamente sencilla en
la que se incluyen los diferentes estados y las probabilidades de saltar de un estado a otro. Sin
embargo, las cadenas de Markov son sistemas cerrados, pues al ver la trayectoria del proceso
como la trayectoria de un individuo o una particula podremos observar que las particulas se
mantendran al interior de los estados que ya posee la cadena. Como mencionamos antes, en
los sistemas de interés estaremos tratando con la entrada y salida de personas, por lo tanto,
si en una cadena de Markov permitimos el ingreso o abandono de los estados ya existentes,
es posible tener un sistema que siga las reglas de las cadenas de Markov pero también sea un
sistema abierto [21]].

Llamaremos a este tipo de sistemas cadenas de Markov abiertas (CMAs) y estas, al igual que
las cadenas de Markov, podrdn representar diferentes fenémenos y sistemas. En nuestro caso
las CMAs son de particular utilidad para modelar los sistemas con estructura y recintos en
los cuales las personas pueden entrar y salir, pues en estos modelos encontraremos un flujo
constante de individuos que pueden entrar al sistema, desplazarse entre los recintos y salir.
Tal como lo haria una persona al entrar a uno de estos sistemas estructurados. Es importan-
te considerar que, al modelar mediante un proceso aleatorio, consideramos el movimiento
de un individuo entre recintos como un proceso dado de forma aleatoria. Por ello, no entra-
rdn en juego variables externas que de alguna forma influencien el comportamiento de los
individuos, fuera de aquellas predefinidas en el proceso de cadena de Markov abierta.

En este trabajo mencionaremos las propiedades principales de las cadenas de Markov
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abiertas y estudiaremos su evolucion, los estados estacionarios, el comportamiento del flu-
jo de salida. Después, implementaremos sobre los sistemas de cadena de Markov abierta un
proceso de contagio para simular la propagacion de enfermedades infecciosas en tiempos de
estancia cortos. Acercandonos a la simulacién de recintos publicos en los cuales el tiempo de
permanencia de una persona es menor que un dia horario, es decir, a lo mas se trata con horas
de estancia. Siendo también de interés la estimacion de las probabilidades de contagio para
tiempos de permanencia especificos mediante aproximaciones y la simulaciéon computacional
del sistema abierto con la implementacion del contagio.



Capitulo 11
ANTECEDENTES

2.1. Situacion problema

2.1.1. Identificacion del problema

Una epidemia o pandemia es un fendmeno bioldgico y social que afecta la vida cotidiana
de personas y comunidades a diferentes niveles de organizacion. Por esta razon los gobiernos
y entidades nacionales e internacionales proponen e implementan medidas sanitarias y de
seguridad para la prevencion de la propagacion de la enfermedad correspondiente. Las estra-
tegias de prevencion y seguridad que se suelen establecer cominmente pueden consistir, por
ejemplo, en difundir informacidn entre la poblacién para concientizar acerca de las medidas
sanitarias, o bien, la implementacion de medidas mds estrictas para prevenir contagios.

En el caso de enfermedades respiratorias algunas medidas comunes implementadas son:
aislamiento social, uso de mascarillas respiratorias, higiene del lavado de manos, ventilacién
de espacios cerrados, entre otras [2,15]. En ocasiones, las medidas implementadas se estudian
a detalle para corroborar su efectividad en la prevencion de la propagacion de la enfermedad
en cuestion. Por citar un ejemplo, el uso de mascarillas se ha estudiado extensivamente dentro
del contexto de la COVID-19, lo cual ha resultado en la mejora continua del uso correcto de
la mascarilla para incrementar su efectividad. [1 (16, [27]]

Una de las medidas de prevencién del contagio tomada en México es la separacion fisica
de entradas y salidas [23, 26]. Esto podia llevarse a cabo separando una tnica entrada con
medios fisicos, determinando asi una seccidn especifica para la entrada y otra para la salida.
O bien, dado el caso en el que un establecimiento o recinto de trabajo previamente contaba
con dos o mas lugares de entrada separados, se designarian sitios que fuesen Unicamente
de entrada y otros sitios especificos para la salida. La pregunta a formularse es, jes esta
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medida de prevencion del contagio realmente eficiente? Siendo el objetivo de esta medida la
prevencion del contagio, esta medida se consideraria eficiente si al implementarla ayuda o
contribuye a reducir la cantidad de personas contagiadas.

2.1.2. Formulacion del problema

Para verificar la efectividad de la medida sanitaria llamada en general protocolos de in-
greso y egreso puede establecerse un modelo de la realidad en el que se implemente la medida
y un modelo de control en el que esta medida no sea implementada, esto asi para poder rea-
lizar un contraste entre ambos modelos. Para esto se reducirédn las estructuras en general de
espacios publicos, a diagramas en los que pueda implementarse un modelo probabilistico de
cadenas de Markov abiertas, cuyas cualidades generales son: dependencia del tiempo, ca-
pacidad de intercambio con el exterior permitiendo la entrada y salida de individuos a un
sistema y las probabilidades de ir de un recinto a otro en el espacio publico a otro estdn
predeterminadas.

2.2. Objetivos de la investigacion

2.2.1. General

El objetivo primario es determinar la efectividad de los protocolos sanitarios de ingreso y
egreso en cuanto a la prevencion de contagios, es decir, la investigacion busca establecer un
fundamento de simulacién por computadora y tedrico que permita determinar la efectividad
de las medidas en cuanto a la prevencién del contagio de enfermedades.

2.2.2. Objetivos especificos

1. Estudiar los tiempos de permanencia de particulas en cadenas de Markov abiertas.

2. Estudiar la dindmica de propagacion de enfermedades infecciosas utilizando modelos
de cadenas de Markov abiertas, tanto de forma simulada como teorica.
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2.3. Cadenas de Markov

2.3.1. Procesos estocasticos

Para entender fendmenos matematicos y naturales es posible plantearlos como procesos
que cambian o van evolucionando de cierta forma. Una dependencia del tiempo habla de un
proceso que varia conforme avanza el tiempo. Si consideramos que la evolucién de un proceso
que depende del tiempo estd sujeta al azar, entonces, es posible establecer un tipo de proceso
aleatorio que a su vez depende del tiempo y esto es lo que a grandes rasgos llamaremos un
proceso estocdstico. Un tipo particular de proceso estocdstico son las cadenas de Markov, de
las que hablamos a continuacion.

2.3.2. Descripcion

Las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocdstico. Fueron teorizadas por el mate-

matico ruso Andrey Markov a inicios del siglo XX con la finalidad inicial de crear un modelo
para inferir la frecuencia de vocales y consonantes en poemas y textos, es decir, con la fina-
lidad de estudiar el lenguaje [4, 20].
Las cadenas de Markov son una herramienta matemadtica relativamente sencilla de visualizar
por medio de diagramas que utilizan circulos y flechas, siendo los circulos la representacion
de estados y las flechas la representacion direccionada de la probabilidad de pasar de un es-
tado a otro, con la condicién de que la suma de las probabilidades de saltar desde un estado
a cualquier otro debe ser igual a uno, es decir, en el diagrama el valor probabilistico de las
flechas que salen de un solo estado deben tener suma igual a uno. En el siguiente ejemplo
podemos ver muestra de ello.

1-p I-q
[
(2
q

Figura 2.1: Diagrama de una cadena de Markov de dos estados.

Sin embargo, aunque sea posible darles una representacion sencilla, pueden también ser
complejas y utiles para representar algunas caracteristicas no triviales o dificiles de observar
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en un sistema. Mas adelante presentaremos algunas aplicaciones importantes de las cadenas
de Markowv.

2.3.3. Teoria de Cadenas de Markov

Para el estudio formal de cadenas de Markov, es importante mencionar algunas definicio-
nes y teoremas. El material presentado en esta seccidn estd basado en el libro Introduccion a
los Procesos estocdsticos de L. Rincon [20].

Definicion 1 (Cadena de Markov) Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiem-

po discreto X,, : n = 10,1, ... con espacio de estados discreto S y que satisface la propiedad
de Markov, esta es, para cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados x, . . . , x,, se
cumple

P(@ng1lTo, . T0) = p(Tnpa|Tn).

Por ello una Cadena de Markov es un proceso dependiente del tiempo en el cual el si-
guiente evento depende del evento actual.

Definicion 2 (Probabilidad de transiciéon) Sean i, j € S dos estados en el espacio de esta-
dos de una cadena de Markov. La probabilidad condicional

P(X,1 =7|X, =1),

denotada por p;;(n,n + 1) representa la probabilidad de transicion del estado i en el tiempo
n al estado j en el tiempo siguiente n + 1.

Cuando dichas probabilidades de transicién p;;(n,n + 1) no dependen del valor de n, es
decir, las probabilidades no son dependientes del tiempo, se dice que la cadena es homogé-
nea en el tiempo. Con frecuencia esto se suele asumir, de modo que las probabilidades de
transicion en un solo paso de tiempo se escriben simplemente como p;;.

Definicion 3 (Matriz de transicion) La matriz de transicion asociada a una cadena de Mar-
kov, es tal que la entrada (i, j) corresponde a la probabilidad de transicion p;;, dado que
i,j €8.
Poo Po1 Po2
Pio Pun P12
Q= P20 P21 P22 .- ’

dicha matriz cumplird las propiedades
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1) pij = 0.

Donde el indice 7 se refiere al renglén de la matriz y el punto de partida para la transicién
y el indice j hace referencia a la columna y al punto de llegada de la transicion.

Ejemplo 1 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1} tal que p,q €
(0,1) de modo que las ninguna de las probabilidades de transicion sea nula. Tenemos su
diagrama en la figura 1.

1-p I-gq
[
(O
q

Figura 2.2: Diagrama de la cadena de markov X.

De donde tenemos la matriz estocdstica de la forma:

| 1=p p
Q_{ q 1—61]

Teorema 1 Sea X, X1, Xs, ... una cadena de Markov con matriz de transicion Q. Entonces
las probabilidades de transicion en k pasos estdn dadas por la matriz Qt, de modo que,

P(X; = j1Xo = 1) = (Q)y;
De igual forma se sigue que P(X; =n + j|X,, =) = (Q');; para cualquier n € N.

Ademas, si la distribucion de probabilidad para el estado inicial X estd dada por el vector
. Entonces la distribucion de probabilidad de X; estd dada por

Xt ~ WOQt.
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2.3.4. Aplicaciones de las cadenas de Markov
Aplicaciones

Algunas aplicaciones especificas de las cadenas de Markov son las siguientes:

= Google: Fue usada por Sergey Brin y Larry Page, entonces estudiantes de posgrado,
quienes después crearon Google utilizando el proyecto PageRank para organizar la
informacién de la World Wide Web [7]].

= Teoria de la informacién: Aplicacién de Claude Shannon para estudiar mensajes en
teoria de la informacién y crear criterios para decidir si un texto contiene o no
informacion [24]].

= Sistemas financieros: Son usadas en sistemas para ventas de seguros de automdviles,
seguros de gastos médicos, entre otros tipos de seguros mediante el sistema de
bonus-malus [18]].

= Biologia: Tienen amplios usos en biologia, un ejemplo interesante es su uso propuesto
por Motoo Kimura para modelar las mutaciones genéticas de bases nitrogenadas en
ADN y ARN [15].

2.4. Cadenas de Markov abiertas

2.4.1. Descripcion

La idea de una Cadena de Markov abierta es permitir una extension de las cadenas de
Markov, siendo que en el caso abierto se permitird tanto la entrada como salida del sistema.
Es decir, es posible que el sistema tenga un intercambio con el exterior. Si consideramos una
particula que estd dentro de una cadena de Markov, esta particula permanecera siempre en
el interior de la cadena. Lo cual significa que en cualquier momento dado la particula esta
necesariamente en uno de los estados de la cadena. En cambio, en una cadena de Markov
abierta la particula tiene la posibilidad de salir mediante alguno de los estados, o bien, existe
la posibilidad de que una particula en el exterior, o que estd fuera de la cadena, se incorpore
al sistema ingresando por alguno de los estados que permita la entrada.

Esta seccién en la que incluimos la definicién formal de cadena de Markov abierta y el desa-
rrollo tedrico de la Funciéon Generadora de Momentos estd basada en el articulo Open Markov
Chains: Cumulant Dynamics, Fluctuations and Correlations. [21]]
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2.4.2. Teoria de cadenas de Markov abiertas

Definicion 4 (Cadenas de Markov Abiertas) Sea S un conjunto finito de estados y sea Q :
S xS = [0,1] C R una matriz irreducible y aperiodica con radio espectral menor que uno.
Y sea {J' : t € N} una secuencia de vectores aleatorios que toman valores en N3. Decimos
que (S,Q,{J" : t € N}) es una cadena de Markov Abierta con espacio de estados S, matriz
de saltos Q y protocolo de entrada {J' : t € N}.

Retomando el ejemplo de Cadena de Markov en la figura 2.3 con dos estados, afiadiendo

una entrada y salida.

(OO
\/

q

Figura 2.3: Cadena de Markov abierta de dos estados.

2.4.3. Evolucion de la Funcion Generadora de Momentos

Teorema 2 Sea p;(n) := P(N' = n) el vector de probabilidad asociado a N'. Y sea
G, : RS x RY — R la funcién generadora de momentos (f.g.m) de N*.

Dados J' y R! independientes con f.g.m. Fy(a) y H(ax) := eFHT (@), respectivamente, enton-
ces

Gi(e) = Go (HO (o) [[ F (H (@)

donde H") es la r-ésima iteracion de la funcion H, es decir H") .= HoHo...oH, r
veces.

Demostracion 1 Tenemos p,(n) distribucion de particulas en el espacio de estados, veamos
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que al tiempo t + 1,

prs1(n) =P (N =n),
=) P(N'=kP(N"" =n|N'=k),
keNS

=Y p(n)K(k,n),

keNs

que es la ecuacion de evolucion de py(n).
Veamos ahora que K (k,n) es la probabilidad condicional en la ecuacion de evolucion
de p;(n), de modo que

K(k,n) = P(N*!=n|N’=k),

= PJ'+R'=n),
= > PJ'=jPR' =1).

Esta ultima igualdad estd dada por la independencia de J' y RY, pues su probabilidad con-
junta es de la forma

P! =R = 1) = (I = (R =)
Ahora, la funcién generatriz de N estd dada por;
Gi(a) = Elexp(Nfa™)] = Z pt(n)e"O‘T,
nGNg
v la evolucion de la funcion generatriz,

Gra(e) = > 3 pRK(kn)em,

neNS keNy§

- Z Z Z pe(k)P(J* =jP(R! =)™ .

neNS keN§ j+r=n

Notemos que en la ecuacion anterior la suma sobre n 'y la suma sobre la restriccion
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J +r = n resulta en una doble suma sobre j y r, por lo que reescribimos,

gt+1 Z Z Z pt _ )]P(Rt _ r)e(j—i—r)aT’

keNS jeNS reNs

recordando que
File) = Elexp(J'al)] = ) PUI' =j)dv,
jENS
T

H(a) = Elexp(R'a”)] Y P(R' =r1)e™

rENg

Gipa(a) = ZPt(k)ft(a)H(a)-

keNy

Siendo que, por la hipotesis
H(o) = (@),

donde H : R® — R® es una funcion vectorial, tendremos componente a componente:

S
HZ(O() = log <€i —+ Z(]idﬁaj) .
j=1
Entonces, la ecuacion de evolucion de la f.g.m., es

Giri(a) = Fla)g (H(a)),
iterando, tenemos:
gi(la) =
Go(a) = (a)f(H(a) ( ( (a)),
Gs e (H(e)) F(H? (@) Go (H® (@),

|
o
B
LS
=
c 2

I
5
w
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2.5. Modelos epidemioldgicos

2.5.1. Descripcion y diversidad de modelos

Diferentes modelos requieren también herramientas computacionales diferentes que se
adapten a las consideraciones y pardmetros del modelo. La siguiente tabla [9] muestra los
diferentes tipos de acercamiento computacional dependiendo del modelo empleado.

| Tipos | Nombres | Métodos

Ecuaciones diferenciales,
procesos estocdsticos, Monte
Carlo, Cadenas de Markov

Modelos por compartimentos,

Modelos matematicos
modelos Reed-Frost

Dindmicas de sistema en redes
complejas, simulaciones numéricas

. . . Ecuaciones diferenciales,
de epidemias en redes complejas,

Modelos de redes com-

plejas modelos de metapoblacién, redes procesos estocasticos
pesadas, redes adaptativas
Algoritmos, técnicas compu-
Modelos basados en | Bio-War, EpiSims, FIuTE, | tacionales, redes complejas,
agentes MASON, GeoGraphs, EpiFast atomatas celulares, GIS, si-

mulacion

Tabla 2.1: Clasificacién de modelos epidémicos.

2.5.2. Modelos por compartimentos

En los modelos por compartimentos se fragmenta alguna o varias poblaciones de parti-
culas o individuos en diferentes grupos que compartan determinada caracteristica. Ademds
los grupos en los que se dividen, es decir, los compartimentos, pueden y suelen tener inter-
cambio entre ellos, siendo asi una particula o individuo puede pasar de un compartimento a
otro. [11] En epidemiologia se utilizan estos modelos para separar personas por su estado de
salud en relacion a alguna enfermedad en especifico. Un modelo frecuente es el modelo SIR,
cuyas siglas indican Susceptible-Infected-Recovered, [19] andlogo a las siglas en espafol
Susceptible-Infectado-Recuperado, en el cual hay personas que pueden contraer la enferme-
dad, personas que estan contagiadas y pueden propagar la enfermedad y personas que se han
recuperado de la enfermedad y ahora poseen inmunidad a la misma. Desde ese modelo se
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han dado lugar a otras variaciones, nombrando otros compartimentos diferentes a los del SIR
o especificando sobre los mismos, donde ademads existe un intercambio entre estos compar-
timentos mediante el proceso definido de contagio para cada enfermedad. En el caso, por
ejemplo, de enfermedades cuya infeccidén no supone inmunidad, se habla de un modelo SIS,
en el que las personas susceptibles después de ser infectadas vuelven a ser susceptibles a la
enfermedad. [[13]]

2.5.3. Modelo Reed-Frost

El modelo de Reed-frost es un modelo S-I-R a tiempo discreto.[3] que evoluciona de
acuerdo a la recursién de Markov y asume que en cualquier momento dado cualesquiera par
de particulas puede entrar en contacto, es decir, asume que el sistema es homogeneo y ademas
no requiere grandes capacidades de computo pues no se enfoca en cada una de las interaccio-
nes individuo-individuo. Si bien, esto le resta complejidad computacional, también reduce la
cercania del modelo con la realidad, dado que se toma en cuenta una version simplificada de
las interacciones sociales. [[10]]

2.5.4. Protocolos de ingreso-egreso

A nivel nacional se emitieron recomendaciones para la separacion de entradas y salidas
en lugares publicos, para lo cual los estados emitieron sus propias recomendaciones, a con-
tinuacion se cita un documento oficial emitidos por el gobierno de la Ciudad de México y el
acuerdo emitido por la Secretaria de Salud de gobierno de México.

Emitidos por el Gobierno de la Ciudad de México

‘Si el inmueble cuenta con 2 accesos, deberd habilitar uno de manera exclusiva para el
ingreso y otro de manera exclusiva para la salida. En el caso de no ser factible lo anterior,
es decir, donde se cuente solo con un acceso, utilizado para entrada y salida, esta debera
dividirse, indicando y marcando el sentido de circulacién para el ingreso y para la salida. En
ambos casos, se debe sefalizar claramente el transito para el ingreso y salida.” [23].

Emitidos por la Secretaria de Salud del Gobierno de México

“Establecer entradas y salidas exclusivas del personal; en caso de que se cuente con un
solo acceso, éste se deberd dividir por barreras fisicas a fin de contar con espacios especificos
para el ingreso y salida del personal.” [26]
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3.1. Estructuras de CMA a estudiar

Para este estudio los estados de las cadenas de Markov se consideran cada uno como un
recinto, o bien, una division entre recintos de lugares publicos. A continuacién detallamos
las estructuras de CMA que se eligieron para desarrollar los resultados tedricos y realizar
simulaciones.

3.1.1. Estructura de un solo estado

Es la CMA mas simple, en este caso se incluye un protocolo de entrada binomial, en el
que cada particula antes de entrar lanza un volado y al ganarlo entra a la cadena, es decir,
al recinto. Y de perderlo simplemente no entrard. Notemos que tiene una probabilidad de
entrada p y una probabilidad de salir ¢ o quedarse en la cadena 1 — ¢, las cuales suman 1.

66[
—b@ﬁ—»

Figura 3.1: Cadena de Markov abierta de un solo estado.
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Este diagrama puede analogarse con un recinto publico como una plaza abierta o una
reunion de personas en un unico espacio que permite entrada y salida. En este sistema de un
solo estado no es consideramos el caso con mas de una entrada y una salida ya que aunque
el recinto fisico lo pudiera permitir, las probabilidades de salida en cada puerta se sumarian
para hacer una sola probabilidad de salida, asi como las probabilidades de entrada que ademas
estaran contempladas en el protocolo de entrada.

3.1.2. Estructura en linea de dos estados

Para este caso es posible hacer una comparacion entre el caso en el que se aplican proto-
colos de ingreso-egreso y en el caso en el que no se aplican. Llamaremos Acceso Libre (AL)
al caso sin protocolos de ingreso-egreso y Acceso Controlado (AC) a el caso en el que se
aplican los protocolos. Como es mencionado antes, cada estado en los diagramas representa
un recinto en un espacio publico, por tanto, la siguiente cadena modela un espacio con dos
recintos en los que cada uno tiene su propia entrada y salida y se permite el intercambio entre
ambos. Ademads esta es la representacion de Acceso Libre (AL).

N )
(D=

Figura 3.2: Cadena de Markov abierta de dos estados y dos entradas y salidas.

Al aplicarse el protocolo de ingreso-egreso y realizar la separacion de entradas y salidas,
una de la anterior entrada y salida del sistema anterior tiene que pasar a ser inicamente una
entrada y la otra a ser unicamente salida, por tanto tendremos diagrama indicado en la figura
3.3. para el caso de Acceso Controlado (AC).

Es importante notar que la estructura de linea permite establecer una secuencia entre
los estados, siendo en el caso de acceso controlado el estado cero al que se puede acceder
inicialmente y el estado siguiente el que permite la salida.
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) p

~_

Figura 3.3: Cadena de Markov Abierta de dos estados y una entrada y salida.

3.1.3. Estructura en linea de tres estados

En el caso en el que tenemos tres estados conectados en una estructura de linea, de los
cuales es posible la entrada y salida por los estados extremos, tendremos el siguiente diagra-
ma para Acceso Libre.

N0
= 0080

Figura 3.4: Cadena de Markov Abierta de tres estados con dos entradas y dos salidas.

Y el siguiente diagrama representa el acceso controlado en una CMA de tres estados en linea.

)
A

Figura 3.5: Cadena de Markov Abierta de tres estados con una entrada y una salida.
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En este caso se puede analogar el sistema a un supermercado en el que hay un lugar definido
para entrar y un lugar diferente para salir, siendo el recinto central en si el centro del super-
mercado, el recinto inicial la entrada principal y el recinto final el drea de cajas o bien, la
salida principal.

3.2. Resultados teoricos

3.2.1. Tiempos de permanencia

Para estudiar los tiempo de permanencia de particulas, considerademos una cadena de
Markov abierta de dos estados con estructura de linea, en la que ademds consideramos e/
exterior de la cadena.

I-p l-qg-s
!
o /_\*@L»
(O = |

q

Figura 3.6: Cadena de Markov abierta de dos estados.

Donde S = {0, 1} es su espacio de estados.
Sea X, el estado de la particula al tiempo k. Definimos X _; = 74”7, donde ¢ es el estado de
inicio en el exterior, donde podemos decir se encuentra la particula antes de entrar a la cadena
de Markov. Asi como Xy = 1y Xj, Xo, ... el resto de los estados de la particula al tiempo ¢.

Definicion 5 (Tiempo de permanencia) Sea 7 la variable aleatoria que indica el tiempo en
el que la particula se encuentra dentro de la cadena justo antes de salir. Definimos

T =max{k : X} € S},
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de modo que T € {0,1,2,3,...} =N.

Definicion 6 (Probabilidad de Salida) Sea ps(k) la probabilidad de que una particula per-
manezca dentro de la cadena de Markov durante un tiempo k antes de salir, entonces

ps(k) :=P(r = k).

Teorema 3 (Probabilidad de tiempo de permanencia) Q la matriz de saltos, S los estados
de una cadena de Markov abierta, asi como ¢ la probabilidad de salir de la cadena. Y sea
T la variable aleatoria que indica el tiempo en el que la particula se encuentra dentro de la
cadena justo antes de salir. Entonces, la probabilidad de que una particula que estd dentro
de la cadena salga al tiempo k esta dada por:

P(r=k) =c-(Q" s

Demostracion 2 Definimos los conjuntos Sy, representados de forma que s es el iiltimo es-
tado que toma antes de salir y e cuando la particula se posiciona en el exterior del sistema.

Sy = {x = ilse},
Sy = U{x = ilase},

Sy = U U{x = ilajasse},

a; a2

Sy = UUU{I =ilajasy . ..agse},

a1 as ak
= U {x =ila"'se},
a§71

de donde tenemos
k-1 _ ¢ k—1. . . . _
S ={ay se=ajas...ap15¢: a; €S, 1<j<k-—1}

Para calcular P(T = k) es necesario calcular la probabilidad de Sy, puesto que P(T = k) =
P(Sy), luego, al ser las trayectorias disjuntas dos a dos de modo que Sy, N S,, = &, Vk # m,
podemos descomponer P(T = k) de la siguiente forma
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= Z P ({z = ila} 'se}) .

Dada la estructura de linea de la cadena de Markov abierta es posible calcular las tra-
yectorias individuales. Para ello, primero suponemos que la particula entra a la cadena, por
lo tanto la probabilidad de saltar del exterior i a al estado 0 es P(i — 1) = 1. Entonces,
para una trayectoria cualesquiera, tendremos

P({x = ila¥'se}) = mo(1)Q(ay, a2)Q(az, as) . .. Q(ag—_a, ax_1)e,
= Q(&h a2)Q(a27 a3) R Q(ak_g, CLk_l)E.

Por tanto, para todas las trayectorias tendremos

P(Sk) = Z Z Z P({ila"'se}),

a1ES as €S ap_1ES

=> ) .. Qa1,02)Q(az,a3) . .. Qlar—z, ap_1)e,

a1€S a2€S ak_168

al sumar sobre el producto matricial obtenemos la expresion

P(Sk) = (Q" N - &

por lo tanto

P(’T = k‘) =c- (Qk_l)(Ls).

Observacion 1 En los casos con mds de una entrada y salida tomando el vector de la dis-
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tribucion inicial 7 y el vector de salida € asociado a la cadena en el que cada componente
es la probabilidad de salir de cada estado, podemos obtener un resultado similar al incluir
la suma sobre las entradas de los vectores de probabilidad inicial y de la probabilidad de
salida, de este modo, tendremos

P({x = iat'sie}) = mo(ao)Q(ay, a2)Q(az, as) . .. Q(ax_s, 51)e(s1),

P(Sk) = Z Z Z Z Z?To(ao)Q(ah%)Q(%a:a)---Q(ak—%sl)g(sl)a

ag€ES a1 €S a2€S ap_1ES s|ES

=P(r=k)=m- (QYe.

Esta dltima observacion es un resultado tedrico que generaliza la probabilidad del tiempo de
permanencia en una CMA con cualquier estructura, con la cual es posible dar una distribucién
tedrica del tiempo de permanencia siempre que se cuente con el vector de probabilidad inicial,
la matriz de saltos y un vector de las probabilidades de salida.

3.2.2. Tiempos de contagio para una CMA de un estado

Sea la siguiente cadena de Markov Abierta que representa un recinto con una entrada y
una salida para las particulas.

t
J I1—gq

Figura 3.7: Cadena de Markov abierta de un estado con probabilidad de salida 1 — q.

Cuya matriz de probabilidad de transicién es Q = 1 — g = ¢ con ¢ siendo la probabilidad de
salida y donde tenemos la entrada de particulas J y K de particulas sanas y contagiosas, res-
pectivamente. Al interior del recinto tendremos particulas sanas denotada por H, contagiosas
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M y contagiadas/expuestas C.
Definimos la probabilidad de contagio de una particula por

o aM _aM
P"HiM+C ¢

donde « es un factor de contagio tal que o € [0, 1].

En este proceso consideraremos dos pasos de tiempo consecutivos, el primero de movimiento
y el segundo de contagio. En el primer paso tendremos las siguientes ecuaciones para las de
poblaciones de particulas sanas, contagiosas y expuestas.

Ht+1 — J +R(Ht),
M = K + R(M),
Ct—l—l — R(Ct),

con R(X) ~ Binom(X, q) paracada X € {H', M* C'}.
Para el contagio pasaremos al segundo tiempo, ¢ + 2, donde tendremos las ecuaciones de
evolucion en funcion de las particulas contagiadas A al tiempo ¢ + 1,

Ht+2 — Ht+1 _ A(Ht+1, Mt+1, Ct+1),
Mt+2 — Mt+17
Ct+2 — Ct+1 + A(HtJrl, MtJrl’ CtJrl).

Para el célculo en valores promedio del contagio, aplicamos la operacién de esperanza a
todas las ecuaciones de evolucion. Definiendo h, = E[H’|, m; = E[M’] y ¢, = E[C].

hyy =ji + E[R(Ht)] = j¢ +qhy,
mt+1 = kt —|— E[R(Mt>] = kt + qinl,,
civ1 = E[R(C)] = g,

de la misma forma para t + 2 tendremos h;,» = h;,; — E[A], de donde la esperanza de A
estard dada por E[A] = p(h;, 1, my 1, ¢, 1) - hyy entonces

h = ht+1(1 - p(ht+1, mgq, Ct+1))7
m;yo = My,

Cry2 = Cop1 +p(hyyr, my g, cpq) - hyy g
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Para continuar, como hipétesis tomemos constantes a j; y k;, de modo que j; = jy k; = k,
teniendo asi las siguientes ecuaciones

h,y1 =j+ qghy,
my = Kk + gmy,
Ci+1 = ¢Cy.
y
QMM
h,.s =h 1-—
" ! ( hyy +my; + Ct+1) ’
QI
C =C + .
" s (ht+1 +myyq + Ct+1)

Convirtiendo las ecuaciones anteriores a un sistema matricial con las ecuaciones para h 'y
¢, con 7y = [hy, my, ¢;]*, tendremos

Te1 = a+ Thry,

bl [ 1 0 0] [h
1= My | = |kf +¢|0 1 0 |my
Cii1 0 0 01 C;

Notemos que 7} = ql3, por tanto, para el siguiente paso de tiempo

Tivo = ToTi4q,

lo cual, en su forma matricial es

ht+2 1-— Y% 0 0 ht+1
Tiro= M| = | 0 1 Of [myyy
Ciy2 p 01 Ci+1

Entonces, sustituyendo tendremos

Ttyro = T2rt+]_ = TQ(CZ + TlT't) = TQ(I + TQTthy
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como 7 es la matriz identidad multiplicada por ¢, tendremos que
Ty = Toa + To(qls)ry = Tha + qTory = To(a + qry),

y en el caso estacionario

r="Ty(a+ qr),
h
que estd basadoenr = |m |, 75 y a. Desarrollando la forma matricial,
c
h [1—p 0 0] /Tj [ h
r=|m| = 0 10 ki +¢|m ,
¢ | P 0 1 10 | C
[1—p 0 0] [[j+qh]
r= 0 10 k 4+ gm
| » 0 1] | gc |

Realizando el producto matricial y sustituyendo p = 1 — p para simplificar la notacién

j—pj+¢h—ph

r= k 4+ gm

| pj +pgh+qc
pj+ gph

r= k + qm ,

| pJ + pgh + qc

tendremos las siguientes tres ecuaciones

h = pj + ¢ph,
m = k + gm,
c = pj+pgh+qc,

de las cuales podemos resolver las primeras dos sin la dependencia de alguna de las otras
variables h, m y c y la tercera que depende unicamente de h de modo que tendremos
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h— p.]A 7
1 —pq
k
m=——,
l—gq
o Pitpgh
1—q
Recordemos que p = 5 f‘r‘:l‘Jrc, llamemos ¢ al total de particulas ¢ := h 4+ m + c, notemos

entonces que p = am/{ y p = { —am//{. Asi podemos reescribir las ecuaciones que parten
de la forma matricial del sistema como

o dtdh)(l—om)
E )
m = k + qm,
am
(1 —ge=—=(+qh)

Notemos que el total de las particulas entran al recinto y luego salen siguiendo la dindmica
de una cadena de Markov Abierta.

Observacion 2 El colectivo de particulas o individuos, sin importar su condicion de salud,
siguen las reglas de una cadena de Markov abierta. Por lo tanto la dindmica del total de
particulas alcanzard un estado estacionario, es decir, [ se puede suponer constante y es
independiente al tener su dindmica también independiente.

Asi, continuando con el desarrollo de las ecuaciones, tendremos

-
WZ(l—q)h—i—%hm,
k
m=———,
l—g¢q
am j+ ¢h
c=—"

¢ 1—q’
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y finalmente, afiadiendo también la notacién ¢ = 1 — ¢,

i(1-%)
h=——"a+,
9+ %

k
m = —,
q
am j+gh
C=—— — y
¢ q

Obtenemos las ecuaciones que proveen de la cantidad en promedio de poblaciones de perso-
nas sanas, contagiosas y contagiadas respectivamente, para una CMA de un estado.

Para obtener las salidas correspondientes a cada poblacién de individuos, basta con multipli-
car cada poblacidn por la probabilidad de salida e correspondiente a la CMA de un estado,
teniendo asi las ecuaciones

o=he,
u=me,
v =ce¢,

para las poblaciones de salida de individuos sanos, contagiosos y contagiados respectivamen-
te en una CMA de un estado.

Si deseamos ampliar este el resultado de una CMA con mds de un estado, basta con
seguir el procedimiento anterior analogando las probabilidades de contagio correspondientes
mediante una matriz diagonal P que indique la esperanza del contagio en cada estado y
utilizando también la matriz de transicién QQ correspondiente a la CMA [17].

h—j(I-P) (I—Q(I—?))l,
m=k(I-Q ",
c=(+hQ)PI1-Q) "

De forma andloga, las poblaciones de salida se calculan multiplicando por el vector columna
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€ que contiene la probabilidad de salida para cada estado en la CMA.

o=he,
uUu=me,
U=CE.

Teniendo asi las expresiones en media para la cantidad de individuos sanos, contagiosos y
contagiados que salen de una CMA con cualquier estructura dada.

3.3. Dinamica de una CMA de un estado

Para estudiar la dindmica en una CMA de un estado se estudiaron las cantidades promedio
de personas contagiadas y sanas al variar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas,
asi como las probabilidades de tiempo de permanencia de forma tedrica y simulada.

3.3.1. Dinamica en promedio del contagio

En las gréficas de la figura 3.8. se muestra en la parte superior la salida en media de
individuos contagiados al variar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas y en la
parte inferior la salida media de individuos sanos variando también la probabilidad ingreso
de personas contagiosas. Para este modelo y los siguientes mostrados en los resultados con-
sideramos que las personas tanto sanas como contagiosas siguen cada una un protocolo de
entrada con distribucién binomial, al simular que cada persona antes de entrar lanza un vo-
lado para decidir si entra o no. Denotaremos por p¢ a la probabilidad de que una ingreso de
individuos contagiosos, es decir, la probabilidad que una persona contagiosa gane un volado
para entrar al sistema.

Las lineas continuas en la figura 3.8. representan la media tedrica calculada para un barrido
de mil pasos y los circulos representan los resultados en promedio de cien simulaciones con
mil pasos de tiempo cada una. Estas simulaciones se realizaron con pardmetro de permanen-
cia ¢ = 0.99, probabilidad de ingreso de personas sanas py = 0.8 y pardmetro de contagio
a=0.3.

Como es posible notar, al aumentar la probabilidad de que ingrese una persona contagiosa,
incrementa la probabilidad de que una persona que originalmente estaba sana salga de la
CMA estando contagiada. En consecuencia a ello, la salida media de personas sanas decrece
al aumentar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas.
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Figura 3.8: Grafica de la cantidad de salida de individuos contagiados y sanos en media al
variar pc para una CMA con un estado.

3.3.2. Dinamica tiempos de contagio y salida

En la gréfica de la figura 3.9. se presenta la distribucién de probabilidad simulada del
tiempo de contagio en una CMA de un estado, estos datos se obtuvieron al normalizar la
cantidad de personas para cada tiempo de contagio. El tiempo de contagio es la cantidad de
tiempo que transcurre desde que una persona entra al recinto hasta que se contagia dentro de
la CMA. Para elaborar la gréfica se realizaron mil simulaciones con tiempo limite de simula-
cion t,,4, = 1000, probabilidad de entrada de individuos contagiosos pc = 0.2, probabilidad
de ingreso de individuos sanos py = 0.8, parametro de contagio o« = (.2 y probabilidad de

permanencia ¢ = 0.8.
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Figura 3.9: Gréfica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de un estado.

Ahora, en la grifica siguiente se presenta la distribucién de probabilidad de tiempo de per-
manencia tedrico y simulado en una CMA de un estado.
Para la curva tedrica, que se muestra en como una linea continua, se utiliz6 el teorema de

T
o

0.2

0.15

0.1

0.05

cantidad normalizada de personas

P P P 4 —o

10 15 20 25 30
tiempo de permanencia

o

Figura 3.10: Grafica de tiempos de permanencia de individuos en una CMA de un estado.

tiempo de permanencia para cada tiempo t € {1,2,...,50} y para obtener la curva simulada
se normalizaron los resultados de mil simulaciones cortadas a tiempo t,,,, = 1000 con para-
metro de permanencia ¢ = 0.8.

Podemos notar en las graficas de tiempo de permanencia y tiempo de contagio que decrecen
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con el tiempo, alcanzando valores cercanos a cero alrededor de ¢ = 20 para el contagio y de
t = 25 para el tiempo de permanencia.

3.4. Comparacion entre acceso libre y acceso controlado

3.4.1. Dinamica del contagio

En las grificas mostradas en esta seccion podremos observar la cantidad de salidas en
promedio de personas sanas y contagiadas en la CMA de dos y tres estados con estructura de
linea al variar la probabilidad po de ingreso para una persona contagiosa.
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Figura 3.11: Graficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media tedrica contra
simulados al variar p- en una CMA de dos estados.
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En el par de graficas mostradas anteriormente tenemos en la parte superior la salida media
de personas contagiadas y en la parte inferior la salida media de personas sanas. Las lineas
continuas representan resultados tedricos mientras que las de dispersion los resultados de
las simulaciones realizadas, mientras que lo mostrado en color negro representa el mode-
lo de Acceso Libre (AL), es decir, sin protocolos de ingreso-egreso y lo mostrado en color
rojo corresponde al modelo de Acceso Controlado (AC) que tiene protocolos sanitarios de
ingreso-egreso.En estas graficas podemos observar que al aumentar la probabilidad de entra-
da de personas contagiosas, la salida de personas contagiadas en el modelo de acceso libre
(AL) es menor que en en el modelo de acceso controlado (AC). De forma contraria, la salida
de personas sanas en el modelo AL es mayor a la salida en el modelo AC.

I
o

Figura 3.12: Graficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media tedrica contra
simulados al variar p en una CMA de tres estados.
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En la figura anterior tenemos lo andlogo a las graficas de la figura 3.11. pero ahora se trata de
la CMA de tres estados con estructura de linea. En este caso de nuevo podemos notar que al
aumentar p¢ la salida media de contagios crece mds en el modelo AC en comparacion con el
modelo AL. Y de forma contraria, la cantidad media de salida de personas sanas es en general
mads grande en el modelo AL que en el modelo AC.

Para las simulaciones se tomaron en cuenta las matrices de transicién Qo5 y Q35 que se deta-
llan a continuacién

_|1-a o« _
st—{ . 1_T_S},conq—r—O.Oly

1—¢q q 0
Qs = r l—qg—r q , conqg =1 =0.05.
0 T 1—r—s

Ademads, como pardmetro de salida se us6 s = 0.01 en ambos casos, asi como el parametro de
contagio o = 0.3 y como probabilidad de ingreso de personas sanas se utilizé py = 0.8 para
el modelo con dos estados y py = 0.9 para el de tres estados. Para permitir la comparacion en
probabilidad del modelo AC y el modelo AL en primer caso se toman py, pcy s tal como se
describen arriba, pues este solo cuenta con una entrada y una salida y en el caso AL, tomamos
pu/2, pc/2y /2 yaquela CMA cuenta con dos entradas y dos salidas. Esta consideracion
también se toma para todas las graficas de comparacién entre AC y AL.

3.4.2. Dinamica tiempos de contagio y salida

En la siguientes graficas tenemos los resultados de los tiempos de contagio simulados.
Para estos, el contador de tiempo empieza desde que una persona sana entra en el sistema y
marca el momento de tiempo en el que se contagié. La primera gréfica es para la CMA de dos
estados y la segunda para tres estados, ambas con estructura de linea, para obtenerlas se rea-
lizaron mil simulaciones con tiempo limite de simulacién igual a mil. Las barras mostradas
en color negro de nuevo corresponden al modelo de Acceso Libre (AL) y las de color rojo al
modelo de Acceso Controlado (AC). Veamos que en la CMA de dos estados la probabilidad
de contagio simulada es menor al tener acceso libre para tiempos cortos, en este caso, hasta
alrededor de ¢ = 12 es cuando empieza a cambiar esta tendencia y después de ¢ = 20 es
notorio como la cantidad de contagios es mayor al tener acceso libre.
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Figura 3.13: Gréfica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de dos estados.

Ahora, en la CMA de tres estados, ocurre algo similar, pues hasta alrededor de ¢ = 16 es
cuando la probabilidad de contagiarse en el modelo de AC, en color rojo, se empieza a apro-
ximar al caso de AL, en color negro, y es hasta después de ¢ = 20 que el modelo de AL tiene
una mayor cantidad normalizada de contagios. En estas simulaciones los pardmetros de con-
tagio se establecieron en o = (.2 en ambos casos, asi como se usaron las matrices Qa5 y Q35
mostradas en la seccion 3.4.1. pero ahora con pardmetros ¢ = 0.3, 7 = 0.2. En los protocolos
de ingreso se usaron las probabilidades de ingreso de individuos contagiosos pc = 0.1 y de
ingreso de individuos sanos py = 0.9, asi como una probabilidad de salida s = 0.1.
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Figura 3.14: Grafica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de tres estados.

Para continuar, mostraremos en las siguientes graficas el comportamiento de los tiempos de
permanencia para las CMA de dos y tres estados con estructura de linea, respectivamente. De
nuevo, las curvas que se muestran continuas representan los resultados tedricos y los graficos
de dispersion, los resultados de las simulaciones. Siendo lo trazado en color negro lo corres-
pondiente al acceso libre (AL) y en color rojo el acceso controlado (AC). Las simulaciones
tomadas para estas graficas contienen los mismos pardmetros que las anteriores a excepcion
de que la probabilidad de entrada de contagiosos pc se hizo igual a cero para tener solo la
posibilidad de que entre una persona a la vez, pues si bien la dindmica de movimiento no de-
pende de la dindmica del contagio, los cdlculos tedricos en estos casos se hicieron tomando
en cuenta un protocolo de entrada para solo un tipo de individuo.

Algo que es importante notar es que el acceso libre supone una ventaja para las probabi-
lidades de tiempo de permanencia iniciales. Esta ventaja es que, al poder salir una persona
por el mismo lugar por el que entrd, tiene la posibilidad de permanecer solo un tiempo dentro
de la cadena. En cambio, cuando el acceso es controlado, para que una persona que ingresa
al sistema pueda salir del mismo necesita transitar por uno o dos estados adicionales para los
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Figura 3.15: Gréfica de los tiempos de permanencia de individuos en una CMA de dos esta-
dos.

casos con dos y tres estados, respectivamente. Asi, una persona que entra en una CMA de
dos estados con estructura de linea tiene un tiempo minimo de permanencia ¢,,;,, = 1 para
el acceso libre y de t,,;, = 2 para el acceso controlado, de forma similar, una persona que
ingresa a una CMA de tres estados en linea tiene un tiempo minimo de permanencia t,,;, = 1
para el acceso libre y ¢,,,;,, = 3 para acceso controlado.
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Figura 3.16: Gréfica de los tiempos de permanencia de individuos en una cadena de tres
estados.



Capitulo IV
DISCUSION Y CONCLUSIONES

El presente trabajo propone un modelo de propagacion de enfermedades en un sistema
abierto. Este modelo también nos permite obtener probabilidades de contagio simuladas en
recintos publicos con cierta estructura en los que ingresan y egresan personas.

Asimismo, bajo este modelo de CMAs obtuvimos expresiones exactas para la distribucién
del tiempo de salida mediante el teorema de tiempos de permanencia, tal como se obtuvie-
ron expresiones analiticas aproximadas de las poblaciones promedio con las que se pueden
calcular las poblaciones promedio de salida las cuales se pueden corroborar mediante simu-
laciones numéricas.

Ademads mediante este estudio pudimos mostrar que las condiciones de acceso controlado
podrian no ayudar a controlar o disminuir la propagacién de enfermedades. Esto puede ser
debido a que las condiciones de acceso controlado provocan en dentro del modelo que los
individuos pasen mds tiempo dentro de la cadena, al tener un tiempo minimo de permanencia
mayor, en comparacion con la de acceso libre. Aunque no puede asegurarse con certeza que
esto refleje la realidad, debido a que no se cuenta con datos estadisticos reales, nuestro estu-
dio sugiere que seria de gran utilidad realizar estudios més detallados del problema, asi como
recabar datos de algunos recintos publicos con estructura teniendo la finalidad de evaluar
si los protocolos de acceso controlado permiten o no mitigar el contagio de enfermedades
infecciosas.
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