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Capítulo I

INTRODUCCIÓN

En la naturaleza observamos cambios constantes, tales como el crecimiento de un árbol
o la salida del sol cada día. En la ciencia nos interesamos por estudiar dichos cambios. Esto
lo hacemos con un amplia diversidad de herramientas matemáticas. Una de las herramientas
utilizadas para estudiar fenómenos naturales que cambian en el tiempo son las que se co-
nocen como cadenas de Markov. Las cadenas de Markov son una clase amplia de modelos
matemáticos que se utilizan para estudiar diferentes procesos que evolucionan en el tiempo,
tales como procesos físicos, químicos, biológicos e incluso económicos y sociales. Estos mo-
delos matemáticos fueron originalmente introducidos por el matemático ruso Andrei Markov
alrededor de 1905 para estudiar la distribución de vocales y consonantes en la obra “Eugeny
Onegin” del autor A. S. Pushkin. En su trabajo, Markov presentó los conceptos fundamenta-
les, definiendo una cadena como una secuencia de variables aleatorias dependientes entre sí
y definiendo también sus probabilidades de transición, así como la irreducibilidad y estacio-
nariedad en estos modelos [4].
Las cadenas de Markov se han utilizado para estudiar propagación de enfermedades de forma
general, estudiando la dinámica del contagio, su impacto en la salud pública y formulando
modelos para simular la dinámica en las poblaciones, entre otras aplicaciones [29, 22, 8].
En particular, las cadenas de Markov, también se han empleado para estudiar el contagio o
la dinámica de una enfermedad en específico. Las cuales pueden ser enfermedades no in-
fecciosas o infecciosas [25, 12]. Las enfermedades de tipo no infeccioso también se suelen
denominar enfermedades no comunicables o NCDs por sus siglas en inglés y dentro de estas
se incluyen hipertensión, diabetes y cáncer, entre otras [6]. En cuanto a las de tipo infeccio-
so, se encuentran todas aquellas enfermedades que pasan de un individuo a otro mediante un
proceso de contagio definido. Algunas estas enfermedades son: VIH, hepatitis B tuberculosis
y COVID-19. [14, 28].
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INTRODUCCIÓN 6

En general, las enfermedades infecciosas se han estudiado desde diferentes puntos de
vista, empleando una amplia gama de modelos matemáticos y computacionales tales como
ecuaciones diferenciales, procesos estocásticos, dinámica de redes complejas, simulación de
Monte Carlo, autómatas celulares, entre otros modelos y herramientas [9].
Ahora, motivado por la pandemia provocada por la enfermedad infecciosa COVID-19 y su
propagación, en este estudio será de particular interés la representación de modelos epide-
miológicos en sistemas con cierta estructura los cuales poseen uno o más recintos en los que
entran y salen personas. Ejemplos de este tipo de sistemas son: centros comerciales, super-
mercados, escuelas y lugares de trabajo. Al modelarlos como una estructura compuesta de
recintos conectados entre sí, podemos hablar de un flujo de personas entre los recintos de
estos lugares. Un proceso aleatorio sobre uno de estos sistemas estructurados con recintos, y
con cierta probabilidad de salto entre un recinto y otro, puede modelarse mediante cadenas
de Markov. En este caso los recintos equivaldrán a los estados y las probabilidades de sal-
to son las también llamadas probabilidades de transición. Por otra parte, estas cadenas son
procesos aleatorios que evolucionan con el tiempo, en los cuales el evento presente depende
únicamente del evento anterior, lo que se conoce como la propiedad de Markov. Además, las
cadenas de Markov poseen una representación gráfica que puede ser relativamente sencilla en
la que se incluyen los diferentes estados y las probabilidades de saltar de un estado a otro. Sin
embargo, las cadenas de Markov son sistemas cerrados, pues al ver la trayectoria del proceso
como la trayectoria de un individuo o una partícula podremos observar que las partículas se
mantendrán al interior de los estados que ya posee la cadena. Como mencionamos antes, en
los sistemas de interés estaremos tratando con la entrada y salida de personas, por lo tanto,
si en una cadena de Markov permitimos el ingreso o abandono de los estados ya existentes,
es posible tener un sistema que siga las reglas de las cadenas de Markov pero también sea un
sistema abierto [21].
Llamaremos a este tipo de sistemas cadenas de Markov abiertas (CMAs) y estas, al igual que
las cadenas de Markov, podrán representar diferentes fenómenos y sistemas. En nuestro caso
las CMAs son de particular utilidad para modelar los sistemas con estructura y recintos en
los cuales las personas pueden entrar y salir, pues en estos modelos encontraremos un flujo
constante de individuos que pueden entrar al sistema, desplazarse entre los recintos y salir.
Tal como lo haría una persona al entrar a uno de estos sistemas estructurados. Es importan-
te considerar que, al modelar mediante un proceso aleatorio, consideramos el movimiento
de un individuo entre recintos como un proceso dado de forma aleatoria. Por ello, no entra-
rán en juego variables externas que de alguna forma influencien el comportamiento de los
individuos, fuera de aquellas predefinidas en el proceso de cadena de Markov abierta.

En este trabajo mencionaremos las propiedades principales de las cadenas de Markov
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abiertas y estudiaremos su evolución, los estados estacionarios, el comportamiento del flu-
jo de salida. Después, implementaremos sobre los sistemas de cadena de Markov abierta un
proceso de contagio para simular la propagación de enfermedades infecciosas en tiempos de
estancia cortos. Acercándonos a la simulación de recintos públicos en los cuales el tiempo de
permanencia de una persona es menor que un día horario, es decir, a lo mas se trata con horas
de estancia. Siendo también de interés la estimación de las probabilidades de contagio para
tiempos de permanencia específicos mediante aproximaciones y la simulación computacional
del sistema abierto con la implementación del contagio.



Capítulo II

ANTECEDENTES

2.1. Situación problema

2.1.1. Identificación del problema
Una epidemia o pandemia es un fenómeno biológico y social que afecta la vida cotidiana

de personas y comunidades a diferentes niveles de organización. Por esta razón los gobiernos
y entidades nacionales e internacionales proponen e implementan medidas sanitarias y de
seguridad para la prevención de la propagación de la enfermedad correspondiente. Las estra-
tegias de prevención y seguridad que se suelen establecer comúnmente pueden consistir, por
ejemplo, en difundir información entre la población para concientizar acerca de las medidas
sanitarias, o bien, la implementación de medidas más estrictas para prevenir contagios.

En el caso de enfermedades respiratorias algunas medidas comunes implementadas son:
aislamiento social, uso de mascarillas respiratorias, higiene del lavado de manos, ventilación
de espacios cerrados, entre otras [2, 5]. En ocasiones, las medidas implementadas se estudian
a detalle para corroborar su efectividad en la prevención de la propagación de la enfermedad
en cuestión. Por citar un ejemplo, el uso de mascarillas se ha estudiado extensivamente dentro
del contexto de la COVID-19, lo cual ha resultado en la mejora continua del uso correcto de
la mascarilla para incrementar su efectividad. [1, 16, 27]

Una de las medidas de prevención del contagio tomada en México es la separación física
de entradas y salidas [23, 26]. Esto podía llevarse a cabo separando una única entrada con
medios físicos, determinando así una sección específica para la entrada y otra para la salida.
O bien, dado el caso en el que un establecimiento o recinto de trabajo previamente contaba
con dos o mas lugares de entrada separados, se designarían sitios que fuesen únicamente
de entrada y otros sitios específicos para la salida. La pregunta a formularse es, ¿es esta
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medida de prevención del contagio realmente eficiente? Siendo el objetivo de esta medida la
prevención del contagio, esta medida se consideraría eficiente si al implementarla ayuda o
contribuye a reducir la cantidad de personas contagiadas.

2.1.2. Formulación del problema
Para verificar la efectividad de la medida sanitaria llamada en general protocolos de in-

greso y egreso puede establecerse un modelo de la realidad en el que se implemente la medida
y un modelo de control en el que esta medida no sea implementada, esto así para poder rea-
lizar un contraste entre ambos modelos. Para esto se reducirán las estructuras en general de
espacios públicos, a diagramas en los que pueda implementarse un modelo probabilístico de
cadenas de Markov abiertas, cuyas cualidades generales son: dependencia del tiempo, ca-
pacidad de intercambio con el exterior permitiendo la entrada y salida de individuos a un
sistema y las probabilidades de ir de un recinto a otro en el espacio público a otro están
predeterminadas.

2.2. Objetivos de la investigación

2.2.1. General
El objetivo primario es determinar la efectividad de los protocolos sanitarios de ingreso y

egreso en cuanto a la prevención de contagios, es decir, la investigación busca establecer un
fundamento de simulación por computadora y teórico que permita determinar la efectividad
de las medidas en cuanto a la prevención del contagio de enfermedades.

2.2.2. Objetivos específicos
1. Estudiar los tiempos de permanencia de partículas en cadenas de Markov abiertas.

2. Estudiar la dinámica de propagación de enfermedades infecciosas utilizando modelos
de cadenas de Markov abiertas, tanto de forma simulada como teórica.
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2.3. Cadenas de Markov

2.3.1. Procesos estocásticos
Para entender fenómenos matemáticos y naturales es posible plantearlos como procesos

que cambian o van evolucionando de cierta forma. Una dependencia del tiempo habla de un
proceso que varía conforme avanza el tiempo. Si consideramos que la evolución de un proceso
que depende del tiempo está sujeta al azar, entonces, es posible establecer un tipo de proceso
aleatorio que a su vez depende del tiempo y esto es lo que a grandes rasgos llamaremos un
proceso estocástico. Un tipo particular de proceso estocástico son las cadenas de Markov, de
las que hablamos a continuación.

2.3.2. Descripción
Las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocástico. Fueron teorizadas por el mate-

mático ruso Andrey Markov a inicios del siglo XX con la finalidad inicial de crear un modelo
para inferir la frecuencia de vocales y consonantes en poemas y textos, es decir, con la fina-
lidad de estudiar el lenguaje [4, 20].
Las cadenas de Markov son una herramienta matemática relativamente sencilla de visualizar
por medio de diagramas que utilizan círculos y flechas, siendo los círculos la representación
de estados y las flechas la representación direccionada de la probabilidad de pasar de un es-
tado a otro, con la condición de que la suma de las probabilidades de saltar desde un estado
a cualquier otro debe ser igual a uno, es decir, en el diagrama el valor probabilístico de las
flechas que salen de un solo estado deben tener suma igual a uno. En el siguiente ejemplo
podemos ver muestra de ello.

0

1 − p 1 − q

1

q

p

Figura 2.1: Diagrama de una cadena de Markov de dos estados.

Sin embargo, aunque sea posible darles una representación sencilla, pueden también ser
complejas y útiles para representar algunas características no triviales o difíciles de observar
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en un sistema. Mas adelante presentaremos algunas aplicaciones importantes de las cadenas
de Markov.

2.3.3. Teoría de Cadenas de Markov
Para el estudio formal de cadenas de Markov, es importante mencionar algunas definicio-

nes y teoremas. El material presentado en esta sección está basado en el libro Introducción a
los Procesos estocásticos de L. Rincón [20].

Definición 1 (Cadena de Markov) Una cadena de Markov es un proceso estocástico a tiem-
po discreto Xn : n = 0, 1, . . . con espacio de estados discreto S y que satisface la propiedad
de Markov, esta es, para cualquier entero n ≥ 0, y para cualesquiera estados x0, . . . , xn, se
cumple

p(xn+1|x0, . . . , xn) = p(xn+1|xn).

Por ello una Cadena de Markov es un proceso dependiente del tiempo en el cual el si-
guiente evento depende del evento actual.

Definición 2 (Probabilidad de transición) Sean i, j ∈ S dos estados en el espacio de esta-
dos de una cadena de Markov. La probabilidad condicional

P (Xn+1 = j |Xn = i),

denotada por pij(n, n+1) representa la probabilidad de transición del estado i en el tiempo
n al estado j en el tiempo siguiente n+ 1.

Cuando dichas probabilidades de transición pij(n, n + 1) no dependen del valor de n, es
decir, las probabilidades no son dependientes del tiempo, se dice que la cadena es homogé-
nea en el tiempo. Con frecuencia esto se suele asumir, de modo que las probabilidades de
transición en un solo paso de tiempo se escriben simplemente como pij .

Definición 3 (Matriz de transición) La matriz de transición asociada a una cadena de Mar-
kov, es tal que la entrada (i, j) corresponde a la probabilidad de transición pij , dado que
i, j ∈ S.

Q =


p00 p01 p02 . . .
p10 p11 p12 . . .
p20 p21 p22 . . .
...

...
... . . .

 ,

dicha matriz cumplirá las propiedades
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i) pij ≥ 0.

ii)
∑

j pij = 1.

Donde el índice i se refiere al renglón de la matriz y el punto de partida para la transición
y el índice j hace referencia a la columna y al punto de llegada de la transición.

Ejemplo 1 Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1} tal que p, q ∈
(0, 1) de modo que las ninguna de las probabilidades de transición sea nula. Tenemos su
diagrama en la figura 1.

0

1 − p 1 − q

1

q

p

Figura 2.2: Diagrama de la cadena de markov X .

De donde tenemos la matriz estocástica de la forma:

Q =

[
1− p p
q 1− q

]
.

Teorema 1 Sea X0, X1, X2, ... una cadena de Markov con matriz de transición Q. Entonces
las probabilidades de transición en k pasos están dadas por la matriz Qt, de modo que,

P(Xt = j|X0 = i) = (Qt)ij.

De igual forma se sigue que P(Xt = n+ j|Xn = i) = (Qt)ij para cualquier n ∈ N.

Además, si la distribución de probabilidad para el estado inicial X0 está dada por el vector
π0. Entonces la distribución de probabilidad de Xt está dada por

Xt ∼ π0Q
t.
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2.3.4. Aplicaciones de las cadenas de Markov
Aplicaciones

Algunas aplicaciones específicas de las cadenas de Markov son las siguientes:

Google: Fue usada por Sergey Brin y Larry Page, entonces estudiantes de posgrado,
quienes después crearon Google utilizando el proyecto PageRank para organizar la
información de la World Wide Web [7].

Teoría de la información: Aplicación de Claude Shannon para estudiar mensajes en
teoría de la información y crear criterios para decidir si un texto contiene o no
información [24].

Sistemas financieros: Son usadas en sistemas para ventas de seguros de automóviles,
seguros de gastos médicos, entre otros tipos de seguros mediante el sistema de
bonus-malus [18].

Biología: Tienen amplios usos en biología, un ejemplo interesante es su uso propuesto
por Motoo Kimura para modelar las mutaciones genéticas de bases nitrogenadas en
ADN y ARN [15].

2.4. Cadenas de Markov abiertas

2.4.1. Descripción
La idea de una Cadena de Markov abierta es permitir una extensión de las cadenas de

Markov, siendo que en el caso abierto se permitirá tanto la entrada como salida del sistema.
Es decir, es posible que el sistema tenga un intercambio con el exterior. Si consideramos una
partícula que está dentro de una cadena de Markov, esta partícula permanecerá siempre en
el interior de la cadena. Lo cual significa que en cualquier momento dado la partícula está
necesariamente en uno de los estados de la cadena. En cambio, en una cadena de Markov
abierta la partícula tiene la posibilidad de salir mediante alguno de los estados, o bien, existe
la posibilidad de que una partícula en el exterior, o que está fuera de la cadena, se incorpore
al sistema ingresando por alguno de los estados que permita la entrada.
Esta sección en la que incluimos la definición formal de cadena de Markov abierta y el desa-
rrollo teórico de la Función Generadora de Momentos está basada en el artículo Open Markov
Chains: Cumulant Dynamics, Fluctuations and Correlations. [21]
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2.4.2. Teoría de cadenas de Markov abiertas
Definición 4 (Cadenas de Markov Abiertas) Sea S un conjunto finito de estados y sea Q :
S × S → [0, 1] ⊂ R una matriz irreducible y aperiodica con radio espectral menor que uno.
Y sea {Jt : t ∈ N} una secuencia de vectores aleatorios que toman valores en NS

0 . Decimos
que (S,Q, {Jt : t ∈ N}) es una cadena de Markov Abierta con espacio de estados S, matriz
de saltos Q y protocolo de entrada {Jt : t ∈ N}.

Retomando el ejemplo de Cadena de Markov en la figura 2.3 con dos estados, añadiendo
una entrada y salida.

r

1 − p

1

q

p

0

1 − q − s

s

Figura 2.3: Cadena de Markov abierta de dos estados.

2.4.3. Evolución de la Función Generadora de Momentos
Teorema 2 Sea pt(n) := P(Nt = n) el vector de probabilidad asociado a Nt. Y sea
Gt : RS × RS → R la función generadora de momentos (f.g.m) de Nt.
Dados Jt y Rt independientes con f.g.m. Ft(α) y H(α) := ekH

T (α), respectivamente, enton-
ces

Gt(α) = G0

(
H(t)(α)

) t−1∏
r=0

F
(
H(r)(α)

)
,

donde H(r) es la r-ésima iteración de la función H, es decir, H(r) := H ◦ H ◦ . . . ◦ H, r
veces.

Demostración 1 Tenemos pt(n) distribución de partículas en el espacio de estados, veamos
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que al tiempo t+ 1,

pt+1(n) := P
(
Nt+1 = n

)
,

=
∑
k∈NS

0

P(Nt = k)P(Nt+1 = n|Nt = k),

=
∑
k∈NS

0

pt(n)K(k,n),

que es la ecuación de evolución de pt(n).
Veamos ahora que K(k,n) es la probabilidad condicional en la ecuación de evolución

de pt(n), de modo que

K(k,n) = P(Nt+1 = n|Nt = k),

= P(Jt +Rt = n),

=
∑

j+r=n

P(Jt = j)P(Rt = r).

Esta última igualdad está dada por la independencia de Jt y Rt, pues su probabilidad con-
junta es de la forma

P(Jt = j;Rt = r) = (Jt = j)(Rt = r).

Ahora, la función generatriz de Nt está dada por,

Gt(α) = E[exp(NtαT )] =
∑
n∈NS

0

pt(n)e
nαT

,

y la evolución de la función generatriz,

Gt+1(α) =
∑
n∈NS

0

∑
k∈NS

0

pt(k)K(k,n)enα
T

,

=
∑
n∈NS

0

∑
k∈NS

0

∑
j+r=n

pt(k)P(Jt = j)P(Rt = r)enα
T

.

Notemos que en la ecuación anterior la suma sobre n y la suma sobre la restricción
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j+ r = n resulta en una doble suma sobre j y r, por lo que reescribimos,

Gt+1(α) =
∑
k∈NS

0

∑
j∈NS

0

∑
r∈NS

0

pt(k)P(Jt = j)P(Rt = r)e(j+r)αT

,

recordando que

Ft(α) = E[exp(JtαT )] =
∑
j∈NS

0

P(Jt = j)ejα
T

,

H(α) = E[exp(RtαT )]
∑
r∈NS

0

P(Rt = r)erα
T

,

Gt+1(α) =
∑
k∈NS

0

pt(k)Ft(α)H(α).

Siendo que, por la hipótesis
H(α) = ekH

T (α),

donde H : RS → RS es una función vectorial, tendremos componente a componente:

Hi(α) := log

(
ei +

S∑
j=1

qi,je
αj

)
.

Entonces, la ecuación de evolución de la f.g.m., es

Gt+1(α) = Ft(α)Gt (H(α)) ,

iterando, tenemos:

G1(α) = F(α)Gt (H(α)) ,

G2(α) = F(α)F(H(α))G0 (H(H(α)) ,

G3(α) = F(α)F(H(α))F(H(2)(α))G0

(
H(3)(α)

)
,

...

Gt(α) = G0

(
H(t)(α)

) t−1∏
r=0

F
(
H(r)(α)

)
□.
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2.5. Modelos epidemiológicos

2.5.1. Descripción y diversidad de modelos
Diferentes modelos requieren también herramientas computacionales diferentes que se

adapten a las consideraciones y parámetros del modelo. La siguiente tabla [9] muestra los
diferentes tipos de acercamiento computacional dependiendo del modelo empleado.

Tipos Nombres Métodos

Modelos matemáticos
Modelos por compartimentos,
modelos Reed-Frost

Ecuaciones diferenciales,
procesos estocásticos, Monte
Carlo, Cadenas de Markov

Modelos de redes com-
plejas

Dinámicas de sistema en redes
complejas, simulaciones numéricas
de epidemias en redes complejas,
modelos de metapoblación, redes
pesadas, redes adaptativas

Ecuaciones diferenciales,
procesos estocásticos

Modelos basados en
agentes

Bio-War, EpiSims, FluTE,
MASON, GeoGraphs, EpiFast

Algoritmos, técnicas compu-
tacionales, redes complejas,
atomatas celulares, GIS, si-
mulación

Tabla 2.1: Clasificación de modelos epidémicos.

2.5.2. Modelos por compartimentos
En los modelos por compartimentos se fragmenta alguna o varias poblaciones de partí-

culas o individuos en diferentes grupos que compartan determinada característica. Además
los grupos en los que se dividen, es decir, los compartimentos, pueden y suelen tener inter-
cambio entre ellos, siendo así una partícula o individuo puede pasar de un compartimento a
otro. [11] En epidemiología se utilizan estos modelos para separar personas por su estado de
salud en relación a alguna enfermedad en específico. Un modelo frecuente es el modelo SIR,
cuyas siglas indican Susceptible-Infected-Recovered, [19] análogo a las siglas en español
Susceptible-Infectado-Recuperado, en el cual hay personas que pueden contraer la enferme-
dad, personas que están contagiadas y pueden propagar la enfermedad y personas que se han
recuperado de la enfermedad y ahora poseen inmunidad a la misma. Desde ese modelo se
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han dado lugar a otras variaciones, nombrando otros compartimentos diferentes a los del SIR
o especificando sobre los mismos, donde además existe un intercambio entre estos compar-
timentos mediante el proceso definido de contagio para cada enfermedad. En el caso, por
ejemplo, de enfermedades cuya infección no supone inmunidad, se habla de un modelo SIS,
en el que las personas susceptibles después de ser infectadas vuelven a ser susceptibles a la
enfermedad. [13]

2.5.3. Modelo Reed-Frost
El modelo de Reed-frost es un modelo S-I-R a tiempo discreto.[3] que evoluciona de

acuerdo a la recursión de Markov y asume que en cualquier momento dado cualesquiera par
de partículas puede entrar en contacto, es decir, asume que el sistema es homogeneo y además
no requiere grandes capacidades de cómputo pues no se enfoca en cada una de las interaccio-
nes individuo-individuo. Si bien, esto le resta complejidad computacional, también reduce la
cercanía del modelo con la realidad, dado que se toma en cuenta una versión simplificada de
las interacciones sociales. [10]

2.5.4. Protocolos de ingreso-egreso
A nivel nacional se emitieron recomendaciones para la separación de entradas y salidas

en lugares públicos, para lo cual los estados emitieron sus propias recomendaciones, a con-
tinuación se cita un documento oficial emitidos por el gobierno de la Ciudad de México y el
acuerdo emitido por la Secretaria de Salud de gobierno de México.

Emitidos por el Gobierno de la Ciudad de México

‘Si el inmueble cuenta con 2 accesos, deberá habilitar uno de manera exclusiva para el
ingreso y otro de manera exclusiva para la salida. En el caso de no ser factible lo anterior,
es decir, donde se cuente solo con un acceso, utilizado para entrada y salida, esta deberá
dividirse, indicando y marcando el sentido de circulación para el ingreso y para la salida. En
ambos casos, se debe señalizar claramente el tránsito para el ingreso y salida.” [23].

Emitidos por la Secretaria de Salud del Gobierno de México

“Establecer entradas y salidas exclusivas del personal; en caso de que se cuente con un
solo acceso, éste se deberá dividir por barreras físicas a fin de contar con espacios específicos
para el ingreso y salida del personal.” [26]



Capítulo III

RESULTADOS

3.1. Estructuras de CMA a estudiar
Para este estudio los estados de las cadenas de Markov se consideran cada uno como un

recinto, o bien, una división entre recintos de lugares públicos. A continuación detallamos
las estructuras de CMA que se eligieron para desarrollar los resultados teóricos y realizar
simulaciones.

3.1.1. Estructura de un solo estado
Es la CMA mas simple, en este caso se incluye un protocolo de entrada binomial, en el

que cada partícula antes de entrar lanza un volado y al ganarlo entra a la cadena, es decir,
al recinto. Y de perderlo simplemente no entrará. Notemos que tiene una probabilidad de
entrada p y una probabilidad de salir q o quedarse en la cadena 1− q, las cuales suman 1.

q

1 − q

p 0

Figura 3.1: Cadena de Markov abierta de un solo estado.

19
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Este diagrama puede analogarse con un recinto público como una plaza abierta o una
reunión de personas en un único espacio que permite entrada y salida. En este sistema de un
solo estado no es consideramos el caso con mas de una entrada y una salida ya que aunque
el recinto físico lo pudiera permitir, las probabilidades de salida en cada puerta se sumarían
para hacer una sola probabilidad de salida, así como las probabilidades de entrada que además
estarán contempladas en el protocolo de entrada.

3.1.2. Estructura en línea de dos estados
Para este caso es posible hacer una comparación entre el caso en el que se aplican proto-

colos de ingreso-egreso y en el caso en el que no se aplican. Llamaremos Acceso Libre (AL)
al caso sin protocolos de ingreso-egreso y Acceso Controlado (AC) a el caso en el que se
aplican los protocolos. Como es mencionado antes, cada estado en los diagramas representa
un recinto en un espacio público, por tanto, la siguiente cadena modela un espacio con dos
recintos en los que cada uno tiene su propia entrada y salida y se permite el intercambio entre
ambos. Además esta es la representación de Acceso Libre (AL).

10

Figura 3.2: Cadena de Markov abierta de dos estados y dos entradas y salidas.

Al aplicarse el protocolo de ingreso-egreso y realizar la separación de entradas y salidas,
una de la anterior entrada y salida del sistema anterior tiene que pasar a ser únicamente una
entrada y la otra a ser unicamente salida, por tanto tendremos diagrama indicado en la figura
3.3. para el caso de Acceso Controlado (AC).

Es importante notar que la estructura de línea permite establecer una secuencia entre
los estados, siendo en el caso de acceso controlado el estado cero al que se puede acceder
inicialmente y el estado siguiente el que permite la salida.
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10

Figura 3.3: Cadena de Markov Abierta de dos estados y una entrada y salida.

3.1.3. Estructura en línea de tres estados
En el caso en el que tenemos tres estados conectados en una estructura de línea, de los

cuales es posible la entrada y salida por los estados extremos, tendremos el siguiente diagra-
ma para Acceso Libre.

20 1

Figura 3.4: Cadena de Markov Abierta de tres estados con dos entradas y dos salidas.

Y el siguiente diagrama representa el acceso controlado en una CMA de tres estados en línea.

20 1

Figura 3.5: Cadena de Markov Abierta de tres estados con una entrada y una salida.
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En este caso se puede analogar el sistema a un supermercado en el que hay un lugar definido
para entrar y un lugar diferente para salir, siendo el recinto central en sí el centro del super-
mercado, el recinto inicial la entrada principal y el recinto final el área de cajas o bien, la
salida principal.

3.2. Resultados teóricos

3.2.1. Tiempos de permanencia
Para estudiar los tiempo de permanencia de particulas, considerademos una cadena de

Markov abierta de dos estados con estructura de línea, en la que además consideramos el
exterior de la cadena.

e

1 − p

q

p

1 − q − s

sr
1 2

i

Figura 3.6: Cadena de Markov abierta de dos estados.

Donde S = {0, 1} es su espacio de estados.
Sea Xt el estado de la partícula al tiempo k. Definimos X−1 = ”i”, donde i es el estado de
inicio en el exterior, donde podemos decir se encuentra la partícula antes de entrar a la cadena
de Markov. Así como X0 = 1 y X1, X2, . . . el resto de los estados de la partícula al tiempo t.

Definición 5 (Tiempo de permanencia) Sea τ la variable aleatoria que indica el tiempo en
el que la partícula se encuentra dentro de la cadena justo antes de salir. Definimos

τ = max{k : Xk ∈ S},
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de modo que τ ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} = N.

Definición 6 (Probabilidad de Salida) Sea ps(k) la probabilidad de que una partícula per-
manezca dentro de la cadena de Markov durante un tiempo k antes de salir, entonces

ps(k) := P(τ = k).

Teorema 3 (Probabilidad de tiempo de permanencia) Q la matriz de saltos, S los estados
de una cadena de Markov abierta, así como ε la probabilidad de salir de la cadena. Y sea
τ la variable aleatoria que indica el tiempo en el que la partícula se encuentra dentro de la
cadena justo antes de salir. Entonces, la probabilidad de que una partícula que está dentro
de la cadena salga al tiempo k esta dada por:

P(τ = k) = ε · (Qk−1)1,s.

Demostración 2 Definimos los conjuntos Sk, representados de forma que s es el último es-
tado que toma antes de salir y e cuando la partícula se posiciona en el exterior del sistema.

S1 = {x = i1se},

S2 =
⋃
a

{x = i1ase},

S3 =
⋃
a1

⋃
a2

{x = i1a1a2se},

...

Sk =
⋃
a1

⋃
a2

. . .
⋃
ak

{x = i1a1a2 . . . akse},

=
⋃
ak−1
1

{x = i1ak−1
1 se},

de donde tenemos

Sk−1 = {ak−1
1 se = a1a2 . . . ak−1se : aj ∈ S, 1 ≤ j ≤ k − 1}.

Para calcular P(τ = k) es necesario calcular la probabilidad de Sk puesto que P(τ = k) =
P(Sk), luego, al ser las trayectorias disjuntas dos a dos de modo que Sk ∩Sm = ∅, ∀k ̸= m,
podemos descomponer P(τ = k) de la siguiente forma
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P(τ = k) = P(Sk),

= P

⋃
ak−1
1

{x = i1ak−1
1 se}

 ,

=
∑
ak−1
1

P
(
{x = i1ak−1

1 se}
)
.

Dada la estructura de línea de la cadena de Markov abierta es posible calcular las tra-
yectorias individuales. Para ello, primero suponemos que la partícula entra a la cadena, por
lo tanto la probabilidad de saltar del exterior i a al estado 0 es P(i → 1) = 1. Entonces,
para una trayectoria cualesquiera, tendremos

P({x = i1ak−1
1 se}) = π0(1)Q(a1, a2)Q(a2, a3) . . .Q(ak−2, ak−1)ε,

= Q(a1, a2)Q(a2, a3) . . .Q(ak−2, ak−1)ε.

Por tanto, para todas las trayectorias tendremos

P(Sk) =
∑
a1∈S

∑
a2∈S

. . .
∑

ak−1∈S

P({i1ak−1
1 se}),

=
∑
a1∈S

∑
a2∈S

. . .
∑

ak−1∈S

Q(a1, a2)Q(a2, a3) . . .Q(ak−2, ak−1)ε,

al sumar sobre el producto matricial obtenemos la expresión

P(Sk) = (Qk−1)(1,s) · ε,

por lo tanto

P(τ = k) = ε · (Qk−1)(1,s).

Observación 1 En los casos con más de una entrada y salida tomando el vector de la dis-
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tribución inicial π0 y el vector de salida ε asociado a la cadena en el que cada componente
es la probabilidad de salir de cada estado, podemos obtener un resultado similar al incluir
la suma sobre las entradas de los vectores de probabilidad inicial y de la probabilidad de
salida, de este modo, tendremos

P({x = iak−1
0 sle}) = π0(a0)Q(a1, a2)Q(a2, a3) . . .Q(ak−2, sl)ε(sl),

P(Sk) =
∑
a0∈S

∑
a1∈S

∑
a2∈S

. . .
∑

ak−1∈S

∑
sl∈S

π0(a0)Q(a1, a2)Q(a2, a3) . . .Q(ak−2, sl)ε(sl),

⇒ P(τ = k) = π0 · (Qk−1)ε.

Esta última observación es un resultado teórico que generaliza la probabilidad del tiempo de
permanencia en una CMA con cualquier estructura, con la cual es posible dar una distribución
teórica del tiempo de permanencia siempre que se cuente con el vector de probabilidad inicial,
la matriz de saltos y un vector de las probabilidades de salida.

3.2.2. Tiempos de contagio para una CMA de un estado
Sea la siguiente cadena de Markov Abierta que representa un recinto con una entrada y

una salida para las partículas.

t 0
1−q

q

J

Figura 3.7: Cadena de Markov abierta de un estado con probabilidad de salida 1− q.

Cuya matriz de probabilidad de transición es Q = 1− q = ε con ε siendo la probabilidad de
salida y donde tenemos la entrada de partículas J y K de partículas sanas y contagiosas, res-
pectivamente. Al interior del recinto tendremos partículas sanas denotada por H, contagiosas
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M y contagiadas/expuestas C.
Definimos la probabilidad de contagio de una partícula por

p :=
αM

H+M+C
=

αM

L
,

donde α es un factor de contagio tal que α ∈ [0, 1].
En este proceso consideraremos dos pasos de tiempo consecutivos, el primero de movimiento
y el segundo de contagio. En el primer paso tendremos las siguientes ecuaciones para las de
poblaciones de partículas sanas, contagiosas y expuestas.

Ht+1 = J+R(Ht),

Mt+1 = K+R(Mt),

Ct+1 = R(Ct),

con R(X) ∼ Binom(X, q) para cada X ∈ {Ht,Mt,Ct}.
Para el contagio pasaremos al segundo tiempo, t + 2, donde tendremos las ecuaciones de
evolución en función de las partículas contagiadas A al tiempo t+ 1,

Ht+2 = Ht+1 − A(Ht+1,Mt+1,Ct+1),

Mt+2 = Mt+1,

Ct+2 = Ct+1 + A(Ht+1,Mt+1,Ct+1).

Para el cálculo en valores promedio del contagio, aplicamos la operación de esperanza a
todas las ecuaciones de evolucion. Definiendo ht = E[Ht], mt = E[Mt] y ct = E[Ct].

ht+1 = jt + E[R(Ht)] = jt + qht,

mt+1 = kt + E[R(Mt)] = kt + qmt,

ct+1 = E[R(Ct)] = qct,

de la misma forma para t + 2 tendremos ht+2 = ht+1 − E[A], de donde la esperanza de A
estará dada por E[A] = p(ht+1,mt+1, ct+1) · ht+1 entonces

ht+2 = ht+1(1− p(ht+1,mt+1, ct+1)),

mt+2 = mt+1,

ct+2 = ct+1 + p(ht+1,mt+1, ct+1) · ht+1.
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Para continuar, como hipótesis tomemos constantes a jt y kt, de modo que jt = j y kt = k,
teniendo así las siguientes ecuaciones

ht+1 = j+ qht,

mt+1 = k+ qmt,

ct+1 = qct.

y

ht+2 = ht+1

(
1− αmt+1

ht+1 +mt+1 + ct+1

)
,

ct+2 = ct+1 +

(
αmt+1

ht+1 +mt+1 + ct+1

)
.

Convirtiendo las ecuaciones anteriores a un sistema matricial con las ecuaciones para h y
c, con rt = [ht,mt, ct]

t, tendremos

rt+1 = a+ T1rt,

rt+1 =

ht+1

mt+1

ct+1

 =

 jk
0

+ q

1 0 0
0 1 0
0 0 1

ht

mt

ct

 .

Notemos que T1 = qI3, por tanto, para el siguiente paso de tiempo

rt+2 = T2rt+1,

lo cual, en su forma matricial es

rt+2 =

ht+2

mt+2

ct+2

 =

1− p 0 0
0 1 0
p 0 1

ht+1

mt+1

ct+1

 .

Entonces, sustituyendo tendremos

rt+2 = T2rt+1 = T2(a+ T1rt) = T2a+ T2T1rt,
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como T1 es la matriz identidad multiplicada por q, tendremos que

rt+2 = T2a+ T2(qI3)rt = T2a+ qT2rt = T2(a+ qrt),

y en el caso estacionario

r = T2(a+ qr),

que está basado en r =

h
m
c

, T2 y a. Desarrollando la forma matricial,

r =

h
m
c

 =

1− p 0 0
0 1 0
p 0 1

 jk
0

+ q

h
m
c

 ,

r =

1− p 0 0
0 1 0
p 0 1

 j+ qh
k+ qm

qc

 .

Realizando el producto matricial y sustituyendo p̂ = 1− p para simplificar la notación

r =

j− pj+ qh− ph
k+ qm

pj+ pqh+ qc

 ,

r =

 p̂j+ qp̂h
k+ qm

pj+ pqh+ qc

 ,

tendremos las siguientes tres ecuaciones

h = p̂j+ qp̂h,

m = k+ qm,

c = pj+ pqh+ qc,

de las cuales podemos resolver las primeras dos sin la dependencia de alguna de las otras
variables h,m y c y la tercera que depende unicamente de h de modo que tendremos
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h =
pj

1− p̂q
,

m =
k

1− q
,

c =
pj+ pqh

1− q
.

Recordemos que p = αm
h+m+c

, llamemos ℓ al total de particulas ℓ := h + m + c, notemos
entonces que p = αm/ℓ y p̂ = ℓ−αm/ℓ. Así podemos reescribir las ecuaciones que parten
de la forma matricial del sistema como

h =
(j+ qh)(ℓ− αm)

ℓ
,

m = k + qm,

(1− q)c =
αm

ℓ
(j+ qh).

Notemos que el total de las partículas entran al recinto y luego salen siguiendo la dinámica
de una cadena de Markov Abierta.

Observación 2 El colectivo de partículas o individuos, sin importar su condición de salud,
siguen las reglas de una cadena de Markov abierta. Por lo tanto la dinámica del total de
partículas alcanzará un estado estacionario, es decir, ℓ se puede suponer constante y es
independiente al tener su dinámica también independiente.

Así, continuando con el desarrollo de las ecuaciones, tendremos

j(ℓ− αm)

ℓ
= (1− q)h+

αq

ℓ
hm,

m =
k

1− q
,

c =
αm

ℓ
· j+ qh

1− q
,



CAPÍTULO III. RESULTADOS 30

y finalmente, añadiendo también la notación q̂ = 1− q,

h =
j
(
1− αk

ℓq̂

)
q̂ + αqk

ℓq̂

,

m =
k

q̂
,

c =
αm

ℓ
· j+ qh

q̂
,

Obtenemos las ecuaciones que proveen de la cantidad en promedio de poblaciones de perso-
nas sanas, contagiosas y contagiadas respectivamente, para una CMA de un estado.
Para obtener las salidas correspondientes a cada población de individuos, basta con multipli-
car cada población por la probabilidad de salida ϵ correspondiente a la CMA de un estado,
teniendo así las ecuaciones

o = h ε,

u = m ε,

v = c ε,

para las poblaciones de salida de individuos sanos, contagiosos y contagiados respectivamen-
te en una CMA de un estado.

Si deseamos ampliar este el resultado de una CMA con más de un estado, basta con
seguir el procedimiento anterior analogando las probabilidades de contagio correspondientes
mediante una matriz diagonal P que indique la esperanza del contagio en cada estado y
utilizando también la matriz de transición Q correspondiente a la CMA [17].

h = j
(
I−P

)(
I−Q

(
I−P

))−1

,

m = k (I−Q)−1 ,

c =
(
j+ hQ

)
P
(
I−Q

)−1
.

De forma análoga, las poblaciones de salida se calculan multiplicando por el vector columna
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ε que contiene la probabilidad de salida para cada estado en la CMA.

o = h ε,

u = m ε,

v = c ε.

Teniendo así las expresiones en media para la cantidad de individuos sanos, contagiosos y
contagiados que salen de una CMA con cualquier estructura dada.

3.3. Dinámica de una CMA de un estado
Para estudiar la dinámica en una CMA de un estado se estudiaron las cantidades promedio

de personas contagiadas y sanas al variar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas,
así como las probabilidades de tiempo de permanencia de forma teórica y simulada.

3.3.1. Dinámica en promedio del contagio
En las gráficas de la figura 3.8. se muestra en la parte superior la salida en media de

individuos contagiados al variar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas y en la
parte inferior la salida media de individuos sanos variando también la probabilidad ingreso
de personas contagiosas. Para este modelo y los siguientes mostrados en los resultados con-
sideramos que las personas tanto sanas como contagiosas siguen cada una un protocolo de
entrada con distribución binomial, al simular que cada persona antes de entrar lanza un vo-
lado para decidir si entra o no. Denotaremos por pC a la probabilidad de que una ingreso de
individuos contagiosos, es decir, la probabilidad que una persona contagiosa gane un volado
para entrar al sistema.
Las líneas continuas en la figura 3.8. representan la media teórica calculada para un barrido

de mil pasos y los círculos representan los resultados en promedio de cien simulaciones con
mil pasos de tiempo cada una. Estas simulaciones se realizaron con parámetro de permanen-
cia q = 0.99, probabilidad de ingreso de personas sanas pH = 0.8 y parámetro de contagio
α = 0.3.
Como es posible notar, al aumentar la probabilidad de que ingrese una persona contagiosa,
incrementa la probabilidad de que una persona que originalmente estaba sana salga de la
CMA estando contagiada. En consecuencia a ello, la salida media de personas sanas decrece
al aumentar la probabilidad de ingreso de personas contagiosas.
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Figura 3.8: Gráfica de la cantidad de salida de individuos contagiados y sanos en media al
variar pC para una CMA con un estado.

3.3.2. Dinámica tiempos de contagio y salida
En la gráfica de la figura 3.9. se presenta la distribución de probabilidad simulada del

tiempo de contagio en una CMA de un estado, estos datos se obtuvieron al normalizar la
cantidad de personas para cada tiempo de contagio. El tiempo de contagio es la cantidad de
tiempo que transcurre desde que una persona entra al recinto hasta que se contagia dentro de
la CMA. Para elaborar la gráfica se realizaron mil simulaciones con tiempo límite de simula-
ción tmax = 1000, probabilidad de entrada de individuos contagiosos pC = 0.2, probabilidad
de ingreso de individuos sanos pH = 0.8, parámetro de contagio α = 0.2 y probabilidad de
permanencia q = 0.8.
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Figura 3.9: Gráfica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de un estado.

Ahora, en la gráfica siguiente se presenta la distribución de probabilidad de tiempo de per-
manencia teórico y simulado en una CMA de un estado.
Para la curva teórica, que se muestra en como una línea continua, se utilizó el teorema de
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Figura 3.10: Gráfica de tiempos de permanencia de individuos en una CMA de un estado.

tiempo de permanencia para cada tiempo t ∈ {1, 2, ..., 50} y para obtener la curva simulada
se normalizaron los resultados de mil simulaciones cortadas a tiempo tmax = 1000 con pará-
metro de permanencia q = 0.8.
Podemos notar en las gráficas de tiempo de permanencia y tiempo de contagio que decrecen
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con el tiempo, alcanzando valores cercanos a cero alrededor de t = 20 para el contagio y de
t = 25 para el tiempo de permanencia.

3.4. Comparación entre acceso libre y acceso controlado

3.4.1. Dinámica del contagio
En las gráficas mostradas en esta sección podremos observar la cantidad de salidas en

promedio de personas sanas y contagiadas en la CMA de dos y tres estados con estructura de
línea al variar la probabilidad pC de ingreso para una persona contagiosa.
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Figura 3.11: Gráficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media teórica contra
simulados al variar pC en una CMA de dos estados.
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En el par de gráficas mostradas anteriormente tenemos en la parte superior la salida media
de personas contagiadas y en la parte inferior la salida media de personas sanas. Las líneas
continuas representan resultados teóricos mientras que las de dispersión los resultados de
las simulaciones realizadas, mientras que lo mostrado en color negro representa el mode-
lo de Acceso Libre (AL), es decir, sin protocolos de ingreso-egreso y lo mostrado en color
rojo corresponde al modelo de Acceso Controlado (AC) que tiene protocolos sanitarios de
ingreso-egreso.En estas gráficas podemos observar que al aumentar la probabilidad de entra-
da de personas contagiosas, la salida de personas contagiadas en el modelo de acceso libre
(AL) es menor que en en el modelo de acceso controlado (AC). De forma contraria, la salida
de personas sanas en el modelo AL es mayor a la salida en el modelo AC.
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Figura 3.12: Gráficas de la cantidad de salida de contagiados y sanos en media teórica contra
simulados al variar pC en una CMA de tres estados.
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En la figura anterior tenemos lo análogo a las gráficas de la figura 3.11. pero ahora se trata de
la CMA de tres estados con estructura de línea. En este caso de nuevo podemos notar que al
aumentar pC la salida media de contagios crece más en el modelo AC en comparación con el
modelo AL. Y de forma contraria, la cantidad media de salida de personas sanas es en general
más grande en el modelo AL que en el modelo AC.
Para las simulaciones se tomaron en cuenta las matrices de transición Q2s y Q3s que se deta-
llan a continuación

Q2s =

[
1− q q
r 1− r − s

]
, con q = r = 0.01 y

Q3s =

1− q q 0
r 1− q − r q
0 r 1− r − s

 , con q = r = 0.05.

Además, como parámetro de salida se usó s = 0.01 en ambos casos, así como el parámetro de
contagio α = 0.3 y como probabilidad de ingreso de personas sanas se utilizó pH = 0.8 para
el modelo con dos estados y pH = 0.9 para el de tres estados. Para permitir la comparación en
probabilidad del modelo AC y el modelo AL en primer caso se toman pH , pC y s tal como se
describen arriba, pues este solo cuenta con una entrada y una salida y en el caso AL, tomamos
pH/2, pC/2 y s/2 ya que la CMA cuenta con dos entradas y dos salidas. Esta consideración
también se toma para todas las gráficas de comparación entre AC y AL.

3.4.2. Dinámica tiempos de contagio y salida
En la siguientes gráficas tenemos los resultados de los tiempos de contagio simulados.

Para estos, el contador de tiempo empieza desde que una persona sana entra en el sistema y
marca el momento de tiempo en el que se contagió. La primera gráfica es para la CMA de dos
estados y la segunda para tres estados, ambas con estructura de línea, para obtenerlas se rea-
lizaron mil simulaciones con tiempo límite de simulación igual a mil. Las barras mostradas
en color negro de nuevo corresponden al modelo de Acceso Libre (AL) y las de color rojo al
modelo de Acceso Controlado (AC). Veamos que en la CMA de dos estados la probabilidad
de contagio simulada es menor al tener acceso libre para tiempos cortos, en este caso, hasta
alrededor de t = 12 es cuando empieza a cambiar esta tendencia y después de t = 20 es
notorio como la cantidad de contagios es mayor al tener acceso libre.
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Figura 3.13: Gráfica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de dos estados.

Ahora, en la CMA de tres estados, ocurre algo similar, pues hasta alrededor de t = 16 es
cuando la probabilidad de contagiarse en el modelo de AC, en color rojo, se empieza a apro-
ximar al caso de AL, en color negro, y es hasta después de t = 20 que el modelo de AL tiene
una mayor cantidad normalizada de contagios. En estas simulaciones los parámetros de con-
tagio se establecieron en α = 0.2 en ambos casos, así como se usaron las matrices Q2s y Q3s

mostradas en la sección 3.4.1. pero ahora con parámetros q = 0.3, r = 0.2. En los protocolos
de ingreso se usaron las probabilidades de ingreso de individuos contagiosos pC = 0.1 y de
ingreso de individuos sanos pH = 0.9, así como una probabilidad de salida s = 0.1.
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Figura 3.14: Gráfica de tiempos de contagio de individuos en una CMA de tres estados.

Para continuar, mostraremos en las siguientes gráficas el comportamiento de los tiempos de
permanencia para las CMA de dos y tres estados con estructura de línea, respectivamente. De
nuevo, las curvas que se muestran continuas representan los resultados teóricos y los gráficos
de dispersión, los resultados de las simulaciones. Siendo lo trazado en color negro lo corres-
pondiente al acceso libre (AL) y en color rojo el acceso controlado (AC). Las simulaciones
tomadas para estas gráficas contienen los mismos parámetros que las anteriores a excepción
de que la probabilidad de entrada de contagiosos pC se hizo igual a cero para tener solo la
posibilidad de que entre una persona a la vez, pues si bien la dinámica de movimiento no de-
pende de la dinámica del contagio, los cálculos teóricos en estos casos se hicieron tomando
en cuenta un protocolo de entrada para solo un tipo de individuo.

Algo que es importante notar es que el acceso libre supone una ventaja para las probabi-
lidades de tiempo de permanencia iniciales. Esta ventaja es que, al poder salir una persona
por el mismo lugar por el que entró, tiene la posibilidad de permanecer solo un tiempo dentro
de la cadena. En cambio, cuando el acceso es controlado, para que una persona que ingresa
al sistema pueda salir del mismo necesita transitar por uno o dos estados adicionales para los



CAPÍTULO III. RESULTADOS 39

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo de permanencia

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

C
an

ti
d

ad
 n

o
rm

al
iz

ad
a 

d
e 

in
d

iv
id

u
o

s

Figura 3.15: Gráfica de los tiempos de permanencia de individuos en una CMA de dos esta-
dos.

casos con dos y tres estados, respectivamente. Así, una persona que entra en una CMA de
dos estados con estructura de línea tiene un tiempo mínimo de permanencia tmin = 1 para
el acceso libre y de tmin = 2 para el acceso controlado, de forma similar, una persona que
ingresa a una CMA de tres estados en línea tiene un tiempo mínimo de permanencia tmin = 1
para el acceso libre y tmin = 3 para acceso controlado.
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Figura 3.16: Gráfica de los tiempos de permanencia de individuos en una cadena de tres
estados.



Capítulo IV

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

El presente trabajo propone un modelo de propagación de enfermedades en un sistema
abierto. Este modelo también nos permite obtener probabilidades de contagio simuladas en
recintos públicos con cierta estructura en los que ingresan y egresan personas.
Asimismo, bajo este modelo de CMAs obtuvimos expresiones exactas para la distribución
del tiempo de salida mediante el teorema de tiempos de permanencia, tal como se obtuvie-
ron expresiones analíticas aproximadas de las poblaciones promedio con las que se pueden
calcular las poblaciones promedio de salida las cuales se pueden corroborar mediante simu-
laciones numéricas.
Además mediante este estudio pudimos mostrar que las condiciones de acceso controlado
podrían no ayudar a controlar o disminuir la propagación de enfermedades. Esto puede ser
debido a que las condiciones de acceso controlado provocan en dentro del modelo que los
individuos pasen más tiempo dentro de la cadena, al tener un tiempo mínimo de permanencia
mayor, en comparación con la de acceso libre. Aunque no puede asegurarse con certeza que
esto refleje la realidad, debido a que no se cuenta con datos estadísticos reales, nuestro estu-
dio sugiere que sería de gran utilidad realizar estudios más detallados del problema, así como
recabar datos de algunos recintos públicos con estructura teniendo la finalidad de evaluar
si los protocolos de acceso controlado permiten o no mitigar el contagio de enfermedades
infecciosas.
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