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Resumen

En este trabajo estudiamos los estados coherentes con fotones anadidos y
algunas de sus propiedades. Calculamos su parametro de Mandel, el cudl nos
indica que los estados coherentes con fotones anadidos presentan una estadistica

sub-Poissoniana.

Calculamos su funcién de Husimi para diferentes valores de estado coherente
y distintas cantidades de fotones anadidos y las comparamos con las funciones
de Hussimi correspondientes a Estados coherentes de Glauber y de Estados de

numero.

Calculamos la dispersion en sus cuadraturas y encontramos que los estados
coherentes con fotones anadidos presentan compresién. con esto afirmamos que
los estados coherentes con fotones anadidos son un estado intermedio entre un

estado semi-clasico y un estado puramente cudntico.

Ademas para los estados coherentes con fotones anadidos proponemos un Ha-
miltoniano de oscilador paramétrico con una frecuencia dada. Dado que el con-
junto operadores que conforman el Hamiltoniano cierran bajo la conmutacién,
utilizamos el teorema de Wei-Normann para construir su operador de evolucion
temporal resolviendo de manera numérica un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales acopladas. Encontrando que los estados coherentes con fotones anadidos
evolucionan en el tiempo como una combinacién de estados de nimero (estados

de Fock)
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1. Introduccion

1.1. Cuantizacién del campo electromagnético

En este capitulo se presenta una discusiéon de la cuantizacién del campo
electromagnético y se discuten algunas de sus propiedades enfatizando la in-
terpretacion del fotén como una excitaciéon elemental de un modo normal del
campo. Nos limitamos al caso de un campo con un solo modo confinado por
paredes conductoras en una cavidad unidimensional.

Consideremos una cavidad unidimensional a lo largo del eje Z, con paredes per-
fectamente conductoras en Z =0y Z = L (tal como se muestra en la figura(1))
[1] El campo eléctrico debe desvanecerse en las fronteras y debe tomar la forma
de una onda estacionaria. Asumimos que en la cavidad no hay ningua fuente
de radiacién, es decir no hay corrientes , cargas, ni algin medio dieléctrico.

Asumimos que el campo estd polarizado en la direccion X

donde e, es el vector unitario de polarizacién.

Figura 1: Cavidad con paredes perfectamente conductoras en Z =0y Z = L
con un campo eléctrico polarizado a lo largo del eje X.



Partiendo de ecuaciones de Maxwell en el vacio

. OB
V x o (1)

S OF
VXxB= Hoco 5 (2)
V-B=0 3)
V.-E=0, (4)

un campo de un solo modo que satisface las ecuaciones de Maxwell con condi-

ciones de frontera E (0) = E (L) = 0 esta dado por

2w?

1/2
Veg) q (t)sin (kz). (5)

B ) = (

Donde w es la frecuencia del modo, k = % es el nimero de onda, c la velocidad de
la luz en el vacio, V es el volumen de la cavidad y ¢ (¢) es un factor dependiente
del tiempo con unidades de longitud el cual actiia como la coordenada candnica
de posicién. El campo magnético en la cavidad lo calculamos a partir de las

ecuaciones (2), (5)

By (2,t) = (“3:0) (%) i (t) cos (k=) . (6)

Aqui ¢ (t) toma el rol de la variable canénica de momento, es decir p (t) = ¢ (t).

La energia o Hamiltoniano H de un campo de un solo modo estd dada por



a partir de las ecuaciones (5) y (6) es sencillo mostrar que

H= (" +w’¢?). (8)

N | =

Podemos observar que un campo de un solo modo es formalmente equivalente a
un oscilador armoénico de masa unitaria, donde los campos eléctrico y magnético
toman el papel de las variables canénicas de posiciéon y momento respectivamen-
te. Hasta el momento tenemos el Hamlitoniano para un campo clésico de un solo
modo. Para cuantizarlo basta con proponer que las variables canénicas conju-
gadas ahora sean operadores, es decir p — p y ¢ — ¢ y ademas satisfacen la

relacién de conmutacion

Con esto obtenemos el Hamiltoniano de un campo electromagnético (de un solo
modo) cuantizado
H =

L +P). )

1.2. Oscilador arménico cuantico

En mecéanica clasica un oscilador armoénico es una particula que se mueve a lo
largo de un eje sujeta a una fuerza de restitucién proporcional al desplazamiento.
En mecéanica cuantica el problema equivalente en una dimensién es una particula
de masa m con el Hamiltoniano [2]

H= 1 (p2 + m2w2q2) (10)
2m
con ¢ la coordenada de posicién de la particula, p la coordenada de momento y

w la frecuencia de oscilacién. Ademads las variables canénicas ¢ y p satisfacen la

relacién de conmutacion

g, p] = ih. (11)



Escribiendo el Hamiltoniando en variables adimensionales tenemos

H=_(P*+@Q° (12)

N =

con

1/2
q= (h> Q
mw

p= (mwh)l/2 P

‘H = Hhuw,
Los operadores Hermitianos P y @ satisfacen la relacién de conmutacién
@, P]=1. (13)

Nuestro problema ahora es encontrar los eigenvalores y contruir las eigenfun-
ciones del Hamiltoniano dado en la ecuacién (12), para hacerlo sustituiremos el

Hamiltoniano en la ecuacién de Schrédinger:

L& +Q*| U =ET (14)
2| dQ? o

En la literatura encontramos dos formas para resolver este problema, la primera

es de manera rigurosa resolviendo la ecuacién a ’fuerza bruta’ y la otra forma

es de manera algebraica utilizando los operadores escalera los cuales vamos a

definir como



Donde a y a! por construccién mutuamente adjuntos y satisfacen la relacién de
conmutacién

[a,a'] = 1. (17)

Reescribimos la ecuacién (12) en términos de los operadores de escalera y obte-
nemos

(aa’ +a'a), (18)

y sea

n=ala (19)

donde 7 por construccion es un operador Hermitiano .

La ecuacién (18) se reduce a

1
De la ecuacién (17) y (19) obtenemos las relaciones:
i =a (i — 1) (21)
nat =at (7 +1) (22)

El problema de eigenvalores que intentamos resolver es equivalente a construir
las eigenfunciones del operador # definido por la ecuacién (19). Para esto enun-
ciaremos y demostraremos el siguiente teorema. [3]

Teorema: Si |v) es eigenvector de 7, y v es su correspondiente eigenvalor, en-

tonces:
1. necesariamente v > 0

2.siv =0, alv) =0;sinoalv) es un vector distinto de cero con norma

v (v|v), y es eigenvector de fi perteneciente al eigenvalor v — 1

3. a'|v) es un vector distinto de cero; su norma es (v + 1) (v|v), y es un



eigenvector de n correspondiente a el eigen valor v + 1.

Demostracién
Por hipétesis

nlv)y=vly), (vlv)>0.

Usando las ecuaciones (19) y (17) deducimos las respectivas normas de a |v) y

af [v):

(v|afalv) = (vlalv) = v (vlv) (23)

(vlaal |v) = (v| (A +1)|v) = (v +1) (V). (24)

La norma de un vector en el espacio de Hilbert es no negativa, y el desvaneci-
miento de la norma es una condicién necesaria y suficiente para el desvaneci-
miento del vector. De esta manera es necesario y suficiente que v > 0 (propiedad
1). Por otro lado, @ |v) y af |v) satisfacen sus correspondientes ecuaciones de ei-

genvalores de acuerdo con las relaciones (21) y (22),

nalv)y =a(n—1)v) = (v —1)alv) (25)
nat vy =al (n+1)|v) = (v +1)al |v). (26)
Q.E.D.

El conjunto de operadores {a, a', 7, i} es cerrado bajo la conmutacion, tal como

se muestra en la tabla (1)



a | af a1
a | 0 1 a |0
at | =1 —at o
n | —al2a"] 0 [0
1 0 0 0 [0

Tabla 1: Tabla de conmutadores de los operadores del Hamiltoniamo de oscilador
arménico .

1.3. Operador de evolucion temporal para un sistema con-

servativo

Un sistema cudntico |¥) aislado de cualquier influencia externa evoluciona en
el tiempo de manera exactamente predecible. Sea |¥ (tg)) el ket que representa
a un estado en el tiempo to; el ket | (¢)) que representa su estado al siguiente
tiempo t puede ser determinado exactamente a partir de la forma especifica
de |¥ (tp)) asumiendo que de ahora en adelante el sistema no fue sometido a
ninguna observacién en el intervalo (to,t).

Primero postularemos que la superposicion lineal de estados se conserva en el
tiempo, en consecuencia, la correspondecia entre |V (¢9)) y |¥ (¢)) es lineal y
define cierto operador lineal U (t,to), €l cual se llama operador de evolucién

temporal:

W () = U (t,t0) |¥ (t0)) , (27)

donde el operador de evolucién temporal U es solucién a la ecuacién de Schrédin-

ger con condicién inicial

ih— = HU, U(t=1t) =1, (28)

si el sistema es conservativo, es decir, si su energia representada por el Hamil-

toniano H no tiene una dependecia temporal explicita, entonces U (to,t) puede



ser encontrado integrando directamente la ecuacién (28):

U (t,to) = e~ #H(t=t0),



2. Estados coherentes de Glauber.

En la literatura es frecuentemente sugerido que el limite clasico del campo
cuantizado es el limite cuando el nimero de fotones se vuelve muy grande, tan
grande que el operador de nimero 7 se convierte en una variable continua. Sin
embargo el valor promedio del campo (7] E |7y = 0 sin importar que tan grande
sea el nimero de fotones.

Sabemos que para un punto fijo en el espacio el campo clasico oscila de mane-
ra sinusoidal en el tiempo. Claramente esto no pasa para el valor esperado del
operador de campo para un estado de nimero. En este capitulo presentamos
un conjunto de estados, los estados coherentes, que dan lugar a un estado en el
limite cldsico y que de hecho son los estados 'més clasicos’ del oscilador arméni-

co cuantico.

Los estados coherentes pueden ser obtenidos a partir de cualquiera de las

siguientes definiciones[4]:

1. Como eigenestados del operador de aniquilacién a

ala) = ala)

2. Como los estados obtenidos de aplicar el operador de desplazamiento

D (o) = exp (adT — a*d) en el estado de vacio del oscilador arménico.

ja) = D (a) |0)

3. Como los estados que satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenbeg



con el minimo valor permitido, es decir:

AXAP = g

2.1. Estados coherentes como eigenestados del operador
de aniquilacion

Partiendo de la definicién a |a) = a |a) escribiremos los estados |a) en térmi-
nos de los estados de Fock

ja) = caln), (30)
n=0

aplicando a y reacomodando los subindices tenemos

Y emavmt1lim)=ad culn),

m

aplicando la relacién de ortgonalidad de los estados de Fock
(njm) = On,m;

encontramos

C1 = GCp,

aplicando a k veces

a o) = achn In),
n

obtenemos la relaciéon de recurrencia para los coeficientes ¢,

(31)

10



sustituyendo en la ec(30) llegamos a:

7002\F|n

n=0

normalizando encontramos ¢y encotnramos finalmente

%)
Co = €exXp o )

y sustituyendo nuevamente en (30) obtenemos:

ja) = e~ 8lol Z f In) . (32)

2.2. Estados coherentes a partir del operador de despla-

zamiento

El operador de desplazamiento esta definido como
D(a) =exp (aa' —a*a). (33)

Para encontrar los estados coherentes primero escribiremos el operador de des-

plazamiento como un producto de exponenciales [5], para hacerlo escribimos

e)\((x?zT—oz a) _ radl p (), (34)

donde A es un parametro tal que al final haremos A = 1.

Derivando respecto a A y eliminando términos semejantes tenemos:

dF

* 7)\adT ~ )\DL[Z,Jr
a’e ae ( ) N

11



aplicando la transformacién anterior llegamos a

. dF
—(a*a+Aa)?) F(N) = o

para hacerlo,usamo el teorema B.C.H que establece que [7]
e*ABe=*A — By a [121 B} + —a? {/Al, {A,B” + ...
integrando llegamos a
hacemos A = 1 y sustituimos en la ecuacién (34) llegando a una forma de un
producto de exponenciales para el operador de desplazamiento
D(a)= e e “agmslal®, (35)

Aplicando D () |0) y usando a|n) = v/n|n — 1), a' [n) = v/n+1|n+ 1) tene-
mos que

“all oy = e o),

ety = 3 ED gm0y = o).

n:

! o) = 3050 @) 10) = 32 S ).

n

usando los resultados anteriores obtenemos:

Z \F n). (36)

12



2.3. Como estados de minima dispersion

De la relacion de incertidumbre de Heisenberg

donde

Partiendo de las definciones para X y P en términos de los operadores de

creacién y aniquilacion :

y utilizando la definicion

ila) = ala,

encontramos los valores para la dispersion de los operadores X, P:

h
AX =/ —— 37
5 (37)

hmw

AP =/ ——, (38)

2

de esta manera tenemos

AXAP = g (39)
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2.4. Evolucion temporal

Como se discutié en la seccion 1.3, partiendo del Hamiltoniano de un osci-

lador arménico

- 1

H= th (ﬁ + 2) . (40)
El operador de evolucién temporal correspondiente al Hamiltoniano H es

U (t, tO) _ e—iw(ﬁ+%)(t—tu)7

aplicando U (t, to) |or), obtenemos |« (t)),

e (t—to) ,—iw(t—to)nt o),

la(t) = e

usando la definicén dada por la ecuacién (36) obtnenemos

o

e=ilt=to)i |y — o= lal? Z O —iw(t—to)n In).

|
n=0 n:

(t—to)n

Desarrollando =% y aplicando al ket |a), obtenemos

—iw(t—to)n _ o~ a” —iw(t—to)n
e a)=e e ny.
) > n)
Finalmente llegamos a:
—iw(t—t .
o (t) = e 52 \ae*w<t*to>>. (41)

Podemos notar que un estado coherente de oscilador arménico al evolucionar en

el tiempo permanece como un estado coherente con una fase adquirida.
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2.5. Relaciones de no ortogonalidad

Los estados coherentes forman una base no ortogonal sobrecompleta, es decir,
que no hay una manera unica de escribir un estado en términos de la base de

estados coherentes,esta base satisface la siguiente relacién de no ortgonalidad:

Sean |a) ,|3) dos estados coherentes con la forma

— o 3lol
a)y=e" 2 n
) > i
R e n
18) = e 21| k).
= VK
Tomando el producto escalar
=1 (102 2 a*)" BP
olf) = e (alP+lar) § (@) B2
(alf) nz; Tl \/ﬁ< p)
normalizando obtenemos
—(1a12+1512) (o B)"
alpy=e— = 3 0L

n

Finalmente obtenemos la relacién de no ortogonalidad:

|{alB) | = elo=PT,

2.6. Probablidad de ocupacién

La probabilidad de encontrar el campo en un estado |n) cualquiera, estd

dada por [3]
P, = [{nfa) * (43)
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Reemplanzado la ecuacién (36) en (43) obtenemos

P, =

exp (~3lal?) gj; o]

Por ortogonalidad de los estados de ntimero, el bracket (k|n) nos da una delta
de Kronecker, es decir

(n[k) = ok

la cual nos elimina todos los elementos de la suma, excepto el término con k = n,
con esto obtenemos
|O[ ‘ 2n

P, =exp (—|a|2) e

Podemos observar que su estadista es Poissoniana, lo cual implica que los estados
coherentes de Glauber son un sistema semi-cldsico. En la figura (2) se muestran

las probabilidades de ocupacién para los valores de oo = 0.5,a0 = 2, = 4.
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0.8 A
0.7
0.6
0.5 A1
oS 0.4 ~
0.3 A
0.2 A1

0.1 -

—_— a=0.5

0.0 A T =

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 175
n

Figura 2: Valores de la probablidad de ocupacion P,, para diferentes valores de
.

3. Estados coherentes con fotones anadidos y
propiedades

En el capitulo 2 discutimos los estados coherentes de Glauber, los cuales
son los estados cuanticos 'mas clasicos’ posibles, por el otro lado, los estados de
nimero (estados de Fock) son estados puramente cuéntos con ningtin anslogo
clésico. En este capitulo discutiremos sobre un estado que es intermedio entre los
estados de nimero y los estados coherentes. Consideramos un estado obtenido

a partir de aplicar repetidamente el operador de creacién de fotones a' sobre un

17
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estado coherente |o). Introducimos el estado |a, m) cémo [6]:

a™ Ja)

joym) = —— 2
(o] amatm |o)]?

, (44)
donde |a) es un estado coherente, m es un entero. En el limite cuando o« — 0
m — 0 |a, m) se reduce al estado |0) ( un estado de Fock), el cual es un estado
coherente.

Los estados coherentes con fotones anadidos estdan normalizados,con funcién de

normalizacion :

(afa™a™ o) = 3

p=0

P = Ly (o)l

donde L,, (z) es el polinomio de Laguerre de orden m definido por:

= (=) 2™ (m!
L (z) = ZO ((n!))(m —(n)!)

n=

3.1. Definiciones equivalentes para los estados coherentes

con fotones anadidos

En el capitulo 2 construimos los estados coherentes de Glauber a partir de
tres definiciones equivalentes, como eigen estados del operador de aniquilacién,
como resultado de aplicar el operador de desplazamiento en el estado de vacio y
como aquellos estados que saturan la relacién de incertidumbre de Heisenberg.
En esta seccién construiremos los estados coherentes con fotones anadidos con

dos representaciones completamente equivalentes.
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En términos de los estados de Fock

Partiendo de la ecuacién (44),
A S~ 2 ot
|, m) = Nip (@) @™ [a) = Non () Y 76" [k),
k

si aplicamos a!™ |k) obtenemos

(k+m)!

~tm -
a'™ |ky = i

|k +m),

usando esto llegamos a
jaym) = 3 o/ m)! [+ m) (46)
— k!

En términos de los estados de Fock desplazados. Partiendo de la
definicion de los estados coherentes de Glauber como estados obtenidos al

aplicar el operador de desplamiento en el estado de vacio

e, m) = N (@) @™ ) = Ny (@) @™ D (@) |0)

|, m) = Nyn () D (@) D' (@) ™™D (a) [0)

haciendo la transformacién DT («) a'D (a)obtenemos

Como podemos ver, el operador ﬁ(a) desplaza al operador de creacién
una cantidad «a*.

Sustituyendo tenemos
[, m) = Ny (0) D (@) DT (a) a7 D () [0) = Nuw (@) D () [ (@' +a*)"] [0},

19



debido que at y a* conmutan, el término (&' + o*)" lo podemos desarro-
q

llar como un binomio de Newton

(&T + a*)m — Z <ZL> Ol*(ﬂ"ﬁp)&h?7

p=0

m/!

™y —_— " final te obt
en donde (p) =)’ nalmente obtenemos
- m *(m—p) T
o m) = Ny (a) 3 (p)ﬁa ) D () ). (47)
p=0

Cabe destacar de la ecacién (47) el término D (a)|p), el cual nos define

un estado de nimero desplazado.

Los estados coherentes con fotones anadidos no necesariamente son estados de
minima dispersién debido a que presentan compresién en una de sus cuadratu-

ras. Este ultimo punto serd analizado con detalle en la seccién 3.5 .

3.2. Producto escalar

Como en el caso de los estados coherentes de Glauber, los estados coherentes
con fotones anadidos son no ortogonales, su producto escalar para los estados

(a,m|,|a,n) para m 7é n

e~lel? > |au|?P
a,mla,n) = X m+p)la™™ ",
(e mla,m) [m! Ly, (—|a)2) nlLy, (—|af2)]? p;]p! (m+p—n) ( )
(48)
Para los estados (8, m|,|a, m) para 8 # a obtenemos
L, (—f*a
(8, mla, m) Cha) (19)

[Lin (=1B12) Lin (=|af2)]/*
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3.3. Caracter sub-Poissoniano

La probabilidad de encontrar n fotones en el campo esté dada por
P(n) = ‘ <n|a,m> |27

es decir
n!|a>(n=m) exp{—|al?}

[(n = m)!]” Ly (—|af2) m!”

P(n) = (50)

la cual es cero para n < m. Esta distribucién tiene una variacién menor que una
distribucién de Poisson, para verificar esto, se utiliza el pardmetro Q (pardmetro
de Mandel), este pardmetro nos ayuda a cononer la estadistica de un estado

cualquiera. El parametro de Mandel esté definido por

{a,m|n?|a,m) — {a,m|n |oz,m>2

Q (a,m) = (51)

(o, m| n |, m)

Para valores de @@ < 1 se tiene una estadistica sub-Poissoniana, para Q > 1
tenemos una estadistica super-Poissoniana y para () = 1 tenemos un estado
coherente.

Calculando los valores esperados correspondientes para un estado coherente con

fotones anadidos obtenemos

Q(a,m) = <(m+1>L}n+1_1> [(m+2)(m+1)LnEj3(m+1)Lm+l}

(m+1)° L2 +2(m+1) Lypyr — 1
iE . (52)

Es importante destacar que por comodidad para el lector, en la ecuacién (52) se
omitié la dependencia de los pardmetros ay m. La dependencia de estos parame-
tro se encuentra en las funciones Ly = Ly (o, m), las cuales son polinomios de

Laguerre de orden K.
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En la figura(3) podemos observar el pardmetro Q(a,m) en funcién de |«| para
diferentes valores de m. Los valores de Q(«, m) menores a 1 singifican una
estadistica sub-Poissoniana del campo. También notamos que para m = 0
Q(a,0) =1 el cudl corresponde a los estados coherentes de Glauber. Para o # 0

, m # 0 el campo en un estado |a, m) presenta una estadistica sub-Poissoniana.

1.04

0.8

Q(a, m)

N = = U1 O

33333
nani

0.0 A

0 5 10 15 20 25

Figura 3: Pardmetro de Mandel (Q (c,m)) en funcién de para diferentes canti-
dades de fotones aniadidos (m).

3.4. Funcion de Husimi

La funcién @) de Hussimi representa la distribuciéon de un estado cuéntico
en el espacio fase y estd definida como la traza de la matriz densidad p sobre la

base de estados coherentes {|z)},
R 1
Q(2) = (2l ple) = — (ela m) (o, m2). (53)
Haciendo las proyecciones correspondientes obtenemos

|Z‘2m

Q(z) = mexp{—|z—a|2}. (54)
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La funcén de Husimi correspondiente a un estado de Fock es

Q) = 2e I

T n!

|Z|2n

b

y para un estado coherente de Glauber tenemos

Q(2) = Lelzmal® (55)

™

En la figura (4) se muestran las graficas de la funcién de Hussimi para diferen-
tes estados. En la figura(4a) se muestra para un estado coherente con fotones
afiadidos o, m) = |0.5,2), la figura (4b) es la corresponiente para un estado de
Fock [n) = |5) y en la figura (4c) se muestra para el estado |, m) = |0.001, 5).
Como podemos observar, en el limte cuando a — 0, la funcién de Husimi para

el estado |a, m) tiende al estado de Fock |m).

005
0.04
0.03
0.02
0.01

(a) Funcién de Husimi pa- (c) Funcién de Husimi pa-

ra un estado coeherente (b) Funcién de Husimi pa- ra un estado coeherente
con fotnes anadidos a = ra el estado de Fock |n) = con fotnes anadidos a =
0.5,m=2 |5) 0.001,m =5

Figura 4: Funcién de Husimi para estados coherentes con fotones anadidos y
para estado de Fock con n =5

En la figura (5 comparamos las funciones de Husimi para un estado coherente
de Glauber (figura(5a)) y de un estado coherente con fotnes anadidos (figura
(5b)) las cuales tienen el mismo «. Podemos notar que para valores de o > 1 el
comportamiento de los estados coherentes con fotones anadidos es muy parecido

al de los estados coherentes de Glauber. Con esto concluimos que los estados
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coherentes con fotones anadidos son estados intermedios entre los estados de

Fock y los estados coherentes de Glauber.

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

(a) Funcién de Husimi para un estado
coeherente de Glauber con a =5

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

(b) Funcién de Husimi para el estado cohe-
rente con fotnes anadidos |a, m) = |5,1)

Figura 5: Funciéon de Husimi para estados coherentes con fotones anadidos y

para un estado Coherente de Glauber
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3.5. Dispersién en las cuadraturas

Sean X y P las cuadraturas del campo, definidas por:

Podemos calcular las fluctuaciones en X y P de la siguiente manera:

AX = \/(X?) - (X)?

AP =4/(P?) — (P)’,

en donde los respectivos valores esperados para X, X2 son

(X) = Re(a) N2, () > d Z!(Z::?; =

n=0

la)?™ (n+m +2
Q(Re()—lm ) Z Ao )

o SR e

B > |a)?™ (n +m +1)!
(P) = 1m (o) N3, (o) 3

2 (et - ) ¥ )30 2 )

n!(n+ 2)!

aN? (O‘)Z |a\2" (n—l—m) (n+m) L

n=0 (n')

25
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En la figura 6 podemos observar la dispersién de la cuadratura X para diferentes
valores de |a| y m. Para m = 0 (estado coherente) y |a| > 0.7 S, = 1, mientras

que param # 0 S, < 1lo cual implica que la cuadratura X presenta compresion.

33333
N == 0O

lod

Figura 6: Dispersién S, en la cuadratura X en funcién de |«|, para diferentes
valores de m.
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4. Evolucion temporal de los estados coherentes

con fotones anadidos

4.1. Teorema de Wei-Norman

EL operador de evolucién temporal U correspondiente a un Hamiltoniano

con la forma

7:[ = i a; (t) Xz',
i=1

en términos de los operadores X; que cierran un algebra de Lie finita, puede ser

escrito como un producto de exponenciales
Ut)=]]e"", (63)
donde los «; son funciones del tiempo complejas por determinar [7]

4.2. Operador de evolucion temporal para los estados cohe-

rentes con fotones anadidos

Suponiendo que el estado |a, m) fue creado de alguna manera en una cavidad
o en una trampa de iones en el momento ¢ = 0, supongamos que el oscilador
(modo de campo) comienza a variar en el tiempo de acuerdo con la ley Q (¢). La
evolucién del sistema para ¢ > 0 estd determinada por la ecuacién de Schrodinger
con el Hamiltoniano

a2

O =3 | Lm0, (64)

donde p y ¢ son las variables candnicas conjugadas del sistema, y 2 es la fre-

cuencia definida como [8]
Q) = Qo (1 +2ycos (2Q0t)), |y << 1, (65)
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sustituyendo (65) en (64) reescribimos el Hamiltoniano

2 922

2 _ b miing 2
H() = om +— (14 2vcos (2Qt))", (66)
2
~ 1
H((t) = g—m + §ngq2 +mQ2q? [2ycos (2Qt) (1 + yeos (2Q0t))] - (67)

Entonces podemos escribir el Hamiltoniano como H (t) = Hy + V (t), con

2 P’ 1 2 2
Hy=— 4+ -m)
0= 5 + 504 (68)

V (t) = mQ2q* [2ycos (2Q0t) (1 + yeos (29t))] - (69)

Reescribimos el Hamiltoniano en términos de los operadores de creacién y ani-

quilacién a y af,

Hy = 18y (n + ;) : (70)
V(t)=F(t)[a"?+2a+a*+1]. (71)

donde F (t) = Qo [2ycos (2Q0t) (1 + ycos (2Q0t))].
El operador de evolucién temporal de todo del sistema en la representacién de

interaccion lo construimos como
U="UyUr,

donde Uy, Us son los operadores de evolucion temporal correspondientes a Hy

y H respectivamente, con

Hy = UV (t) Up. (72)
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Para encontrar H; primero necesitamos conocer Up. El operador de evolucién
temporal Uo cumple con la ecuacién
0G0 = Holly = 1 (7 + 2 ) O
? n-+ —
at0 oo 0 5 ) Yo

debido a que Hy no depende del tiempo,podemos integrar directamente y obte-

nemos

Uy = exp (—ith) . (73)
Para encontrar Hr, sustituimos Uy en la ecuacién (72) y obtenemos la expresién

Hy = F(t) [a"e 0! 4 27 4 a2e =20t 1] (74)
Debido a que todos los operadores del Hamiltoniano de interacciénH; no
tienen dependencina temporal y ademds cierran un &lgebra de Lie finita (tal

como se muestra en la tabla(2)).

at? n a2 1
at? 0 —2a [4n+270
n 2412 0 —2a%2 |0
a2 | —4n—21] 242 0 0
1 0 0 0 0

Tabla 2: Tabla de conmutadores de los operadores del Hamiltoniamo de inter-
accion.
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Podemos utilizar el teorema de Wei-Normann y escribir el operador de evo-

luciéon temporal en la representacién de interaccién como

U7 = I et = emid? anigasd gan, (75)
con los a;; = «; (t) por determinar.
Para encontrar los «; sustituiremos U; dada en la ecuacién (74) en la ecuacién
de Schrodinger:
o - .
th—U; = HUy,
! 1Ur

susutituyendo
L0 ara’? asn aza® ay ~ 12 2iwot A A2 —iwpt 2
zﬁ&[e e ¢ }—F(t)[a e + 27+ a‘e +1)Ur=0

haciendo las derivadas correspondientes y agrupando términos, llegamos al si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para las «; con condiciones

iniciales

ihéy = F () e*™0f 4+ 20, F (t) + 4a3 F (t) e~ 2ot (76)
ihéy = F () + 43 F (t) e 2ot (77)

ihéz = F (t) e~ 2ot g0 (78)

ihéy = 2F (t) 4 20, F () e~ 20t (79)
ap(t=0)=a(t=0)=a3(t=0)=a3(t=0)=0 (80)

La ecuacién (76) es una ecuacién de Riccati, la cual resolveremos de forma
numérica al igual que el sistema de ecuaciones completo.
Una vez resuelto el sistema de ecuaciones para los coeficientes a;, podemos

escribir de forma exacta el operador de evolucién temporal para el Hamiltoniano
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de interaccién como un producto de exponenciales tal como se planted en la
ecuacion (74).
Finalmente utilizando las ecuaciones(73) y (74), el operador de evolucién

temporal para el sistema completo tiene la forma
U = UpU; = e iwotigma!” gazi gasa® gas (81)

4.3. Evoluciéon temporal de un estado coherente con foto-
nes anadidos

Ahora que el operador de evolucién temporal dado por la ecuacién (81) co-

rrespondiente a nuestro Hamiltoniano descrito por la ecuacién (64) podemos

calcular como evoluciona en el tiempo un estado coherente con fotones anadi-

dos |a, m). Definimos el estado |, m,t) como el estado resultante de aplicar el

operador de evolucién temporal al estado |«, m) de acuerdo con la ecuacién (27)
|Oé7m,t> = U(tatO) |oz,m> ) (82)

sustituyendo llegamos a

ai(ker)' o akeme2) |
k! ' (k +m — 20)!

" oq\/(k +m — 20 + 2p)! o(—iQ0t(k+m—21+2p)) Ik +m — 21 + 2p>>

(k+m —20)!
(83)

En donde [’H'Tm] es el mayor entero del cociente k"‘Tm
La dependencia temporal del estado coherente con fotones anadidos estd dada

por los coeficientes o; = «; (t) y por la fase adquirida dada por el término

o(—i901)
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Podemos observar que para el Hamiltoniano de oscilador paramétrico propuesto,
un estado coherente con fotones anadidos evoluciona en el tiempo como una
combinacién de estados de niimero en donde se crean y se aniquilan excitaciones

simultaneamente.

4.4. Evolucién temporal de los operadores a, af, n

En mecnica cuantica existen diversas formas de presentar las ecuaciones de
movimiento de un sistema. En la representacién de Schrodinger la evolucion
temporal del mismo afecta al estado que lo representa. Por otro lado, en la
representacién de Heisenberg la evolucién temporal afecta unicamente a los
operadores que representan las cantidades observables.

En la seccién 1.3 mostramos que en la representacién de Schrodinger, un estado

| ¥ (t)) evoluciona en el tiempo de forma

U () = U (tt0) |¥ (t0)) -

La representacion de Heisenberg es una manera alternativa de representar la
evolucién temporal de un sistema cuantico, en la que iinicamente los operadores
tienen depedencia temporal. Una cantidad observable estd representada por
un operador Hermitiano O (t). que en la representacién de Heisenberg tiene la
forma:

On = Ut (t,t0) OsU (t, o), (84)

en donde O, es el operador en la representacién de Schrédinger. Ahora cal-
cularemos los operadores d,af, 7 en la representacién de Heisenberg lo cual es
equivalente a transformarlos segin la ecuacién (84). con el operador de evolu-
cién temporal dado en la ecuacién (81).

Obtener el operador Ut es fcil debido a que por construccién, el operador U es
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unitario y satisface

De esta manera, nuestro operador Ut es:

A _ _ ~2 N 12 .
UT — QT a3d” ymaafl ,—ard ezwotn. (87)

Transformando a:

R R _ a2 e a2 S A ~t2 o ~2
at (t) — UTal U = e~ e~ @30” g2t p—a1d'™ jiwoti 5T p—iwoti ya1d '™ pazf a3a” saq

al (t) = elwot=azql _ geiwot=a2,5 (88)
Transformando a:

N PFISNPN _ a2 s a2 S - ~T2 - A2
a(t) :UTCLUZB (x4e aza e agne a1a eletnae zwotneala eagneasa ea4.

a(t) = 2are 0t 2g1 4 om0t T2 — 4oy agetPm?] G, (89)

Podemos notar que los operadores a' (t), a (t) son combinaciones lineales de los

operadores a' y @, entonces por simplicidad los escribiremos como:

at (t) = 011&]L + c12G (90)

a (t) = CgldT + CQQ&. (91)
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donde

c1p = eiwotmeegt (92)

C1y = —2eiwot—azy, (93)

Cop = 2 e W0tz (94)

oo = €0t [e*2 — 4oy aze®?]. (95)

Ahora que conocemos a' (t),a (t), podemos calcular de manera sencilla 7 (t)

ﬁ (t) = dT (t) d (t) = CllcgldT2 + (011022 + Cl2C21) TAL + 012622d2 + C12C21. (96)

4.5. Promedio de fotones en el tiempo

En esta seccién calcularemos y discutiremos la interpretacion de (7 (t)), el

cual es el valor esperado del operador 7 (t) calculado entre el estado |a, m)

(1 (1)) = (e, m| 7 (t) |a,m) (97)

(7 (1)) = er1e91 (o, m|a'? |a, m)+(cr1c22 + €12¢91) (o, m| 7o |, m)+c12¢22 (o, m]

(98)
(A () = N2, (@) enen [ o Z o o+
+N2 (Q) (c11¢20 + c12¢21) lz |a|?™ (n + m)2 (n+m)! N (99)
n=0 (n!)
+N2 oz [0& Z |a|2nnn+gr?nT & +N731 (@) c12ca1-

Para un estado coherente con fotones anadidos que evoluciona en el tiempo,
segun el operador dado en la ecuacion 81, la probabilidad de ocupaciéon de un
estado |n) estd dada por

Py = | (n]a,m,t) [*. (100)
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En la figura (7) se muestran los valores promedio de 71 (¢) para valores de m = 0,

m = 5, m = 10, m = 15. Podemos notar que hay generacién de fotones, esto

2

se debe a la presencia de los operadores a~, a2 en el Hamiltoniano dado en la

ecuacién (74)

100
50

100 200 300 400
t

Figura 7: Valores de (7 (f)) para distintos valores de m
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5. Conclusiones

El pardmetro de Mandel para los estados coherentes con fotones afiadidos
siempre resulta ) < 1, lo cual nos dice que la distribucién en el espacio fase
tiene caracter sub-poissoniano, lo cual constatamos calculando las dispersiones
en las cuadraturas y la funcién de Husimi, encontrando que los estados esta-
dos coherentes con fotones anadidos presentan compresién en la cuadratura de
(de poscién) X.Con lo cual concluimos que son estados no clasicos. También
observamos que en limte cuando o — 0 su comportamiento es similar al de
los estados de numero (estados de Fock) y en el caso cuando o > 1y m # 0
se comportan como estados coherentes de Glauber. Es por esto que los esta-
dos coherentes con fotones anadidos son el puente entre un estado puramente
cuantico y un estado semi-clésico.

Respecto a la evolucién temporal de los estados coherentes con fotones anadi-
dos encontramos que a partir del Hamiltoniano propuesto (oscilador paramétri-
o), un estado coherente con fotones anadidos evoluciona en el tiempo como una
combinacion complicada de estados de niimero en donde se crean y se aniquilan
excitaciones con una fase adquirida conforme el tiempo transcurre.

El ntimero promedio de fotones incrementa con el tiempo debido a la presencia

de los operadores 2 y a2 en el Hamiltoniano del sistema.
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