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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de los sistemas cuanticos abiertos tiene como meta principal el estudio de sistemas
cuanticos que interaccionan con su entorno [1,2]. El enfoque estandar en la descripcion teérica
y el analisis de tales sistemas presupone que su evolucién temporal no tiene memoria. Bajo esa
suposicién se obtiene una ecuacién maestra cuantica para el estado del sistema reducido [3,4],
llamada en algunas ocasiones ecuacion maestra Markoviana y en otras ecuacién maestra de
Lindblad. La derivacién microscépica, es decir partiendo del Hamiltoniano que describe al sis-
tema reducido mas su entorno, de una ecuacion de este tipo usualmente es realizada por medio
de la aproximacién Born-Markov que consiste en suponer un acoplamiento débil entre el sistema
de interés y su entorno, asi como despreciar las correlaciones temporales del entorno entre otras
suposiciones que llegan a ser drasticas [1].

Cuando el acoplamiento entre el sistema y el entorno es fuerte, o si existen correlaciones ini-
ciales sistema-entorno, o al considerar entornos finitos, resulta que una ecuacién maestra Marko-
viana no es adecuada para la correcta descripcion del sistema. En todos los ejemplos anteriores
es evidente que dicha aproximacion no sea valida, pues contradicen una o varias suposiciones
de la misma. Sin embargo, en algunos sistemas, como en aquellos en donde es posible controlar
algunas propiedades del entorno tales como su espectro de frecuencias [5, 6] o en modelos que
involucran entornos con propiedades caédticas [7-9] no es trivial decidir si tal aproximacién es
apropiada o no. De alli la importancia de poder determinar si la dindmica de un sistema esta
gobernada por los efectos de memoria y en qué medida.

Desde un punto de vista fundamental el interés en el estudio de sistemas cudnticos con me-
moria, llamados no Markovianos, se debe al hecho de que nos podrian conducir al entendimiento
tedrico de sistemas mas realistas tales como materiales con banda foténica prohibida, sistemas
biol6gicos cuanticos y redes cuanticas complejas [10]. Esos sistemas fisicos tienen en comin que
interactian con entornos estructurados y no pueden ser descritos por el tradicional bafo de os-
ciladores. Desde un punto de vista practico se ha demostrado que los entornos con memoria
mejoran la proteccién del sistema contra la decoherencia [11, 12].

Esas dos motivaciones, fundamental y con fines aplicativos, han provocado un resurgimiento
en el estudio de los sistemas cuanticos no Markovianos. Los esfuerzos van dirigidos, a grandes
rasgos, en dos direcciones: la primera es definir rigurosamente qué es o qué debe entenderse por
no Markovianidad en sistemas cudanticos y en consecuencia establecer una teoria general para
ellos [13,14]. La segunda es cuantificar el grado de memoria del sistema, es decir, que tanto se ale-
jala dinamica de un sistema con memoria de la de un sistema sin memoria o Markoviano [15,16].
En la investigacién que expondremos en las siguientes paginas de esta Tesis pretendemos avan-
zar en esas dos direcciones, a través de un modelo en donde el entorno es descrito por ensembles
de matrices aleatorias, un entorno de esa naturaleza puede considerarse como altamente estruc-
turado debido a que en ellos subyacen propiedades universales que exhiben los sistemas caéticos,
una idea originalmente propuesta por M. Berry y M. Tabor [17] y ampliamente popularizada por
G. Casati et al. [18] y O. Bohigas et al. [19,20].
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La estructura general de esta Tesis es la siguiente: en el capitulo 2 presentamos los conceptos
fundamentales y las herramientas necesarias para dar una idea clara de lo que actualmente
se entiende por procesos cuanticos no Markovianos, todo ello en la medida de la analogia que
puede establecerse con los procesos estocasticos clasicos. También se da una breve revision a la
teoria de sistemas cudnticos abiertos y su descripcion a través de mapas lineales, y a la teoria
de matrices aleatorias. El capitulo 3 esta dedicado al estudio de nuestro modelo que consiste de
un sistema cudntico de dos niveles de energia usualmente llamado qubit (acrénimo de quantum
bit en analogia al bit de informacién clasico) que interactiia con un entorno modelado por un
ensemble de matrices aleatorias (al que llamaremos entorno RMT), alli también presentamos
nuestros resultados analiticos. Los resultados obtenidos a través de simulaciones numéricas de
nuestro modelo son expuestos en el capitulo 4 junto con ellos se incluyen las discusiones de los
mismos. Finalmente, en el capitulo 5, presentamos las conclusiones a las que llegamos al finalizar
nuestra investigacién de la memoria del sistema qubit mas entorno RMT.



Capitulo 2

Preliminares

A continuacién daremos los conceptos y herramientas necesarios para comprender lo que hoy se
conoce como sistema cudntico Markoviano. Iniciamos dando un breve repaso de la teoria de los
sistemas cuanticos abiertos adoptando la descripcion de su dinamica por mapas lineales llamados
canales cuanticos. Después pasamos a la revisién de Markovianidad tanto en procesos clasicos
como en procesos cuanticos. Finalizando con una breve exposicion de la teoria de matrices alea-
torias.

2.1. Sistemas cuanticos abiertos

Debe entenderse por sistema cudntico abierto a un sistema de interés S al que llamaremos
sistema central cuya dinamica es influenciada de forma no despreciable por otro sistema cuantico
E al que llamaremos el entorno. En este trabajo nos restringiremos a sistemas de dimensién
finita.

2.1.1. Dinamica cuantica

Al sistema S le corresponde un espacio de Hilbert 7%, un Hamiltoniano Hgs y sus estados
fisicos (estados cuanticos) son descritos por matrices de densidad og. Mientras que al entorno, el
sistema F, le corresponde un espacio de Hilbert /4%, un Hamiltoniano Hg y estados og. En el
enfoque que seguiremos de ahora en adelante, la interaccién entre el sistema central y el entorno
es descrita a través de un Hamiltoniano de interaccién Hy, en la Fig. 2.1 se muestra un esquema
de lo que hemos dicho.

Hamiltoniano de

Sistema S interaccién Sistema F
(sistema central) H, (Entorno)
%7 HS) 0s %E; HE’ OFE

<N\

Figura 2.1: Sistema cudntico abierto. El sistema de interés S esta influenciado por otro sistema
FE llamado entorno, dicha influencia es descrita por un Hamiltoniano de interaccion Hj.

Podemos entonces, definir un sistema total que estara compuesto por el subsistema S y el
subsistema E. Dicho sistema total S + E tendra por espacio de Hilbert al producto tensorial de
los espacios de Hilbert de los subsistemas, esto es, 77 = #5 ® #%. Y un Hamiltoniano dado por

H=Hs®lgp+1g® Hg+ Hy, 2.1)
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en donde 15 y 1 son los operadores identidad del sistema S y F, respectivamente. Los estados
del sistema total son descritos por las matrices de densidad o.

Asumiremos que la evolucién temporal o dindmica del sistema total es unitaria, esto significa
que su operador de evolucion esta dado por [1]:

U(t) = e M, (en donde i = 1). (2.2)

Entonces, la evolucién temporal de un estado inicial arbitrario ¢(0) del sistema total evoluciona
hasta el tiempo ¢ de acuerdo a:
o(t) = U()e(0)U(1)". (2.3)

Podemos obtener el estado del sistema S o del sistema F al tiempo ¢ tomando la traza parcial de
la ecuacién (2.3),

os(t) =trglo(t)], or(t) =trs[o(t)]. (2.4)

La operacion de traza parcial significa que sumamos sobre todos los grados de libertad de uno
de los subsistemas indicado por el subindice F o S. En general la evolucién del sistema S no es
unitaria, ni tampoco la del sistema F. Adema4s, debemos mencionar que la traza parcial es una
operacioén no invertible [1].

Ecuacion maestra cuantica

El enfoque “tradicional” para describir la evolucién temporal de los estados de un sistema
abierto es a través de una ecuacién de movimiento para su matriz de densidad. En analogia a la
ecuacion de Liouville de la mecénica estadistica clasica, tenemos [13]

io(t) = L{o(®)}, (2.5)

el punto arriba de un operador o variable indicara derivacién con respecto al tiempo, y £ es lla-
mado superoperador de Liouville'. Una ecuacién como la anterior es llamada ecuacién maestra
cudntica. Debemos notar que no hemos asumido que la matriz de densidad en (2.5) sea del siste-
ma total, o del sistema S o F, esto se debe a que en principio es posible construir una ecuacién
maestra de cualquier sistema que sea descrito por matrices de densidad. En el siguiente parrafo
describimos su solucién general.

Por conveniencia escribimos el Hamiltoniano total (2.1) en un modelo perturbativo [21]

H = Ho + )\V[, (26)

en donde Hy = Hg ® 1 + 15 ® Hg expresa al Hamiltoniano sin perturbar, A\V; = H; es la pertur-
bacién y el parametro A > 0 es la intensidad de esa perturbacién. En el cuadro de interaccién la
ecuacion de movimiento para el sistema total esta dado

d . - ~ _ ~ .
i19,0) = ALVi(1), 6(1)], entonces  L{a(t)} = A[V:(2), o(1)], 2.7)
las tildes arriba de los operadores indican que estdn en el cuadro de interaccion, es decir, definido

Uo(t) = exp(—iHyt), cualquier operador A pasa a ser A(t) = Uy(t)TAUy(t). La solucién formal
resulta de una integracion directa de (2.7)

o) = 2(0) - ix [ dbs [Vi(n), (1)) 28)

podriamos seguir iterando (2.8) con sigo misma de tal manera que obtendremos una expansién
en potencias de A del lado derecho. Por ejemplo, para dos iteraciones:

o(t) = 0(0) —iX /Otdtl [Vi(t1),5(0)] - \? fot dt, fotl dto[Vi(th), [Vi(t2), 6(t2)1]; (2.9)

el estado del sistema reducido en el cuadro de interaccién se obtiene por gs(t) = trg{o(t)}.

1'Un superoperador no es mas que un operador que actia sobre otros operadores



CAPITULO 2. PRELIMINARES 8

Mapas dinamicos cuanticos

Ahora analizaremos la evolucién de un sistema abierto desde otro enfoque, el de mapas linea-
les [1].

Denotemos como M (7#%) al espacio de estados del sistema S, o lo que es lo mismo, su espacio
de matrices de densidad, y de forma similar, al espacio de estados del sistema F lo denotamos
con M (%), y para el sistema total S + E tendremos M (5¢).

Ahora, consideremos un tiempo fijo ¢ > 0, y que el estado del entorno no cambia, es decir
oe(t) = 0p(0) = op. Ademds, asumiremos que al inicio de los tiempos el sistema S y el entorno
son estadisticamente independientes, esto significa que al tiempo ¢ = 0 no existen correlaciones
entre el sistema central y el entorno, por lo cual siempre podemos escribir el estado inicial del
sistema total como

0(0) = 05(0) ® 0. (2.10)
Con esas suposiciones podemos re-escribir la primera de las ecuaciones (2.4) como:
0s5(t) = tr[U(1)e(0)U(1)'] = tru[U(1)es(0) ® 0 (1)'], (2.1

la expresion anterior define un mapeo lineal del espacio de estados del sistema .S en si mismo:
Aoy M(H) = M), (2.12)
este es el mapa dindmico cudntico correspondiente al tiempo ¢. Entonces, tenemos que
0s(t) = Az,0y05(0) = tre[U(t)os(0) @ osU (1) ]. (2.13)

En la Figura 2.2 se muestra un diagrama de la equivalencia expresada en la ecuacién (2.13).
Debemos enfatizar que dicho diagrama es no conmutativo debido a que las trazas parciales son
operaciones no invertibles.

2(0) = 05(0) ® o1 Evolucién unitaria o(f) = U(t)Q(O)U(t)T

trg trg

Mapa dindamico
05(0) 0s(t) = At,0)0s(0)

Figura 2.2: Equivalencia entre la obtencién del estado reducido del sistema S a través de la
evolucién unitaria del sistema total o como un mapa dinamico.

Dado un operador arbitrario A € M(.#s) y un mapa dindmico Ay que actia sobre A, tene-
mos las siguientes propiedades

= El mapa dindmico preserva la Hermiticidad de operador A: [A(t_,o)A]T = A(tVO)AT.
» Preserva la traza: tr{A o)A} = tr{A}.
» Es un mapa positivo: si A >0 entonces A o)A > 0.

= Completa positividad. Consideremos un sistema auxiliar X con espacio de Hilbert #x y el
mapa extendido A 0)®1x, diremos que, si para un operador arbitrario B > 0 e M(H#5® )
tenemos A; o) ® 1x(B) >0 el mapa A(; ) es completamente positivo.

Un mapa arbitrario que satisface las cuatro propiedades anteriores es llamado mapa completa-
mente positivo que conserva la traza (CPTP?, por sus siglas en inglés) o canal cudntico en la teoria
de la informacion.

2Completely Positive Trace-Preserving.
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Hasta aqui hemos considerado que ¢ representa un tiempo fijo, en otras palabras, es un para-
metro fijo. Si ahora permitimos que varie, obtendremos una familia de mapas dindmicos de un
pardmetro, es decir, un mapa A ) que es CPTP para cada t > 0. Llamaremos proceso cudntico
a la familia de mapas CPTP de un parametro que describen la evolucion temporal de cualquier
posible estado inicial de un sistema cudntico abierto dado y lo representaremos como:

{Aolt >0, A0y =1} (2.14)

Con este formalismo podremos caracterizar a los sistemas analizando las propiedades de los ma-
pas que definen al proceso bajo estudio, y resulta de gran utilidad como veremos a continuacion.

Divisibilidad de los mapas dinamicos

Un proceso cuantico es divisible si para cuales quiera t, > t; > 0 existe un mapa intermedio
A,y que es CPTP y la siguiente ley de composicién se cumple [13]:

Aty,0) = Mtan) © Mty 0)- (2.15)

Notemos de la ecuacién (2.15) que tanto el término del lado izquierdo como el segundo término
del lado de la derecha estdn determinados por la familia de mapas dindmicos y por lo tanto
son CPTP, en otras palabra, son mapas dindmicos vdlidos pues mapean estados a estados, sin
embargo la existencia de una transformacién lineal A, ;) que sea un mapa CPTP y envie los
estados desde el tiempo t; hasta estados al tiempo ¢, no esta garantizada. Por ejemplo, dado que
tal transformacion puede ser obtenida de (2.15) como

Aty = Maroy © [Acer 0y 7 (2.16)

si A, 0y no es invertible, la transformacion lineal A, ;,) podria no existir. Por otro lado, aunque
existiese tal transformacion, esta podria no ser CPTP o incluso podria no ser positiva. Asi, pode-
mos decir que las propiedades de esa transformacion nos ayudan a clasificar un proceso cuantico
dado. En la Figura 2.3 se da una breve descripcién del significado de la ecuacién anterior.

Matriz de Choi de un mapa lineal

Consideremos al sistema S, una copia de él y un estado mdximamente entrelazado® entre esos
dos sistemas. En la notacion de Dirac (bra’s y ket’s) tenemos que dicho estado se escribe como [22]:

1 d-1
— > |nn), entonces p=|U)(Y], (2.17)
Vi
en donde d = dim{#%5}. Ahora, podemos asociar una matriz a cualquier mapa lineal A a través de
la regla [23]:

v) =

Ox = d [A® Ls](JU)(P)), (2.18)

tal matriz asi definida es llamada matriz de Choi. El teorema de Choi [24] afirma que el mapa
lineal A es CP (completamente positivo) si y solo si la matriz defina en la ecuacién (2.18) es
positiva semidefinida (sus eigenvalores son no negativos).

2.1.2. Vectorizacion de un mapa dinamico

En este apartado nos restringiremos a un espacio de Hilbert de dimensién 2, una generaliza-
cion de lo que aqui se expone puede encontrarse en [23]. Para simplificar la notacién escribimos

3El estado de un sistema compuesto es entrelazado si no puede ser escrito como una suma convexa de estados de
producto de los subsistemas que lo componen. Entonces, el conocimiento del estado de uno o més de los subsistemas
determina univocamente el estado de los restantes.
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ta 4

t 4

Figura 2.3: Espacio de las transformaciones lineales, en donde el tiempo avanza en la direccion
indicada por el eje vertical. Un proceso descrito por una familia de mapas CPTP A o) describe
una curva en ese espacio (linea sélida), la ecuacion (2.16) establece que, si tomamos dos elementos
arbitrarios de dicha familia, A, 0y y A,,0), Siempre que t; >t > 0y A, o) sea invertible, existe
una transformacién lineal A, ) que conecta a los dos mapas anteriores como se muestra en
la figura (linea punteada). Si la transformacion Ay, ;,) existe y es CPTP para todo ¢, > 1 > 0,
entonces, diremos que {A(, )|t >0, A0y = 1} es un proceso divisible.

A; en lugar de A (), en caso de que se requiera escribimos sdlo los dos indices omitiendo los
paréntesis: A ;.

En el lenguaje de vectorizacion, una matriz de densidad puede ser tratada como un vector, el
cual es construido siguiendo la regla:

©00

0= Qoo Qo1 5= 010 , (2.19)
010 Q11 Qo1
011

y la accién de un mapa dindamico A; : 9(0) - o(t) es descrita por una matriz de tamario 4 x 4, que
denotaremos por L;:
o(t) = L:6(0), (2.20)

Una de las ventajas mas tutiles de la vectorizacion es que la ley de composicion (2.15) se reduce
a la usual multiplicacién de matrices. Asi de acuerdo a dicha ley L;, = L, +, Ls,, y por lo tanto la
accién del mapa lineal intermedio esta dada por:

Liya, = Le, Ly, (2.21)

en donde el dltimo término del lado derecho no es méas que la matriz inversa de Ly, .

Reshuffling de una matriz 4 x 4

Existe una equivalencia entre las matrices de Choi (2.18) y las matrices L; (2.20) que se
obtiene mediante una operacion llamada reshuffling de una matriz:

Ca, = LE, (2.22)
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en donde el super indice R denota esa operacion de reshuffling, la cual consiste en reorganizar
algunos elementos de la matriz L;. Para ilustrar esto, consideremos que

loo lol 102 103

Lt: ll() l11 ll2 113 , (223)
log lo1 loa o3
l3p ls1 l32 33

entonces
loo lao lo2 1o
l l: l l-
Op = LR = |ho bo ha D f 9.94
AT lot a1 log o3 ( )
Liv lsi lLig 33

donde hemos puesto en letra negrita aquellos elementos que cambiaron de posicién. Como po-
demos notar de la ecuacién anterior la matriz de Choi contiene toda la informacién acerca de
la evolucion de un sistema dado, es por ello que también se le llama matriz dindmica. Ademas,
notemos de (2.24) que [L{']" = L,, entonces L; = C{ .

Otro detalle importante es que si conocemos L; podemos obtener una ecuacién maestra como
se describe a continuacién. Derivando (2.20) con respecto al tiempo

6(t) = L:6(0), (2.25)

también de (2.20) se tiene que §(0) = L;'5(¢), que al sustituirse en la expresién de arriba nos da
la ecuacién buscada: . .
o(t) = Ly Ly 6(1). (2.26)

Una ecuacién maestra asi construida puede tener puntos singulares en donde L; no es invertible.

2.1.3. Norma y distancia de traza

La norma de traza* ||A|; de una matriz A es la suma de los valores singulares de A. Los
valores singulares son las raices de los eigenvalores de AAT [22]:

I1A], = tr{VAAT). (2.27)

Para matrices Hermiticas, como las matrices de densidad, su norma de traza es simplemente la
suma de los valores absolutos de sus eigenvalores.

Dado que ||A||; define una norma en el espacio de matrices, es natural definir una medida de
distancia basada en ella. Asi, para dos matrices de densidad o' y ¢? definimos su distancia de
traza® como:

1 1
Dle',0*] = S lle* =&l = 5 X lail, (2.28)

en donde las a; son los eigenvalores de la matriz o' - ¢%. La distancia de traza nos proporciona
una medida de la certeza con la cual podremos distinguir los estados o' y 02 [22,25].

2.2. No Markovianidad

Para poder exponer lo que se entiende por no Markovianidad cuantica resulta inevitable pri-
mero dar una revision del caso clasico. Es por ello que dedicamos el apartado 2.2.1 a los conceptos
y propiedades basicas de la teoria de probabilidades clasica que nos conduciran a la definicién de
un proceso Markoviano clasico, para después retomar el caso cuantico.

“Trace norm
5Trace distance
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2.2.1. Markovianidad en procesos clasicos

En este apartado trabajamos con probabilidades clasicas sin pretender dar definiciones de-
talladas, la exposicion toma como guia lo presentado en el articulo de revision Quantum non-
Markovianity: characterization, quantification and detection de los autores A. Rivas, S. Huelga y
M. Plenio [26], mismo en el que se pueden consultar las demostraciones aqui omitidas.

Espacio de probabilidad y variable aleatoria

Los tres ingredientes basicos de un espacio de probabilidad son: un conjunto 2 llamado es-
pacio muestral cuyos elementos w son llamados eventos elementales. Una coleccion (o sistema)
3. de eventos posibles que es una c-algebra de subconjuntos de (2, conteniendo al mismo Q2. Y la
probabilidad P: ¥~ [0,1], que es una funcién o-aditiva con la propiedad P(Q2) = 1.

Dado un espacio de probabilidad (2,3, P) con todas las propiedades descritas en el parrafo
anterior, una variable aleatoria® se define como un mapa,

X: Q-R, (2.29)
el cual asigna un ntimero real X (w) a cada evento elemental w € 2. Dado algin w el valor,
z=X(w) (2.30)

es llamado realizacién de X. Esta definicion de variable aleatoria, aunque esta incompleta, es
suficiente para nuestros propésitos. La definiciéon completa resulta de imponer la condicién de
medible a la funcion X, ello nos habilita para definir una funcién de distribucion acumulativa de
X:

Fx(z) =P(we QX (w) < z). (2.31)

Y con ello podemos decir que la variable aleatoria X tiene una densidad de probabilidad px (x)
si su funcién de distribucién acumulativa puede representarse como

F(z) = f w de px (2). (2.32)

Consideremos una variable aleatoria discreta X, es decir, una variable aleatoria que toman
valores sobre un conjunto finito X’ [26], entonces podemos definir [1]
p(z) =P(X =), (2.33)

asi X induce una distribucién de probabilidad p en X. La definicion (2.33) es el equivalente
discreto a la definicién px (z) en (2.32). Y puede pensarse que proporciona las probabilidades de
ocurrencia de los diferentes resultados en un experimento.

Proceso estocastico

Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias definidas en un espacio de pro-
babilidad en comun cuyas propiedades estadisticas dependen de un parametro ¢ [1]:

(X(t),teIcR}, (2.34)

de ahora en adelante convendremos que ¢ es el tiempo e I es un intervalo de la recta real. Equi-
valentemente, un proceso estocastico puede ser pensado como un mapa:

X:OxI—-R, (2.35)

el cual asocia a cada w € Q) y cada ¢ € [ un nimero real X (w,t). La tltima definicién es 1til, dado
que para un w fijo encontramos el mapa:

ter X(w,t), Vtel, (2.36)

el cual es llamado realizacién, trayectoria o ruta muestra de un proceso estocastico, y podemos
representarlo esquematicamente como en la Figura 2.4.

8También llamada variable estocastica
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Figura 2.4: Una realizacién X (w,t) de un proceso estocastico el cual pasa por los conjuntos
By,Bs,...,B,_1,B, a los tiempos t1,ts,...,t,_1,t,, respectivamente. La probabilidad para que
esa trayectoria ocurra esté dada por la probabilidad conjunta P(B1,t1;...; By, ty).

Definicion clasica de Markovianidad

Un proceso estocastico { X (¢),t¢ € I} es Markoviano si la probabilidad de que la variable alea-
toria X tome el valor z,, a un tiempo arbitrario ¢,, € I, dado que tomé el valor z,,_; a un tiempo
previot,_ 1 <t, € I, esta univocamente determinada, y no es afectada por los posibles valores de X
en tiempos anteriores a t,,_1. Esto puede ser formulado a través de probabilidades condicionales
como sigue:

]P(l'n; tn|517n—17 tn-15...;To, tO) = P(xn; tn|-77n—17 tn—l)a (2.37)

para todo {t,, > t,-1 > ... > tg} € I. De lo anterior, concluimos que un proceso Markoviano es un
proceso estocastico con una memoria corta, esto es, olvida rdpidamente su pasado.

Matrices de transicion y ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Dado un proceso estocastico, existe un mapa T' que conecta la probabilidad de una variable
aleatoria X, a diferentes tiempos 3 > t5 > 0 [26,27]:
P(xs,t3) = Y. T(xs,ts|lws, t2)P(x2,t2). (2.38)
roeX
A la matriz T se le llamada matriz de transicién’. Puesto que los elementos de esas matrices
representan probabilidades, entonces son no negativos: T'(z3,t3|x2,t2) >0, Vg, 29 € X. Ademas,
la suma de todos los elementos de cualquiera de sus columnas es igual a 1, debido a que la pro-
babilidad de que el proceso tome cualquier valor a cualquier tiempo fijo es igual a 1, en simbolos:
nge/\’ T(l‘g,t3|$2,t2) =1L
Bajo la suposicion de que tenemos un proceso estocastico Markoviano, la probabilidad condi-
cional para tres tiempos consecutivos t3 > t; > t; satisfara la siguiente ecuacion:
]P)('Tfﬁv t3|x17 tl) = Z ]ID(‘/'C&) t3|$27 tQ)IP)(fEQ, t2|x1: t1)7 (239)
xoeX
llamada ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Y la relacion entre las ecuaciones (2.38) y (2.39) para
tales procesos es directa e implica que

T(x3,t3|lre,t2) = P(x3, 3|22, 12), (2.40)

"También llamada matriz estocdstica
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asi la ecuacién (2.39) toma la forma

T(:Eg, t3|$1, tl) = Z T(Ig, tg‘xg, tQ)T(I’Q, t2|I1, tl), (241)
xroeX
en este sentido la ecuacion de Chapman-Kolmogorov representa un ley de composiciéon analoga a
(2.15) del caso cuantico, y admite una interpretaciéon que es ilustrada en la Figura 2.5. La ecua-
cion anterior nos dice que la probabilidad para la transicién desde (x1,t1) a (z3,t3) es obtenida
multiplicando las probabilidades para las transiciones (z1,t1) — (22,t2) ¥ (22,t2) — (23,%3) ¥
sumando sobre todos los valores posibles de las posiciones intermedias .
Tiempo

3
t3 h — - - - - - — — g — — — — — — — — _

T (x3,tslra,t2)

T2

ty k-

T (w2, t2]21,t1)

th F—-———— € — — — — — — — — — — — —
1

Espacio

Figura 2.5: Ilustracion de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov (2.41). Iniciando en el punto z;
al tiempo ¢y, el proceso alcanza el punto x3 un tiempo después ¢3. Para un tiempo intermedio fijo
to el proceso toma algun valor 5.

Divisibilidad en procesos clasicos

La definicion de matriz de transicién (2.38) junto con la ecuacion de Chapman-Kolmogo-
rov (2.41) nos permiten encontrar dos propiedades muy importantes que deben satisfacer los
procesos estocasticos para ser considerados como Markovianos, a saber, las propiedades de divi-
sibilidad y de contractividad. A través de esas dos propiedades es posible evitar la evaluacién
directa de la condicion de Markov (2.37) sorteando con ello las dificultades originadas al tratar
de determinar las probabilidades condicionales para los n puntos [26].

En este parrafo analizamos la propiedad de divisibilidad y dejamos el estudio de la contrac-
tividad para el siguiente. Ya hemos establecido una relacién entre la ley de composicién en los
casos clasico (2.41) y cuantico (2.15). Con ello podemos definir un proceso cldsico divisible como
un proceso estocastico {X(t),¢ € I} para el cual sus matrices de transicién asociadas satisfacen
las siguientes propiedades para tres tiempos arbitrarios t3 > to > ¢1:

Y T(xa,talz,t1) = 1, (2.42)
TroeX
T(x2,t2]x1,t1) > 0, (2.43)
T(xs,tsler,ty) = Y, T(ws,tslrs, t2)T(xa,talw1,t1). (2.44)
:EQGX

Entonces, un proceso Markoviano es necesariamente divisible [26], sin embargo, esa implicaciéon
es sblo en una direccién, es decir, existen procesos divisibles que son no Markovianos [27] en el
sentido de la definicién (2.37).
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Propiedad contractiva

Sean T'(xo,ta]x1,t1) las matrices de transicién de algin proceso estocastico. Entonces tal pro-
ceso es divisible si y s6lo si su norma de traza nunca se incrementa cuando T'(z3,t2|z1,t1) €s
aplicada a cada vector de probabilidad p(z), z € X, para todo t; y ¢ [26,28,29]:

Y T(xa,tolry, t1)p(a1)

r1€X

<|[p(z2)|l1,  t1 <ta. (2.45)
1

en donde ||3]|; = ¥, |vi]-
La distancia de Kolmogorov entre dos vectores de probabilidad esta definida como

Dic(p (), 75(2)} = 31 () - P (@)l (2.46)

Entonces, podemos decir que dado un proceso estocastico que satisface la ecuacion (2.45) la dis-
tancia de Kolmogorov de dos vectores de probabilidad disminuye monétonamente como #; < #; <
...tn-1 < tn. ¥ lo podemos interpretar como una contraccién del espacio de probabilidades. En
este sentido diremos que un proceso estocastico Markoviano es un proceso contractivo pues la
distancia de Kolmogorov entre dos vectores de probabilidad no puede incrementarse.

2.2.2. No Markovianidad cuantica

En este trabajo estamos interesados en las definiciones de no Markovianidad cuantica basa-
das en las implicaciones que surgen al ser satisfecha una ecuacion del tipo Chapman-Kolmogorov,
es decir, el analogo cuantico de la propiedad de divisibilidad [30] y de la propiedad contracti-
va [31], que son las dos posturas ampliamente aceptadas en la actualidad. Esto es asi, principal-
mente, por que al describir un sistema cudntico abierto se hace a través del formalismo de las
matrices de densidad, a partir de las cuales podemos conocer la probabilidad de que el sistema
se encuentre en un cierto estado a un tiempo dado, esto significa que tenemos, de cierto modo,
una probabilidad de un solo punto® y eso nos permite verificar una condicién del tipo Chapman-
Kolmogorov. Adicionalmente, para evaluar directamente la condicion de Markov seria necesario
realizar mediciones consecutivas del sistema y ello carece de sentido pues al hacer una sola me-
dicién estaremos irremediablemente perturbando o determinando el estado del sistema posterior
a la medicion.

No Markovianidad cuantica basada en divisibilidad (NMD)

Dado un proceso cudntico (2.14), consideremos dos tiempos ¢, > 0 y el mapa CPTP A, ),
entonces, un estado inicial arbitrario que evoluciona hasta un tiempo posterior ¢ + ¢, viene dado
por

Q(t + 5) = A(t+s,0)Q(O) = A(t+s,t)A(t,O)Q(O)- (2.47)

Partiendo de la expresion anterior podemos establecer una analogia entre la primera de las igual-
dades y la ecuacién (2.38), identificando los estados o con las probabilidades P y al mapa dinamico
A con las matrices de transicion 7. La segunda igualdad implica que A0y = Agtrer) © A0y ¥
puede interpretarse como el analogo cuantico de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov expresada
en la forma (2.41), continuando con esa analogia con lo expuesto en el caso de procesos esto-
casticos clasicos llegamos a nuestra primera definiciéon [16]: diremos que un proceso cudntico es
Markoviano basado en la divisibilidad (MD) si la familia de mapas dindmicos que lo caracterizan
es divisible, si no es divisible serd llamado no Markoviano de acuerdo al criterio de divisibilidad
(NMD). Con esta definicion que relaciona no Markovianidad y divisibilidad en el caso cuéantico, la

8Nos referimos a probabilidades en un solo punto en el contexto de que no nos proporciona probabilidades como lo
hacen las probabilidades conjuntas, por ejemplo, para dos puntos: P(z1,t1; 2, t2) nos proporciona la probabilidad de que
una variable aleatoria X = z; al tiempo t; y X = x2 al tiempo to.
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tarea de investigar si un proceso es o no Markoviano se ha simplificado a determinar si el mapa
intermedio A, +) es CPTP (v. p. 8).

Para comprobar la completa positividad del mapa intermedio Rivas et al. [30] consideran la
norma de traza de la matriz de Choi asociada a dicho mapa, definida como [|Cy (41c)ll1 = ;| Ail,
en donde ); son los eigenvalores de la matriz C) (. ). De acuerdo al teorema de Choi [24] y
por la conservacion de la traza® si el mapa intermedio es CPTP, entonces, dicha matriz tendra
eigenvalores no negativos (\; > 0) y la suma de ellos sera igual a la dimensién del espacio de
Hilbert del sistema, por otro lado, si el mapa intermedio no es CPTP su matriz de Choi asociada
tendra eigenvalores negativos y la suma de sus valores absolutos sera mayor que la dimensién
del espacio de Hilbert asociado al sistema. Ademas, debemos tener en cuenta que el tiempo juega
el rol de un parametro continuo es por ello que necesitamos considerar un mapa intermedio para
tiempos infinitesimales ¢ — 0". Podemos resumir lo anterior a través de la siguiente expresion:
HlCarenyll -1 {: 0, Divisible (MD), 2.48)

g(t) = lim o
e—0 >0, No divisible (NMD),

+ 3
en donde d es la dimension del espacio de Hilbert del sistema.

La funcion definida en (2.48) depende del tiempo, entonces, podriamos encontrar que un pro-
ceso dado es MD [g(t) = 0] solo en ciertos intervalos y NMD, [¢(t) > 0], en otros'®. En base a lo
anterior podemos pensar en una cantidad que sume todas las contribuciones en donde g(t) >0y
con ello cuantificar la NMD. Es asi como A. Rivas, S. F. Huelga y M. B. Plenio definen el grado de
NMD de un proceso cuantico como [16]

NRup = fdt g(t), (2.49)

es claro que Nggp = 0 si el proceso es MD y en otro caso nos dice que tan no Markoviano es de
acuerdo a la no divisibilidad del proceso. Nos referimos a esta medida como medida de RHP. En
el mejor de los casos la integral (2.49) puede evaluarse para t € [0, o), sin embargo, para sistemas
en cuasi equilibrio, es decir, sistemas cuya dindmica no llega a un punto de equilibrio sino que
fluctda al rededor de algun valor para tiempos suficientemente largos, la regién de integracién
debe limitarse a un intervalo en donde esas fluctuaciones no contribuyan de forma significativa.
En el siguiente parrafo analizaremos la propiedad de contractividad en procesos cudnticos.

No Markovianidad cuantica basada en la contractividad (NMC)

Continuando con la analogia entre procesos estocasticos clasicos y procesos cuanticos basados
en las implicaciones de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, comparemos la ecuacién (2.28) con
la ecuacion (2.46), identificaremos a los estados con los vectores de probabilidad y la distancia
de traza con la distancia de Kolmogorov. Entonces, podemos dar la siguiente afirmacion [15]:
diremos que un proceso cudntico es Markoviano de acuerdo a la propiedad de contractividad
(MC) si la distancia de traza nunca se incrementa para cuales quiera pares de estados iniciales
posibles, por otro lado si existe un par de estados iniciales tales que su distancia de traza aumenta
en un intervalo I, entonces, el proceso serd llamado no Markoviano de acuerdo a la propiedad
contractiva (NMC). Con ello podemos definir la funcién:

7(t:01,02) = o Dlor (0) e2(0)], (2.50

tal que, o(¢; 01,02) < 0 para un proceso MC y o(t; 01,02) > 0 para un proceso NMC. Desde luego
que esa definicion de no Markovianidad lleva implicito un proceso de optimizacién, pues debemos
investigarla para todos los posibles pares de estados iniciales. Breuer et al. [15] llaman flujo

9También se conserva la Hermiticidad
10Tncluso podria presentar puntos singulares en donde g — oo.
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de informacién a la definicién (2.50): si es menor que cero se interpreta como informacién que
fluye desde el sistema hacia el entorno, mientras que, si es mayor que cero la interpretan como
informacién que regresa desde el entorno hacia el sistema. Dado que es una funcién del tiempo
podriamos encontrar intervalos en donde el sistema es MC y otros en donde sea NMC.

A partir de (2.50) H. P. Breuer, E. M. Laine y J. Piilo cuantifican el grado de NMC de un
proceso a través de la cantidad [15]:

NBLp = max f dt o(t; 01, 02), (2.51)
01,02
a>0
quedando explicito el proceso de optimizacién. Ademas, como la integracién es inicamente sobre
aquellos intervalos en donde la derivada de la distancia de traza en positiva, la medida sera
igual a cero en procesos MC y mayor que cero en procesos NMC. Llamaremos a la ecuacién (2.51)
medida de BLP debido a sus autores.

Divisibilidad frente a contractividad

Hasta aqui hemos analizado dos definiciones de (no)Markovianidad cudntica, una basada en
la divisibilidad (N)MD y otra en la contractividad de los mapas dinamicos (N)MC, las cuales no
necesariamente coinciden [32], es mas, puede probarse que todos los procesos Markovianos de
acuerdo a la divisibilidad lo son también de acuerdo a la contractividad, sin embargo la afirma-
cién inversa no siempre es cierta [33, 34], es decir, podemos encontrar procesos que son Marko-
vianos de acuerdo a la propiedad contractiva y al mismo tiempo ser indivisibles.

Podemos reconciliar esas dos posturas introduciendo el concepto de completa positividad en
la definicién de Markovianidad propuesta por BLP tal y como lo hicieron en la Ref. [33]. Para que
un proceso sea Markoviano a 1a BLP se requiere que el mapa A; sea positivo para todo ¢ > 0, esto
es claro pues en ese caso se mapean matrices de densidad a matrices de densidad. Consideramos
que el mapa A, es completamente positivo entonces el mapa extendido A, ® 1x es positivoll, y
puede introducirse una generalizacién de (2.50) como:

7(t51,%) = 5 DB (0, 220), 252

en donde
orx(t) =[A¢® 1x]0K, k=1,2.

Puede demostrarse que 5(¢;01,02) < 0 siy sélo si A; es divisible [33, 34]. Esto significa que, pode-
mos identificar Markovianidad con la divisibilidad del mapa A; manteniendo la interpretacion
del flujo de informacion pero en el sistema extendido descrito por el mapa Ay ® 1x.

2.3. Teoria de matrices aleatorias (RMT)

Una matriz aleatoria es una matriz cuyos elementos, en general, son complejos y algunos o
todos son variables aleatorias. En fisica nuclear fue Wigner quien introdujo la teoria de matrices
aleatorias (RMT, por sus siglas en inglés) para describir algunas propiedades estadisticas de los
nucleos atémicos [35], posteriormente Brody et al. extendieron estas ideas [36]. Por otro lado, las
matrices aleatorias fueron utilizadas por Berry y Tabor [17] para describir las propiedades esta-
disticas de los sistemas cudnticos cuya contra parte clasica tiene un comportamiento caético, en
otras palabras, para describir sistemas cuénticos cadticos, idea que fue ampliamente populariza-
do por Bohigas et al. [19]. Adicionalmente, podemos decir que RMT es ttil para describir sistemas
que nos son desconocidos o tenemos minimo conocimiento de ellos, por ejemplo para modelar un
entorno que no podemos controlar [37,38]. Un estudio formal de la teoria de matrices aleatoria
puede consultarse en la Ref. [39] y un enfoque orientado a sistemas fisicos en la Ref. [40].

1 Aqui X es la dimensién del espacio de Hilbert de un sistema auxiliar, v. p. 8.
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En este trabajo consideramos tinicamente dos tipos de ensembles, el denominado Ensemble
Gausiano Ortogonal (GOE, por sus siglas en inglés) y el Ensemble Gausiano Unitario (GUE, por
sus siglas en inglés). Un elemento de esos ensembles es representado por una matriz cuadrada
de dimensién N:

hit hi2 ... hn
hni hn2 ... hnn

cuyos elementos de matriz son variables aleatorias que siguen una distribucién de probabilidad
Gausiana, si los elementos diagonales tienen media ;. y varianza s, entonces, los no digaonales
tendran la misma media i pero la mitad de la varianza s?/2. Hemos elegido la letra H para
denotar un elemento del ensemble por que en aplicaciones fisicas juegan el rol de Hamiltoniano
de un sistema y nos referiremos a él como Hamiltoniano aleatorio. La idea general es hacer varias
realizaciones del Hamiltoniano aleatorio y promediar sobre el ensemble GUE o GOE, para fines
practicos, no es mas que promediar los resultados por el nimero de realizaciones de H.

2.3.1. Ensemble Gausiano Ortogonal (GOE)

Cuando el sistema posee la propiedad de ser invariante bajo la transformacién de inversion
temporal, la representaciéon matricial del Hamiltoniano es real y simétrica, entonces puede uti-
lizarse el ensemble GOE para modelarlo. En este caso todos los elementos de matriz son reales
y siguen una distribucién Gausiana, son matrices simétricas: h;; = h;; (i < j). En nuestro trabajo
los elementos diagonales tienen media cero y varianza dos, mientras que los elementos fuera de
la diagonal tienen media cero y varianza uno. Ademads, los elementos h;; (i > j) son estadistica-
mente independientes. Estos ensembles son invariantes ante transformaciones ortogonales.

2.3.2. Ensemble Gausiano Unitario (GUE)

El ensemble GUE resulta apropiado para modelar sistemas que no son invariantes bajo la
transformacién de inversién temporal, en estos casos la representacién matricial del Hamilto-
niano es inevitablemente compleja. Son invariantes ante transformaciones unitarias y se defi-
nen en el espacio de matrices Hermiticas: h;; = hj; (i < j) y sus elementos diagonales son reales.
Ademas, h;; (i > j) tienen parte real e imaginaria estadisticamente independientes con una dis-
tribucién Gausiana, tipicamente con media cero y varianza un medio, los elementos diagonales
son también estadisticamente independientes y tienen una distribucién Gausiana (media cero y
varianza uno).



Capitulo 3
Qubit con entorno RMT

En este capitulo se presenta el modelo sobre el cual trabajaremos. Las propiedades de decoheren-
cia y resultados preliminares de indicios de no Markovianidad en el mismo son presentados en
nuestros trabajos [7,41,42]. Posterior a la presentacion del modelo, se encuentra la expresién ge-
neral del canal que lo describe. Para, finalmente, aplicar las ideas de no Markovianidad cuéantica
vistas en el capitulo anterior.

3.1. Modelo

Consideramos un sistema cudntico con dos niveles de energia (qubit) acoplado a un entorno
modelado por un ensemble de matrices aleatorias (entorno RMT, para abreviar). El Hamiltoniano
total esta dado por [7,41]

A
H:50'2®]1E+]1q®HE+)\Uz®VE, 3.1)

en la Figura 3.1 se muestra un esquema del modelo. Del lado derecho de la igualdad (3.1) tene-
mos: el primer término expresa la evolucion libre del qubit en donde, o, es la matriz de Pauli
y A es la distancia entre los niveles de energia &; y &, mientras que 1z es el operador identi-
dad del entorno. El segundo término corresponde a la evolucion libre del entorno, en donde el
Hamiltoniano del entorno Hg es tomado de un ensemble de matrices aleatorias (GOE o GUE),
asumiremos que la distancia promedio entre los niveles de energia del espectro del entorno es dg,
y 14 es el operador identidad del qubit. Finalmente, el tercer término es llamado Hamiltoniano
de interaccion, esta formado por una matriz de Pauli o, que actiia sobre el qubit y un potencial
VE que actia sobre el entorno, este tltimo es tomado de un ensemble de matrices aleatorias y es
estadisticamente independiente de Hg, el parametro A puede ser interpretado como la fuerza del
acoplamiento entre el qubit y el entorno RMT.

En este parrafo establecemos la adimensionalizacién de nuestro modelo, iniciando con la defi-
nicion del tiempo de Heisenberg por la relacion ty = 2whpg, en donde pg es la densidad de energia
promedio de los estados de algin sistema (no debe confundirse con el estado del entorno og). Uti-
lizaremos un Hamiltoniano del entorno con un espectro desdoblado, entonces, pr = 1/dg y asi po-
demos medir el tiempo fisico tgs en unidades del tiempo de Heisenberg del entorno h/dg =t /(27)
y trabajar con un tiempo adimensional ¢ = tgdg/h, en el cual el tiempo de Heisenberg del entorno
es fijado en 27. Adicional a lo anterior, medimos la energia en unidades de dg, esto dltimo es
equivalente a dividir el Hamiltoniano (3.1) por dg, en tales unidades h = 1. Con esto nuestro
modelo es adimensinal.

19
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A Ensemble de matrices aleatorias:
—ry
2

Aoy ® Vg

<N\

dg

1|

Figura 3.1: Ilustracién de un sistema de dos niveles de energia (qubit) acoplado a un entorno
aleatorio. El qubit (izquierda) tiene energia £; en su estado base y energia & en el estado excita-
do, las cuales estan separadas por una distancia A, entonces el Hamiltoniano puede expresarse
como Ao, /2. El Hamiltoniano del entorno Hg (derecha) es tomado de un ensemble de matrices
aleatorias de tal manera que la distancia promedio entre sus niveles de energia es dg. Por ultimo,
el término de interaccién (centro) esta compuesto de dos partes, la primera es la matriz de Pauli
o, que actua sobre el qubit y la segunda es un potencial que actia sobre el entorno y también
es tomado de un ensemble de matrices aleatorias, el parametro A\ nos dice que tan fuerte es la
interaccién entre el qubit y el entorno.

3.2. Canal cuantico

Denotemos por o4”, 04"y 04" alos eigenestados asociados a los eigenvalores +1 de las matrices
de Pauli 0,0, y 0,, respectivamente. En el Apéndice A se demuestra que esos eigenestados son
mapeados de acuerdo a las siguientes expresiones

T +x 1 T ¥
Q:l—l(t) :A(t,O)[Qq ]= 9 [le(t) K (1t) ] ) (3.2)
1 *
29" () =A<t,o>[9§y]=2[zy1(t) Zy(f) ] (3.3)
03" (1) =Aw0yleg”] = [Tg) 1—2(:&)]' (3.4)

Las funciones r(t) y z,,,(t) no tienen una expresién analitica explicita (en el Apéndice A se da una
forma en la que podrian ser calculadas) y sélo son conocidas de forma numérica. La forma de los
mapas (3.2)—(3.4) son validas tanto para ensembles GOE como para ensembles GUE, aunque las
funciones r(t), 2z, ,(¢) seran diferentes segtn el tipo de ensemble sobre el que se tome el promedio,
en la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de ello. Veremos mas adelante que el conocimiento de
esos tres mapas es suficiente para caracterizar completamente el canal cuantico inducido por un
entorno de matrices aleatorias.
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Figura 3.2: En las graficas las curvas continuas resultan al promediar sobre un ensemble GUE,
mientras que las curvas discontinuas al promediar sobre un GOE. En ambos casos, GUE y GOE,
los parametros son A = 0.26 y A = 0.094 con un entorno de dimensién 200 (matrices 200 x 200)
y se promedio sobre 1200 realizaciones del Hamiltoniano aleatorio. La similitud entre la parte
real de z,(t) y la parte imaginaria de z,(¢) puede entenderse al comparar las ecuaciones (A.36)
y (A.39) del Apéndice A, observamos que comparten algunas caracteristicas, como por ejemplo,
su periodo de oscilacién debido a que depende de A a diferencia de las oscilaciones de r(t) que
son independientes de ese parametro [v. (A.22)].

3.2.1. Representacion de Bloch

Existe una relaciéon uno a uno entre los estados de un qubit y los puntos de una bola de radio
unitario, de tal manera que podemos representar un proceso cuantico como una familia de un pa-
rametro de transformaciones lineales afin de dicha bola (rotaciones, contracciones, expansiones
y translaciones) [22]. A esa representacién geométrica de los estados del qubit como los puntos
de una bola unitaria se le llama bola de Bloch. En la superficie de la bola (llamada esfera de
Bloch) se encuentran los estados puros, en su interior los estados mixtos y al centro de la bola le
corresponde el estado de mezcla méxima: 14/2.

La matriz de densidad de un qubit siempre puede ser escrita en la representacién de Bloch
como [22]

1 .
0q=5(1q+ Rp-0) (3.5)

donde Rp es un vector real de tres componentes llamado vector de Bloch y & = (02,04,0,). De (3.5)
resulta claro que el vector de Bloch determina completamente el estado de un qubit. Veremos a
continuacién como también un canal cuantico para un solo qubit puede ser descrito a través de
dicho vector.

Cualquier canal cudntico para un qubit puede ser escrito en la base de Pauli {14,0,,0,,0.}
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como una matriz B de tamafio 4 x 4!;

1 07
B- (6 M) , (3.6)
en donde M es una matriz real de 3x3, y ¢ es un vector constante. En esta representacion, resulta
que, un canal cudantico es equivalente a un mapa lineal afin del vector de Bloch [22]

Rpw Ry =MRp+¢, (8.7)

entonces, el efecto del canal puede visualizarse como un deformacion de la bola de Bloch dada
por la matriz M mas un desplazamiento ¢ Un caso especial es cuando ¢ = 0 y corresponde a los
llamados mapas unitales lo cual significa que A;: 14 — 1.

Calculamos los elementos de la matriz (3.6) a través de la férmula [43]

1 .
Bj = gtr{ojhilonl}y, 5 k=022 (3.8)
con oy = 14 y hemos escrito A; = A,y para simplificar la notacién. Los términos A;[0,] para

k = z,y,z se obtienen escribiendo las ecuaciones (3.2)—(3.4) en la representacion de Bloch (3.5),
mientras que A;[0¢] = 14 por que es un mapa unital. Asi obtenemos

1 0 0 0
10 Re(z:) Re(zy) 0
B=10 Im(z,) Im(z,) 0 3.9)
0 0 0 2r -1
notamos que no hay translacién (¢ = 0) y que
Re(z:) Re(zy) 0
M = [Im(z;) Im(z,) 0o |1, (3.10)

0 0 2r—1

lo cual es una rotacion al rededor del eje z acompanada de una deformacién de las componentes
como funciones de z, , y 7, en particular la componente =z se contrae y/o expande por un factor de
2r — 1. Explicitamente la bola de Bloch es transformada de acuerdo a

B . Re(z;)x + Re(zy)y
R~ Ry =|Im(z;)z +Im(z,)y|. (3.11)
(2r-1)z

En la Figura 3.3 se muestra, a manera de ejemplo, como es el efecto del canal cuantico sobre la
esfera de Bloch cuando los parametros del modelo son A =0.1 y A =0.03. En (a) ¢ = 0 se muestran
todos los estados puros, en otras palabras, la esfera de Bloch. Un tiempo después en (b) t = 20 la
esfera se ha contraido de forma casi uniforme y ha girado al rededor del eje z como lo indican los
ejes ' y 1/, por supuesto z’ = z. En (¢) ¢ = 50 la esfera ha sufrido una expansién recuperando casi
su volumen original, ademas dicha expansién es acompafniada de una rotacién al rededor del eje
z. Tiempo después en (d) ¢ = 75 tenemos una contraccién no uniforme. En (e) ¢ = 900 observamos
que la esfera ha colapsado en un disco en el plano z’z (0 3'z2), podemos mencionar que cuando
t - oo la esfera de Bloch colapsa en un disco que yace en el plano zz lo cual se debe a que la
componente y siempre converge al centro (se anula) como ¢ - oo independientemente del valor
de los parametros A y )\, mientras que las componentes x y z convergen a un punto sobre sus
respectivos ejes y no necesariamente al centro de la bola, esta aseveracién sera justificada en el
Capitulo 4.

1En nuestras discusiones por defecto todos los vectores son vectores columna, es asi que cuando nos refiramos a un
vector fila usaremos el superindice 7' para denotar la operacién de transposicién como es usual.
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(@ t=0 (b) t=20

(e) t=50 d t=75

y

(e) ¢t=900

Figura 3.3: Efecto del canal cuantico inducido por un ensemble de matrices aleatorias GUE sobre
la esfera de Bloch. Los ejes transformados z'y’z’ se han hecho a una escala mayor que 1 para
poder apreciar las rotaciones al rededor del eje z = 2. Los pardmetros del modelo son A = 0.1y
A =0.03.
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3.2.2. Matriz de Choi y superoperador

Mencionamos que el canal cuantico esta completamente determinado por las ecuaciones (3.2)—
(3.4) esto se debe, en parte, a que ahora podemos construir la matriz de Choi asociada al canal.

Para un qubit (el sistema S) el sistema auxiliar es otro qubit, asi que el estado de ma-
ximo entrelazamiento (2.17) estd dado por un estado de Bell, que en la base computacional
{|00),]01),]10),|11}} se escribe como

[00) + [11)
gy = TR (3.12)
¥) 7
Podemos, entonces, escribir la matriz (2.18) para ¢t > 7 = 0 como
Ao [10)OI]  Ace,0)[[0){1]]
C — [ 80 (£,0) , (3.13)
A(#:0) (A(t,O)Hl)(OH Age0)[11)(1]]

en donde cada elemento es un bloque de 2 x 2 que corresponde al mapeo de los vectores base del
qubit.

El primer bloque superior izquierdo de (3.13) se obtiene directamente de la ecuacién (3.4),
dado que A oy[047] = Az,0)[10)(0[]. El bloque inferior derecho se obtiene debido a que el canal es
unital, y entonces A o)[[1)(1]] = 1q—A(1,0)[|0)(0[]. Los dos bloques restantes se obtienen resolvien-
do el siguiente sistema de ecuaciones

11 1

04 :§1q+§|1)(0|+§|0)<1|7 (3.14)
1 7 7

04" = §]1q+§|1><0|—§|0>(1|a (3.15)

para |1){(0] y |0){1|, después les aplicamos el canal, obteniendo asi que

o 1-i 0 (1)

A(t70)[|1)(0|] = A(t,o)[Qg 1- ZA(t,O)[Q:{y] T Iq= |:zl(t) 0 ) (3.16)
T . 2 1+4 0 Zl(t)*

A(t,())[|0>(1|] = A(t,O)[Q:; ] + lA(t,o)[Q:;J] - 9 1, = [zg(t) 0 > (3.17)

en donde hemos definido z;(t) = [2,(t) —izy(t)]/2, ¥, 22(t) = [22(t) + 12y (t)]/2. Tenemos ahora los
elementos necesarios para escribir la matriz de Choi asociada al canal cuantico:

r(t) 0 0 21(1)*]
o=l o Ty 0 (3.18)
Z1 (t) 0 0 T(t) ]

Haciendo un reshuffling de la matriz anterior obtendremos la representacion del canal como
un superoperador:

r(t) 0 0 1-7(t)]
L10) = 8 Zzl((f))* jf(%)* 8 , (3.19)
1-r(t) 0 0 r(t) |

a través de este superoperador y la ecuacion (2.20) tenemos que para un estado inicial arbitrario
del qubit
r(t)ogo + [1-7r(t)]o11
z1(t) 010 + 22(t) 001
% x 3.20
z1(t)* 001 + 22(t)* 010 ( )
[1-7(t)]eoo +7(t)o11

0q(t) = L(1,0)0q =
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y regresando a la notaciéon de matriz obtenemos el canal cuantico para un estado inicial arbitrario
del qubit
rooo+ (1=7) 011 27 001+ 25 010
A D oq— 0q(t) = A = , 3.21
40 02 0at) = Aoya z1010+22 001 (1=7)000+7 011 (8.21)

en donde se ha convenido omitir la dependencia temporal de las variables r,z; 5, de aqui en
adelante tomaremos esa convencién. A partir de esa expresion general es evidente que el mapa
A(t,0) s unital.
3.2.3. Mapa para tiempos intermedios
Para dos tiempos ¢, > 0 la ecuacion (2.21) se escribe como
L(t+s,t) = L(t+e,0) [L(t,o)]_l- (3.22)

Si denotamos con primas a aquellas funciones evaluadas en un tiempo ¢+¢, por ejemplo 1’ = r(t+¢)
y similarmente para z; ;. Entonces de la ecuacion (3.19) obtenemos

r 0 0 1-7

|0 2 % 0
L(t+s,0) = 0 (Zé)* (Zi)* 0 s (323)

1-7' 0 0 r’

y también de ella obtenemos su matriz inversa
r/d 0 0 (r-1)/d
-1 _ 0 Z;/D —ZQ/D 0
Leol™=| o Zip a0/ o | (3.24)
(r-1)/d 0 0 r/d

endonde d=2r-1y D = |z|? - |22|*. Insertando (3.23) y (3.24) en la expresién (3.22) encontramos
que el superoperador correspondiente al mapa intermedio esta dado por

q 0 0 1-¢
0 71 Zy 0
L(t+5,t) = O Zéi— Zie 0 (3.25)
1-¢qg O 0 q
en donde hemos definido
(r'-r-1)
= - -/ 3.26
7 , ( )
2h2t = 2h2s
Z = %, (3.27)
zhz1 — 20 2
Zo =200 172 1D 172 (3.28)

Notamos que (3.25) tiene singularidades en D = 0 6 d = 0, y que conserva su forma, en otras
palabras, aquellos elementos que son cero en (3.19) lo siguen siendo en (3.25). Para finalizar
nuestra discusiéon del mapa intermedio escribimos la matriz de Choi correspondiente, la cual
resulta del reshuffling de la matriz (3.25), obteniendo

g 0 0
0 1- q ZQ 0
CA(t+€,t) = 0 Z; 1- q ol (329)

Zi 0 0 ¢

que sera util para explorar la Markovianidad cuantica en nuestro modelo.
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3.3. Medidas de no Markovianidad

Para definir un proceso en nuestro modelo, es decir una familia de mapas CPTP de un para-
metro: {A )|t >0, A(0,0) = 14}, lo podemos hacer permitiendo que en la ecuacién (3.21) el tiempo
varie en un intervalo I € R* y debemos imponer la condicién r(0) = z;(0) = 1 y que 22(0) = 0. Con
todo lo anterior nuestro proceso queda bien definido, en lo que sigue investigamos la no Marko-
vianidad de dicho proceso con las herramientas que hemos desarrollado. Debemos aclarar que al
estudiar los criterios y las medidas de no Markovianidad sera necesario considerar incrementos
de tiempo infinitesimales, lo cual significa que tomaremos el limite ¢ —~ 0* del mapa para tiempos
intermedios en sus diferentes representaciones (v. subseccién 3.2.3).

3.3.1. Divisibilidad

El proceso sera divisible si los eigenvalores de la matriz de Choi (3.29):

M=q+|Z1, A=q-|Z (3.30)
As=(1-9q)+|Z|, Aa=(1-4q)-|Z], (3.31)
son no negativos.

La expansion en series de Taylor al rededor de ¢ de las funciones etiquetadas con primas
resulta en

' =r(t+e) =r+er+O(e?), (3.32)
2=z (t+e) =2 +ei +O(?), (3.33)
2h = 29(t +€) = 29 + e3p + O(€?), (3.34)

dado que estamos interesados en pasos del tiempo infinitesimales, conservaremos sélo hasta
primer orden de ¢ en las ecuaciones anteriores. Y podremos escribir (3.26)-(3.28) como

er
=1+ = 3.35
g=l+-—, (3.35)
Zy =1+ %(mf — 223), (3.36)
g . .
Zg 25(2’221 - leg). (337)

Ahora podemos establecer las condiciones para la divisibilidad del proceso. De las ecuaciones (3.30)
tenemos que |Z;| < ¢ y de (3.31) | Z5| < (1 - q), utilizando las expresiones (3.35)-(3.37) vienen a ser

l-eb <1-26, < 6,26, (3.38)

5y < by, (3.39)

en donde hemos introducido la notacién abreviada:

5q _ _i 51 _ _Re(élzf - 2225) 52 _ |73221 — 2122|

d’ D ’ D]

(3.40)

ademds que para un nimero complejo a, se tiene |1 + ca| = 1 + ca + O(¢?). Finalmente podemos
poner todo en una sola expresion:
02 < 0 <01, (3.41)

esto significa que mientras se satisfagan esas desigualdades para todo ¢ € I el proceso descrito
por el canal (3.21) sera divisible, y entonces Markoviano de acuerdo a la divisibilidad (MD), en
caso contrario sera no Markoviano de acuerdo a la divisibilidad (NMD).
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Medida de RHP

La norma de traza de la matriz de Choi (3.29) asociada al mapa intermedio para incremen-
tos de tiempo infinitesimales viene dada por la suma de los valores absolutos de los eigenvalo-
res (3.30) y (3.31) cuando ¢ — 0, esto es

1CA el =lm (jg +[Z1]l + g = |Z0][ +[1 = g +|Zaf| + [1 = g = |Z2]])
=2 — (0 + 01 + |01 — Og| + [0g + 02| + |0 — 02]),
sustituyendo la expresion anterior en (2.48) obtenemos
01 = Og| + |04 + 0| + |6, — Fa| — 64 — 6
g(t):|1 ql + 104 + 2|2+|q 2| =g 17
y con ello podemos evaluar la medida de RHP (2.49).

(3.42)

3.3.2. Contractividad

Ahora investigaremos bajo qué condiciones el canal cuantico (3.21) de nuestro modelo define
a un proceso contractivo, para tal fin primero calculamos la distancia de traza para dos estados
iniciales del qubit. Si dichos estados estdn representados por los vectores de Bloch i = (ay,as,as3)
y b = (b1,bs,b3), entonces

1({1+a ay —ia 1{1+b3 by-1b
Lo 3 L 2 2 _ t 3 b1 —iby
%2 (“1+m2 1-as ) Y Ty (bl +iby 1-bg ) (3.43)

Asi, la diferencia entre ellos viene dada por

1 b —by—i(az - b
0~ 03 = [ e b e 2)], (3.44)

5 al—bl +i(a2—b2) —(a3—b3)

de donde podemos definir un vector ¢ = @ — b, con lo cual

1 9 1 3 €1 —icy
S [01 +ica  —c3) ] (3.45)
= %(Clo—m + Co0y + CSUZ) (3.46)
1
= LEer(10) 1]+ [1{0]) +dea([1)(0] - 0)(1]) + e5 (0){0] - [1)(1)] (3.47)

de esta forma es posible aplicar directamente el canal a la expresién anterior utilizando su linea-
lidad y las ecuaciones (3.16) y (3.17) obteniendo con ello

1 (2r - 1)c: (21 +22)%c1 —i(21 — 22) ¢
1_27_ 2 3 1+22)"1 1—22)7Co
Aoyleq = 0] 2 [(21 +z9)c1 +i(21 - 22)C2 —(2r-1)cs ’ (3.48)
que al pasar a coordenadas esféricas: ¢ = (Rsen 6 cos ¢, Rsen 8 sen ¢, R cos ), puede escribirse como
1 (2r —=1)Rcosf Rsenfe (2} +e%%23)
1_ 2 - = ) g 1 2
Aoyleg — ] 2 [Rsen 0e? (2, + e 29 2y) —(2r-1)Rcos0 ’ (3.49)

La distancia de traza se reduce a la mitad de la suma de los valores absolutos de los eigenvalores
de la matriz anterior:

1
Dlog(t), 0a(t)] = §||Qé(t) - oa(H)lh (3.50)
1
= 500 09 = Aoy eglh (3.51)
1
= ~[[Ac.0y[08 - o2l (3.52)

2
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obteniendo finalmente

[Qq(t) gq(t) fR\/(Qr 1)2cos2 0 +|z1 + z2e772¢2 sen? 6. (3.53)

Sin pérdida de generalidad podemos poner R = 1, pues sélo aparece como un parametro de
escala en la ecuacién (3.53), ademéas puede pensarse que corresponde al radio de la esfera de
Bloch del estado inicial, que siempre sera un estado puro. Del mismo modo, los angulos 0 y ¢
permanecen constantes una vez que los dos estados iniciales han sido elegidos sobre la esfera
de radio unitario. Entonces, para que la distancia de traza nunca se incremente, y por lo tanto
el canal describa a un proceso contractivo, las condiciones son que las funciones (2r - 1)? y |2 +
27¢7%2%|2 sean monétonas decrecientes:

d 2
—((2r-1)°<0 3.54
3 2r-1)7<0, (3.54)
d ,
— |21 + 22€” <0. .
o 2912 <0 (3.55)
La condicién (3.54) viene a ser 7(2r — 1) < 0, que podemos escribir como:

d; 20, siempre que: (2r—1) 0, (3.56)

en donde J, fue definida en (3.40). La imposicién (2r — 1) # 0 es necesaria para la existencia del
mapa intermedio como ya lo establecimos en (3.24).

Para desarrollar las operaciones en (3.55) primero expandamos esa funciéon y adoptemos la
notacion:

=21 + zze’i2¢|2 (3.57)
= A+ Bcos2¢p - Csen2¢p (3.58)

en donde
= |z1|* + 2>, B =2Re(z12), C =2Im(z2}) (3.59)

y hemos seguido omitiendo la dependencia temporal como se convino, por otro lado el para-
metro ¢ queda fijado por las condiciones iniciales, asi la derivada temporal es simplemente
M = A+ Bcos2p - Csen2p. Notamos de (3.59) que B y C son, respectivamente, la parte real y
la parte imaginaria de ¢ = 22,23 = B +iC, por lo que podemos poner B = |(|cosa, y, C' = |¢|sena.
Con ello podemos escribir

M = A+ |{|(cos arcos 2¢ — sen asen 2¢)) (3.60)
= A+ (| cos(a +2¢), (3.61)
dado que buscamos M < 0, bastara con explorar si el valor mas grande posible que pueda to-

mar (3.61) satisface dicha condicién, ese valor ocurre en o = —2¢, escribimos Mmsx = A + |é | <0,
que haciendo un poco de dlgebra se obtiene:

‘2'12:5 + 2125| < —Re(z'lzl* + Z2Z;) (3.62)

Por lo tanto, si las dos condiciones (3.56) y (3.62) se cumplen V¢ € I ¢ R* el proceso sera contracti-
vo, 0 en otras palabras, se tratara de un proceso Markoviano de acuerdo a la contractividad (MC).
Podemos condensar las desigualdades (3.56) y (3.62) en una sola expresion, para ello definimos

Omiéx = max {57 Mméx} 3 (363)

con k = (2r — 1)? asi que # debe satisfacer la condicién (3.54) para que el proceso sea contracti-
vo, el segundo término encerrado por las llaves fue definido a través de (3.61) y se obtuvo que
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D(t;¢1,61)

\
\D(t;¢0700)
\\ //—\\
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Figura 3.4: Ilustracién del procedimiento de discriminacién en la medida de BLP. Se dibujan
dos curvas para dos posibles estados iniciales. La curva sélida decae monétonamente por lo que
Ngrp = 0 para el estado inicial dado por ¢;,6;. Sin embargo, para el mismo proceso pero con
un estado inicial diferente dado por ¢g,6y (curva discontinua) la distancia de traza tiene dos
intervalos: (a1,b1) y (a2,b2) en donde su derivada es positiva y Mgrp > 0 puede ser calculada a
través de (3.66) como la suma de las areas bajo la curva en esos dos intervalos.

Mpax = A + |(| con A = |z1]? + |22/%, ¥, ( = 22123, el cual también debe ser menor que o igual a cero
para que el proceso sea contractivo. Entonces, esas dos condiciones pueden condensarse en una
sola via (3.63) como

Omsx < 0, (364)

la cual juega un rol equivalente al que tiene g(¢) en el criterio de divisibilidad.

Medida de BLP

Escribimos la ecuacién (3.53) como:

D(t;6,0) = %\/[21"(75) D) J2cos20 + 21 () + 22(t)e- 292 sen? 0, (3.65)

en donde hemos puesto R = 1 y por conveniencia se incluy6 la dependencia explicita del tiempo
para las variables r,z; 2. En esa forma es facil observar que para un par 6 y ¢ fijados por las
condiciones iniciales la distancia de traza sera una funcion que solo depende del tiempo. Ademas,
es claro que la maximizacién sobre todos los posibles pares de estados iniciales se transforma en
una exploracién sobre los valores de los dngulos 6 € [0,7] y ¢ € [0,27]. Entonces, la medida de
BLP (2.51) puede ser calculada de acuerdo a

NBLp :IQ%SXZ[D(@;%@) - D(ai;9,0)], (3.66)

la sumatoria se extiende sobre todos los intervalos (a;,b;) en donde la distancia de traza (3.65)
tiene resurgimientos. En la Figura 3.4 se ilustra el significado de 1a medida de BLP asi definida.

3.3.3. Maxima recuperacion de la distancia de traza

En un proceso real resultara inevitable que los datos obtenidos experimentalmente presenten
errores o fluctuaciones estadisticas. Esas fluctuaciones podrian conducir a valores poco confia-
bles en las medidas de RHP y BLP. Consideremos, por ejemplo, la Figura 3.5, es claro que las
fluctuaciones de la curva D(t;¢1,6,) terminardn contribuyendo de manera significativa en la
cuantificacién de la no Markovianidad (3.66) y concluiriamos erréneamente que ese es el estado
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inicial que la maximiza, cuando en realidad tiene un comportamiento mas monétono decrecien-
te que la curva D(t;¢o,6p). Un argumento similar puede aplicarse a la medida de RHP si hay
presencia de ruido, puesto que esas fluctuaciones terminaran contribuyendo significativamente
a la integral sobre ¢(t). Para evitar este tipo de inconsistencias, la propuesta es tomar el valor
de la maxima recuperaciéon de la distancia de traza como una medida de la no Markovianidad
cuantica. En nuestro ejemplo, corresponderia al valor D(b1, ¢g,00) — D(a1,o,60) que refleja con
mas certeza lo que realmente esta ocurriendo, evitando con ello las contribuciones de las fluctua-
ciones estadisticas pues en caso de que la maxima recuperacion de la distancia de traza sea del
orden de esas fluctuaciones podemos decir que no existen resurgimientos.
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Figura 3.5: TIlustracién de la distancia de traza para un proceso con fluctuaciones estadisticas. Si

consideramos tiempos largos es evidente que la medida de BLP se veria seriamente influencia
por las fluctuaciones.



Capitulo 4

Analisis de los Resultados
Numeéricos

A continuacion expondremos y discutiremos los resultados que se obtienen, a través de simu-
laciones numéricas, de las expresiones obtenidas en el capitulo 3. En todos los resultados que
presentamos la dimensién del espacio de Hilbert del entorno es igual a 200 y se ha promediado
sobre 1200 realizaciones de los Hamiltonianos aleatorios, a menos que se den otras especifica-
ciones. Por fines practicos y de claridad en las discusiones, los valores numéricos de A y A se
muestran hasta un maximo de dos cifras significativas.

4.1. Finalizacion de la dinamica

Cuando analizamos el canal cuantico a través del vector de Bloch en el apartado 3.2.1, mencio-
namos que para tiempos suficientemente largos la componente y se anulaba independientemente
de los parametros A y \. Para justificar lo anterior, consideremos las trayectorias que describen
los eigenestados iniciales o4°, 04" ¥ 04 en la bola de Bloch como funciones del tiempo. Esas
trayectorias pueden encontrarse facilmente a través de la matriz M dada en la ecuacion (3.10).
Cuando iniciamos con el eigenestado ¢4* significa que partimos desde el punto R =(0,0,1) y se

transforma cé6mo:
0

RL(t)=MRp=| 0 | 4.1)
2r(t)-1

Para o ", partimos desde en el punto Rp =(1,0,0), entonces

)  [Re[=()]
%(t)=MRp =|Im[z,.(¢)]|. 4.2)
0
Y para .Y partimos de Rp = (0,1,0) obteniendo
3 - [Relzy(¥)]
RY%(t) = MRp = [Im[z,(t)]]. (4.3)
0

En la Figura 4.1 se muestran las trayectorias que describe el vector de Bloch como funcién del
tiempo (A = 0.1 y A = 0.03). En (a) se muestra la trayectoria correspondiente a RzB(t) ec. (4.1)
observamos que el eigenestado describe oscilaciones sobre el eje z, alcanzando un punto de equi-
librio en z ~ 0.76 para tiempo largos, en general ese punto de equilibrio depende de forma no

31
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Figura 4.1: Trayectorias del vector de Bloch como funcién del tiempo con los parametros A = 0.1
y A =0.03. (a) Eigenestado inicial g;*. (b) Eigenestado inicial o”, y, (¢) Eigenestado inicial 0q”.

trivial de los parametros A y A. En (b) tenemos la trayectoria que describe R”fg (t) ec. (4.2), 1a cual
muestra rotaciones en el plano xzy y que el punto de equilibrio para tiempos largos yace en algun
punto del eje = (no necesariamente en el centro de dicho plano) y al igual que el caso anterior
depende de los parametros del modelo. En (e) encontramos la trayectoria que describe Rj‘g (1)
ec. (4.3) que son rotaciones en el plano xy sin embargo observamos que el punto de equilibrio
yace en el centro del plano (que es también el centro de la bola de Bloch), lo cual siempre ocurre
independientemente de los valores de los parametros A y \. De lo anterior podemos concluir que

1
‘ Yy _ o
tll»r?o At0)04” = 5 I, VAN (4.4)
Esta caracteristica del canal cudntico nos sera util para determinar un tiempo maximo en nues-
tras simulaciones numéricas, y es el tema del siguiente parrafo.

La pureza de un estado o(t) se define como

Plo(t)] = tr[o*(1)] (4.5)

es igual a uno si o(t) es un estado puro y menor que uno si es un estado mezclado, alcanzando
su valor minimo en el estado de mezcla maxima. Para un qubit, esto significa que en la esfera de
Bloch tenemos estados con pureza uno y que el centro de la bola tiene pureza un medio. Entonces,



CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS NUMERICOS 33

la ecuacién (4.4) implica que
1
Plog"(t)] = 3 cuando ¢ — oo, (4.6)

y podemos considerar que en ese momento el sistema alcanzé el equilibrio, sin embargo para fines
practicos (simulaciones numéricas) no podemos considerar un tiempo infinito es por ello que nece-
sitamos establecer un tiempo de finalizacién de la dinamica de tal manera que las contribuciones
que pudieran hacer las fluctuaciones estadisticas a las medidas y criterios de no Markovianidad
sean minimizadas. Basandonos en la ecuacién (4.6) definimos el tiempo de finalizacion de la di-
ndmica como el tiempo minimo en el cual la pureza del estado g, (¢) a caido un 2% por arriba de
su valor minimo:

tena(A,A) =min {t | P[of¥(t)] = 0.51}. (4.7

A continuacién analizamos tres casos particulares del tiempo de finalizacién.

4.1.1. Tiempo de finalizacion para un GUE

En la Figura 4.2 se muestra un caso tipico del decaimiento de P[o,*(¢)] para valores peque-
fios de los parametros, A = 0.16 y A = 0.031. Ambos ejes, horizontal y vertical, estan es escala
logaritmica. Con la finalidad de determinar el tipo de decaimiento que muestra la pureza se le ha
restado un medio (su valor minimo). Observamos que las oscilaciones indican una recuperacion
en la pureza del eigenestado inicial en ciertos tiempos y que el decaimiento es polinomial para
t > 50. La intercepcion de la linea punteada con la curva sélida nos indica el tiempo de finalizaciéon
de la dindmica como lo definimos en la ecuacién (4.7) y se tiene tenq ~ 946. Podemos inferir que el
decaimiento de P[oq”(t)] sera polinomial para valores pequefios de los pardmetros A y .

— |
I 0.1 b
=
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0.01 |-
0.1 1 10 100 1000
t

Figura 4.2: Decaimiento algebraico de la pureza. En la gréfica se muestra P[pg”(t)] - 0.5 para
A =0.16 y A =0.031. Tanto el eje vertical como el horizontal se encuentran en escala logaritmica.

Por otro lado, en la Figura 4.3, consideramos un acoplamiento fuerte A = 0.5, manteniendo
A =0.16 y la escala logaritmica para el eje vertical, mientras que el eje horizontal se ha cambiado
a una escala lineal. Lo que se observa es que la pureza ya no presenta oscilaciones o resurgi-
mientos sino que decae monétonamente y de forma exponencial. Nuevamente la intercepcion de
la linea punteada con la curva sélida nos indica el tiempo de finalizacién de la dindmica, que
es de teng ~ 0.7 lo cual es mucho menor que en el caso previo. Entonces, podemos decir que un
acoplamiento fuerte entre el qubit y el entorno RMT causard un decaimiento exponencial de la
pureza cuando el estado inicial es g,".
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Figura 4.3: Decaimiento exponencial de la pureza. En la grafica se presenta la pureza menos un
medio como funcién del tiempo cuando el estado inicial es el eigenestado gq” con A = 0.16 y A = 0.5,
el eje vertical estd en escala logaritmica y horizontal en escala lineal.

Como tercer ejemplo del decaimiento de la pureza para el eigenestado inicial g,” considere-
mos la Figura 4.4. En esa figura tenemos A = 0.16 y A = 0.25. Observamos que el decaimiento
de la pureza no es polinomial (a) ni exponencial (b) sino que es mas complejo que en los dos
casos previos. Es entonces, que podemos considerar este como un régimen intermedio entre el
polinomial y el exponencial. También observamos que teng ~ 13.

De ahora en adelante consideraremos intervalos ¢ € [0, enq (A, A)] en nuestros resultados, pues
como hemos argumentado en este apartado, consideraremos que en ese tiempo el sistema llegé
al equilibrio, ello significa que estamos tomando solo aquellos intervalos de tiempo en donde la
dinamica es relevante.
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Figura 4.4: Decaimiento de la pureza como funcién del tiempo para el eigenestado inicial g,” con
A =0.16 y A =0.25. En (a) ambos ejes estan en escala logaritmica, a diferencia de (b) en donde el
eje horizontal esta en escala lineal.
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Figura 4.5: Tiempo de finalizacién de la dindmica de un qubit cuando el ambiente es un GUE
como funcion de la distancia entre los dos niveles de energia del qubit A y la intensidad del
acoplamiento con el entorno \. La escala para el eje A se presenta en forma logaritmica y la
del eje A en escala lineal, mientras que la escala de colores para te,q(A, \) se presenta en escala
logaritmica.

En la Figura 4.5 mostramos el tiempo de finalizacién de la dindmica en funcién de los para-
metros A y A como un mapa de calor. Mientras que \ estd en una escala lineal, A estd en una
escala logaritmica. La escala de colores que representa los valores de t.,q también se muestra
en escala logaritmica debido a que varia en varios ordenes de magnitud de una regién a otra.
Se puede observar que cuando A se incrementa el tiempo de finalizacién de la dinamica decrece
exponencialmente. Es interesante notar que para valores pequerios de ), los valores mas grandes
de teng se encuentran en la vecindad de A = 0.16, el cual es aproximadamente igual a ¢!, en don-
de tg = 27 es el tiempo de Heisenberg del entorno RMT. Entonces, en A = 0.16 el periodo de las
oscilaciones [v. Figs. 4.1(b) y 4.1(c)] es igual al tiempo de Heisenberg. En esa regién, como A se
incrementa los tiempos de finalizacién decaen notablemente més lento en una curva At (A). Las
regiones amarillas son aquellas en donde el decaimiento de P[o,"(¢)] es algebraico y las de color
azul en donde el decaimiento es exponencial, las cuales se encuentran separadas por una zona
de transicion en donde el decaimiento podria no ser ni algebraico ni exponencial (cf. Fig. 4.4).

4.1.2. Tiempo de finalizacion para un GOE

Hasta aqui hemos presentado los resultados obtenidos para un GUE, puede hacerse un anali-
sis similar para un GOE, sin embargo solo presentaremos el resultado final en la Figura 4.6. En
donde observamos un comportamiento similar al mostrado por un ambiente GUE.
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Figura 4.6: Tiempo de finalizacién de la dinamica cuando el entorno es un GOE. La escala del eje
A es logaritmica, la del eje )\ es lineal y la escala de colores que corresponde a t.,q es logaritmica.

4.2. Medidas de no Markovianidad

Ahora que hemos definido un tiempo limite para cada uno de los procesos involucrados en
nuestro estudio, estamos en posicion de evaluar las medidas de no Markovianidad cuantica to-
mando en cuenta tnicamente aquellos tiempos relevantes. Por lo que consideraremos intervalos
de la forma ¢ € [0, tenq ] en la medida de RHP (2.49) y en la medida de BLP (2.51).

4.2.1. Medida de RHP y su convergencia (GUE)
La medida de RHP (2.49) toma la siguiente forma

tend
Ngup = [o dt g(t), (4.8)

que como sabemos t.,q depende de los parametros A y A.

En la Figura 4.7 mostramos los resultados de la ecuacién (4.8), en donde tenemos una escala
lineal para los valores de \ y escalas logaritmicas para A y la codificacién de colores de Nrup.
Puede observarse una regiéon MD en 0.016 < A < 0.40 y 0.094 < A < 0.5 que se encuentra delimitada
a la derecha por una regiéon no MD que sigue una curva \,i;(A) en el plano. También se observa
que las regiones altamente no MD se corresponden con los tiempos de finalizacién largos, podria
pensarse que las fluctuaciones influyen de forma no despreciable a la medida de RHP, sin em-
bargo, como puede apreciarse en la region A > 1 como A se incrementa, el valor de la medida
de RHP permanece casi constante mientras que como se observa de la Figura 4.5 los tiempos
de finalizacién difieren en varios ordenes de magnitud para la misma regién. Las fluctuaciones
estadisticas y la convergencia de la medida de RHP son analizados en el siguiente parrafo.
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Figura 4.7: Medida de RHP cuando el entorno es modelado por un ensemble GUE. Se observa
una region MD (azul), otra no MD (amarillo) y una tercera que es medianamente MD (rojo). La
separacion entre cada una de esas tres regiones esta dada por una curva A (A).

Convergencia de la medida de RHP

Existen basicamente dos fuentes de error al calcular la integral (4.8) en un modelo como el
nuestro: la dimension finita de las matrices aleatorias a la que llamaremos N (es el equivalen-
te a la dimensién del entorno), y el nimero de realizaciones sobre el que se promedian dichos
ensembles que denotamos como M (esto equivale a las realizaciones de los Hamiltonianos alea-
torios Hg y Vg). La manera obvia de eliminar esos errores estadisticos es haciendo N — oo 0 bien
M — oo, no necesariamente de forma simultdnea. Sin embargo, para fines practicos, ninguna de
esas opciones es viable.

En la Figura 4.8 observamos la convergencia de la medida de RHP como una funcién del tiem-
po tomando dos valores de N y M. Para N = 100: los cuadrados grises corresponden a M = 1200,
mientras la linea gris continua es para M = 10000. Poniendo N = 200: se tienen las cruces negras
cuando M = 1200 y la linea negra discontinua cuando M = 10000. Las escalas de los ejes vertica-
les son logaritmicas dado que la medida se incrementa rapidamente a tiempo cortos, en los tres
casos que alli se presentan se observa que la convergencia de la medida para valores cercanos a
tena (el limite del eje horizontal en cada una de las tres figuras) la medida de RHP practicamente
no cambia al variar N o M (o lo hace muy poco).

En la Figura 4.9 observamos cémo es la convergencia de la medida de RHP como funcién del
numero de realizaciones M para dos tamaios diferentes del entorno RMT N = 100,200. Ambas
escalas para los ejes vertical y horizontal son logaritmicas. Las cruces son para N = 100 y los
cuadrados vacios para N = 200. En el primer (arriba) y tercer (abajo) caso la convergencia ocurre
para M > 100. Mientras en el segundo (en medio) la convergencia no ocurre sino hasta M = 1200.
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Figura 4.8: Convergencia en la medida de RHP como funcién del tiempo ¢, el tamarfio de los
ensemble N y el nimero de realizaciones de esos ensembles M, cuando se ha promediado sobre
un ensemble GUE. Para N = 100 tenemos: cuadros grises (M = 1200), curvas grises sélidas (M =
10000). Para N = 200: cruces negras (M = 1200), curvas negras discontinuas (M = 1000). (Arriba)
es para A =0.040 y A = 0.38. (En medio) A =0.10 y A = 0.031. (Abajo) A =6.4y A =0.38.
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Figura 4.9: Convergencia de la medida de RHP como funcién del nimero de realizaciones del
ensemble M para dos diferentes tamarnios N, las escalas vertical y horizontal son logaritmicas.
Cada punto es el resultado de la integral (4.8). Las cruces son para N = 100 y los cuadros vacios
para N = 200. (Arriba) A = 0.040 y A = 0.38. (En medio) A = 0.10 y A = 0.031. (Abajo) A = 6.4y
A =0.38. Las escalas son logaritmicas tanto en el eje vertical como en el eje horizontal.
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Figura 4.10: Medidad de RHP para un qubit con entorno GOE. El eje A y la escala de colores
para NMgpp son logaritmicos, mientras que el eje A es lineal.

4.2.2. Medida de RHP (GOE)

En la Figura 4.10 presentamos los resultados de la medida de RHP en la dindmica de un qubit

cuando el entorno es modelado por un GOE. Su comportamiento es muy similar al observado para
un GUE (Figura 4.7).

4.2.3. Medida de BLP y su convergencia (GUE)

Al igual que lo hicimos con la medida de RHP, evaluaremos la medida de BLP en un intervalo:
Nowp = mix [ dt o(o1,02,8), £ [0, tona]: (4.9)
’ 2o’>0

En la Figura 4.11 se presentan los resultados para la medida de BLP cuando se promedia sobre
un ensemble GUE. La escala de colores representa los valores de MVgrp en escala logaritmica,
el eje A también esta en escala logaritmica; y el eje A\ en escala lineal. Se observa una regién
Markoviana (oscura) en la esquina superior izquierda (A < 0.25 y A > 0.19) cuya frontera a la
derecha es similar a la curva )\.;;(A) que vimos en la medida de RHP. Observamos dos regiones
medianamente MC (color azul) la primera separa a la regién MC de la no MC (regién de color
rojo-amarillo), mientras que la segunda se encuentra en la parte superior derecha de la figura.
La regién no MC aparece como una regién de color rojo-amarillo.

Al contrastar la Figura 4.11 con la Figura 4.7 podremos visualizar una comparacion directa
entre la medida de BLP y RHP en nuestro modelo. De esa comparaciéon podemos decir que cuan-
do el mapa es divisible (regién azul en la Figura 4.7) implica que también es contractivo (region
oscura-azul en la Figura 4.11). También observamos que, a excepcién de una pequernia region de
la que discutiremos mas adelante, cuando el mapa es indivisible también es no contractivo (re-
giones amarillas-naranja en ambas figuras). Observemos que en la esquina superior derecha de
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Figura 4.11: Medida de BLP cuando el entorno es modelado por un ensemble GUE. El eje A
y la escala de colores son logaritmicos, el eje )\ estd en una escala lineal. Podemos identificar
tres regiones: una MC (color negro), otra medianamente MC (azul) y una regién no MC (color
rojo-amarillo).

la Figura 4.11 el mapa es contractivo (regiéon azul) mientras que esa misma region es indivisible
como puede apreciarse en la Figura 4.7, este resultado esta de acuerdo con lo expuesto al final
de la subsecciéon 2.2.2, y no contradice el teorema presentado en la Ref. [33] pues no estamos
considerando la contractividad del mapa extendido sino tinicamente la del mapa para un sélo
qubit.

Convergencia en la medida de BLP

En la Figura 4.12 se muestra la convergencia de la medida de BLP como una funcién del
tiempo para dos diferentes N y M. Si fijamos N = 100, para M = 1200 los resultados obtenidos son
los cuadros grises, mientras que si M = 10000 los resultados son expresado por las curvas sélidas
grises. Cuando fijamos N = 200, obtenemos las cruces negras con M = 1200 y si M = 10000 las
lineas discontinuas negras. (Arriba) observamos que la medida converge a cero como el nimero
de realizaciones y el tamaio de los esembles aumenta. (En medio) la convergencia es hacia un
valor de aproximadamente 9. (Abajo) la medida converge a cero como M y N aumentan. En la
Figura 4.13 presentamos la convergencia de la medida de BLP como una funcién del nimero de
realizaciones para dos tamarios del entorno.
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Figura 4.12: Convergencia en la medida de BLP como funcién del tiempo ¢, el tamano de los
ensembles (GUE) N y el namero de realizaciones de esos ensembles M. Si fijamos N = 100,
obtenemos para M = 1200 cuadros grises vacios y con M = 10000 se obtienen las curvas grises
sélidas. Al fijar N = 200, obtenemos para M = 1200 las cruces negras, y con M = 10000 se obtienen
las lineas discontinuas negras. (Arriba) es para A = 0.040 y A = 0.38. (En medio) A = 0.10 y

A =0.031. (Abajo) A = 6.4 y A = 0.38.
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Figura 4.13: Convergencia de la medida de BLP como funcién del nimero de realizaciones del
ensemble M para dos diferentes tamaiios del entorno (GUE) N, las escalas vertical y horizontal

son logaritmicas. Cada punto es el resultado de la integral

(4.9). Las cruces son para N = 100 y los

cuadros vacios para N = 200. (Arriba) A =0.040 y A = 0.38. (En medio) A =0.10 y A = 0.031. (Abajo)

A =6.4y A =0.38. Las escalas son logaritmicas tanto en el

eje vertical como en el eje horizontal.
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Figura 4.14: Medida de BLP para un qubit acoplado a un entorno GOE. Las escalas son logarit-
micas en A y el cédigo de colores, mientras que es lineal en \. Observamos tres regiones: una
Markoviana (color negro) en la esquina superior izquierda. Otra medianamente Markoviana (co-
lor azul). Y una region no Markoviana (color rojo). La transicién de una regién a otra es mucho
mas suave que el caso del GUE.

4.2.4. Medida de BLP (GOE)

Los resultados de la medida de BLP cuando el qubit es acoplado a un entorno GOE es presen-
tado en la Figura 4.14. Observamos s6lo una regién Markoviana para valores A < 0.10y A > 0.28
cuya frontera esta delimitada a la derecha por una curva A\.i;(A), después de esa regién nos
encontramos con una regién medianamente Markoviana (color azul) que a su vez se encuentra
delimitada a la derecha por una regién no Markoviana (color rojo—amarillo) cuya frontera des-
cribe una curva similar a A\,i;(A). Algo que podemos destacar es que las zonas altamente no
Markovianas ocurren en la vecindad de A = (27)7!, la cual es el inverso del tiempo de Heisen-
berg del entorno. Dicho comportamiento es recurrente en nuestro modelo ain para las diferentes
definiciones de Markovianidad empleadas.

4.2.5. Maxima recuperacion de la distancia de traza y su convergencia
(GUE)

Una tercera medida de no Markovianidad cudntica es la propuesta de tomar la maxima re-
cuperacion de la distancia de traza para cada proceso (v. subseccion 3.3.3), esta maximizacion se
hace explorando todos los pares de estados iniciales. En la Figura 4.15 presentamos los resultados
obtenidos para esta medida cuando promediamos sobre un ensemble GUE. Su comportamiento
es muy parecido al que muestra la medida de BLP, aunque el maximo es un orden de magnitud
menor, esto es debido a que la maxima recuperacién de la distancia de traza minimiza las con-
tribuciones de las fluctuaciones, mientras una medida como la de BLP o la de RHP al involucrar
integracién sobre curvas ruidosas estan propensas a las contribuciones de esas fluctuaciones en
mayor grado.
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Figura 4.15: Maxima recuperacion de la distancia de traza cuando se promedia sobre un ensemble
GUE. Existe basicamente una region Markoviana en la parte superior derecha (color negro),
una zona no Markoviana (en rojo-amarillo) y regiones medianamente Markovianas (color azul)
dispersas en diferentes locaciones del plano. Aunque, se observa un comportamiento similar a la
medida de BLP, el maximo en este caso es un orden de magnitud menor.

Convergencia de la maxima recuperacion de la distancia de traza

La convergencia de la maxima recuperacion de la distancia de traza como una funcion del
tiempo para dos diferentes tamafos del entorno N = 100,200 y realizaciones M = 1200, 10000
es presentada en la Figura 4.16 en donde los ejes verticales estdn en escala logaritmica y el
eje horizontal es lineal. Al igual que en los casos anteriores, para N = 100 tenemos los cuadros
vacios grises (M = 1200) y la linea gris continua (M = 10000), y para N = 200 las cruces negras
(M = 1200) y la linea negra discontinua (M = 10000). En la parte superior observamos como la
medida se estabiliza rapidamente en un valor muy pequefio. En la figura intermedia notamos
que la convergencia al valor ~ 0.4 es muy rapida sin importar como variemos N y M. En la parte
de abajo observamos que aunque la convergencia a 3 x 10~ es lenta podemos decir que la medida
tiende a cero mas rapido si fijamos N e incrementamos M.

Para continuar con nuestro analisis de la convergencia, en la Figura 4.17 presentamos los
resultados de la maxima recuperacion de la distancia de traza (4.9) como una funcion del tamaiio
de los ensembles, alli ambas dos escalas, vertical y horizontal, son logaritmicas. Las cruces negras
son para N = 100 y los cuadros vacios grises para N = 200. El la parte superior observamos que
aunque la convergencia es lenta, esta tiende a cero. La figura de la parte media indica claramente
que la medida converge rapidamente a aproximadamente 0.41 sin importar N o M. En la figura
del fondo la medida tiende a cero.
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Figura 4.16: Convergencia de la maxima recuperacion de la distancia de traza. Los ejes verticales
estan en escala logaritmica y los horizontales en escala lineal. Con N =100, tenemos, M = 1200
(cuadros vacios grises) y M = 10000 (curva sélida gris). Para N = 200, las cruces negras (M = 1200)
y la linea discontinua negra (A = 10000). (Arriba) A = 0.040 y A = 0.38. (En medio) A = 0.10 y

A =0.031. (Abajo) A=6.4y A =0.38.
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Figura 4.17: Convergencia de la maxima recuperacion de la distancia de traza como una funcién
del tamaino de los ensembles aleatorios. Ambos ejes, vertical y horizontal, se encuentran en escala
logaritmica. Las cruces negras son para N = 100 y los cuadros grises para N = 200. (Arriba)
A =0.040y A =0.38. (En medio) A =0.10 y A = 0.031. (Abajo) A =6.4y A =0.38.
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Figura 4.18: Maxima recuperacion de la distancia (GOE). Las escalas para A y el cédigo de colores
se presentan en forma logaritmica, mientras la escala para A es lineal.

4.2.6. Maxima recuperacion de la distancia de traza (GOE)

Al igual que con las medidas anteriores, ahora presentamos los resultados de la maxima
recuperacion de la distancia de traza para un qubit, pero acoplado a un entorno modelado por
un GOE en la Figura 4.18. Podemos identificar tres regiones: una Markoviana en la esquina
superior izquierda en donde la medida es cercana a cero. La segunda es una region de color
azul que podemos interpretar como medianamente Markoviana. Y la tercera es una region no
Markoviana (color naranja—amarilla). Esas tres regiones se encuentra delimitadas por curvas
similares a Ayt (A).

4.3. Fluctuaciones estadisticas

Por la naturaleza aleatoria de nuestro modelo, la tarea de evaluar condiciones como las ex-
presadas por las desigualdades (3.41) o (3.62) resulta dificil debido a las fluctuaciones de las
funciones involucradas. Dichas fluctuaciones se originan esencialmente por el nimero finito de
realizaciones de los Hamiltonianos aleatorios H, y V. (1200 en nuestro caso). Como una ilus-
tracién de ello consideremos la Figura 4.19 en donde se muestran las funciones J, (curva gris
sélida), §; (curva negra punteada) y J (curva gris-claro sélida) con A = 0.16, A = 0.25 y se ha
promediado sobre un ensemble GUE. Podemos decir que evaluar la condicién d; < J, < §; sera
dificil sobre todo para la regién ¢ < 7 debido a las fluctuaciones, es por ello que en el siguiente
parrafo estableceremos un método que nos permita evaluar este tipo de condiciones.

Para decidir cuando una desigualdad es violada usaremos el modelo de regresién lineal [44],
que consiste en buscar un ajuste lineal para un conjunto de datos, asi la desviacién estandar de
ese conjunto de datos nos dice que tan alejados se encuentran del ajuste lineal. Diremos que una
desigualdad es violada cuando encontremos un valor mayor que dos veces la desviacién estdndar
de esos datos. Aunque ahora podriamos evaluar desigualdades como (3.41), aun necesitamos de-
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Figura 4.19: Fluctuaciones estadisticas en las funciones J, (curva gris sélida), J; (curva negra
punteada) y d5 (curva gris-claro) para A =0.16 y A = 0.25 (ensemble GUE).

terminar el tamarfio de la ventana de datos que se usaran para realizar el ajuste lineal. Para ese
fin, dados un par (A, \), tenemos que el tamafio de los pasos en el tiempo para la simulacién se
tomé como 6t = tenq (A, X)/2000%, entonces, determinamos el tamario de la ventana de acuerdo a la
expresion

I, = méximo entero{dt*, 70}, (4.10)

la eleccion de 70 es un tanto arbitraria y se llegé a ella después de varios ensayos con diferentes
valores y se determiné que es la mejor eleccion para la estructura de nuestros datos. Mientras
que, la eleccién de 6t~ se origina de considerar la rapidez de la dindmica, asi tenemos que, si la
din4dmica es lenta, los pasos de tiempo en la simulacién numérica son grandes por lo tanto 6t ! es
pequeno. Por otro lado, si la dinamica es rapida los pasos en el tiempo deben ser necesariamente
pequetios y ¢! es grande. Finalmente debemos considerar el caso en donde I, resulta tan grande
que esta mas alla del tiempo de finalizacién de la dindmica, entonces, lo que hacemos es tomar el
tamario de la ventana igual a todos los datos disponibles en el intervalo (0, tenq]. En la Figura 4.20
presentamos un ejemplo de lo expuesto en este parrafo.

4.4. Tiempo de Markovianidad

En la seccion 4.1 establecimos un tiempo de finalizacién de la dinamica y con ello un intervalo
[0, tena (A, A)] durante el cual consideramos que la dindmica del sistema es relevante. Podemos,
entonces, evaluar las expresiones obtenidas en la seccién 3.3 en dicho intervalo para determinar
el tiempo durante el cual el sistema es Markoviano. Dado que esas expresiones involucran de-
sigualdades y por la naturaleza aleatoria de nuestro modelo en la seccién 4.3 se establecié un
método que emplea la regresion lineal con el cual podremos evaluar las condiciones de divisibili-
dad (3.41) y contractividad (3.56) y (3.62).

Definimos el tiempo de Markovianidad como el tiempo mdximo durante el cual un determi-
nado proceso puede ser considerado Markoviano. Por supuesto que dicho tiempo dependera del
concepto que utilicemos, sea Markovianidad basada en la divisibilidad (MD) o Markovianidad
basada en la contractividad (MC), debido a lo cual en ocasiones nos referiremos a €l como tiempo
de divisibilidad o bien tiempo de contractividad, y en general sera una funcién de los parametros
del modelo: A y A.

IDe ser necesario, sobre todo para valores de A y A pequefios, se dividié sobre 3600 y no sobre 2000.
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Figura 4.20: Determinando una desigualdad a través del modelo de regresion lineal. En este
ejemplo se ha promediado sobre un entorno GUE con A = 0.10, A = 0.28 y tenq = 2.4. El tamano de la
ventana I = 833 datos, nétese que la escala de tiempo estéa normalizada al tiempo de finalizacién
de la dinamica, asi que I, comprende aproximadamente el 50 % del tiempo relevante. Los puntos
representan a los datos numéricos para la funcién ¢(¢), la linea sélida es el ajuste lineal de esos
datos y la linea punteada es dos veces su desviacién estandar ~ 4.8x10~*. Entonces, de acuerdo con
lo expuesto en el apartado 4.3, la desigualdad ¢(t) < 0 es violada cuando encontramos un tiempo
minimo tal que ¢g(¢) es mayor que dos veces su desviacién estandar, en la figura lo presentamos
como el punto encerrado por un circulo en ¢/t.,g ~ 0.32, y se lo interpreta como el tiempo hasta
donde el proceso es divisible o bien es Markoviano de acuerdo a la divisibilidad (MD).

4.4.1. Tiempo de MD

Si consideramos que un proceso es Markoviano siempre que el canal A, es divisible, enton-
ces llegamos a las desigualdades (3.41): §5(¢) < d,4(t) < 61(t). Con ello tendremos que typ sera el
tiempo maximo hasta donde podemos considerar que esas desigualdades se cumplen. Equivalen-
temente tendremos que g(t) = 0 durante ese tiempo. Entonces, podemos evaluar esas desigualda-
des a través del método de regresion lineal como

8y =0y <25(62—0,), 6401 <25(5,-01), (4.11)

en donde s denota la desviacién estandar para el conjunto de datos en el intervalo I,, equivalen-
temente
g<2s(g). (4.12)

Asi typ sera el tiempo minimo cuando una de esas desigualdades es violada. Como puede inferirse
de las Figuras 4.19 y 4.20 es mas facil evaluar la condicién (4.12) que (4.11) pues la primera
muestra un comportamiento mas suave, lo anterior se debe a que cuando escribimos ¢(¢) en
términos de funciones 4,12 [v. ec. (3.42)] las fluctuaciones que presentan cada una de forma
individual al ser combinadas (sumadas, restadas, etc.) se reducen en gran medida, es por ello que
decidimos usar (4.12) para evaluar el tiempo de MD.

typ para un entorno GUE

En la Figura 4.21 se muestran los resultados del tiempo de divisibilidad normalizado por su
correspondiente tiempo de finalizacion de la dindmica;

tMD(A7 )\)

1
tend(A7)‘) ) [O’ ]7
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Figura 4.21: Tiempo de divisibilidad del proceso normalizado por su tiempo de finalizacién. La
figura se obtiene al promediar sobre un ensemble GUE, las escalas para el acoplamiento (\) y
los colores (typ/teng) son lineales, mientras que para A es logaritmica. Observamos tres com-
portamientos: el primero en donde no es divisible casi desde el tiempo inicial (color negro), el
segundo que es divisible (azul) hasta tiempos notables entre (0.2—-0,4) teng ¥ otro en donde es MD
(naranja-amarillo) hasta tiempos mayores a 0.5 tepq-

cuando se promedia sobre un ensemble GUE. La escala para A y el cédigo de colores son lineales,
mientras que la de A es logaritmica. Observamos una region en donde el proceso es MD por
un tiempo muy corto y aparece como una regién oscura alli los valores del acoplamiento son
pequenos A < 0.13, sin embargo para valores de A > 6.4 esa regiéon empieza a extenderse incluso
para valores del acoplamiento mayores que 0.22. Una segunda region en donde el proceso es
divisible por un tiempo entre 0.2 y 0.4 del tiempo de finalizacién de la dinamica aparece en color
azul. Y una tercera region, en donde podemos decir que el proceso es MD, esto es, el proceso
es divisible durante casi todo el intervalo de tiempo relevante, se muestra de color que va del
naranja hasta el amarillo, vemos que hay dos islas con estas caracteristicas, una en la parte
superior izquierda y la otra cerca de la parte superior derecha de la figura, ese comportamiento
puede entenderse debido a que alli la dinamica decae exponencialmente y podemos interpretarla
como una rapida contracciéon de la bola de Bloch sin expandirse. La transicién de una regién a
otra ocurre de forma suave.

En lo que resta de esta seccion examinaremos el tiempo de MD en tres puntos del plano para-
métrico (A, ), a saber, un punto en donde la medida de BLP tanto como la de RHP son casi cero
(0.040,0.38) al que nos referiremos cé6mo punto Markoviano. Otro en donde la medida de BLP tie-
ne el valor maximo y en el cual la medida de RHP tiene uno de los valores mas altos (0.10,0.031)
y lo llamaremos punto altamente no Markoviano. El tercer punto es aquel en donde la medida
de BLP es cero (o casi) y la medida de RHP indica que es no Markoviano, es decir, un punto en
donde el mapa es contractivo e indivisible (6.4, 0.38) al cual llamaremos punto medianamente no
Markoviano.



CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS NUMERICOS 49

1 \ \ 0.005
0.004 |-
0.003
0.002 |-

0.001

Figura 4.22: Tiempo de Markovianidad basado en la divisibilidad del proceso. En la columna
de la izquierda estan graficadas las funciones d; > 4(¢) las cuales deben cumplir las desigualda-
des (3.41), en la columna de la derecha encontramos sus correspondientes funciones g(t¢). (Arriba)
un punto Markoviano en donde A = 0.040 y A = 0.38. (En medio) un punto altamente no Marko-
viano que corresponde a A = 0.10 y A = 0.031. (Abajo) un punto medianamente Markoviano en
donde A =6.4y A=0.38

En la columna izquierda de la Figura 4.22 estan graficadas las funciones ¢4 2(t) y en la
columna derecha su correspondiente funcién ¢(¢) hasta sus respectivos tiempos de de finalizacién.
En la parte superior de dicha Figura, A = 0.040 y A = 0.38, observamos que no se satisface la
desigualdad sino mas bien la igualdad entre las funciones d4,1,2 y que g(t) llega a ser mayor que
cero esto debido a las fluctuaciones estadisticas, aun asi podemos decir que el mapa permanece
divisible durante los tiempos relevantes y por tanto ese proceso es MD.

En los graficos de la parte media de la Figura 4.22 tenemos A = 0.10 y A = 0.031, se puede
apreciar que las desigualdades son violadas para tiempos realmente cortos y que la funcién g(t)
es mayor que cero poco después del tiempo inicial, ademas presenta singularidades en donde su
valor crece de forma abrupta, podemos decir que al rededor de dichas singularidades la dindmica
sera necesariamente NMD.

Ahora, en los graficos de la parte inferior de la Figura 4.22 tenemos que A = 6.4 y A = 0.38,
podemos observar que el proceso se mantiene divisible por lo menos hasta ¢ ~ 0.3, después de ese
tiempo J2 > dq lo cual se ve reflejado en que ¢(¢) es mayor que cero.

tmp para un ensemble GOE

Presentamos brevemente los resultados obtenidos para la divisibilidad del proceso cuando el
entorno es modelado por un GOE en la Figura 4.23. Observamos un comportamiento muy similar
al de un GUE.



CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS NUMERICOS 50

0.5
0.47
0.44

N .
[l N N
0.41 . e | |
0.38 N e [ | [ [ ]
0-24 . NN
o | | | [ [T
< 220 [ O
©-25 [ Y Y B O
o2 RS .
o1 N I O e A
oo [

0.13
0.094

0.063
0.031

Figura 4.23: Tiempo de Markovianidad de acuerdo a la divisibilidad del proceso cuando el entorno
es un GOE. Se presenta typ/tena €n la escala de colores y es lineal, al igual que lo es la escala
para \, mientras la escala para A es logaritmica.

4.4.2. Tiempo de MC

Diremos que un sistema es Markoviano de acuerdo a la contractividad (MC) si la familia de
mapas que lo describe forma un proceso contractivo, en otras palabras, la dindmica sera MC si
para cualesquiera pares de estados iniciales su distinguibilidad nunca se incrementa. Con esa
definicién llegamos a las desigualdades (3.56) y (3.62), mismas que fueron condensadas en la
expresion oz« < 0 definida en (3.63). Entonces, al tomar en cuenta las fluctuaciones podemos
evaluar esa condicién c6mo

Omax < 2 $(0max), (4.13)

para un intervalo I,. La ecuacién (4.13) nos dice que el mapa deja de ser contractivo cuando
encontramos un valor de o5, mayor que dos veces la desviacién estandar de esos dados para un
intervalo I,. Es asi como determinaremos el tiempo de MC en lo que resta de esta seccion.

tymc para un ensemble GUE

En la Figura 4.24 se muestra el tiempo de contractividad tyc como funcién de los parame-
tros A y A normalizado (por conveniencia) hasta su respectivo tiempo de finalizacién cuando se
promedia sobre un ensemble GUE, esto es,

tMC(Av )‘)

ena (20 €01

Observamos que en la regién de la esquina superior izquierda el proceso es MC (de color rojo)
pero dentro de esa misma region existen puntos que podriamos considerar como no MC (azul), sin
embargo, esto podria deberse a las fluctuaciones que eventualmente (mejorando la estadistica)
seran también MC. Existe también una regién que podemos considerar como no MC (de color
negro), al igual que regiones intermedias (azul).
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Figura 4.24: Tiempo de Markovianidad basado en la contractividad (MC) normalizado por su
tiempo de finalizacién. En la figura se ha promediado sobre un ensemble GUE, las escalas para A
y los colores son lineales, mientras que la escala para A es logaritmica. Observamos tres regiones:
una MC (color rojo), una no MC (oscura) y una intermedia (azul).

Podemos comparar el criterio de divisibilidad y el de contractividad del mapa al contrastar la
Figura 4.21 con la Figura 4.24. Al hacerlo notamos que ambos dos criterios estan de acuerdo a
excepcion de la region ubicada en la parte superior derecha (A > 1.6 y A > 0.31), que podriamos
interpretar como una regiéon en donde el mapa es divisible pero no contractivo contradiciendo lo
establecido al final de la subseccion 2.2.2. Creemos que esto sucede debido a que el método que
hemos empleado no es efectivo en esa zona, o a que los criterios no deben ser interpretados de
forma tan directa como si podemos hacerlo con las medidas de RHP y BLP.

Procedamos a analizar tres puntos del plano (A, ). En la columna de la izquierda de la Figu-
ra 4.25 se muestran las funciones involucradas en las desigualdades (3.56) y (3.62), mientras, en
la columna de la derecha tenemos a 0,5, y a las funciones que la definen (3.63). Hemos dispuesto
la Figura 4.25 en tres filas y dos columnas, de esta forma (en orden descendente): la primera fila
corresponde a A = 0.040, A = 0.38 ¥ teng ~ 1.1, observamos que las igualdades (3.56) y (3.62) se
satisfacen, sin embargo o,,sx parece ser mayor que cero en t/tenq ~ 0.72 esto podria deberse a las
fluctuaciones estadisticas. Pero, el criterio que utilizamos para determinar el tiempo de MC no
lo interpreta asi y por consecuencia da un valor practicamente igual a cero. La segunda fila es
para A = 0.10, A = 0.031 y teng » 870, ahi se observa como las condiciones de contractividad son
violadas casi inmediatamente después de t/teng = 0. En la tercera fila se tiene A = 0.10, A = 0.031
Y tenga ® 2.4, nuevamente observamos que (aparentemente) se satisfacen las condiciones (3.56)
y (3.62), por otro lado o4 > 0 casi inmediatamente después del inicio de la dinamica, por su-
puesto sin considerar las fluctuaciones y al mejorar las estadistica, incrementando el tamario de
los ensembles o efectuando mas realizaciones de los Hamiltonianos aleatorios, podriamos esperar
que la curva o,,;, tienda a cero, asi tenemos que este punto es NMD pero MC (cf. Fig. 4.22).
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Figura 4.25: Tiempo de Markovianidad basado en la contractividad del proceso (MC). (Arriba) un
punto MC en donde A = 0.040, A = 0.38 ¥ teng » 1.1. (En medio) un punto altamente no MC que
corresponde a A = 0.10, A = 0.031 y teng ~ 870. (Abajo) un punto dificil de evaluar (MC o no) con
A =64, A=0.38Y teng ~ 2.4.

tyc para un ensemble GOE

En la Figura 4.26 presentamos los tiempos de contractividad normalizados hasta su corres-
pondiente tiempo de finalizacién cuando el entorno del qubit es modelado por un ensemble GOE.
Observamos una region que puede considerarse Markoviana en donde el proceso permanece con-
tractivo por largos tiempos, tpc » tend, Y aparece como una regiéon de color roja. Existe, ademas,
dos regiones intermedias en donde el proceso es contractivo por un tiempo que es aproximada-
mente el 40 % del tiempo de finalizacién y aparece en color azul, es interesante notar que dichas
regiones se encuentran separadas por una regién de dinamica no Markoviana (color negro).
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Figura 4.26: Tiempo de contractividad cuando el ambiente es modelado por un ensemble GOE.
La escala de colores corresponde a tyc/tena ¥ €sté en escala lineal al igual que la escala para el eje
), el eje A se muestra en escala logaritmica. Los puntos en donde el proceso es MC se obaervan
en color rojo, aquellos que son no MC en color negro, y una dinamica intermedia en azul.

4.5. Interseccion de trayectorias en la bola de Bloch como
signatura de memoria en el sistema

En el sentido mas fundamental, 1a memoria de un sistema se refiere al hecho de tener que co-
nocer su historia pasada para poder determinar su estado futuro. En mecénica clésica esa idea se
traslada directamente en la llamada condiciéon de Markov, pero al intentar llevar esa definicién al
reino cuantico nos enfrentamos con el problema de la medicién, dado que para conocer el pasado
del sistema es necesario medir su estado lo que irremediablemente perturba o determina su fu-
turo, y una definicién de Markovianidad como la antes mencionada carece de sentido. Es por ello
que la memoria cudntica se ha definido a través de probabilidades en un punto utilizando para
ello las matrices de densidad. En este apartado, sin embargo, queremos dar una interpretacion
mas directa del término memoria del sistema para un qubit acoplado a un entorno GUE.

En la Figura 4.27 se muestran las trayectorias que describe el vector de Bloch como una
funcién del tiempo para el eigenestado inicial g;” como una linea sélida y la del eigenestado
inicial g” como una linea discontinua en el plano XY para diferentes valores de los parametros
Ay A. El tiempo ha sido sincronizado de tal manera que cuando las trayectorias se cruzan o se
tocan suceden en el mismo instante. En la primera columna se ha fijado A ~ (27)! y el valor del
acoplamiento se incrementa: en (a) A = 0.031, en (b) A = 0.094, y en (¢) A = 0.16. En la segunda
columna se ha fijado A = 6.4 y los valores del acoplamiento son: (d) A = 0.16, (e) A =0.41, y en
(f) A =0.50. En los puntos donde las trayectorias se cruzan necesitariamos conocer su pasado
para poder determinar que trayectoria (punteada o continua) seguirian un tiempo después de
cada interseccién, asi cuando el estado inicial es gq” seguird por la linea punteada, mientra que
si el estado inicial es o;” seguird por la linea sélida. En este sentido el sistema tiene memoria,
en otras palabra, es no Markoviano. Adicionalmente, podriamos decir que el sistema tiene mds



CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS NUMERICOS 54

memoria en (a) que en (b) por que las trayectorias se intersecan en méas puntos. Por otro lado, en
las figuras (¢)—(f) no necesitariamos tener que conocer el pasado pues las trayectorias nunca se
cruzan o tocan, entonces, siempre sabremos que trayectoria seguir, en esos casos es Markoviano
(sin memoria).

Figura 4.27: Trayectorias en el plano XY de la bola de Bloch. En la primera columna se fija
A~ (27)7Ly: (@) A =0.031, (b) A =0.094, (¢) A = 0.16. Mientras en la segunda columna A = 6.4 y:
(d) A=0.16, (e) A =0.41 y () ) = 0.50.



Capitulo 5

Conclusiones

Iniciamos este trabajo exponiendo los conceptos fundamentales como un conjunto de herra-
mientas en el capitulo 2, las cuales nos ayudaron a dar una explicaciéon de lo que se entiende
por no Markovianidad en sistemas cudnticos abiertos, siendo esas ideas ampliamente adoptadas
por la comunidad especializada en el tema. En ese capitulo a través de la introduccién de los
mapa dinamicos para describir la evolucion temporal de los sistemas cudnticos abiertos se lle-
g6 a una correspondencia con los procesos estocasticos clasicos, la dinamica de estos ultimos es
descrita por matrices estocasticas. Asi, dicha analogia se establece entre: matrices estocasticas
y mapas dinamicos. Debido a la dificultad fundamental de implementar la condiciéon de Markov,
que implica probabilidades condicionales de muchos puntos en la dindmica cuédntica originada
por el principio de medicién, se establece la estrategia de buscar propiedades que deben cumplir
las probabilidades en un punto llegando asi a la ecuacién de Chapman—Kolmogorov. Es en ese
camino que obtuvimos las propiedades de contractividad y divisibilidad de los procesos cuanticos.

En el capitulo 3 se presenté el modelo que consiste de un qubit interactuando con un ambiente
que es modelado por un esemble de matrices aleatorias, sean GUE o GOE. Se demostré la forma
general que tiene el canal cuantico que describe la dinamica del qubit en ese modelo asi como
su visualizacién geométrica en la representacion de Bloch. Se aplicaron las ideas de no Marko-
vianidad cudantica, arriba mencionadas, lo que nos condujo al establecimiento de las condiciones
bajo las cuales el proceso es o bien divisible o bien contractivo; mismas que se presentaron como
un conjunto de desigualdades que deben satisfacerse. Ademads, se encontraron expresiones exac-
tas para dos medidas de no Markviandad cuéntica, la medida de A. Rivas el al. y la medida de
Breuer et al. Al final de ese capitulo, se introdujo una medida de no Markovianidad cuantica que
considera las fluctuaciones estadisticas inherentes a ciertos procesos.

Finalmente, en el capitulo 4, se presentaron los resultados numeéricos asi como sus respectivos
analisis, mismos que nos llevaron a concluir:

Finalizacion de la dinamica

El estado de equilibrio depende de la fuerza del acoplamiento con el entorno y de la distancia
entre los niveles de energia del qubit, asi como del estado inicial. Sin embargo, el modelo presenta
la caracteristica de que si se inicia con un eigenestado de la matriz de Pauli o, el estado de equili-
brio siempre es el de la mezcla maxima. Si el acoplamiento es pequeiio la coherencia del sistema
presenta un decaimiento algebraico, mientras que para acoplamientos fuertes el decaimiento es
exponencial. Sin embargo, cuando la distancia entre los niveles del qubit tiene un valor cercano
al inverso del tiempo de Heisenberg del entorno el decaimiento de la coherencia es mas lento de
lo que se espera aun para acoplamientos fuertes.
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Medidas de no Markovianidad

Cuantitativamente las medidas de no Markovianidad difieren segin la definicion empleada,
sin embargo cualitativamente resultan consistentes en algunas regiones. Por ejemplo, para valo-
res de A <0.25y A > 0.31 las tres medida predicen una dindmica Markoviana. Sin embargo, estan
en desacuerdo para valores grandes de esos parametros. Aun asi, vuelven a estar en acuerdo
para la regién no Markoviana. En resumen, las tres medidas detectan bien la no Markovianidad,
pero no asi la Markovianidad del sistema.

Tiempo de Markovianidad

Debido a la finitud del ensemble RMT utilizado, las condiciones para que el sistema sea con-
siderado como Markoviano expresadas como un conjunto de desigualdades resultan dificiles de
evaluar. Esa dificultad se origina por las fluctuaciones estadistica que presentan las funciones
involucradas, es por ello que se debe recurrir a los métodos estadisticos para poder evaluar di-
chas condiciones, por ejemplo, regresion lineal y considerar su desviacién estdandar para determi-
nar cuando se cumple una condicién. Se identifican basicamente tres regiones: una Markoviana
(A £0.25y A > 0.28), una regién medianamente Markoviana y una regiéon no Markoviana que
corresponde a aquellos tiempos de coherencia largos.

Memoria del sistema

Al considerar las trayectorias del vector de Bloch como funcién del tiempo para los esige-
nestados iniciales de las matrices de Pauli o, y 0,, se observa que las intersecciones de esas
trayectorias son una signatura de memoria del sistema. Asi, mientras mas veces se intercepten
dichas curvas mas memoria tendra el sistema, porque en cada punto en donde ocurren esas inter-
cepciones es necesario conocer el estado anterior para poder determinar que trayectoria seguir,
en consecuencia una dindmica sin memoria implicara que las trayectorias nunca se interceptan.



Apéndice A

Evolucion de los eigenestados:
+2,+2,+Y

Qq

En este apartado daremos una justificacion de las ecuaciones (3.2)—(3.4) que describen cémo son
mapeados los eigenestados con eigenvalor +1 de las matrices de Pauli por el canal cuantico (3.21)
asumiendo, por supuesto, que tal transformacién nos es desconocida, adicionalmente A = 1 como
es costumbre.

A.1. Conceptos y definiciones

Escribimos el Hamiltoniado del modelo (3.1) como!:

Hy=Hy+)\oy® Vg, (A1)
donde Hy = %az ® 1g + 14 ® Hg, de tal forma que podemos definir los siguientes operadores
Uo(t) = e ot = g7i20:t @ g iflnt (A.2)
Ux(t) = e "Hxt (A.3)
M(t) = Us(£)TUA (1), (A.4)

el operador M(t) es llamado operador de eco. Colocaremos una tilde arriba de un operador para
indicar que esta en el cuadro de interaccién, esto es, dado un operador A, entonces se escribe
como, A(t) = Uy(t)" A Uy(t). Ademds, supondremos que siempre es posible preparar el estado
inicial del sistema total como un estado de producto

0(0) = 04 ® 0B- (A.5)

Sabemos de la ec. (2.3) del Capitulo 2 que la evolucién de un estado inicial arbitrario del sistema
total esta dada por o(t) = Ux(t)0(0)Ux(t)", y ahora podemos expresarlo en el cuadro de interaccién
como

a(t) = M(t)oq ® o M(t)*. (A.6)
Entonces, la dinamica del sistema reducido en el cuadro de interaccién se obtiene al tomar el
promedio sobre el ensemble RMT y la traza parcial (en cualquier orden) en (A.6)

0q(t) = trp[(2(t) )rmr ], (A7)
y finalmente regresamos al cuadro de Scrodinger
0q(t) = e 137 (1) '3

1Las definiciones y notacién introducidas en este parrafo son de uso estandar en la teoria del caos cudntico, en la
Ref. [45] se realiza una revisién de esos conceptos y estd intimamente relacionada a nuestro trabajo.

57



APENDICE A. EVOLUCION DE LOS EIGENESTADOS: Q§Z’+X’+Y 58

A.2. Evolucion de un estado inicial arbitrario

La expansion en serie de Born (serie de Dyson en matematicas) del operador de eco (A.4)
produce [45]

= —i\)* dry--dry, 54 (11) ® Vi (11)-G4 (T, Ve(), A.
M@ =3t [of £ Fa(n) © Vo (r1)-72(71) ® V(1) A8)

t>711>..>71>0

en donde hemos asumido que el término para k = 0 resulta ser el operador identidad y que la serie
. k ~ fd
converge. Formalmente M (t) = 1+ Y 5o, % Jof  dredr T (1) @ VE(T1) 00 (Th) @ VE(TH).
T ot>Ti>..>7>0

Dado que el término perturbativo A o, ® Vy es separable; podemos escribirlo en el cuadro de
interaccién como una matriz de bloques

AT

~ =~ _ t _ -0 e V(1) _ 0 A(T)

(1)@ Vg (1) =Us(7) 0, @ VEUL(7) = [e_lATVE(T) 0 = A(T)Jf L (A9)
en la expresién anterior hemos definido Vg(7) = /727 Vze 57 ademds es evidente que Vg(7) =
Ve (7). Utilizando la notacién Z%(7) = f+[  dr---d7y, e insertando (A.9) para cada 7, en (A.8)

t>11>...>7,>0
obtendremos la siguiente expresién para el operador de eco:
Nk gk 0 A(m)| 0 A(mi)
M) = 30" 7() [A(n)T o a0 (A.10)

En general la sumatoria (A.10) puede descomponerse en dos partes, una que contenga térmi-
nos pares y la otra términos impares. Para los términos pares tendremos que el producto de las
matrices de bloques puede ser expresado como

M 0 A(me) | _ | Par(T) 0
H[A(Tk)T 0 ]_[ 0 ng(T)T]a (A.11)

j=1
en donde se ha introducido, por conveniencia, la notacién

P (1) = A(11) A(72) "+ A(Tap-1) A1) . (A.12)

Qak (1) = A(rar) T A(Top-1) - A(2) TA(T1). (A.13)

Por otro lado, para los términos impares tendremos

2k+1 0 A(T )
H |:A(7’;€)Jr Ok ]

j=1
_ | Por(T) 0 0 Ao ()| 0 Posr (1)
i [ 0 Q%(T)Jy] [A%“(T)T 0 ] B [Q%H(T)T 0 (A.14)
noétese que
Popi1(7) = Por (1) A2ks1(7), Yy Qa1 (T) = A1 (7) Qi (). (A.15)

Entonces, podemos escribir el operador de eco como

IR Ly Po(T) 0
M) = 3 () {I ( )[ . Q%(T)T]

—i\ I2k+1(_’_) Q%E(T)T P2k+01(T)]} , (A.16)
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y su matriz Hermitica conjugada como

t N o Py(a)f 0
M(t) —l;)( Az)l{le( )[ 20 sz(a)]

+i>\I2l+1(a) P2l+?(a)”r Q2l+01(a):|}7 (A17)

sustituyendo las ecs. (A.16) y (A.17) en (A.6) y realizando los productos indicados, encontrare-
mos términos que contienen unicamente bloques de la forma Ps,(7)0q ® 0p@2i+1 () los cuales
involucran potencias impares del producto de las matrices A(7) y A(a) que al promediar so-
bre el esemble resultaran ser iguales a cero, sobreviviran solo aquellos términos que involucran
potencias pares, por lo tanto

[}

T o)’
a(t) = 3 (-3 {IQk(‘F)IQl(a) [P2k0( ) Qz:zr)*]gq@é’ff [szg ) le(za)]

k,1=0
Pois 0 .
ok 1(7-)] 0q ® OF [P2z+1(a)T Q2 S(a)]}7 (A.18)

+A2 I2k+1(‘r)l—2l+1(a) |:Q . O(T)T 0
2k+1

sustituyendo la expresion (A.18) en (A.7) obtendremos, en principio, la evolucién de cualquier
estado inicial del sistema reducido. En lo que sigue estudiaremos algunos casos de particular
interés.

A.2.1. Evolucion del eigenestado g}*

El estado inicial del sistema reducido puede expresarse a través de los vectores base como
04 = 0,7 =10){0], con lo que obtenemos

Pu(r) 0 Nfee O\[Pa(a)" 0 ]_(Pu(r)osPu(a)’ 0 (A.19)

0 Qa(m)T|\ 0 0 0 Qu(e)| 0 0 '
0 Poy1(T) (QE 0 0 Qa1 (a) | _ [0 0 (A.20)

Qars1 ()T 0 0 0)|Pyni(e) 0 0 Qaki1(7) 0EQ21:1 () '

sustituyendo esas dos expresiones en (A.18) se llega a

N S [ \2vk4 % (1) T () Por (1) 0 P () 0 ]
Q(t)—kéo( %) [ 0 A2 T2 () T2 () Qopest (1) 05 Qoter (@) |
(A.21)

en este caso resulta que o,*(t) = 9,°(¢) = tr[(2(¢))rmr], por lo tanto (A.21) es la justificacién
de (3.4). Adicionalmente, hemos demostrado que

r(t) = i (-AHFT2R ()T (@) tr [(Por(T) 05 Par() )y | (A.22)
k,1=0

L-r(t) == > (A 2 ()T (@) tr [(Qoke ()T 0p Qo1 () rur ] - (A.23)
k,1=0
A.2.2. Evolucion del eigenestado g}”
El eigenestado de la matriz de Pauli o, con eigenvalor +1 puede escribirse como

0= 03" = 5 (10)0] + 111+ 0)(1] +[1)(0]) (A20)
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entonces, para conocer la evolucién de g;”, primero tenemos que encontrar como es la evolucién
de cada uno de los vectores que aparecen del lado derecho de (A.24), esto se sigue de la linealidad
del canal cudntico A;:

0g" (1) = Mefog”] = %(At[IO)(Ol] + A[[D LT+ Ae[JO) (L[] + A [[1)(O[])- (A.25)

El primer término corresponde a ¢,*(t) y ya se calculd, el resultado estd dado por la ecua-
cién (A.21). Asi, solo queda calcular la evolucién de los tres términos restantes.

Evolucion de |1)(1]

Tenemos

Py (1) 0 0 0)\[Pu(a)? 0 o 0
[ 0 sz(T)T] (0 QE) [ 10 sz(a)] - [0 Qan(T)' 08 le(a)] (A.26)
[ 0 P2k+1(T)] (O 0 ) [ 0 Q21+1(a)] _ [P%H(‘,-) 05 Posi () 8] A2m)

Qor1 ()} 0 0 or)|Pusi(c) 0 0
sustituyendo en (A.18)
) 272k+1 20+1 T
Y _\2yket | M) T (@) Pogean (T) 08 Paisa (@) 0 ]
o) k;o( ) [ 0 I (1) () Qak(T)" 08 Qui(c)
(A.28)

El procedimiento es similar para los otros dos vectores.

Evolucién de |0)(1]

Se tiene que

Py (1) 0 0 Py(a)f 0 |[_|0 Pau(m)orQau(a)
] [ ()| AN i A I
0 P2>+1(T) 0 OFE 0 Q2+1(a) _ 0 0
[sz(r)* o ](o t))[PM(oz)T "0 ]‘[Q%H(T>*9Epzl+1(a)* o] (&.30)
por lo tanto
R [ \2vk4 0 I?%(7)I% (o) Par (1) 0£Qa ()
Q(t)_k,%;o( A ) |:)\21-2k+1(’7')1—2”1(a)Q2k+1(T)TQEP2l+1(C¥)T 0 ]

(A.31)

Evolucién de [1)(0|

Para el ultimo vector

Po(T) 0 0 Py(a)f 0 . 0 0

[ 0 Qui T>*] (@E 0)[ 0 Qm(a)] ) [sz(rmpm(a)* o] (432)

[ 0 P2k+1(7'):| ( ) [ 0 Q2l+1(a)] _ [O P2k+1(T)QEQ2L+1(a)] ’ (A33)
o O

Qars1 ()" Pyri1(a)f 0 0 0
entonces
N N [ \2vk4 0 )‘2I2k+1(T)IQlﬂ(a)P2k+1(T)QEQ2l+1(a):|
2= 2. (X [ﬁ’“(r)ﬂ%a)cz%(r)*gEPm(aﬁ 0 -

(A.34)
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La evolucién del eigenestado o;” en el cuadro de interaccién estara dada por la mitad de la
suma de las ecuaciones (A.21), (A.28), (A.31) y (A.34) una vez que se tome el promedio sobre
el ensemble y la traza parcial sobre los grados de libertad del entorno. Dado que el canal es
unital, como puede deducirse de le ecuacion (3.21), la suma de los dos primeros términos en el
lado derecho de (A.25) resulta en la identidad, por lo tanto, tenemos que (de regreso al cuadro de
Schrédinger):

-1 Jy V]

en donde

2(t) = &' i (A2 T ()T (@) (Par(@) ' Qai (7)) + NPT ()2 (@) (Pat1 (@) Qaran (1) 1)]

k,1=0
(A.36)
y () =tr[{---0p)rMmr]- Con esto queda justificada la ecuacién (3.2).
A.2.3. Evolucién del eigenestado gy’
Este eigenestado puede escribirse como
1 .
0q = 2g" = 5 [10MO] + [1){1] + i(=-[0)(1] + [1)(01)], (A.37)

notamos que es muy similar al caso (A.24) tinicamente difiere en la unidad imaginaria y en un
signo, siendo asi una demostracion casi directa en donde se obtendra que:

09" (1) = % [zyl(t) Zy(f)*] (A.38)

en donde

zy(t) = ie'™! i (=AM ()T (@) Par(@) ' Qai (7)) = T2 (1)Z* () (Pare (@) Qaran (1))

k,1=0
(A.39)
quedando asi justificada la ecuacion (3.3).
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