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RESUMEN

Este trabajo es un estudio numérico sobre la dindmica del gran océano de la luna Europa.
Las fuerzas de mareas provocadas por la presencia de Jupiter, calientan el manto rocoso
de Europa bajo cierto distribucién de temperatura, y éste, a su vez, calienta el océano,
provocando movimiento mecanico por conveccién térmica. Se presenta el conjunto de
ecuaciones que describe la dindmica del sistema a partir de las leyes de conservacion de
masa, momento y energia. Se resuelven las ecuaciones gobernantes de los termo-fluidos
considerando incompresible al fluido, en régimen laminar, haciendo uso de la aproximacion
de Boussinesq para conocer el perfil de velocidades y de temperatura en el océano. Se
presenta el algoritmo numérico para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales a través
del método de diferencias finitas en tres dimensiones. Se simulan varios casos de interés

bajo parametros distintos, como la variaciéon de la profundidad del océano.
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Capitulo I

/
0’0

INTRODUCCION

Europa [yur-ROH-pah] es uno de los 79 satélites naturales de Jupiter. Las més grandes fueron
descubiertas por Galileo Galilei: Ganimedes, [o, Calixto y Europa, en orden descendente
a su tamano, también llamado sistema joviano. Europa es la luna que més intriga a la
comunidad cientifica, su superficie es de las méas brillosas del sistema solar debido a la
reflexion del Sol sobre su capa de hielo. La observacién sobre este sistema comenzo en el

siglo XVII, sin embargo, recientemente se ha comenzado a aprender sobre ellos [1].

Terreno
Corteza de cadtico
Hielo ~_

Manto
rocoso

Nicleo de
Corteza de /

Hielo Capa de
S1llcatos A ———

‘gxa,ln&o _“"
"‘b- ~ unamezcl
agua con hielo

—~ Hierro

Modelo de dos capas
(Roca-Hielo)

Supone un nticleo rocoso y una corteza

EUROPA de hielo

Figura 0.1: Esquema de la estratificacién de la luna Europa.

El 20 de agosto de 1977 la misién Voyager 2 comenz6 su travesia rumbo a Jupiter, llegd a
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éste el 9 de julio de 1979, dos semanas después, el 5 de septiembre de 1977, fue lanzado el
Voyager 1 que llegé a Jupiter el 6 de enero de 1979, ambas sondas se convirtieron en las
primeras en obtener imégenes de 800 x 800 pixeles mostrando a detalle la superficie de
Jupiter, Saturno y algunos de sus respectivos satélites naturales. A raiz de las evidencias,
se propuso una nueva mision exclusivamente sobre el sistema joviano. Asi la sonda Galileo
puso rumbo a Jupiter el 18 de octubre de 1989 llegando el 7 de diciembre de 1995, en
esta ocasién se tomaron fotos de mayor calidad hasta 6 m/pixel en los sobrevuelos a
Europa, los cuales mostraron que en la superficie de Europa y Ganimedes existen cuar-
teaduras o patrones de quebraduras que intrigaron a la comunidad cientifica, fo dejo ver
fumarolas de la actividad volcanica en su interior y Calixto mostré ser el satélite natural
mas golpeado por meteoritos del sistema solar. La sonda espacial Galileo contaba con
16 sofisticadas herramientas de medicién, algunos de ellos incluian un magnetémetro,
espectrometro, un instrumento de plasmas para detectar particulas cargadas de altas y
bajas energias y un detector de polvo cdsmico [3]. Es importante senalar que la sonda
Galileo detecté en Europa un campo magnético inducido por la variacién en el campo
magnético de Jupiter lo que sugiere una capa interna conductiva, a priori; la posibili-

dad de encontrar agua salada en estado liquido debajo de la superficie congelada de Europa.

La figura 0.1 muestra la posible estructura interna de Europa, el cual se cree que posee
por el mosaico de imégenes captados por la astronave Voyager en 1979 [1] y por los
datos gravitacionales y de campo magnético medidos por la astronave Galileo en 1995 [3].
Su estructura interna infiere un nticleo metélico de hierro o niquel dibujado de amarillo
palido/blanco, el manto rocoso estd compuesto principalmente de silicatos, lo rodea una
capa de agua en estado liquido o una mezcla de agua y hielo que, a su vez, esta cubierto
por una capa de hielo. La morfologia de la superficie de Europa es cadtica, debido quizas a

los efectos de conveccién que mueven las placas de hielo y hacen emerger hielo jéven [1].

En diciembre de 2012, el telescopio espacial Hubble capturé el espectro ultravioleta de
Europa en busqueda de emisiones de plumas de vapor, encontraron actividad de moléculas

caracteristicas del agua en el hemisferio sur de Europa, estiman que las plumas de vapor
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(a) fo (b) Europa

Figura 0.2: Imédgenes tomadas por la astronave Voyager 2 en 1970’s. (a). Las 4reas marrones estdn cubiertas probablemente
por azufre, mientras que las dreas oscuras son calderas volcdnicas con secciones de hasta 200 km. [2]. (b). Las zonas cafés
oscuras son material rocoso que emergen del interior o por fuentes externas, las demas zonas es hielo, largos patrones de
quebraduras se muestran en esta costra de hielo. Destaca en uno de los hemisferios un impacto por meteoro de 50 km de

didmetro. [1]

alcanzaron una altura de 200 km sobre la capa de hielo, las plumas se presentaron cuando

Europa estaba cerca de su apocentro y no fueron detectadas en su pericentro, afirma Lorenz

Roth [4].

Este 1ltimo articulo nos habla de una fuerte actividad geotérmica en el interior de Europa,
pero jde donde viene esa energia que transforma al agua liquida en vapor de agua? Existen
modelos fisicos que explican este fenémeno, la mas acertada es el modelo de la influencia
grativacional de Jupiter sobre sus lunas que da lugar a las fuerzas de mareas que producen
la energia suficiente para el proceso de evaporacién. Una evidencia contundente de la
disipacién de energia por fuerzas de mareas producidas por Jupiter es la actividad volcanica
en la estructura interna de o, véase figura 0.2-(a), una estimacién de la cantidad de
energfa disipada en éste es de aproximadamente 2.25 Wm~2 [5,6], con un radio de 1822
km y suponiendo una distribucién de flujo uniforme lo cual implica una luminosidad de
9.39x10'8 ergs s!, si se encuentra en equilibrio térmico, esta tasa de pérdida de energfa

deber ser lo suficiente para calentar el material rocoso y asi producir, por mareas, el magma
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volcanico. Lo que lleva a los astronomos a indagar que esta misma actividad volcénica
pueda producirse en la iltima capa del manto rocoso de Europa, es decir, pruducir el calor
suficiente para derretir, no solo la roca, sino también la corteza de hielo, y asi formar el

gran océano de la luna Europa.

En este trabajo se hace un estudio de la dinamica del océano de la luna Europa resol-
viendo las ecuaciones gobernantes de los fluidos laminares e incompresibles, obteniendo
sus propiedades fisicas tales como la velocidad, presion y temperatura y adaptando las
condiciones de frontera del sistema fisico al sistema de ecuaciones que describen ese sistema.
Se resolvera el sistema de ecuaciones diferenciales parciales con la implementacion del
método de diferencias finitas, se establecera un algoritmo para su implementacién en

cualquier lenguaje de programacion. Bajo este modelo, los objetivos particulares son:

= Conocer el perfil de temperatura en el océano bajo condiciones de fronteras en acuerdo

a modelos de fuerzas de mareas.

= Saber si existe transporte de temperatura por conveccién térmica hacia los polos de

la luna.
= Conocer el campo de velocidades del océano.

= Encontrar las zonas de maxima velocidad de fluido, esto es, conocer las zonas cuyas

corrientes marinas son rapidas.

= Obtener resultados bajo pardmetros distintos.
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/
0’0

MARCO TEORICO

Este capitulo es un compendio de la teoria necesaria para el estudio de la conveccién térmica
en fluidos incompresibles. Un estudio tedrico y completo puede consultarse principalmente

en [7] y complementariamente en [8] y [9].

8 1.Conservacion de Masa

Si se toma una pequena cantidad de fluido y se observa su comportamiento mientras
transcurre el tiempo, éste puede cambiar de forma pero su masa permanece constante, lo
que da lugar al principio de conservacién de masa el cual matematicamente es expresado
como colocar la derivada material D/Dt, donde t es el tiempo, de una masa de fluido
contenido en un volumen V', el cual es fv pdV . igual a cero, donde p es su densidad, esto se

traduce como

D
= [ pav =o. 1.1
Dt/vp 0 (1.1)

Usando el teorema de Raynolds, Apéndice A, la ec. (1.1) es equivalente a,

/v {% +V- (pﬁ)} dv =0, (1.2)

donde 1 es el vector velocidad asociado a la masa de fluido m contenido en V' medido desde
el sistema Euleriano, véase figura 1.1, V- es la divergencia y sus derivadas estan definidas
en el sistema Euleriano. Como el volumen de control dV se eligié arbitrariamente, la tinica

solucién para la ec. (1.2) es que el integrando sea colocado como cero,
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ap L
% + V- (pu) = 0. (1.3)

Si la densidad de masa de una cantidad de fluido permanece aproximadamente constante
p(7,t) =~ cte —jpero distinto de cero!—, también su volumen V' permanecera constante, a

este tipo de fluido se le conoce como incompresible y satisface, usando (1.3),

Vi =0, (1.4)

a esta ultima expresion se le conoce como ecuacion de continuidad.
(A)

av

t t+ At

t A

Figura 1.1: Comparativa de dos sistemas de medicién para un fluido de masa m a un tiempo t y, posteriomente, a un
tiempo ¢t + At. (A). Lagrangiano. En este sistema de referencia, la malla es colocada en el fluido, por lo tanto se mueve
con el fluido; es deformable. (B). Fuleriano. La malla estd fija en el espacio, el fluido se mueve a través de las celdas dV/

(volimenes de control); es indeformable. Los flujos de masa, momento y energia son simulados en las caras de las celdas.
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8§ 2.Conservacién de Momento

Se considera una cantidad de masa de fluido desde un sistema de referencia Lagrangiano,
la tasa de cambio de su momento de inercia sera la suma de todas las fuerzas externas
actuando sobre la masa de fluido, tales como fuerza gravitacional, electromagnética, de
flotacién, entre otros. Si el vector f representa la fuerza de cuerpo por unidad de masa, la

fuerza neta actuando sobre una masa de volumen V serd

ﬁemt = / pfdv (21>
|4

Ademas, se considera las fuerzas de superficie, como son la friccién, si P es un vector de
superficie que representa la fuerza superficial resultante por unidad de area, la fuerza neta

superficial externa actuando sobre la superficie S contenidad en V' es

Foup = / PdS. (2.2)

S
De acuerdo a lo establecido arriba, la suma de las fuerzas resultantes es igual a la tasa de
cambio de momento. La masa por unidad de volumen es p y su momento es pi, asi que el
momento contenido en un volumen V' es fv pudV . Por lo tanto, la expresion matematica

resultante de la ley de conservacion de momento es

D[ . L
E/VpUdV: Fsup+Fext7

= / PdS + / pfdv. (2.3)

S v
Si el volumen de control es un paralelepipedo de volumen dV = dxdydz, el vector P puede
ser escrito como el producto del tensor de esfuerzos por la normal de cada una de la caras

del volumen de control, es decir P = h. Usando el teorema de Gauss, Apéndice A, el

primer término del lado derecho de (2.3) es escrito en un sistema Euleriano como

a — —
/ (ptd) YV (piod)|dV = / V-?dVJr/ pfdv, (24)
v ot v v
donde @ ® U = (uguy + urug + urus, Ugly + Uy + UgUs, Uty + Usly + ugug). Igualando el

integrando, se tiene
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O(pit . .
—(gf) +V-(puou)=V-0o+pf, (2.5)

reescribiendo el lado izquierdo de la ec. (2.5)

ou  _dp q L - 7
p—+u—p+uV-(pu)+p(u-V)u:V~§>—|—pf, (2.6)
ot ot
por lo tanto, usando la ec. (1.3), la ec. de conservacién de momento en un sistema euleriano
queda
ou . . o >
pa—l-p(u-V)u:V-aijf. (2.7)

Para un fluido newtoniano, véase [7, pag. 26-29], el tensor de esfuerzos estd relacionando

<~
con el tensor de esfuerzos cortantes T como

4
0 =—pb+T, (2.8)

<
donde p = p(z,y, z,t) es la presién, § = J;; es la delta de Kronecker, 7 estd definido como

o ouy, Ou;  Ouj
T =Ty = )\51] aa:k + (8.25] + axl) ) (29)

por lo tanto,

= 80’1']' . 0 Guk 6u1 an
Vo= N ZT; |: péw—l—)\éwai‘k—l—,u(aJT]+8$1):|’

_ 0 (0w, 9 [ (w0
a an (91:]- 8SL’k (91:1 " al‘j 8$Z ’

_Op N 0 )\auk N 0 (O N 0?u
- Ox;  Ox; \ Oxy . dx; \ Ox; 0x;0x; |’

si se cosidera un fluido incompresible, se cumple que, por (1.4), V - 4 = du, /0x, = 0, la

divergencia del tensor de esfuerzos queda entonces
V.0 =—Vp+ uV3i. (2.10)
Sustituyendo la ec. (2.10) en la ec. (2.7) se obtiene

ou

py + ol V)i = —Vp + pV3i + pf, (2.11)
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que es la conocida ecuacion de Navier-Stokes, el cual se utiliza en casi todos los problemas
en la dindmica de fluidos. Nétese que la ec. (2.11) no contiene un tensor de esfuerzos
explicito, en su lugar una nueva variable p es encontrada. La ec. de Navier-Stokes consta
de tres ecuaciones diferenciales parciales no lineales —una para cada componente de la
velocidad—. Esta ausencia de linealidad se puede notar en el segundo término del lado
izquierdo el cual es llamado el término convectivo de la velocidad, esto se traduce a que
una porciéon de fluido se transporta por el propio movimiento del fluido, mientras que el

segundo término del lado derecho es conocido como el término difusivo de la velocidad.

8 3.Conservacion de Energia

Un sistema termodindmico en equilibrio es gobernando por la primera ley de la termo-
dindmica. Sin embargo, una cantidad de masa de fluido en un sistema lagrangiano, en
general, no es un sistema termodinamico en reposo -mucho menos en equilibrio—, por lo
tanto la primera ley de la termodindmica es considerado a ser la suma de la energia interna
por unidad de masa e y su energia cinética %ﬁ -4 [7]. De esta manera la energia total Er

contenida en un volumen V es

1
Er = / (pe + §pﬁ- w)dV, (3.1)
v

de esta forma, se tratar el principio de conservacién de energia en un fluido. Hay tres
aspectos que se deben considerar que contribuyen con la energia interna del sistema, el
trabajo realizado por esfuerzos sobre la superficie del volumen de control por unidad de
tiempo Witress, €l trabajo realizado por fuerzas de cuerpo por unidad de tiempo Wy y el

calor que sale del volumen de control por unidad de tiempo Qou:.

m%m:/wﬁw, (3.2)

S

o (3.3)
1%

sz—/iﬂw, (3.4)
S
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donde P es el vector de esfuerzos por unidad de &rea, f es el vector de la fuerza de cuerpo
por unidad de masa y ¢ denota el flujo de calor conductivo cuya magnitud es calor por
unidad de tiempo por unidad de area, n representa el vector de superficie en las caras
externas del volumen de control. La tasa de cambio de la energia total, para una masa del
fluido arbitraria, es igual a la tasa de trabajo realizado por la masa — por esfuerzos y por

fuerza de cuerpo — mas la tasa de calor que abandona la masa, esto es

D
—F :Ws ress w out)
DT tress T Wi+ Qout

que por la ec. (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4),

D

1
— (pe+§pﬁ-ﬁ)dV :/

ﬁ-ﬁdSJr/
Dt Jy s

ﬁ-pde—/q-ﬁds. (3.5)
\% S

Aplicando el teorema de Reynolds, Apéndice A con o = pe + % pu - U a (3.5) se tiene

/V{E<pe+§pu'u)+v'(pe+§pu~u>u}dV
:/ﬁ-ﬁd8+/ﬁ-pde—/cj-ﬁds. (3.6)
S 14 S

=4 ’ . ~ A .
Recordar que el vector P esta relacionado con el tensor de esfuerzos P = on visto en (2.4).
Si se considera esta ultima relacién y se aplica el teorema de Gauss, Apéndice A, para el

primer y tercer término del lado derecho de (3.6), se obtiene

[ G (s o) 9 (s o) v
:/{v-(a§)+ﬁ-pf—v-(j}dv. (3.7)
\%

Dado que V es arbitraria, la igualdad se cumple para el integrando de ambos lados dejando

0 —1—1 u-u | +V —1—1 TRETR TS
BN pe 2pu U pe 2pu u|u
— V- (do)+id-pf—V-q (3.8)

Después de algo de algebra y aplicando conservacién de masa (1.3) a (3.8), ésta tltima

ecuacion puede ser reescrita como
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Oe . . ou Lo .
pp + ol Ve +pii - S+ pit - (- V)i
:g.(v.g’)+(?-v)-ﬁ+ﬁ~pf—v'q (3.9)

Nétese que en (3.9) si se aplica la conservacién de momento (2.7) en producto punto con el
vector 1, el tercer y cuarto término del lado izquierdo se cancela con el primer y tercer
término del lado derecho, el cual nos lleva a la ecuacion de energia

B o
pa—j+p<a-v>e:(a-v>-ﬁ—v-q, (3.10)

esta ecuacion representa el balence de la energia térmica del fluido, el lado izquierdo
representa la tasa de cambio de la energia interna y el transporte de energia por conveccion,
mientras que el lado derecho trata con la causa de la generacién de la energia interna, como
es la tasa producida por esfuerzos sobre las caras de los volimenes de control y la tasa de
energia que sale de estos por conduccion. Si se relaciona nuevamente el tensor de esfuerzos
con el tensor de esfuerzos cortantes como en la ec. (2.8) en la ec. (3.10) asumiendo un

fluido newtoniano, la ec. de la energia es reescrita como

pam(a-we:—pv-m(?-V)-ﬁ—v-q. (3.11)

8 4.Ecuacién de transporte de Energia

En esta seccién, se quiere saber los efectos que tiene el cambio de la temperatura dentro
del mismo fluido. Cuando una porciéon de masa dentro del fluido, en presencia de un
campo gravitacional, se calienta, aumenta su volumen y su densidad disminuye, haciendola
mas ligera y forzandola a subir, en contraste, si la porcién de masa se enfria, su volumen
disminuye y su densidad aumenta, el cual la hace mas pesado causando su hundimiento,
a este efecto se le conoce por conveccion térmica [7,8]. Las fuerzas de cuerpo del tipo
flotacion se caracterizan por ser cambios en la densidad del fluido. Sin embargo, aunque la
ec. de continuidad y de Navier-Stokes tiene explicitamente incorporada la densidad p, no
constituyen un conjunto completo de ecuaciones para conocer los efectos de la fuerza de

flotacién, es necesario introducir la ec. de transporte de energia para conocer el campo de
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temperatura 7" del fluido. Para obtener una ec. de la temperatura 7', se aplica la definicion

de entalpia h,

h=e+p/p,

en la ec. (3.11) para un fluido incompresible en el que se satisface la ecuacién de continuidad

(1.4), entonces se obtiene

d(h —p/p)
P~ ot

de esta forma se usa la suposicién de Tannehill [10], asume que el fluido es un gas

+pli-V)(h=p/p) = (T -V)-i -V -q, (4.1)

caléricamente perfecto en el cual existe la siguiente relaciéon

h =¢c,T, (4.2)

donde ¢, es el calor especifico a presion constante, asi se incorpora la relacién (4.2) en la ec.

(4.1) para obtener,

or o oy o
pepgp + (- V)T = (7 V)@=V -q. (4.3)

Finalmente, Tannehill asume la ley de Fourier para la transferencia de calor y escribe el

vector ¢ como

i= —kVT, (4.4)

donde k es el coeficiente de conductividad térmica, dejando a la ec. (4.3) como,

pCp (%—Z + (U - V)T) — V- (kVT)=(7-V) -1, (4.5)

que se llamara ecuacion de transporte de energia, en ella se encuentra un término fuente
para la temperatura derivado de esfuerzos mecanicos, un término convectivo que transporta

la temperatura con la propia velocidad del fluido y un término de difusién de temperatura.
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§ 5. Aproximacién de Boussinesq

En este punto, se aplica la aproximaciéon de Boussinesq, el cual dice que la densidad del
fluido permanece constante excepto en el término de flotacion; todas las deméds propiedades
del fluido permanecen constantes, adicionalmente se desprecian las contribuciones del
término de esfuerzos cortantes y la conductividad térmica k es constante. De esta forma se
conserva la incompresibilidad de la ec. de continuidad (1.4) y que, en la ec. de Navier-Stokes
(2.11), la densidad varia s6lo en la fuerza de cuerpo. Bajo esta suposicién, en la ec. de
Navier-Stokes se modifica el iltimo término del lado derecho para tomar la forma

i
p (a—z + (u - V)ﬁ) = —Vp+ uV?i+ p(T)g, (5.1)

en donde
p(T) = p[l = B(T' = T )], (5.2)
en el cual T, es la temperatura caracteristica del fluido y 3 es el coeficiente de expasion
térmica. La ec. de transporte de energia (4.5) toma la forma
oT

pCp <E + (@ - V)T> = kV*T, (5.3)

el cual carece de un término fuente para la temperatura 7. El rango de validez de la

aproximacién de Boussinesq puede ser consultado en [8, pag. 130].

8 6. Ecuaciones gobernantes

Se definen las ecuaciones gobernantes para tratar con problemas en donde la temperatura
del fluido es relevante. Se cuenta con cinco ecuaciones diferenciales parciales derivados de
las leyes de conservacion, para encontrar las cinco incognitas i, p, T'; una ec. de continuidad,
tres ecs. para la conservacion de momento en cada una de las direcciones y una ec. para la

temperatura, respectivamente. Dicho sistema de ecs. se resume en

ou Ov Ow
%+a—y+$—0, (6.1)

@—l— @+ @—l— Ou  10p , 82u+82u+82u
“ ! v ox?  0y*> 022

ot ' ox ' dy 0z  pox )+(1—B(T—Too))gz, (6.2)
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I R R
“ !  poy ox?  Oy? 022

o )+ (1= 5 = T, (63

8_w+ a_w+ a_w+ 8_w_ 1@ , 32w+82w+82w
“ ! Yo T ox?  oy* 022

ot ox oy 0z _;82 ) +(1=B(T-Tx))g=, (6.4)

2 2 2
or or  or oT . (8 T 0T 0 T) , (6.5)

ot Yor Ty TVas 022 Tap T on

ko5 la difusividad térmica, en principio, el sistema puede tener solucién bajo

donde o = 2
pCp

las condiciones de fronteras e iniciales adecuadas y explicitamente dadas.

6.1. Adimensionalizacion

En el proceso de adimensionalizacion se introducen magnitudes caracteristicas del fluido,
su finalidad es la reduccién o amplificacion de las dimensiones fisicas, por lo general,
siempre se busca una reduccién en las dimensiones del problema a tratar. Ademas, tratar
con numeros adimensionales beneficia al ambito computacional en la representacion de
grandes nidmeros de la simulacién [9]. Cada magnitud fisica tiene su propia —pero no tinica—

adimensionalizacién, se introducen las siguientes cantidades adimensionales

S A Lo P puZ, F =T ~Te)b (66)
T-T. L
T*_ o0 >k —
TH_TC7 g gog’

donde L es una longitud caracteristica, u,, es una velocidad caracteristica y p,, es una
presion caracteristica del sistema, mientras que Ty y T son las temperaturas en el fluido
més altas y més bajas respectivamente. Introduciendo las cantidades adimensionales (6.6)
en el sistema de ecuaciones (6.1)-(6.5) y después de un poco de algebra, el sistema se

reescribe como

+-— =0, (6.7)
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+u +v +w = pes + BN + 92

ou* ou* ou* ou* _%+i v 0Pur 0%u*
ot* ox* oy* 0z* Jx* Re

)+<1—B*T*>g:;, (6.8)

ov* op* 1 (8%* o*v* 0%

fwt—— = — + +
ax*Q ay*Q 82*2

—+—= 1-8"T%)g:, (6.
oo Tt dy* oz 8y*+Re >+< I (69)

ow* N L Ow* N L ow* N Low'  op* N 1 (P N O*w* N D*w* (1= BT
ot " o Y oy* Y T T 92 Re \ 9z oy*? 022 2>
(6.10)
ot | T 0Tt 0T 1 (PT 9T 6T 6.1)

ot o oy* Y92 T RePr \ 9z oy*2 022 )7 '

donde Re = L“T"o es el numero de Reynolds y Pr = = es el nimero de Prandtl. El ntimero
de Reynolds se define como la relacion entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas
presentes en el fluido, por su parte, el nimero de Prandtl se define como la relacién entre
la velocidad de difusién de movimiento y la velocidad de difusién de calor [11,12]. Ambos
numeros permiten variar los efectos de conveccién y difusién en el fluido, por ejemplo,
cuando el nimero de Reynolds es grande, el término difusivo en la ec. de Navier-Stokes
y la ec. de temperatura es despreciable y los efectos convectivos son notables. Las ecs.
diferenciales parciales adimensionales que conforman el sistema (6.7)-(6.11) serdn llamadas,

de aqui en adelante, las ecuaciones gobernantes de la dinamica de los termo-fluidos.



Capitulo 11

/
0’0

EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

En general, el sistema de ecuaciones (6.7)-(6.11) no se puede resolver de forma analitica, es
decir no es posible encontrar una expresién matematica que proporcione toda la informacion
sobre 4, p y T. Sin embargo existen muchos métodos numéricos para aproximar la solucion
del sistema de ecuaciones gobernantes con un error bajo, entre estos métodos se encuetra el
método de diferencias finitas. El método consiste en aproximar el valor de una derivada que
estd evaluada en un punto discreto! en el espacio o en el tiempo a través de una serie de
Taylor. Truncar la serie de Taylor hasta orden [ + 1 dara al método la precisién requerida,
generalmente se toman los términos de orden [ = 2, 3, es por esta razén que el método
de diferencias finitas es de bajo orden. En particular, la ecuacién diferencial se reduce
a un sistema de ecuaciones algebraicas donde el valor de su solucién es conocida en los
puntos discretos. Para més informacién del método de diferencias finitas consiltese [13].
En este capitulo se dara a conocer el procedimiento numérico para resolver el sistema de
ecuaciones (6.7)-(6.11), empezando por la discretizacién del operador derivada por series
de Taylor hasta el método del mallado escalonado. Se dan las condiciones de estabilidad
que aseguran la convergencia hacia la solucién, construyo el algoritmo y, después, se podra
escribir en algin lenguaje de programacion. Se presenta algunos ejemplos que se obtuvieron
como resultados de la implementacién del método de diferencias finitas y su contraste

analitco-experimental, validando asi el cédigo numérico.

'La discretizacién se refiere a pasar de un problema en el continuo a considerar un niimero finito de

puntos.

16
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§ 7.Férmulas de discretizacién

Si se hace uso del teorema de Taylor, Apéndice A, para aproximar una funcién f a través
de un polinomio de grado [ = 2, al rededor de ay = x; un punto arbitrario en [0,a] y se
quiere conocer el valor de la funcién en el punto z = x; + dx = z;,:.2 El valor de este

polonomio esta dado por

1
Ti
flxi+0x) =~ f(z;) + f'(@:)(z; + 6z — x;) + / 2(' )(xz + 0z — 2;)%,
si se despeja la derivada f'(x;) = % se encuentra que su valor discreto es

df (zi) _ fwiva) — fli) _ 5_xd2f(93i)

~
~

dx ox 2l dx?

dx ox (7.1)

Que por notacién estd definida como (7.1). El error local de truncamiento esta definido

Pqﬂ:ﬁﬂ—ﬁ'

i

CcOo1mo

dwd*f(z:)
20 da?

A la definicién (7.1) se le conoce como derivada progresiva.

O(dz) =

Si se escoge r = x; — 0x = x;_1, entonces

Cdf(xi)  f(wioy) = fla)  dxdPf(xi)

~

dx Sx 9l dx?

df1"  fi— fia
H e (79)

el cual se conoce como derivada regresiva. El error local es

i

_ ordf(x)
2l dx?

2Debido a que los subintervalos son de igual tamafio, por notacién, se define x; + dz = x;4,. Asi una

O(éx)

funcién f(z; + 6x) = f(zit1) = fir1-
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Si se quiere un polinomio de Taylor con [ = 3 y se escoge x = x; + dx y © = x; — 0x, se

tiene
N ) 50> Pf(r) 500 df(x)
f(zi+ ox) = f(x;) + oz TR N B N TR N R (7.3)
y
df(x:) o df(z:) 02° d’f(a
fla: — 6x) ~ f(x;) — oz Cgif )| 5 d;‘" ) _ o dif ) (7.4)
restando la ec. (7.3) y ec. (7.4), se tiene
df (;) ~ f(@is) — f(2ia) 4 %dgf(%‘)
de 20z 31 dxd
df1° _ firn = fin
[@] L (75)

a esta identidad se le llama deriwvada centrada, el error de truncamiento local de segundo

orden es

O(62%) = Lﬁm

3 da?
Notese que este error es mas pequeno comparado con el error local de las obtenidas en las
aproximaciones anteriores. Las identidades (7.1) y (7.2) son muy importantes cuando se
trata con condiciones de frontera de tipo Neumann, mientras que (7.5) es utilizada en los

puntos internos de la malla numérica debido a su bajo error. Para obtener el valor numéri-

co de la segunda derivada de la funcién f”(x;) basta con sumar la ec. (7.3) y (7.4), se obtiene

[dz_f] - fit1 _2fi+fi—1' (7.6)

dz? ox?
Anéalogamente se pueden obtener los valores discretos de las derivadas para [ﬁ} S [ﬁ] .
J

dy dz
df df
5, v [#],

Hasta aqui se ha tratado el valor numérico de las derivadas espaciales, ahora se debe consi-

derar una funcién f(x,t). Estas funciones dependientes del tiempo afiaden una coordenada
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mas, al igual que las espaciales, esta coordenada también puede ser discretizada en un
intervalo de tiempo [0, t.,4] con subintervalos [ndt, (n +1)dt] donde n = 1,2.. . tzq/0t — 1.3
Nuevamente usando el teorema de Taylor, se tiene

df (i, tn)  f@iyty +0t) — f(zist,) St df(a,ty)

~

dt ot 20 a2 7

df (n) - fi(nJrl) . fi(n)
[ﬂ e (7.7)

que se conoce como método de Fuler. Si las derivadas espaciales de f en una ecuacién

i

diferencial dependiente del tiempo son evaluadas al tiempo (n), se podra conocer el valor

de f al tiempo siguiente (n + 1), a este procedimiento se le conoce como método explicito.

§ 8. Tratado discreto de las ecuaciones gobernantes

Un conjunto de puntos Q = [0,1,] x [0,1,] x [0,1,] C R?® es dividido en imaz, jmaz, kmax
subintervalos de igual tamano 6z := I, /imaz, 0¥ = ly/Jmaz, 02 = 1. /kmas formando asi un
conjunto finito de puntos llamado malla numérica. Un vector ¥ = (z,y, 2)eS) es definido en

la malla como

7:;7j7k = ($i,yj, Zk’) = (Zél’,]éy, k62)7 (81)

coni=0,1,2.. . %az, ] = 0,1,2.. . Jpae vV kK = 0,1,2... k4. En esta malla se quiere

—(n+1) (n+1)

encontrar las incognitas o y T del sistema de ecuaciones diferenciales (6.7)-

ijk 0 Pigik ivjik

(6.11) de acuerdo al método de diferencias finitas. Se resuelven las ecuaciones gobernantes
en una malla numérica llamada red escalonada, en el cual las variables desconocidas no
son localizadas en el centro de la celda numérica, sino en las caras de la celda, como se
muestra en la figura 8.1. La celda (i, 7, k) ocupa la regién espacial [(i — 1)0x, idx] X [(j —
1)dy, 7oy] x [(k — 1)0z, kdz], y el indice correspondiente (i, j, k) es asignado a la presién y

a la temperatura en el centro de la celda. Si no se hace, supéngase el siguiente ejemplo, se

tiene un fluido incompresible unidimensional, la ec. de continuidad (1.4) es

3En un principio el valor de 6t es desconocido, este valor debe ser determinado de acuerdo a las reglas

de estabilidad numérica. Véase relacién (8.18).
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ou

— =0 8.2
ax ) ( )

la solucién analitica de la ec. (8.2) es una constante, sin embargo, haciendo uso de la

definicién (7.5) para un punto ¢ del dominio discreto queda

ol = 28r % (83)

Noétese que u; no aparece en la expresiéon y, en esta ocasion, podria tener un valor arbitrario,

C
[au] Uj41 — Ui—1

i
el problema ocurre si u posee valores alternos como, por ejemplo,

5 sl ¢ espar,

10 si ¢ esimpar,
el cual corresponde a un campo de velocidad altamente no lineal. Evaluando la expresién
(8.3) para i par, el resultado serd cero, si se evalua para ¢ impar el resultado también
serd cero, a este problema se le conoce como desacople par-impar [9,14]. Como solucién
se propone usar los operadores que consideran al vecino inmediato de la celda numérica,
como la derivada progresiva o regresiva, pero ;qué implicaciones tiene tratar con estos
operadores? Considere la siguiente demostracién con el uso de la derivada progresiva (7.1)

y la funcién discreta (8.4),

ou” Ui41 — Uy
il SN
L?x]i Az 7
_ Uit1/241/2 — Ui—1/2+1/2
2(Ax/2)
a c
-3 5)
O i+1/2
donde [%]f L1yp ©8 la derivada centrada para el indice i + 1/2 sobre una malla el doble de

fina, esto es, con tamano de paso Az/2, lo cual significa que si se recorre la velocidad la
mitad de la celda, y se evalia la derivada centrada para este punto, su valor discreto sera
distinto de cero. Esta es la razon por la cual se usa una red escalonada el cual desplaza las

velocidades hacia las caras de las celdas y evita el problema del desacople par-impar.
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Figura 8.1: Esquema en 3D de la red escalonada. La presién p; ; , y la temperatura T; ; , son colocados en el centro de la

celda numérica. Las componentes del vector velocidad ; ; x son colocados en las caras de la celda.

8.1. Discretizacién de las ecs. de Navier-Stokes y Energia

Las ecs. de Navier-Stokes y Energia cuentan con términos difusivos y convectivos que deben
ser calcudados en la malla escalonada. El término difusivo V2u puede ser discretizada

usando (7.6), el operador Laplaciano estd determinado en la malla escalonada como

o2 P*u N O*u N 0*u
Uijk = | 53 W) =)

sJy 2 2 2

0?5 L0Vl 1022 )55
Uik — 2Ui g+ Uis1 gk oy Yig1k 204 55 + Wi -1k
ox? 0y?
Wi j k1 — 2Ui j g + Wi jk—1
022 ’

para VZv, V2w y V2T el procedimiento es andlogo. La discretizacién del término convectivo

+ (8.6)

(- V)u, sin embargo, posee algunas dificultades, entre ellas la inestabilidad numérica por
ser un término no lineal, Griebel et al. [8, pag. 24] proponen reescribir el término convectivo

con el uso de la ecuacién de continuidad, se puede demostrar que (7 - V)u = V - (ui) si

V - = 0, esto facilita su tratado en la malla escalonada, entonces las derivadas %‘;2), %yv)

) : .
y (g;”) son discretizadas como

d(u?) L[ vkt ik ? [ Wimigk + Uik ?
or |, O 2 2
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1 i g + i1 gkl (Wajh — Uitr1jk) B i1,k + Wiggl (Wim1jk — Wijk)
ox 2 2 2 2 ’

{d(m})} 1 <<Uz’,j,k: 4+ Vir1k) Wik + Uiji1k) B (Vij—1k + Vigrj-1k) (Wij—1k + uzgk))
. 2 2 2 2

1 Vi ke + Vi1 k| (Wige — Wi k) _ Vi g1k + Vi1 j—1k| (Uij—1e — Wijk)
7oy 2 2 2 2 ’

d(uw) b ((wigk + wirngn) (Wige + Wigaee1)  (Wige—1 + Wirrje-1) (Wige—1 + Uijn)
i 2 2 2 2

n 1 Wik + Wit k| (Wijr — Wijk+1) B Wi j -1+ Wit jp—1] (Wijr—1 — Uijk)
752 2 2 2 2
(8.7)

El parametro v es un parametro de peso el cual toma valores entre 0 y 1. Las identidades

para V - (v)), V - (w) y V - (T'%) se encuentran en el Apéndice B.

Al inicio t = 0 los valores w, p y T son conocidos, el tiempo es incrementado en dt sobre cada
paso de tiempo hasta alcanzar un tiempo t.,q, al tiempo t,, todas las variables son conocidas
y asi para el tiempo t,,1 deben ser computadas. Entonces, siguiendo este esquema, la ec.
de continuidad, la ec. de Navier-Stokes y la ec. de transporte de energia son discretizadas

en la malla escalonada, introduciendo las abreviaciones

1 (*u  O*u O%u Ow?)  d(ww)  I(uw)] )
F™ =g — - -
igk = Yigk T ot Re \ 0z2 + Oy? + 072 ox dy 0z ’

()
m . 1 (Pv O v\ Ou) 9(?)  O(vw)
Gijp =0, + 0t {Re <8x2 + B + 922

IO = ™ 4ot {i (82w 0*w 82w> ~ O(wu)  O(wv)  I(w?) ()
1,055 ° B¥3

Re \ 0x2 + Oy? + 022
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son

o ov  ow]™
oot T =0 8.9
{3x+6y+8z}”k (8.9)
(n+1) _ a(n) +1) [op] Y
Uijg = Fijp+0t(1 = 5T N)g. — ot oz, (8.10)
- =47,
n n n 'a 7 (n+1)
v =G+ ot(1 - BT g, — ot a_p : (8.11)
- y lajak
(1) _ p () (n1) op] "
w;y) = Ly +ot(1 Bﬂjk)z—étgzlk, (8.12)
- 2,75

T = T+ ot {

i,5,k

1 <a2T LPT 82T> CO(Tw)  A(Tv)  O(Tw)|™
RePr \ 0z2>  0y?> 022 ox dy 22 P

(8.13)
La razoén por la cual el dltimo término del lado derecho de (8.10), (8.11) y (8.12) esta
evaluado en (n+ 1) es porque se estd siguiendo un esquema explicito para las velocidades e
implicito para la presién y temperatura, como en (7.7), es decir, el campo de velocidades al

tiempo t,, 11 es computada una vez que la presion y temperatura correspondiente es conocida.

El segundo término del lado derecho de las ec. (8.10), (8.11) y (8.12), es de tipo flotacién,
es decir, una fuerza de cuerpo que puede estar considerada implicitamente dentro de F; ; 1,
Gk Yy Lijr, sin embargo, esto no se hace debido a que la temperatura es evaluada en el
centro de la celda numérica mientras que F, G y L estan discretizadas en las caras de las
celdas, entonces se puede reescribir éstas haciendo una media para la temperatura de tal
forma que se conozca en las caras, entonces se tiene

n n+1) (n 1

n+1 n 1
Gijk = Gijx + 0t[1 — 5(7}(7]-,2 T jil 1)/ 219y,
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Lijx = Lijx + 6t[1 — ﬁ(Ti(,?,Zl Tz(?ﬁl)/ 2]g. (8.14)

Para conocer la presién al tiempo t,.1, se sustituyen las ec. de momento-presién con
términos reescritos (8.14) en la ecuacién de continuidad (8.9) evaluada al tiempo ¢, y se

obtiene

n M(n (n+1 (n+1)
[8u v aw] R P P + 9 (51582 Lk

or oy dy 0z ], ;4 - Oz 0x? dy oy?
(n+1)
+aL1]k 582 1,5,k —0
0z 022 ’

2 2 2 (n+1)
{3}? TP a} L (8.15)

922 "oy 022, ot

E)F 8G oL
8I Ay (92 ’
4,5,k

que es la ecuacién de Poisson para la presién el cual debe ser resuelta.

8.2. Condiciones de frontera

Para que el sistema discretizado (8.9)-(8.13) tenga solucidn, se debe dar valores a la frontera
para u, py T, esto es, se conocen los valores de la velocidad, presién y temperatura en el
limite de la region €2, i.e. 02, cada condicién toma una forma determinada en el mallado

escalonado y de acuerdo a la fisica que expresa, para las velocidades la condiciones son:

= No deslizamiento. La perdida de velocidad por friccién es total. Las velocidades

deben ser cero en la frontera, es decir

= Deslizamiento libre. No hay perdida por friccién en la componente de la velocidad
tangencial. La componente normal a la frontera debe ser cero junto con la derivada de
la componente tangencial respecto a la normal, esto es, por ejemplo, para la frontera
x =0,

9 9
u=0 T _y 2.
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= Flujo saliente. El flujo abandona la region €2 en la direccién normal a la frontera,
en otras palabras, la velocidad no cambia en la direccién normal a la frontera, esto
es, para r = x;, .
ou 0 v ow

P Fha N

» Flujo entrante. Se les da valores numéricos a las componentes de la velocidad, se

fijan valores a lo largo de la superficie de la frontera.

» Periodicas. Para una condiciéon tipo periodica en la direccién de x, los valores de la
velocidad, presion y temperatura coinciden en el lado izquierdo y el lado derecho de

la frontera.

u(()?y’ Z) = u(a7 y’ Z)? U(O’ y? Z) - /U(a’7 y’ 2)7 w(()?y’ Z) = w(a7y7 Z)

p(0,y,2) =pla,y,2),  T(0,y,2) =T(a,y,z).
Para la temperatura existen dos condiciones de frontera:

s Dirichlet.
T="T,.

La temperatura es conocida en toda la frontera, ya sea como una constante o como

una funcion.

= Neumann.

or

Aqui n representa la direccion normal a la frontera, k es la conductividad térmica del
fluido y ¢y, es el flujo de calor através de la frontera. Esta condicion describe cuanto
calor pasa a través de la frontera, si g, = 0 entonces no hay un intercambio de calor

con el exterior (pared aislante).

La ec. de Poisson para la presién (8.15) también requiere condiciones a la frontera para ser

resuelta. Usando el método de proyeccion de Chorin desarrollado por Chorin [15], el cual
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consiste en multiplicar las ec. (8.10), (8.11) y (8.12) con términos reescritos (8.14), con el

vector normal unitario exterior 7 := (ny,ng,n3) en la frontera 02, dejando asi

ap(n—i—l) ap(n-H) ap(n—H)
ox ™t oy 2t 0z

1 - -
- ((u(nJrl) . F(n))n1 + ( (n+1) G(n )77, + ( (n+1) L(n))n3> )

5t
(8.16)

Vpnth) L i =

ng

Para la frontera izquierda 77 = (—1,0,0) (¢ = 0) y discretizando la derivada del gradiente

de la presién como una derivada regresiva (7.2) la expresion es

(n+1) (n+1)
Pojr —Pijk 1 (n+1) = (n)
57 = g(uo,j,k - FO,j,k)’ (8.17)

si se sustituye en la ec. de Poisson (8.15) para i = 1, se tiene

n+1) (n+1 n+1) (n+1) (n+1 (n+1) (n+1 n+1)
pé,j k. — Py k) (,]+1 K — 2D Pk T l,j—l),k 1jk+1 — 4P1j k> + g.j,k—l
(6z)? (0y)? (62)
—(n n+1 ~(n ~(n 7(n 7F(n
1 Fl(])k) - “((),j,k) + Gg,j),k - Gg,j)fl,k n Lg,j),k - Lg,j),kq
ot ox oy 5z ’

lo cual nos dice que esta ecuacién no depende de F(E?k; y por lo tanto su valor puede

ser escogido arbitrariamente, lo mas sencillo es escoger ]5’0(7; e = uonfk ), el cual, por (8.17)
deja a la presién p[() ntl) p&@fkl). Usando este procedimiento de forma analoga, se pueden

encontrar las condiciones de frontera para las otras caras, véase Apéndice C.

8.3. Estabilidad numérica

En la literatura [8] se puede encontrar cuatro condiciones para evitar oscilaciones derivados

de inestabilidades numéricas, los cuales son:

2t _(1 L 1\ 2wt (1 1 1)\
Re ox?  dy? 022 ’ RePr ox?  dy? 422 ’

[tmaz |0t < Oz, |VUmaz| 0t < dy, [Winae |0t < 0z. (8.18)

Esto se puede traducir a que ninguna particula de fluido debe viajar una distancia mas

grande que el tamano de una celda del mallado dz X dy X dz en un tiempo dt, el cual se
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debe seleccionar de acuerdo a lo impuesto en las condiciones (8.18), un paso en el tiempo

constante es utilizado de acuerdo a

51 ,[Re 1+1+1flRePr 1+1+1*1
=7min[— | — 4+ — + — — =+ =
2 \ox2  dy? 022 2 dx?  dy? 22 ’

ox oy 0z

) ’
|umaa: | |Uma:c | |wmaz |

! (8.19)

donde 7 < 1 para garantizar la convergencia del método.

8 9. Algoritmo numérico

La implementacion en Fortran90 del método se da a conocer en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Resolucion de las ec. gobernantes 3D.
1: Dar valores a las constantes Re, Pr,, gz, 9y, 9z, 3.

2:n<+0

30 u™ 0,00 — 0,w™ +— 0,p" 0y TM™ 0

4: Seleccionar §t de acuerdo a (8.19).

5: para t = 1 hasta t.,q hacer

6:  Colocar los valores a la frontera para u,v,w y 7.

7. Computar T de acuerdo a (8.13).

8:  Computar F™ G™ y L™ de acuerdo a (8.8).

9:  Colocar los valores a la frontera de F™ G™ y L)

10:  Computar F™ G™ vy L™ de acuerdo a (8.14).

11:  Resolver la ec. de Poisson para la presién (8.15) haciendo uso del Algoritmo 2
(Subrutina).

12:  Computar ™D v+ v ™+ de acuerdo a (8.10), (8.11) y (8.12).

13: n<<n+1

14: fin para

Debido a la forma diagonal de la matriz [V?p]; ;1 con varabiables p; ;, en la ecuacién

de Poisson para la presién, se puede resolver el sistema algebraico (8.15) con un método
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iterativo; se usé el método iterativo de Jacobi [16, pag. 59], el cual consiste en construir el

. k
residuo RE j) ; COMO

, (9-1)

g, - P2 @ o 1 (oF oG oL)]"
BT 9a2 T gy T 922 ot \ Oz dy | 0z

/L‘?j’k
donde k es el indice iterativo del método de Jacobi, jel cual no hay que confundir con el

k+1

indice n del método de Euler!, y encontrar el valor para p*+1 de la forma

k1 k k
ptY =p® v er(RY) k=12...N, (9.2)
donde 07 es el paso en el tiempo ficticio de evolucién (parecido al del método de Euler).
Este proceso se hace en N, iteraciones suficientemente grandes, ya que si [V, — oo entonces

R®)

ik — 0, en este punto se ha alcanzado la solucién para p; ;. El algoritmo 2 resume este

procedimiento.

Algoritmo 2 (Subrutina) Resolucién de la ec. de Poisson para la presién por el método

iterativo de Jacobi.
Entrada: n,p™, F™ G y L"),

Salida: p™*V.
1: 67« 1 % 107%, N, « 100.

2: Colocar los valores a la frontera para pg?k
3: para k = 1 hasta NV, hacer

(n) (k+1)
zyk}

4:  Computar [p de acuerdo a (9.2).

5. fin para

=

(Np+1)
n+1 n
: pg,j,k) A [Pz(g)k]

§ 10.Celdas de Rayleigh-Benard

Se les llama celdas de Rayleigh-Bénard a las estructuras circulares formadas por las lineas
de corrientes debido a la conveccion térmica del fluido, el cual esta bajo un gradiente de
temperatura. El estudio de las celdas Rayleigh-Bénard es muy amplio en conocimientos,

para mas informacién se puede consultar [17]. En esta seccién se hard una comparacién
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cualitativa de los resultados de la simulacién con resultados experimentales.

En 1986, R. Kirchartz, describe en [18] conveccién estacionaria en una caja rectangular
calentada por debajo, calculan lineas de corrientes en las estructuras tridimensionales para
numero de Prandtl 0.7 —caracteristico de los gases— , presentan resultados experimentales.
El experimento consiste en un gas encerrado en una estructura tridimensional de la geo-
metria de una caja, con radio de aspecto 4:2:1, la pared inferior, es decir la pared cuya
cara ve hacia la mesa de laboratorio, es calentada mientras que la superior es enfriada?,
evidentemente estas paredes son conductoras y siempre estan en contacto con el bano
térmico, las paredes restantes son aisladas. La gravedad actua en direccién a la pared

inferior. Los resultados de este experimento pueden verse en la figura 10.1-(A).

Para obtener los resultados numéricos se usé el algoritmo 1 con una malla de 8 x 64 x 16

celdas con los siguientes parametros:

Re=4,350, Pr=0.7, Gamma=0.9, Beta=3.5e-3,
gx=0.0, gy=0.0, gz=-6.432e-1, dt=2.0e-2, Tmax=8.0e4,
1x=0.5, ly=4.0, 1z=1.0, dx=6.25e-2, dy=6.25e-2, dz=6.25e-2.

Las condiciones de frontera impuestas en la simulaciéon fueron;

No deslizamiento, u=0,v=0,w=0, para la caraen =0, x=1I[,.
No deslizamiento, u=0,v=0,w=0, para lacaraen y =0, xz=1I[,.
No deslizamiento, u=0,v=0,w=0, para la caraen z=0, x=1I,.
Dirichlet, T=1.0, para la caraen 2z =0.
Dirichlet, T=0.0, para la caraen 2z =1,.
oT
Neumann, o 0, para lacaraen x =0, xz=I[,.
oT
Neumann, Fvie 0, para la caraen y =0, y=1I[,.
Y

4E] autor no especifica la temperatura.
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Los resultados pueden verse en la figura 10.1-(B)-(C). La fotografia capturada por Kirchartz
en 1986, muestra un corte vertical del experimento cuyas lineas de corriente dibujan circulos,
a diferencia de lo obtenido por la simulaciéon en donde las lineas de corriente dibujan espirales,
esto se debe a que el célculo de éstas considera la coordenada x de la velocidad. La figura
(10.1) nos muestra la importancia que tiene la fuerza de flotacién en el fluido, aunque
no haya movimiento mecanico del exterior hacia el fluido, éste se mueve por accién del
gradiente de temperatura a la cual estd sometido y en presencia del campo gravitacional,
que para este caso fue una constante en direccion —Z. Ademas, el perfil de temperatura del
fluido se deforma graficando valles y crestas, lo cual nos habla de que los efectos no lineales

en el transporte de la energia son dominantes debido al alto nimero de Reynolds utilizado.
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
v/L
Temperatura adimensional
0.0e+00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0e+00

Figura 10.1: Resultados numérico-experimental de las celdas de Rayleigh-Bénard. (A) Fotograffa tomada por Kirchartz,
1986. Usando la técnica de interferograma diferencial, capturé las lineas de corrientes que se muestran en color blanco para
un plano vertical.(B) Lineas de corrientes calculados a partir de los resultados de la simulacién numérica para el plano

z =0.25, graficado con ParaView, de la misma manera su correspondiente (C) campo de temperatura.



Capitulo IV

/
0’0

CONVECCION TERMICA EN EL OCEANO

En este capitulo se plantea el problema del transporte de temperatura por conveccion en el
gran océano de la luna Europa, empezando por definir el espacio geométrico para resolver
las ecuaciones gobernantes de los termo-fluidos. Posteriormente, se discretiza correctamente
las ecuaciones obtenidas como consecuencia de adaptar las ec. diferenciales a la geometria
del problema, después se calculan todos los parametros que se requieren para el método
de soluciéon por diferencias finitas, se hace uso del algoritmo 1 para resolver el sistema de

ecuaciones y se presentan los resultados.

§ 11.Tratado del problema

Se aproxima la forma de la capa de agua de Europa a través de una esfera hueca lisa, esto es,
sin valles o crestas en las interfaces manto-agua y agua-hielo, de grosor AR constante!, cuyo
radio interno es R,,;, y su radio externo es R,,.., tal que AR = R,,,. — Rmin. Por lo tanto,
para este sistema la region €2 esta descrito por el conjunto Q = [0, 27| X [Rynin, Rimaz] X [0, 7],
como se muestra en la figura 11.1. En donde el sistema de referencia xyz es colocado en el
centro de la esfera hueca, la velocidad u4 = w esté definida en direcciéon sur, es decir el

lado positivo apunta hacia el polo sur.

Las transformaciones correspondientes al cambio de coordenada quedan definidas de la

siguiente manera:

1Se ha calculado indirectamente que este grosor, es decir, la profundidad del océano mide entre 30-60

km. Véase [19].

32
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Figura 11.1: Esquema 3D del sistema de esferas concéntricas usado como regién para la simulacién. El sistema de referencia
zyz es colocado en el centro de las esferas, tal que el plano ecuatorial de la luna coincide con el plano zy del sistema de

referencia, la direccién z positivo apunta al polo norte. Aqui ug = u,ur = v,uyp = w.

x = rsin(f) cos(¢),
y = rsin(f) cos(o), (11.1)
z = rsin(¢),

donde Rin <7 < Rz, 0 <0 <27y 0 < ¢ < w. Bajo estas transformaciones los
operadores diferenciales, tales como el Laplaciano y divergencia, toman formas distintas
con términos adicionales, por lo tanto las ecuaciones gobernantes (6.7)-(6.11) en su forma

adimensional deben ser reescritas como

1O L, 1
r2or (o) + rsin ¢ 06 * Tsin¢8¢(sm ¢w) =0, (112)
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dv  O(v?) 1 O(uw) N 10(wv)  w®+w® =20  wo

% o Trsne 06 Tr o6 . + - cot g =
op 1 9 2 2 ow 2 Ou

Ou N J(vu) N 1 9(u?) 10(wu) N 3vu  (2wu)
ot or rsing 00 r 0¢ r

cot ¢ =

1 op 1 9 2 Ov  2cos¢ Ow u
- L4 il A 1- AT 11.4
rsin¢89+Re (V u+rzsin2¢39+r28in2¢ 00 r251n2¢) (1= 5T)ge, (114)
ow  O(vw) 1 Ouw) 10w?  3vw (w?—u?) -
ot + or + rsing 00 r 0¢ * r * r cot ¢ =
10p 1 9 2 Ov w 2cos¢ Ou
e S - )+ (1- 8T 1.
7’8¢+ Re (V w+r2 d¢  r2sin’¢ Tzsinngaﬁ) + (1= 5T)gy, (11.5)
or — o(Tv) 1 0(Tu) 10(Tw) 2Tv Tw 1 5
W—F or + rsing 00 +; 1)) + r +TCOt¢_ RePrv L (11.6)

2 _ 19 (20 19 : el 1 02
donde V* = 5= (7“ E) + =g 90 (smgba—¢> + anTg o0

El sistema (11.2)-(11.6) es resuelto numéricamente usando el algoritmo 1 para encontrar

L(nt1 1 1 L s :
los valores ul(n]: ), pETI; ) y Tl(;h,: ) en una malla sobre la region €2, subdividida en intervalos

imazs Jmaz Y Kmaz, tal que el tamano de paso espacial 60 = 27 /imaz, 07 = AR/ jmaz ¥

06 = 7 /kmag-
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§ 12.Casos de estudio

Para todos los casos de estudio se usaran los siguientes pardmetros para la temperatura. Las
temperaturas T y Ty fueron elegidas arbitrariamente; T, fue elegida como la temperatura
mas fria (T) para que adimensionalmente el problema tenga un rango numérico de
0 < T < 1. La viscosidad cinematica v, la difusividad térmica « y el coefieciente de
expansién térmica 5 fueron elegidos considerando agua a 20° C (~290 K). El niimero de
Prandtl caracteristico del agua es 7, se puede demostrar calculando v/«. El valor de la
gravedad corresponde al valor tedrico en la superficie de Europa, sin embargo la variacién

de la gravedad por la profundidad del océano serd discutido mas adelante.

Te K] Tu K] T [K] v [m?/s] am?/s] B[1/K] Pr [g]| [m/s’]
100 354 100 1.05x107° 1.5x107 21x10* 7.0  1.314

En todos los resultados se usaron 10x60x40 celdas numéricas, esto es 10 elementos en r,
60 en 6 y 40 en ¢. Las magnitudes caracteristicas, tales como la velocidad y longitud, se
escogieron como s, = 500 m/s y la longitud como L = 5 x 10° m. El orden de magnitud
del ntimero de Reynolds resultante se ubica en ~ 104, sin embargo para la simulacién
y fines précticos, se utilizé un orden de ~ 10%. El radio de Europa es Ry, = 1,560 km
que adimensionalmente corresponde a rmax=3.12, la profundidad del océano puede variar
entre 100 km 6 500 km segun sea el caso, que adimensionalmente corresponden a dr=0.2 6

dr=1.0, dejando al radio interno como rmin=2.92 6 rmin=2.12 respectivamente.
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12.1. Temperatura del manto rocoso uniforme

El estudio se inicia con el caso mas sencillo de simular, una temperatura uniforme en toda
la esfera interna, esto es que el calor generado es el mismo en cualquier punto de la esfera
r = R,» adimensionalmente esto se traduce a 7' = 1, mientras que la temperatura en la
esfera externa se mantiene fria, 7' = 0. La gravedad actua uniformemente hacia el centro
de las esferas concéntricas, se espera que aparezcan celdas del tipo Rayleigh-Benard.

Los siguientes parametros fueron introducidos en el algoritmo 1 para su implementacion,

Re=4,580, Pr=7.0, Gamma=0.85, Beta=0.05334,
gphi=0.0, gth=0.0, gr=-2.628, dt=0.005, Tmax=1.8eb,
1th=6.28318, 1phi=3.14159, 1r=0.2, rmin=2.92, rmax=3.12,

dth=0.1047, dphi=0.0785, dr=0.02.

Con las siguientes condiciones de frontera,
No deslizamiento, u=0,v=0,w=0, para la caraen r = R,;,, 2= Ry

Periodica, para la caraen 6 =0, 0 =2m.

ou ov B ow

Flujo saliente, —=0,—=0,— =0, ara la cara en =0, =T.
Dirichlet, T=1.0, para la cara en r = R,,;p.
Dirichlet, T=0.0, para la caraen r = R,,.;.
oT
Neumann, 8_¢> =0, para la caraen ¢ =0, ¢ =m.
Periodica, para la caraen 6 =0, 6 =2m.

Los resultados se pueden ver en la figura 12.1. En 1974, Koshcmieder [20], obtuvo resultados
experimentales sobre conveccién térmica horizontal en capas muy delgadas de fluidos; en
un recipiente circular de didmetro 200 mm de cristal cerrado se calenté uniformemente por
debajo una capa muy delgada de aceite de silicon, su volumen no ocupé todo el volumen del
recipiente, se dejé una capa de aire por encima de éste, la delgadez de la capa fue de 5.15

mm bajo un gradiente de AT = 24°C entre la capa de aire y el fondo del recipiente. Cuando
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los efectos convectivos aparecen, la superficie libre del aceite de silicon se deforma, la luz
reflejada por los focos del laboratorio deja visualizar una estructura tipo “panal de abeja”,
celdas convectivas hexagonales, figura 12.1-(a). A esta inestabilidad se le conoce como
inmestabilidad de Rayleigh-Benard-Marangoni o bien estructuras convectivas de Benard-
Marangoni, un estudio numérico de esta inestabilidad se puede consultar en [21]. Resultados
semejantes fueron obtenidos en este caso de estudio para una capa de grosor adimensional
1r=0.2. Celdas cuadradas fueron visualizadas para las iso-superficies de temperatura
adimensional 0.3< T <0.7. Aunque esta simulacién no considera dos materiales como
silicon-aire reportado por Koshcmieder y no se compara con su superficie libre, se presentan
estructuras geométricas en la dinamica del fluido simulado derivados de efectos convectivos

en un capa muy delgada, figura 12.1-(b) y (c).
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(b)

(e)

Figura 12.1: (a) Fotografia tomada por Koshcmieder en 1974, experimento de las estructuras convectivas de las celdas de
Benard-Marangoni, se visualiza la superficie libre del aceite de silicén. (b) Resultados numéricos para las iso-superficies de
temperatura adimensional, se muestra la capa para T =0.4 vista desde arriba del polo norte del sistema. (c) Se visualizan
las iso-superficies de temperatura en la regién Q — {[90,270] X [Rmin, Rmaz] X [0,7/2]} hasta T =0.4, adem4&s de la capa

r =2.94 con temperatura uniforme 7' =1.0.
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12.2. Temperatura del manto rocoso no uniforme

En un estudio para el calculo de la disipacién de energia por fuerzas de mareas en la luna fo
realizado por Segatz et. al. [6] se describe que la energia liberada por fuerzas de mareas no
es uniforme en la superficie de la capa de deformacién. Para la superficie de la capa rocosa
de Europa —interfase roca-agua— y bajo la descripcién de Segatz, la energia disipada por
las mareas debido a Jupiter no tiene un perfil uniforme, de acuerdo a Galindo et. al. [22],

ésta debe ser como se describe en la figura 12.2-(a).

Si se supone que no hay perdida de energia por radiaciéon y toda la energia disipada se
transforma en calor, la funcién 7'(6, ¢) (12.1), aproxima el perfil de temperatura resultante,
véase figura 12.2-(b), bajo este perfil se quiere conocer su transporte a través del océano
por conveccion térmica. La condicion de frontera para la temperatura en la esfera interna

serd una funcién 7'(6, ¢), descrita analiticamente por

_ e_(;(gz)/;)z(l—cos2(29))2. (12.1)
0.4v27

Los siguientes parametros fueron introducidos en el algoritmo 1 para su implementacion,

T(0,9)

Re=6,530, Pr=7.0, Gamma=0.85, Beta=0.05334,
gphi=0.0, gth=0.0, gr=-2.628, dt=0.005, Tmax=1.8e5,
1th=6.28318, 1phi=3.14159, 1r=0.2 6 1r=1.0,
rmin=2.92 6 rmin=2.12, rmax=3.12,

dth=0.1047, dphi=0.0785, dr=0.02 6 dr=0.1.

Con las siguientes condiciones de frontera,
No deslizamiento, u=0,v=0,w=0, para la caraen r = R, 2= Ry

Periodica, para la caraen 6 =0, 6 =2m.
ou_y v o
99 99 99
Dirichlet, T=T(,0¢), para la caraen r = R,;p.

Flujo saliente, =0, para la caraen ¢ =0, ¢=m.
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Energy dissipation of
Europa’s rocky mantle
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(a)

Figura 12.2: Mapa cartesiano de los perfiles de calor por mareas en el manto rocoso de la luna Europa; se visualiza media
esfera en coordenadas cartesianas. (a). Perfil de energia disipada obtenido por E. Galindo [22], se model6 media esfera por
simetria norte-sur; el paralelo 20 corresponde al ecuador y el 2 es un circulo polar, el dngulo azimutal 0 corresponde al

meridiano que estd en direccién a Jupiter. (b) Perfil de temperatura adimensional aproximado por una funcién analitica

(0, ).

Dirichlet, T=0.0, para la caraen r = R,.,.
oT
Neumann, 8_¢ =0, paralacaraen ¢ =0, ¢=m.
Periodica, para la caraen 6 =0, 60 =2m.

En la figura 12.3 se muestran los resultados obtenidos de la simulacién para una capa
océanica de 100 km que corresponde al valor numérico 1r=0.2. Nétese que la region simu-
lada en la direccién radial es muy pequena, se tiene un acercamiento en la figura (12.3)-(a)
para las zonas de ascenso y descenso de fluido. En las zonas de ascenso se puede encontrar
aquellos puntos donde la funcién (12.1) tiene su maximo valor, la energia liberada en esta
zona se transforma en energia mecanica que mueve al fluido hacia la interfase hielo-agua;
la magnitud de la velocidad en esta zona es maxima, posteriormente, por conservacion
de masa, el fluido desarrolla una corriente marina en direccion opuesta a la fuente y muy
cerca de la interfase hielo-agua, cuando la corriente se aleja de la fuente térmica su energia
cinética baja y su temperatura, al igual que su volumen, disminuye haciendola caer por
gravedad hasta llegar al fondo océanico, finalmente el fluido que ha salido de la fuente

produce una ausencia de material en ese punto, ahora el fluido que se alejé de la fuente se
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AR=100 km (1,=0.2)

41
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Figura 12.3: Corte de la regién Q para z = 0 (plano ecuatorial) que, a su vez, se muestran valores para y > 0, la mitad del

plano. (a) Campo de velocidad reescalados por un factor I' = 10 y su correspondiente (b) perfil de temperatura.
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AR=100 km (1,=0.2)
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Figura 12.4: Lineas de corriente calculados a partir del campo de velocidades obtenidos de la simulacién, se calculé en
algunos puntos principalmente en las zonas de méxima temperatura, se usé forward stream tracer en ParaView. También

se visualiza el campo de temperatura para r =2.94.
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Figura 12.5: Corte de la regién Q para z = 0 (plano ecuatorial) que, a su vez, se muestran valores para y > 0, la mitad del

plano. (a) Campo de velocidad reescalados por un factor I' = 10 y su correspondiente (b) perfil de temperatura.
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Figura 12.6: Lineas de corriente calculados a partir del campo de velocidades obtenidos de la simulacién, se calculé en
algunos puntos principalmente en las zonas de méxima temperatura, se usé forward stream tracer en ParaView. También

se visualiza el campo de temperatura para r =2.18.
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mueve de regreso a la fuente en cumplimiento con el principio de conservacion de masa, la
corriente marina que regresa se encuentra cerca de la interfase agua-roca. Las lineas de

corriente resultante de ese recorrido se pueden ver en la figura 12.4.

Un segundo caso fue simulado para un océano con profundidad de 500 km que corresponde
alr=1.0y dr=0.1, el campo de velocidad y el campo de temperatura resultante se muestra
en la figura 12.5. En esta ocasién, el sistema tiene més espacio para desarrollarse y se nota
una dinamica semejante a la anterior, las dos fuentes de momento se pueden observar en el
mismo lugar, esto corresponde al lugar donde se desarrollan las plumas térmicas, el fluido
asciende hasta la interfase agua-hielo y es desplazado a través del ecuador, encontrando
otra corriente marina semejante que lo obliga a desplazarse hacia los polos, en ese punto,
el fluido pierde mayormente su energia cinética y disminuye su temperatura, cae al fondo

océanico y regresa a la fuente por coservacién de masa.

Una visualizacion en tres dimensiones de los resultados obtenidos para cada caso se muestra
en la figura 12.7. Nétese que para cualquier caso, las zonas de maxima temperatura actuan
como sumidero para la primera capa simulada, es decir, el campo de velocidades apunta
hacia el origen de la pluma térmica, mientras que para la ultima capa actua como fuente,

es decir en direccién contraria. La magnitud de la velocidad es méaxima en estos puntos.
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JEp el Magnitud de la velocidad
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Figura 12.7: Vista en 3D de los resultados, se visualiza la regién Q — {[135,315] X [Rmin, Rmaz] X [0,7/2]}, también se
presenta la primera capa simulada, esto es para r =2.18 para el caso 500 km y r =2.98 para el caso 100 km. AR = 100 km; (a)
campo de temperatura adimensional en su representacién volumétrica. (b) Campo de velocidades no escalado y magnitud
de la velocidad adimensional. AR = 500 km; (c¢) campo de temperatura adimensional en su representacién volumétrica. (d)

Campo de velocidades no escalado y magnitud de la velocidad adimensional.
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CONCLUSIONES

En todos los casos, la conveccion térmica es muy importante en la dindmica del fluido
simulado, tanto para el estudio de inestabilidades como para el transporte de material y
temperatura en los océanos. Aunque estas grandes dimensiones espaciales de simulacién
se pueden tratar adimensionalmente, los resultados presentados en el capitulo anterior
consideran un fluido laminar e incompresible y no considera turbulencia en su dinamica;
ello aparece generalmente cuando el orden de magnitud del nimero de Reynolds Re es
muy grande —como simular el océano de la luna Europa Re ~ 10'*-, en otras palabras, los
resultados prensetados en este trabajo son la primera aproximacion de la dindmica del
fluido el cual se basa en las leyes de conservaciéon de masa, momento y energia sin tomar

en cuenta efectos como la turbulencia.

Numéricamente, tratar con un nimero de Reynolds alto es complicado, computacionalmen-
te, se debe considerar la precision doble 6 64 bits en los calculos, el cual cuesta mucho tanto
al procesador como a la memoria. El método de diferencias finitas tiene un limite defino
por este nimero de Reynolds, el cual se noté a partir de ~ 10%, se reporta que el método
funciona en un rango de 107! < Re < 10% a precisién simple 6 32 bits. De acuerdo a las
ecs. (6.7)-(6.11) si el nimero de Reynolds es grande; el término difusivo es muy pequenio
y los términos convectivos aparecen, es decir el sistema es altamente no lineal, haciendo
que oscilaciones aparezcan, esto implica puntos en el sistema donde los gradientes, tanto
para la velocidad como para la temperatura, son muy grandes cuya representacioén requiere

precision doble.

47
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= Temperatura del manto rocoso uniforme En el caso mas sencillo de simular, se
present6 la inestabilidad que da lugar a las celdas de Rayleigh-Benard como en la
figura 10.1, pero esta vez el ntimero de celdas convectivas super6 las 30 unidades
en el sistema, esto se debe a que la altura de la capa de fluido simulada es mucho
menor a las otras dos dimensiones, es decir Ir < lg, l,, ademads con el alto ntimero
de Reynolds Re = 4,580 tiene el espacio suficiente para desarrollar un perfil de
temperatura y un campo de velocidades altamente oscilante en direccién 6 y ¢. La
comparacion numérico-experimental mostré que los resultados son lo esperado para

capas de fluidos muy pequenas en conveccién térmica.

» Temperatura del manto rocoso dependiente de los dngulos azimutal (0) y
colatitud (¢). La razén por la cual se usé diferentes profundidades del océano, se
debe sélo a la visualizacién de los datos. En un principio se tenia en cuenta sélo una
corrida del algoritmo 1 por caso, esto es para AR = 60 km, que es valor promedio
donde la mayoria de los autores estiman la altura de la capa oceanica en Europa, sin
embargo capas muy delgadas no permitian la correcta visualizaciéon de, por ejemplo,
el campo de velocidades y la temperatura, se decidié aumentar el tamano de la capa a
100 km y posteriomente a 500 km. Variar la altura nos permitié visualizar y comparar

la dinamica del sistema entre ellas.

El tiempo fisico simulado para el océano en ambas alturas corresponde a 9 x 10° seg
(~ 10 dias terrestres); esta conversion se puede realizar haciendo uso de las cantidades
adimensionales (6.6), que corresponde aproximadamente tres periodos orbitales de
Europa sobre Jupiter!. Sin embargo los estudios de la disipacién de energia en la
luna Europa por las mareas predice que el perfil de temperatura T'(6, ¢), (12.1),
no es independiente del tiempo, la dinamica del océano presentada en este trabajo
corresponde a un punto en la orbita de Europa donde la disipacién de energia es

maxima, aqui se requiere modificar el algoritmo 1 para considerar condiciones de

'El periodo orbital de Europa sobre Jupiter es de 3.55 dfas terrestres, véase [1]



CAPITULO V. CONCLUSIONES 49

frontera dependientes del tiempo.

El campo de temperatura mostré una notable diferencia cuantitativamente para
ambos casos, la temperatura maxima en el fluido para AR = 100 km fue de 308.28
K, que representan ~ 87 % de la temperatura generada por las mareas en la interfase
roca-agua, muy cerca de las zonas de méaxima disipacion, esto es a 6§ =45°, 135°,
225°, 315° y ¢ = /2 respecto al sistema de referencia descrito en la figura 11.1, el
promedio de la temperatura en el océano fue de 123.36 K ~ 35 %. Mientras que para
AR = 500 km la méxima fue de 127.94 K, ~ 36 % del generado por mareas en las
mismas zonas del caso anterior, la temperatura océanica promedio se ubico en 106.85
K ~ 30%. Bajo este modelo, el transporte de temperatura hacia los polos debido a
las mareas es casi nulo. La temperatura transportada directamente en direccién r
desde la fuente hacia la capa de hielo es considerable, es posible que en estos puntos
una segunda conveccién térmica se lleve a cabo en la capa de hielo, una evidencia
util para explicar los patrones de quebraduras encontrados por la sonda Voyager en

la superficie de Europa y del hielo parcialmente jéven [22].

Para ambos casos el perfil de velocidades presentan la misma dinamica, el material
saliente de las fuentes de temperatura es movido por flotaciéon hacia la interfase
hielo-agua, posteriormente es transportado en direccion opuesta a la fuente muy cerca
de esta interfase, después su energia cinética baja al igual que su temperatura, cae
al fondo océanico y es desplazado de regreso a la fuente muy cerca de la interfase
roca-agua, tal y como se muestra en las lineas de corriente para la figura 12.4 y 12.6.
En la figura 12.3-(a), para AR = 100 km, se observan dos perfiles parabdlicos para la
componente u(r) de la velocidad, uno en direccién contraria a la otra, si el nimero
de Reynolds aumenta y AR disminuye, el gradiente de velocidades a lo largo del
eje r, du(r)/dr, serd demasiado grande, en este escenario, se predice la apariciéon
de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, un estudio numérico de este fenémeno fue
realizado por Fatehi en 2013 [23] y experimentalmente por Thorpe [24]. La méxima

velocidad encontrada en la simulacién fue de 12.0 m/seg (~ 43 km/h) para el caso



CAPITULO V. CONCLUSIONES 50

de 100 km y 21.5 m/seg (~ 77 km/h) para el caso de 100 km.

En conclusién, existe la conveccion térmica en el océano de la luna Europa, cuyas
plumas térmicas son generadas en las zonas donde la energia disipada en el manto
rocoso es maxima, bajo el modelo de un fluido incompresible y en un régimen la-
minar, se obtuvo cualitativamente el perfil de temperatura cuya energia asociada
fue transportada a través del oceano, se encontré que en el ecuador de Europa una

segunda conveccion térmica puede generarse en la capa de hielo.

De acuerdo a los modelos gravitatorios, un tercer caso se realizo bajo el titulo de
“Gravedad no uniforme”, su objetivo fue variar el valor de la gravedad respecto al radio
de Europa y se dejo el perfil de temperatura en la esfera interna como no uniforme
descrita por la funcién (12.1), sin embargo, no se encontré diferencia considerable en

los datos obtenidos por el algoritmo 1.

A futuro, se busca considerar més fenémenos que contribuyan a la dinamica del
océano, como es la atraccion gravitatoria de Jupiter sobre el océano, considerar el

efecto de Coriolis o modificar el algoritmo 1 para considerar la turbulencia.
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TEOREMAS

Teorema del transporte de Reynolds.

El teorema de transporte de Reynolds relaciona un sistema de referencia Lagrangiano

y Euleriano a través de

D Oa .
Di UadV—/U{E—i-V-(ozu)} av,

donde « es cualquier propiedad del fluido como densidad o momento, V' es un volumen

de control y D /Dt es la derivada material desde un sistema Lagrangiano.

Teorema de Taylor. El teorema de Taylor aproxima localmente a una funcién

alrededor de un punto a través de un polinomio.

Sea [ > 1 un numero entero y f una funcién f : R — R diferenciable [ veces en el

punto ageR. Entonces el polinomio de Taylor de orden [ es

f//(ao)
2!

/a.ﬁdsz/v-adv,
S \%4

donde V' es cualquier volumen y S es la superficie que contiene a V', el vector unitario

f(x) = fa) + f'(ao)(x — ag) + (x —ap)®+ ...+

Teorema de Gauss.

normal a S es n y @ es cualquier vector.
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DISCRETIZACION DE LOS TERMINOS
CONVECTIVOS

o(v?) _ L[ (vigk Ve ? _( Vig—1k Tt Uik ?
9y |k Oy 2 2

i (\Uz‘,j,k + Vi k] (Wigr — Vigin) B i1k + Vijrl (Vi1 — Ui,j,k))
Y

N 2 2 2 2

d(vu) b (g wigee) Wige + Viprge)  (Wisige + ticigae) (Vicige + vigis)
i 2 2 2 2

" 1 i g + i g1 k| (Vige — viejk) B i1k + Vic1 ikl (Vicie — Uigk)
154 2 2 2 2 ’

d(vw) L ((wige + wigik) Wik + viges)  Wige—1 + Wigsie-1) (Viie—1 + Vige)
i 2 2 2 2

n 1 [wi ik + Wi g1kl (Vije — Vijre1) B Wi jr—1 + Wi jr1e—1] (Vijr—1 — Vijr)
75z 2 2 2 2 '
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L [o(wu) A(wv) d(w?)
L] V~(wu): [_Bm i|ijk+[ By i|7jjk:+|: 0z i|ijkd0nde

O(wu) _ L (Wi + Wigar1) (Wigk + Wit 5n)  (Uim1k + Uimtjier1) (Wim1yk + Wik
ik 2 2 2 2

+ i i j ke + Wi g | (Wijx — Wiv1 k) B i1 g+ Wisrjra] (Wis1jr — Wi
1o 2 2 2 2 !

O(wv) _ 1 (Vigik + Vigar1) Wigk + wijrie)  (Wiga—1 +Vige) (Wije—1 + Wijr1e-1)
0y 2 2 2 2

n 1 (vigs — vigert] (Wige + wigek)  [Vige—1 — Vigel (Wigr—1 + wijrie-1)
TSy 2 2 2 2 ’

d(w?) _ L (wigk+ Wigkn ? [ Wigk—1 + Wik ?
0z |, ;p 0z 2 2

" 1 (wije + wigas| (Wige — wijer1) [ Wige—1 + Wigsl (Vije—1 — i)
752 2 2 2 2

sV = o ] [ e

¥ (Tijk — Tit15k) (Tiz1jk — Tijik)
e <|U7:,j,k| ! 5 2t — i1k : 5 =,

d(T) 1 (Tije + Tijr1 k) (T +Tijik)
= — | Vijk — Vij—1,k
ik OV 2 o 2
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T o T
o ('ka‘( gk — Tigire) _ Vi i1,k

(Tij—1 6 — ka))

0y 2 2
I(T'w) _ L W (Tig + Tijpr1) w (Tijr—1 + Tijx)
0z |, 02\ " 2 Bkl 2

v (Tijr — Tijkr1) (Tijo—1 — Tijk)
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CONDICIONES DE FRONTERA NUMERICOS

s No deslizamiento

En 2z=06x=1[, paratodo J7=1,... 0mae, k=1,... kna

uO:jyk - 07 Uozjyk - _Ulaj1k7 woyjzk - _wlzjyk‘

ui7nuw7j7k - O’ Uimaz+17j7k; = _/l)i77L[L(L'7j7k’ wimaz+17j7k = _wiTILa(IJ7j7k'

En y=06y=1, paratodo t=1,...  %mew, k=1,... knew

Uiok = —Uitk, Viok =0, Wior= —W;1k-

Ui jmasr1k = ~Wijmazks  Vigmask = 05 Wijmasiik = ~Wijmag k-

En 2=06z=1[, paratodo t1=1,... %04, J=1,..", Jma
Uij0 = —Uij51, Vij0 = —Vij1, Wij0= 0.

Uijkmasir = ~Wigkmass  Vigkmass1 = ~Vigkmaer  Wijkmee = -

» Deslizamiento libre

En x2=06x=1[, paratodo j=1,....0mazs, k=1,... knas

uojk =0, Vojk = Vijk, Wosk = Wik

ul’maz,jyk - 07 Uimaw+17j7k = Uimaz:j:k7 wi'rrLuw+1>j>k = wimazyj:k"

En y=06y=1, paratodo t=1,...,%me k=1,... kne

Uiok = Uik, Viok =0, Wior = Wil

ui7jm,(1])+l7k = ui,jma17k7 Uivjma17k = 07 wiajmam+l:k = wi,jmazyk‘

En 2=06z=1, paratodo t=1,... %04, J=1,.", mas

ui7j70 - ui7j717 U'L,],O = /Ui)j)17 wz)]’o = O‘

uivjvkmaz+1 = uiyj,krnaw7 ,Uiyjakmaz+l = vi7j7k7naw7 wi7j7k’(na(l) = 0

%)
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= Flujo saliente

En z=006x=1,

paratodo j=1,...

7jmaw7 kzlw“akmam

uO:jyk = u17j7k7

uimaw sk = uimaﬂc =15,k

Vo,j,k =

U17j7k7 w07]7k = wl’j7k'

vi7naac+17j7k = vimaxvjvk’

wimaac“‘lvjvk = wimaw Wik

En

y=06y=1,

para todo

i=1,...,

imama k: 17"'>kmax

U0,k = Uil k)

ul’yjmaz +17k = uiy.jmaz ,k )

Viok =

Vilk, W0k = Wilk-

Uivjmaz 7k = /Uiyjmaa: —l,k )

wi,jmaz+17k = wi:jmaz,k'

En 2=06z=1, paratodo t1=1,... %m0, J=1,..", mas
Uij,0 = WUij1,  Vij0 = Vig1, Wijo = Wij1-
uiyjykmaz+1 = uiyjykmaz7 Ui,]’,kmaz+1 = Ui,j,kmuz7 wi,jykmaz = wi;jykmazfl'
= Periodicas
En z=06x=1[, paratodo j7=1,...,0ma, k=1,... kna
uO,j,k) = uimaz_lajvk7 uimazajak = u17j7k7 uimaa:+17j7k = u27j7k7
V0,j.k = Vimaz—1,3k>  Vimaz,jk = Vlgks  Vipaetlgk = V2,5k;
wO:jzk - wima$_17j7k7 wima17j’k = wl»j)k” wzmaTJ’_l:]:k - w27j7k7
PLjk = Pimacigks  L1jk = Lias.jk-
= Dirichlet
Tojke=215(0,y,2) —T1;x para j=1,... 0maes k=1,..0 knas
Emaz+l,j7k = 2T0(l:137 y7 Z) - ﬂmazyj7k para‘ j = 17 R ?jmaiIH k = 17 akmax
T'i,(),k = 2T0(£L', O, Z) — E,l,k para 1, = 1, PN ,imax, k = 1, Cey kmaz
E,jmam""l,k - 2CTO(J:7 ly7 Z) - E,jmam,k para 1= 17 cee 77:mam> k= ]-7 . 7kmam
T;,j,OZQTO(xay7O)_T‘i,j,1 para 7 = 17"'7]771(1;1:7 J = 17---7jma:c
7}7j7kmaz+l = 2T0($, Y, lz) - irz',j,kmam para 7 = 17 ey Jmazy ) = 1> <oy Jmaz

o6
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= Neumann
TO,j,k = 637T0(07 Y, Z) + Tl,j,k para j = 17 tee >jmax> k = 17 cety kmaz

Tienttjk = 08T0(le, y, 2)) + Thpoeie PATA J =100 Jmae, E=1,... knas
Tiok = 0yTo(x,0,2) + Tirg para i=1,...0ma, k=1,... kna

T jmanti ke = 0YTo(, by, 2) + 15 ek PATA T =1, ias, K=1,... Kknas
Tijo=02T0(x,y,0)+T;;1 para j=1,... 0mazs J =1, Jmazx

Evjykmaz+1 = 5ZTO(x7 y7 lZ) + ﬂyjykmaz pa'ra‘ .] = 17 st 7jmama ..7 = 17 st 7jmax

Donde Tj es la funcion temperatura conocida en la frontera correspondiente.

Para la presién las siguientes condiciones de frontera deben ser impuestas para todos los
casos anteriores,
(n+1) _ (n+1) - : _
pOJ’k _pl,j,k para ] - 17"'7]max7 k: - 17"'7kmaxa

(n+1) (n+1)

pz‘mam—&-l,j,k = pimaw,j,k para .7 = 1a cee 7jmaa:a k= 1, ey kma:pa
plo) =P para i=1 e k=1 b

P = para = L i k=1 K,
pﬁ%” = pg’?}ﬁl) para t=1,... %4z, J=1,. ., Jmaz,

(n+1) _(n+1) . . . .
Dijhmantl = Pijhmas PR 1= Lo tmaz, 7=1,. ", Jmaz-
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