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RESUMEN

Recientemente los Agujeros Negros Primordiales (por sus siglas en inglés PBHs)
han captado la atenciéon de la comunidad cientifica debido a que son fuertes candida-
tos a ser los causantes de las ondas gravitacionales detectadas por LIGO. Entre los
estudios recientes de estos objetos se encuentran cotas observacionales a su abundan-
cia como candidatos a materia oscura y como perturbadores de la radiacién césmica
de fondo mediante el proceso de radiacion de Hawking. Dichas cotas observacionales
se traducen en restricciones al espectro de fluctuaciones primordiales de baja masa.

Para esta tesis la hipotesis es que estas restricciones a la abundancia de PBHs
sirven para restringir parametros inflacionarios, partiendo de que al evaporarse com-
pletamente un PBH mediante la radiacion de Hawking lo tnico que queda es una
reliquia del tamano de la masa de Planck.

En este trabajo se incorporan estas restricciones en forma de "priors" (informacion
a priori) de los pardametros de inflacion y se reevalian las cotas al running del espectro
de potencias de inflacion, mediante estadistica bayesiana, usando los métodos de
Monte Carlo para construir cadenas de Markov. Esto se hace computacionalmente
con el paquete MONTE PYTHON utilizando el algoritmo Metropolis-Hastings.

Finalmente con los resultados obtenidos se hace un analisis para evaluar la mejoria

en la estimacion de estos parametros haciendo uso del test "figure of merit".

II
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Actualmente se tiene poca informacion sobre el Universo temprano, se sabe que
este fue originado por particulas ultrarelativistas en la época del Big Bang, sin em-
bargo surge la necesidad de una era de Inflaciéon donde el Universo esta dominado
por un potencial escalar la cual da paso al Big Bang mediante ciertas condiciones
iniciales. Todo esto se discutird a lo largo de este capitulo, y se presentaran las bases
para desarrollar parte de esta teoria.

En este capitulo al igual que en algunas partes de esta tesis, se tomard a la
velocidad de la luz ¢ igual a uno, se denota a la constante de gravitaciéon como G y a

la masa reducida de Planck como M, = (87G) 2.

1.1. Universo Homogéneo e Isotropico

A escalas cosmologicas (més alla de 200 Mpc) se considera que el Universo es
homogéneo, es decir que esta uniformemente distribuido y que es isotrépico lo cual
implica que tiene las mismas propiedades en todas direcciones. Con ambas definiciones
se conforma el principio cosmologico que dice

El universo en tres dimensiones es homogéneo e isotropico, siempre ha sido asi y

siempre lo serd [1].
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1.1.1. Factor de escala y pardmetro de Hubble

Se define a un punto comoévil como aquel que se mueve con la expansion del
Universo, si este es homogéneo e isotropico, la distancia entre dos puntos coméviles
sera proporcional a un factor de escala a(t), donde t es el tiempo césmico. En la
época presente el factor de escala tiene el valor de uno a(ty) = 1 donde ¢, representa
el tiempo al dia de hoy. Dado un punto comévil, se puede medir la distancia de este

desde nuestra localizacion mediante la siguiente férmula
r(t) = za(t), (1.1)

donde x respresenta la distancia comoévil la cual es igual a la distancia fisica en la
época presente.
Usando el factor de escala se puede obtener la tasa de expansion del Universo, en

cualquier época mediante el parametro de Hubble, el cual esta dado por
a
H=—, 1.2
! (12)

donde a partir de ahora para mayor simplicidad se denotaré a a(t) como a.

Dado el parametro de Hubble, se puede derivar el tiempo de Hubble, H7!, y la
distancia de Hubble, cH ™1, (si se toma a ¢ = 1 se tiene H~! ), la cual también
es conocida como horizonte, esta permite estimar la distancia a la que viaja la luz
mientras el Universo se expande. Por otra parte también se tiene al horizonte de
particulas, el cual se refiere a la distancia que la luz puede viajar desde el comienzo
del Universo hasta el dia de hoy y finalmente el horizonte de eventos, este se refiere
a la distancia que puede viajar la luz hacia el futuro [2].

Otra variable que es importante conocer es el tiempo conforme, que es definido
como

dt

dr = E’ (1.3)
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de donde se sigue

7(t) :/%. (1.4)

Teniendo esta definicion se puede obtener el parametro de Hubble conforme H, como

~

a
H=—, 1.5
: (15)
donde la prima denota la derivada respecto al tiempo conforme.
Por ultimo la relacion entre ambos parametros es la siguiente [3]
H=aH. (1.6)

1.1.2. Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker

La tinica métrica que nos describe un Universo con estas caracteristicas de homoge-
neidad e isotropia es la de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [2]|. En coordenadas

esféricas, se escribe como

2

2 __ v 9 9
ds® = g (z)datda” = —dt* + a(t) e

+ r2dQ? |, (1.7)

donde a(t) es nuestro factor de escala, dQ? se refiere al dngulo sélido y donde la
constante K representa la geometria del Universo, la cual admite distintos valores.
Para un universo esférico K = 1, para uno plano K = 0 y para uno con geometria
hiperbolica K = —1. Si se toma al factor de curvatura como nulo la métrica esta dada
por

ds® = g (v)da"da” = —dt* + a(t)® [dr® + 1r?dQ?] | (1.8)

y en forma matricial se escribe como

-1 0 0 0
0 at)? 0 0

G = (1.9)
0 0 a(t)r? 0
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Si se define v;; de la siguiente manera

1 0 0
Yig = |0 r? 0 : (1.10)
0 0 r%sinf

se tiene un forma mas compacta para la métrica en su forma matricial

-0 (1.11)
Juv = . .
g 0 (l(t)z’}/ij

Su matriz contravariante estara representada de la siguiente manera
g = 1, (1.12)

cabe recalcar que debido a que v;; tiene indices latinos, estos se pueden subir o bajar

multiplicando por una 727 la cual actiia como una delta de Kronecker, por ejemplo
Vi7" = 3.

Para el determinante de la matriz de la métrica se tiene
g =det(gw) = —a6det(%-j), (1.13)
por otra parte para la matriz v;; el determinante es
v = det(y;;) = r*sin” . (1.14)
Para una matriz de n dimensiones se tiene

14 1 (6% (07
g =det(¢g") = e 1 "eﬁl"'ﬁ”galﬁl...ganﬁn, (1.15)
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si se toma una pequena variacion dg se sigue

1

6g = ﬁﬁalmanegl"ﬂ”(fsuflalm---ganﬁn + 9o 109022+ GonB T Jor 1+ 0GcnBn )

(1.16)

dado que los indices son mudos = g = ————€*nPtFrg o 5Ga. 5, -

(n—1)!

De la Ec. (1.16) se tiene g*g,5 = 0% = n, si se deriva de ambos lados, se obtiene
9°%6gap + 9apdg® = 0 o equivalentemente g*?5 g5 = —gasdg™® con esto se puede ver

que la Ec.(1.16) se obtiene multiplicando la Ec.(1.15) por g* 1%1§g,,3,, obteniendo

69 = 9976 gag,
’ (1.17)

69 = —9gasdg””,

estas ultimas ecuaciones seran de utilidad mas adelante.

1.1.3. Tensor de Energia - Momento

Una de las implicaciones de que el Universo sea homogéneo e isotropico es que
puede ser tratado como un fluido perfecto expresado de manera matematica mediante

un tensor de energia - momento,

: (1.18)

0
0 P
0
0

0 0
0 0
P 0
0 P

donde p es la densidad y P es la presion del fluido en su marco propio.
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1.1.4. FEcuacion de Friedmann

Usando la teoria de la Relatividad General, se obtiene la siguiente ecuaciéon para

la aceleracion
a p+3P A
- = — — 1.19
a 607 3 (1.19)

donde p es la densidad de energia del Universo, P es la presiéon y A es una constante
cosmologica, aqui se ha tomado al Universo como plano.

Por otra parte, la dependencia de p respecto al tiempo, estd dada por la ecuacion
de continuidad,

p= —3g(p+P). (1.20)

Esta es equivalente a la ley de conservaciéon de la energia de manera adiabética, es

3
, lo

decir &l = —PdV donde E = Vp es la energia en un volumen comoévil V' o< a
cual esta de acuerdo con un Universo isotropico.
Por otro lado, si se considera un Universo en el cual la materia c6smica no genera

presion, es decir se puede tratar como polvo, partiendo de la Ec. (1.20) se obtiene
Pmat@® = cte. (1.21)

Ahora si se considera que el Universo estd dominado por radiacién, se tiene una

ecuacion de estado P = £, entonces de la ecuacion de continuidad se obtiene
praga’ = cte. (1.22)

De manera general se tiene

1+w)

pa’ = cte, (1.23)

donde a w se le denomina parametro de la ecuacion de estado. Cabe notar que si se
tiene w = —1 la densidad serd constante, lo cual corresponde al caso dominado por
costante cosmologica, teniendo py = cte [4].

Usando la ecuacion de continuidad, la Ec. (1.19) puede ser reemplazada por la
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ecuacion de Friedmann,

2 P A K
=—4 - — —. 1.24
3M% 3@ (1.24)

De la Ec. (1.24), se puede ver que para un valor dado del parametro de Hubble,

se obtiene una densidad critica,
pe = 3M}H?, (1.25)

en la cual se ha considerado un Universo plano, sin constante cosmolégica. Con esta
densidad se puede definir al parametro de densidad como €2 = p/p,. el cual se puede
aplicar para cualquier tipo de materia, por ejemplo bariones o radiacion. También se
puede incluir la contribucion de la constante cosmolégica tomando €, = A/3H?, todo

esto tiene como finalidad poder escribir la contribucion total como
Qror = QO+ Qy, (1.26)

donde Q7. es dependiente del tiempo. Sustituyendo esta ecuaciéon en la ecuacion de

Friedmann obtenemos

K
a?H?

QTot - ]_ - (127)

Si Q7 = 1 tendriamos que el Universo presentaria una geometria plana.
Considerando un Universo dominado por radiacién o materia la Ec. (1.24) se puede

resolver facilmente, obteniendo respectivamente

Prad < a4, aoct? o T, (1.28)

_ 2

Prmat O a2, a o t3 o< 7 (1.29)

Las componentes observadas del Universo indican que estuvo anteriormente do-
minado por materia y por radiacion.

Estas componentes describen al Universo estandar con una singularidad en el Big-
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Bang. Sin embargo una serie de inconsistencias observadas dan pie a un complemento

al modelo en tiempos tempranos: la teoria de inflacion primordial.

1.2. Concepto de inflacion

Inflacion nace de varios problemas que no se explicaban con la teoria del Big Bang,
entre ellos se encuentran el problema de la planitud y el problema del horizonte.
Esto no significa que dicha teoria sea errénea, sino que pone a Inflacion como un
complemento que da paso a esta teoria. Fue principalmente Alan Guth quien se dedico
a presentar esta teorfa inflacionaria para solucionar dichos problemas. En esta seccion

se describen méas a detalle estos problemas [5].

1.2.1. Problema del horizonte

El problema del horizonte trata principalmente de las regiones que estan causal-
mente conectadas, tomando a la edad del Universo como finita, lo que implica que
la luz sblo puede viajar una distancia finita en un tiempo dado, con lo cual dado un
tiempo de vida del Universo s6lo se podré ver una region de dicho Universo.

Se sabe que la luz del cielo tiene la misma temperatura de 2.725 K, lo que implica
un equilibrio térmico, es decir diferentes regiones del cielo han interactuado creando
dicho equilibrio. Sin embargo, no es posible que la luz que se acaba de percibir venga
del lado opuesto del cielo, esto implica que no hubo tiempo para que estas dos regiones
hayan estado causalmente conectadas e interactiien de alguna manera, razén por la
cual entramos en una contradicciéon ya que no habria dicho equilibrio. Esto sugiere
que a una distancia muy corta las regiones debieron interactuar y termalizarse antes
de llegar a nosotros, por otra parte se sabe que el Universo primigenio era mucho mas
pequeno por lo tanto la luz recorre una distancia més corta haciendo imposible que
dos regiones (incluso si estas son muy cercanas) puedan interactuar para entrar en
equilibrio térmico.

Esto nos plantea un problema muy importante y es que el Fondo Coésmico de

Microondas no es completamente isotropico, sino que presenta pequenas fluctuaciones
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que ya han sido detectadas. Se piensa que a partir de estas fluctuaciones se ha formado
el Universo y es por la misma razoén que se acaba de explicar que tampoco se puede
crear una irregularidad. En conclusion simplemente con la teoria del Big Bang no se

puede explicar la generacion de estas irregularidades [5].

1.2.2. Problema de la planitud

En el Universo existe una densidad total de materia cercana a la densidad critica,
se sabe que esta en un rango de 0.5 < Qr, < 1.5 lo cual nos indica que el Universo
tiene una geometria casi plana [2].

De la Ec. (1.27) se puede ver que si el Universo es plano se tiene Q7 = 1 y esto
seria valido en todo momento, de lo contrario el valor {27,; — 1 seria diferente.

Considerando una época donde el Universo estd dominado por radiacion, se tiene

4

H?  prqq < a~* insertando esto en la Ec. (1.27) se obtiene

Qror — 1 x a?. (1.30)

Si ahora se hace el mismo procedimiento pero durante la época de materia, donde se

3

tiene H? o pma; < a~3 se obtiene

Qrot — 1 x a. (1.31)

Esto indica que en ambos casos el término 7, — 1 disminuye al retroceder el tiempo.
Por otra parte si consideramos la época de nucleosintesis, en la cual la temperatura

tiene un valor T}, ~ 1MeV se tiene

2 2
|QTot - 1|T:Tnuc o Onuc TO

|QTot_ 1|T:TO ~ ag - Tr%uc

~ O(10719), (1.32)

donde el subindice cero se ha puesto para denotar la época actual y Ty ~ 10713GeV.
Se puede concluir que para obtener actualmente (Q7,; — 1) ~ 1 en tiempos del
Universo primigenio el valor de Qp, — 1 debe ajustarse a valores muy pequenos

y cercanos a cero pero sin tomar dicho valor. Esta es la razoén por la cual a este
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problema también se le denomina problema de ajuste |4].

1.3. Caracteristicas de la inflacién primordial

Inflacion pone soluciéon a los problemas antes vistos de la siguiente manera

= Para el problema de la planitud.

Este problema se resuelve al poner como condicién que €27, vaya acercidndose
a 1 en lugar de alejarse de él, en otras palabras, de la Ec. (1.27) se puede ver
que es el factor de escala debe tomar un valor muy grande y el parametro de

Hubble debe ser constante.

= Para el problema del horizonte.

Este se puede resolver mediante una reduccion de la longitud comévil de Hubble,
llevada a cabo en inflacién, lo cual permite que en el Universo observable de
la época presente exista una pequena region que estaba dentro del radio de

Hubble, haciendo que esta haya estado causalmente conectada.

Lo que describe principalmente a inflacién es una expansion acelerada, es decir
a >0, (1.33)

o de manera equivalente
d H!
dt a

<0, (1.34)

donde H'/a es la distancia comévil de Hubble, lo cual da como condicién que esta
decrece con el tiempo, por eso mismo usando coordenadas fijas se puede notar que el
Universo debié ser mas pequeno en inflacion.
Empleando Relatividad General, la Ec.(1.33) se puede reescribir en términos de p
y P, obteniendo
p+3P <0. (1.35)
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Debido a que la densidad de energia es siempre positiva, para satisfacer la ecuacion
anterior se requiere de una presion negativa, razéon por la cual se propone un campo
escalar ¢(t) homogéneo, proporcionando materia con presion negativa. Dicho campo
escalar también es conocido como Inflaton.

En el siguiente capitulo se obtendran las ecuaciones de movimiento que este campo
debe cumplir, al igual que algunos parametros que en conjunto describen la teoria
inflacionaria.

El presente trabajo considera a los agujeros negros primordiales, por sus siglas en
inglés PBHs, como el producto de colapso de inhomogeneidades grandes producidas
durante inflacion.

Se tiene como hipotesis que las cotas observacionales a la abundancia de PBHs
deben heredarse a los parametros que definen inflaciéon. Se mostrara la derivacion de
una nueva restriccion a los pardmetros observables propios de inflacion.

La presente tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo dos se introducen los elementos de la teoria inflacionaria necesa-

rios para describir la formaciéon de estructura céosmica.

= En el capitulo tres se definen y caracterizan los agujeros negros primordiales
y sus poblaciones de masas especificas. Adicionalmente se presentan las cotas

observacionales a los agujeros negros de masa menor.

= En el capitulo cuatro se adaptan las cotas observacionales a la abundancia
de PBHs en una estimacion de pardmetros de inflacién mediante cadenas de

Markov y sobre observaciones al CMB.

= En el capitulo cinco se presentan los resulados de dicho analisis y finalmente,

en el capitulo seis se exponen las conclusiones.



Capitulo 2

PARAMETROS DE INFLACION

La descripcion matematica del periodo inflacionario en su versiéon mas simple surge
de la ecuacion de Klein-Gordon para un campo escalar. En esta seccion se desarrollara
la teorfa inflacionaria partiendo de la accidén para un campo escalar ¢, con una energia
potencial V(¢). Todo el planteamiento de esta seccion es estandar,y se ha tomando

de la referencia [3].
S = / O / Ay =g [—%g““@uqﬁ&@ _ v<¢>] | 2.1)

Al hacer pequenas variaciones de la accién con respecto al campo, se obtiene

9pS = /d4x [QL (vV—=99""0,0) — —gg—‘;} 3. (2.2)

Al hacer 6,5 = 0 debido a que las variaciones son pequenas, entonces de la Ec.

(2.2) se obtiene
o)

a_¢7

donde se usa la definicion del operador covariante de D’Lambert, la cual es la siguiente

O¢ = (2.3)

O¢ = \/%_gau(\/—_gg‘“’&,@. (2.4)

La Ec. (2.4) es la ecuacion clasica para un campo escalar, la cual tiene la forma

12
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de la ec. de Klein-Gordon.
Usando las Ecs. (1.13) y (1.14) en la Ec. (2.4)

0= \/L__gau(\/—_gg“”&,d)). (2.5)

La primera componente corresponde al término
—¢—3H¢. (2.6)

Las demas componentes estan dadas por

#@.(ﬁaigb). (2.7)
Al definir
Vip= \%@mm (2.8
se sigue
¢+ 3Hp — %v% + g—‘; = 0. (2.9)

Por otro lado, el tensor de energia, se define como

-2 98

TNV = \/—_g(;glﬂ/ (210)
donde S estéa dado por
oL
68 = | d'z |—=L— + /— . 2.11
° / [ L\/ gé‘g“”} 211)
Usando la Ec.(1.17), la Ec. (2.11) se transforma a
1
55:/61495 {—ﬁﬁgum/—g+\/_a W] , (2.12)
con lo cual
05 = E \ - v — 2.13
g g I g+ 8W’ (2.13)
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y entonces, la Ec. (2.10) queda

-2 1 oL
T & = —|—= — —
= { 5 L9V =9+ V gagw} )
oL
1
= u¢8u¢ — G |:§gaﬁaa¢a8¢ - V(¢):| :
Finalmente, la ecuaciéon anterior se puede escribir como
1
T} = g*"0a90,¢ — 0y {59“6(%@58@ - V((ﬁ)} : (2.15)

Del tensor de Energia-Momento Ec. (1.18) en el marco comovil de un fluido ho-

mogéneo e isotropico, se tiene

9 = —p,
Tg =T =0, (2.16)
T; = ;P

De la componente T} se tiene

1
ToO = gaoaaﬁbaocb - §gaﬁ8a¢aﬁ¢ - V(‘b)’
(2.17)

1. 1
— 50— 30V - V()
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las componentes T = T; = 0, mientras que T]’ estan dadas por

T; = gm a@banb - 5; {%gaﬁaagbaﬂ(rb + V(Qb)}
(2.18)

- 3% - 3 wor - v o

Se puede ver que el campo escalar no depende del espacio, es decir, depende sblo
del tiempo y eso va de acuerdo con la homogeneidad e isotropia del Universo. De los

resultados anteriores se obtienen las siguientes igualdades

P =T = b~ 5a (Vo) ~ V(e) = 1+ V(6), (219)
. 11 1 1.
P=Ti=0} |36 3a (Vo) ~ V()| =3 - V(o). (220)

Al reescribir la ecuacion de continuidad de energia usando las Ecs. (2.19) y (2.20)

se obtiene,

o+ (Z—‘; +3H¢ = 0. (2.21)

En esta seccion se ha derivado la ecuaciéon de movimiento para un campo escalar

homogéneo, el cual se supone es la fuente dominante de energia que hay en el Universo.

2.1. Campo escalar inflacionario

Para que se cumpla inflacion se deben de cumplir dos condiciones muy importan-
tes, la primera es que inflacién ocurre en un Universo en una etapa de de Sitter, en la
que P = —p, lo que implica que inflacién se lleve a cabo un periodo denominado ro-
damiento lento, en inglés slow-roll, esto conlleva a una segunda condicién la cual
es imponer un campo escalar, que se mueva lentamente hacia el minimo de su poten-

cial es decir, la energia potencial es méas grande que la energia cinética, Q.52 << V(g),
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si ¢ es pequeiio ¢ también lo es, con estas aproximaciones las Ecs. (2.19) v (2.20) se

escriben como

P~ —-V(¢) = —p. (2.22)

Ambas dan paso a inflacion de la siguiente manera, si tenemos un Universo el
cual estd dominado por la energia potencial de un campo escalar, el cual rueda o
evoluciona lentamente, esto dara paso a una etapa de de Sitter, razéon por la cual esta
aproximacion de rodamiento lento asegura que suceda inflaciéon. Bajo las condiciones

de la Ec. (2.22), la ecuacién de movimiento (2.21) se transforma en
3Ho ~ —V'(¢), (2.23)

por otro lado, la ecuaciéon de Friedmann se transforma a

2 STy ). (2.24)

De ellas se obtienen los parametros de rodamiento lento. De la ecuacion (2.23)

. VIQ . 12
2 12 2 2 2
H? ocV':>mo<¢ <<V = << H (2.25)
dQ.S / 27 iy 1" 2
3Hd—¢~—v = 3H’¢p~ —HoV' = V" < H?, (2.26)
por lo tanto, estas condiciones de slow-roll pueden expresarse en parametros de des-
plazamiento definidos por
_ M (VY 2.27
=5 \v) (2:27)
V//
— 2
ey 25

donde M, es la masa reducida de Planck.

Las condiciones (2.25) y (2.26) pueden reescribirse en términos de € y 1 usando
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las Ec. (2.24) de la siguiente manera

V/2 2
7<<H2:m<<1:e<<1, (2.29)
™
" 2 QV”
VI<< H* = 3M,;— << 1=1n<<1, (2.30)

Vv

estos parametros por ser muy pequenos cumplen la condicion de slow-roll, también
son importantes debido a que indican el final de inflacién una vez que fallan las
condiciones derivadas en las Ecs. (2.29) y (2.30), esto permite calcular cuanto dura
inflacion, a través de un nuevo parametro N llamado nimero de e-folds [4], el cual

estd definido como

ty af
N E/ Hdt —/ dlnadt =In (%> =expN = (ﬁ) , (2.31)
s a dt a; a;

% @

se puede notar a partir de esta ultima expresion, que dicha definicion va de acuerdo
con el nombre.

Es posible expresar a este parametro en términos de € y 1 de la siguiente manera,
ty
N = / Hit, (2.32)
t;

. d . ., , .
si se toma a H = j—;dgb = f, se tiene una expresion en términos del campo escalar

by
N = Hd—.gb, (2.33)

o

usando las Ecs. (2.24) y (2.23), la ecuacion anterior tiene la forma

oy Vv
N=-81G | do, (2.34)
®i

y empelando la definicién del parametro e se llega

-1 2t d
= @ _ N2 (2.35)
2Mp1 Jg, €2 ez My
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Actualmente se tiene estimado que el numero de e-folds esté alrededor de N = 70 [4].
Por otra parte en la etapa cuasi de Sitter, el paramentro de Hubble no es constante,

varia como el parametro de €, y esto se puede ver de la siguiente manera. Partiendo

de la Ec. (2.24)

Vi(9) dH _V'(9)
? = 2H— ~ : 2.36
s 2 (2:36)
y de la Ec. (2.23)
. V'(9) 1 3H
o = = _ — 2.37
CETE T 0T v 237
usando ambas ecuaciones, se obtiene
i _dHdt (o 3H N _ 3HH (2.38)
do dt d¢ V() %
dH V' 3SHH 1%
H—~— =2H| - = —
do 3M§l ( % ) 3M§l
(2.39)
6H>H V' . V7
_ — —6H’H = ——
v Tag 0 32

donde se ha usado para mayor simplicidad a V’(¢) como V’'. Al elevar al cuadrado
la ecuacion de Friedmann en términos de la masa de Planck y al sustituir en la Ec.

(2.39) se obtiene

6H , (VI
— 5 & 3M}, (V) . (2.40)

En términos de € la Ec. (2.40) queda
H = —eH?, (2.41)

esto solo es valido cuando se trata de una etapa cuasi de Sitter. En una etapa de

de Sitter pura se cumpliria la igualdad P = —p y por lo tanto ¢ = 0. Esto significa
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que el campo escalar no tendria energia cinética y no rodaria a lo largo del potencial;
entonces durante una etapa de de Sitter pura, los parametros de rodamiento lento
son nulos.

Por otra parte existe una diferencia entre el tiempo conforme y el tiempo césmico,
dependiendo de la etapa que estemos tratando (pura o cuasi de Sitter). En una etapa
de de Sitter el parametro de Hubble es constante en el tiempo por definicién. Por lo

tanto el factor de escala seria el siguiente
a(t) = e, (2.42)

insertando la Ec.(2.42) en la definiciéon del tiempo conforme obtenemos

(1) = / dteHt — _Fle-Ht - o (2.43)

Para escribir la Ec. (2.41) en términos del tiempo conforme, se hace un cambio de

variable obteniendo la siguiente ecuacion
H — H? ~ —eH?, (2.44)

para derivar esto en una etapa cuasi de Sitter partiremos de la ecuacién anterior de

la siguiente manera

dH 1
a - © e’ (245)

de la definicion del parametro de Hubble y usando la Ec. (2.45) se sigue

v 1
H="=Z=a=1"" (2.46)
a €

Insertando la Ec. (2.46) en la definicién de tiempo conforme se obtiene

T(t) = /t(li—/t = —ﬁ, (2.47)
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entonces el factor de escala o el tiempo conforme estan dados por,

T(t) = —m, (2.48)
a(t) = —m. (2.49)

2.2. Fluctuaciones del campo escalar

Ahora se consideraran fluctuaciones del campo escalar, por conveniencia se haran
primero en una época pura de de Sitter. Se comenzara preturbando el campo escalar,

tomando una parte homogénea y otra perturbada

o(1,%) = o(1) + 00(T, T), (2.50)

y asumiendo que en el régimen perturbativo d¢ << ¢. Por conveniencia se redefine

el campo escalar como

5 = adg. (2.51)

Se sigue la segunda cuantizaciéon de manera estandar, por lo cual se hard uso
de operadores de creaciéon y aniquilacion az y al—j, (estos cumplen las relaciones de

conmutacion usuales) y se vuelve a reescribir 5{;5 como
dgk ikT * + —ikT
5p = 3/2 (T)age™ +ug(r)a; e . (2.52)

Debido a que ahora se esta tratando con perturbaciones, es necesario hacer un cambio
de variable transformando el resultado dado por la Ec. (2.9) en una ecuacion que esté
en términos del tiempo conforme,

, O*V

11 / 2
¢ +2MH¢ — V¢ = —a? 95 (2.53)

aqui se usa el resultado sin tener en cuenta que ¢ sélo depende del tiempo. Al sustituir
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la Ec. (2.50) en Ec. (2.53), se obtiene el caso homogéneo analizado antes vy,

, O*V

§5¢" +2Hé¢ — V369 = —a 9

50, (2.54)

donde por simplicidad denotara 227‘2/ como Vig.

Despejando d¢ de la Ec. (2.51) y sustituyendo en la Ec. (2.54) se obtiene
1 - " 1 - / 1 - _
(—5¢> +2H <§(5¢) —V? <§(5q§) +aVys0p =0 (2.55)
a
haciendo uso de la Ec. (2.52) y de la ecuacion anterior se obtiene

d3 a” T
/ W |:U,k€ — EU]C + kQUk + CL2V¢¢U]€:| a,;e““ = 0, (256)

+

aqui no se ha tomado el término hermitiano conjugado el cual contiene los modos v,

si se hiciera se tendria la misma ecuacion.

De la Ec. (2.56) se observa que

"

uy — a—uk + k*uy, 4+ a®V"uy, = 0. (2.57)
a

Al llamar a V4 como mi, denotando una masa efectiva, la cual corresponde a una
masa de campo escalar si el potencial es V' = %miqbQ, se obtiene la ecuacion de

movimiento para los modos,
" 2 a” 2 2
up + | K — " +mga® | up = 0. (2.58)

2.2.1. Perturbaciones en un Universo De Sitter

Al transformar la ecuacion anterior a una ecuacion de Bessel, esta tiene so-

luciéon exacta. Primero se analizaran algunos cambios de variable y se sustituira
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a=—(H7)™! en la Ec. (2.58) para obtener
(2.59)

Si se define la siguiente cantidad, tomandola como constante con respecto del

tiempo y la insertamos en la Ec. (2.59)

vy = (9 — m—i) , (2.60)

2 st—i
K — —— || w =0, (2.61)

. - . . 1 .
ahora si hacemos el siguiente cambio de variable u; = (—7)2y y lo insertamos en el

= uj +

resultado anterior

7_Qy// + Ty, + (/f27‘2 . qus) — 0, (2.62)
con el cambio de variable z = —k7 en la Ec. (2.62) queda
d?y | dy
2 2 _ 2
T ta+ (7 —vy)y = 0. (2.63)

La Ec. (2.63) tiene la forma de una ecuacion de Bessel cuya solucion general es de la

forma,

y(x) = ClH(V;) (z) + CoHP (2), (2.64)

donde los H,,(x) son las funciones de Hankel. La Ec. (2.64) toma la forma

y(—kt) = CYHY (—k7) + CoHE) (—kr), (2.65)
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regresando al primer cambio de variable uj = (—T)%y finalmente se obtiene,
u(7) = V=7 |CHHD (—k7) + CHP (k)] (2.66)

bajo la suposicion de que v, es una constante. Esta solucion es exacta, aunque hay
soluciones mas simples en ciertos limites de escala ya que los modos u, tienen aso-
ciados longitudes de onda A\ y dado que k o A, a escalas del super horizonte las
longitudes de onda son A >> (aH)™' (k << aH) y a escalas del sub horizonte se
tiene A\ << (aH)™ ! (k >> aH).

De la definicion de my, se tiene,

2
My Vi

ﬁ — ﬁ, (2.67)

por el hecho de trabajar en una etapa de Sitter, H es una constante. Sin embargo
no sucede lo mismo para Vg, solo serd constante en algunos casos, por ejemplo si el
potencial es cuadratico.

Por otra parte, en escalas del sub-horizonte k >> aH (escalas muy pequenas),
la soluciéon para los modos debe coincidir con la solucién teoérica del campo en un
espacio-tiempo plano, la cual es una onda plana de la forma

u(T) = e kT, (2.68)

o

A partir de la Ec. (2.43) se sigue

k
—kT = — 1 2.
T 5 >>1, (2.69)

por tanto, al usar la aproximaciéon —k7 >> 1 siendo esta una cantidad positiva
y grande, al usar el método de descenso en las representaciones integrales de las

funciones, se tiene

H'(/i)(_lm- >> 1) ~ —Z ez e—3)) (2.70)
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2 ; 1
(2) J— ~ —_— Z(Iii(y 77))
H% (kT >>1) ~ 4/ 2 e 2l (2.71)

y entonces, la forma asintotica de la solucion es

[SE]

2 i . . ™
up(7) = ‘/E [Ol(k)e—m—a(%—%” + 026“96—5%—%”] : (2.72)

Dado que debe coincidir con una onda plana Ec. (2.68), se establece Cy(k) = 0y

Cy(k) = ‘/TEei%(VW%) obteniendo la solucién exacta
ﬁ —i T (vp+2
Uk(T) = T@ 2( ¢+2)\/;H1(/?(_k7—) (273)

Ahora si se quiere ver la solucion fuera del horizonte cosmologico (—kT << 1),
la aproximacion de las funciones de Hankel depende del valor que tome v4. Cuando

vy > 0, lo cual implica que my < %H , las funciones de Hankel toman la forma

H) (z) = —@ <%x) - (2.74)

y con el cambio de variable x = —k7 y sustituyendo dicho resultado en la Ec. (2.73),

se obtiene

™

o 1 T 1 (—vg)
uk(1) = \/T%elg(%ﬂ)\/__T [_Z (vs) <_§k7—) ] 7

(2.75)

1 <7r( 1) 1 %_V¢
= e2We T2y, ——kT .
— v (~3)

Con el cambio de variable de la Ec. (2.51) y la relacion dada por la Ec. (2.43), se puede
obtener la magnitud de las fluctuaciones cuanticas notando que 5gb~k Unicamente se

representa por los modos uy,

we 11 o\ 2 o\ 2
= 2 =T — =/ —HT . (276
1694 a  a+2rk () <2aH) k3 (vs) (QaH) (276)
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Con la definicién 74 como una nueva pequena cantidad 7, = mi /3H?, de manera
analoga que los parametros de slow-roll, podemos poner el resultado anterior en tér-
minos de este nuevo parametro expandiendo a v4; 14 se puede escribir de la siguiente

manera

N Lo
|
N
<
|
N Lo
|
N
= ©
|
w|&§l\7
[ V)
I
N W
|
DN W
VR
+
[GUITN
]
©-
N———
Wl
Q
N W

3 2
(2.77)

de donde I'(vy) ~ T'(3) = . Al insertar esto ltimo en la Ec. (2.76) se obtiene

3 3
2 (VAN kN1 Eo\ 2 v
]2 (VT o 2.78
1994 7rkH< 2 ) (ZQH) \/2k3H (QaH) ’ (2.78)

o , . : _3 _
para simplificar un poco més la ecuacion anterior se debe notar que 2"¢72 ~ 27" x~ 1,

H (k)"

teniendo como solucién

2.2.2. Pertubaciones en Inflacion Cuasi-De Sitter

Se debe recordar que este resultado fue derivado a partir de considerar una época
pura de Sitter, sin embargo para reproducir la etapa inflacionaria es necesario un
escenario Cuasi-De Sitter. Ahora se tienen las herramientas necesarias para desarrollar
lo mismo pero en dicho escenario. Partiendo de la Ec. (2.58) se obtendra una nueva
ecuacion.

De las Ecs. (2.43) y (2.44), se tienen las siguientes ecuaciones en términos de los

pardmetros de rodamiento lento,
~H* (2 —e), (2.80)

(2.81)
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1 1
~ 5 (2+30), (2.82)

usando ambas se obtiene,
~—(2-¢€(a+2e+..)

a”N 2 —¢
aN7'2(1—e)2 T

recordando el valor de 7, y usando la Ec. (2.82), se obtiene el término —“7” + miaQ
(24 3(c — ). (2.83)

22, 1

de la Ec. (2.58) de la siguiente manera
Mg =

a”’ 1
- mia® = 2(2 + 3e)
definiendo a y; = % + e —n4y y elevando al cuadrado, se obtiene la siguiente ecuacion:
(2.84)

9
V<;2521+3<6_77¢>7

donde se ha tomado que los pardmetros € y 7, son pequenos. Cabe senalar que 7,

equivale al parametro de slow-roll n en el caso de un campo sin auto-interaccion, i.e.
(2.85)

V = imZ¢*. Introduciendo la Ec. (2.84) en la Ec. (2.83) se obtiene
a” o o L /5 1
P Nﬁ(%—z ,

e insertando el resultado anterior en la Ec. (2.58) se obtiene una ecuacion igual a

la obtenida para una época pura de Sitter, Ec. (2.61), de la cual ya se sabe que la

solucion es la Ec. (2.79).

Espectro primordial

2.3.
Una cantidad que nos ayuda a cuantificar las perturbaciones es el espectro de

potencias. Este se define a partir de perturbaciones en el espacio de Fourier, para

un campo f(t, ) la transformada de Fourier se define de la siguiente manera
(2.86)
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donde £ es la magnitud de ambos valores ky y ko, €l término 53(151 - k?g) es una delta
de Dirac.

Asi, el espectro de potencias esta definido como

2

2 _ _
< Jufty >= S5 Pk (R — Ra), (2.87)

Entonces, usando las Ecs. (2.87) y (2.86) tenemos

< fAtz)> = < f(t,2)f*(t,z)>

dgl{?l / d?’]{é (k_ k- ) 271'2 — —
- : pelhmk)e 2D (1) 53 (ky — k
/ 2m: ) (2n3 pr PrR)O (k= ko) (2.88)

L[ [dk
= ﬁd kPr(k) = ?Pf(k),

para llegar a la tltima igualdad se ha hecho una integraciéon alrededor de una esfera,
que contribuye con un factor de 4.
dk

De la Ec.(2.88) se observa que ¢ = dlnk, lo cual sugiere que el espectro de

potencias es una contribucion logaritmica al valor cuadratico de f(t, 7).
2.3.1. Indice espectral

El indice espectral, (nz(k)), describe la variacion de la pendiente del espectro

de potencias, matematicamente se define como:

dln'P}'_l id'P]:

k)=1 = . 2.89
) =1 e T B @ (2:89)
Para un campo escalar,
* 1 1 * 1 * +
< 0y, 00, >= U Gy Uk, O, ) = g < Uk U, lag,a; ] >, (2.90)

donde se cumple la siguiente relacion [ay, ag,] = §%(k — k’). De la ecuacion anterior se
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tiene
|ug|?
2

- 83 (k1 — ky), (2.91)

1 L
< Oy, 07, >= =< U wp, 6% (k1 — ko) >=

pero recordando que |1;k2\2 = |d¢y|* e igualando con la Ec. (2.87), se sigue
* 27 3(L. B 26307, N
< fifi, >= Tz Prk)6°(ky = k) = [004[*0° (k1 — ko), (2.92)

al despejar el espectro Px(k) de la ecuacion anterior se obtiene
k3 9
Pr(k) = ﬁ‘éﬁbk’ - (2.93)

Usando la Ec. (2.79) para perturbaciones a grandes escalas, el espectro toma la

H2 Lk 3—2v,

forma

Ahora se puede calcular el indice espectral a partir de su definicion Ec. (2.89),

tomando el In Px(k) como se desarrolla a continuacion

H 3—2vy
InPx(k) =In-— +1In (i) ,
T

4 aH
(2.95)
1H+(32)lk(32)1H
=In— —2uy)Ink — (3 — 2vy) InaH.
472 ¢ ¢) L a
Derivamos el resultado anterior con respectro al In k£ obteniendo
dln P]:

En términos de los pardmetros de rodamiento lento, se tiene que % — Vg ~ 20,

entonces el indice espectral queda como
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2.3.2. Indice espectral a partir de una solucion exacta

Para obtener la solucion exacta, se partira de la ecuacion exacta de Klein-Gordon
la cual es parecida a la ecuacion derivada al inicio de esta seccion, Ec. (2.58), y se reali-
za un procedimiento parecido al de la subseccion anterior. Ahora, para perturbaciones

de curvatura a grandes escalas

H (k"™
== () 2.05)

donde en términos de los nuevos pardmetros de slow-roll vy ~ % + 3e—n.
Por otro lado se tiene el espectro de potencias para una perturbaciéon de curvatura
a grandes escalas, dado por

2
Pr = ’% PS) (2.99)

Se hace un desarrollo de manera analoga que en la secciéon anterior

3 3 2 3—2v, 2 3—2v4
an k (1) 9 k> H k B H k
oy = Q5 (k)" = 272 2k3 (aH ~ 4n? \aH ' (2.100)

Y por lo tanto la Ec. (2.99) queda

ol 2 H2 L 3—2u4 H2 2 L 3—2w4
o= () i lan) () () - o

Haciendo uso de la Ec. (2.101) y de Ec. (2.89) el indice espectral queda

d H?
ns—1= Tk (21n%+(3—2u¢)lnk:— (3—21/¢)lnaH) ,

(2.102)

3
:3—2V¢:3—2(§+36—77> = 2n — 6e = ng = 1 4 2n — Ge,

donde se ha puesto a v, en términos de los parametros de slow-roll. A grandes escalas
el indice espectral de una perturbaciéon de curvatura tiene un valor aproximado de

0.96.
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2.3.3. ;Como se parametriza el espectro primordial de pertur-
baciones?

Generalmente el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales de curva-

tura se parametriza como:

Prlk) = A, (kﬁo)ns_l , (2.103)

siendo una aproximacion a una funcién de baja potencia.

Al hacer una expansion en serie de Taylor del indice espectral alrededor de kg se

obtiene
k k2
Ng = Nglpy + s In— + g (In— | (2.104)
ko ko
con
1/ dn,
== 2.1
b=y (dlnk) . (2.105)
1 d*n,
=~ | 5 2.1
b =35 (d(lnk)2> ko (2:106)

., L1 . k ~
esta expresion es vélida siempre que In % Sea pequena.
Finalmente el espectro de potencias de las fluctuaciones primordiales de curvatura

se escribe como

k nsflJr%aS ln(%)
) , (2.107)

Pr(k) = A, (/?o

donde el término %as In % es una parametrizacion de la amplitud de perturbaciones

16].

2.4. Fondo coésmico de microondas (CMB)

En esta seccion se muestran matematicamente las ecuaciones que describen o per-
miten una mejor comprensiéon de lo que se observa del Fondo Césmico de Microondas

o por sus siglas en inglés CMB. En toda esta seccion se ha hecho uso de la referencia
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[7].

La radiaciéon es una manifestacion de las perturbaciones primordiales debidas a
inflacion. Para entender dichas perturbaciones de fotones, se pueden hacer prediccio-
nes mediante el espectro de anisotropias haciendo uso de las ecuaciones de Einstein-
Boltzmann.

Antes de la etapa de recombinacion, los fotones estaban estrechamente acoplados
tanto a electrones como a protones, lo cual permite que se puedan describir como un
fluido tnico. Después de recombinacion, los fotones fluyen libremente desde lo que se
denomina superficie de ultima dispersion.

Las perturbaciones de los fotones crecen de manera més lenta que las perturbacio-
nes de la materia, esto es debido a que la presion de los fotones es muy grande, lo cual
hace que resista la tendencia al colapso y por lo tanto, las pequenas perturbaciones
formadas en inflacién permanecen lineales hasta la época actual.

Para transformar dichas perturbaciones en predicciones del espectro de anisotro-
pias, se necesita una soluciéon mag formal. Para los momentos de los fotones hoy
©;(no) en términos del monopolo y el dipolo ya que estos predominan en el limite de

acoplamiento fuerte, dicha solucién es la siguiente:

©1(k,m0) = [O0(k, n) + W (k, ma)]slk (1m0 — 10)]+

301(k,7.) (jl—l[k(ﬁo R eV L e m)]) .

k(o — 1 — %) (2.108)

/0770 dne™" [‘i’(k, n) — (k, ”)} alk(o =)

donde j; es la funcién de Bessel esférica y se ha supuesto que recombinacién tuvo
lugar en un 7, y hasta el dia de hoy en 7y y 7 es definida como la tasa de integracion
de un n a 7.

De la Ec. (2.108) se observa que para resolver las anisotropias al dia de hoy

tnicamente se necesita conocer el monopolo (), el dipolo (©;) y el potencial (V)
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en recombinacion.
Analizando més a detalle el término del monopolo, en especial la funcién Bessel
féri ta determina 1 tribucion de la anisotropi 1 lar !
esférica, esta determina la contribuciéon de la anisotropia a una escala angular

debida a una onda plana con un nimero de onda k. A escalas pequenas se tiene

. 1 /z\l~3
lim j(x) = 7 <7> °, (2.109)

l—+o00

y se puede ver que a escalas grandes de [, la funciéon es muy pequena si x < [, lo cual
lleva a que O;(k,n9) es demasiado cercano a cero para [ > k.

Las perturbaciones que contribuyen son solo aquellas cuyo niimero de onda es del
orden [ ~ knj.

Como se habra notado, la anisotropia final no s6lo depende de © sino también de
un potencial ¥ debido a que estos tuvieron que “escalar” barreras de potencial para

poderlos ver hoy en dia.

2.4.1. Cls

La temperatura del Universo al dia de hoy esta dada por:

T(a,p,n) =T(n)[L+O(a,p,n), (2.110)

dicha expresion es conocida como campo de temperatura, donde el Gnico control
que se tiene sobre las anisotropias es la dependencia de la trayectoria de los fotones
entrantes (p), a medida que esta cambia produce cambios de temperatura, los cuales
son lo que se observa del CMB. Dicha trayectoria esta dada en coordenadas polares 6
y &, lo que nos lleva a poner la parte dependiente de p de la Ec. (2.110) en términos

de armonicos esféricos, obteniendo

00 y4

0@, p,n) =Y Y am(T,n)Vem(p), (2.111)

f=1 m=—¢
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donde los Vy,,’s son los armonicos esféricos y toda la informacion del campo esta
contenida en las ag,,’s.

Para poder relacionar las ay,,’s con los ©,’s se multiplican ambos lados de la
ecuacion anterior por los Yy, v usando la ortogonalidad de estos es posible despejar

a las YVp’s obteniendo

donde se ha usado la tranformada de Fourier (©(k)).
Por otra parte se sabe que el valor medio de las ay,,’s es cero, mientras que su

varianza sera distinta de cero, es decir
< agm >=0, (2.113)

< agma}‘m >= 5ggl(smm/Cg, (2114)

donde a la varianza se le denomina Cj. Por otra parte, mientras menos ¢’s se midan
(por ejemplo con ¢ = 2, se miden cinco ag,’s) se produce una incertidumbre en la in-
formacion que se puede obtener, la cual seria mayor a bajas £’s, a dicha incertidumbre

se le denomina varianza coésmica (V.C.), la cual esta dada por

ACy [ 2
— =4 2.11
( Cy >V.C. 20+1 (2.115)

Entonces para obtener las Cy’s se eleva al cuadrado la Ec. (2.112) y se toma el valor
de expectacion, para el cual es necesario calcular primero < O(k,p)©*(k,p) >, cabe
aclarar que hay una dependencia con 7, pero esta se ha tomado como implicita. Este
valor de expectaciéon depende de dos fendémenos: el primero se trata de la amplitud
y fase de las perturbaciones, el cual se elige de una distibucién gaussiana fijada en
inflacion y el segundo fendémeno aparece al transformar las perturbaciones en aniso-
tropias, ya que se produce una dependencia con p, por estas razones es conveniente

separar estos dos fendmenos y escribir a esta distribucion como § x (©/4) donde ©/6
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no depende de la amplitud inicial, entonces se obtiene:

BLSA (2.116)

Por otra parte, para poner a la ecuaciéon anterior en términos del espectro de potencias

de materia se hace uso de la siguiente igualdad
< 0(k)§* (k) >= (2m)*6*(k — k') P(k), (2.117)

la cual se introduce en la Ec. (2.116), obteniendo

< O(k,p)O*(k,p) >= (2r)383(k — k') P(k) & (2.118)

donde la evolucién de 6 y © depende sélo de k y del producto punto de k con D.

Insertando estos resultados la ecuacion para las Cy’s queda como

_ [k Ok kD) [ o, o O (kD)
a- | s PO [ 490906 e / w00y CEED oy

Por otra parte, para el /-ésimo momento multipolar se tiene

_ 1 [
0= / PO, (2.120)

donde P, corresponde al polinomio de Legendre de orden ¢. De la Ec.(2.120) se tiene

para O(k, 2 - p) lo siguiente

Ok, k- p) =D (=)' (20 + 1)Py(k - p)Ou(k), (2.121)

4

sustituyendo la Ec. (2.121) en la Ec. (2.119) y poniendo a ©(k, k - p') en términos de
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los armoénicos esféricos se obtiene

[k v O, (k)05 (k)
C, = / (QW)?,P(@;( )0 (2t )=

(2.122)
X / APy (k- p)V5, (D) / AP (k- ) Ve ('),

simplificando la ecuaciéon anterior con algunas propiedades de las integrales, se obtiene

o =2 / dkk2 (k)

™ Jo

(2.123)

Esta definicién como se vera més adelante sirve para entender y diferenciar los con-
juntos de datos usados en la presente tesis ya que provienen de las observaciones del

CMB hechas por el satélite Planck.



Capitulo 3

AGUJEROS NEGROS
PRIMORDIALES

En este capitulo se hablard de algunas propiedades de los Agujeros Negros Pri-
mordiales, por sus siglas en inglés PBHs, también se muestran las restricciones a la
abundancia de estos y posteriormente se analiza como se pueden obtener restriccio-
nes para parametros propios de inflacion como el indice espectral y el running (a; o
también conocido como ng) del cual hasta ahora no se tiene un valor establecido.
Por tltimo se obtiene una nueva restriccién para dichos parametros. Para una me-
jor comprension en este capitulo se denota a la velocidad del sonido como ¢, y a la

velocidad de la luz como c.

3.1. Agujeros Negros Primordiales ;qué son y cémo
se forman?

Los Agujeros Negros Primordiales son un tipo de agujero negro que debié de

haberse formado en el universo temprano a partir de inhomogeneidades primordiales

8]-

36
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En un universo dominado por radiacion la ecuaciéon de Friedmann se escribe como

&G
H2 = —&  Prad, (31)
3
y el radio de Hubble es
c
con lo cual se obtiene: s
(G T2
ri] = < 3 prad) 637 (33)

de la ecuacion para la densidad de radiacion, se puede despejar la masa del horizonte

e insertando el resultado de la Ec. (3.3) se obtiene

03

3
My = 7 praa=m =

3 9 (SWGggrad)% G7 (34)

por lo tanto la densidad es lo que determina completamente la masa del horizonte y
escalan de manera inversa.
Por otra parte se tiene la féormula para el radio de Schwarzschild, este describe el

radio de un agujero negro, al tomar la masa del horizonte y sustituir la Ec. (3.4) se

tiene
Seh c? G 3 '
()’

Si se realiza el cociente entre el rf, y el ry obtenidos, se encontrard que son lo
mismo. Lo cual tiene una interpretacion interesante, ya que al igual que la luz no
puede salir de un agujero negro, una senal de luz externa no puede entrar al horizonte
cosmologico debido a la expansion acelerada del Universo o visto de otra manera el
horizonte cosmolégico representa una regiéon causalmente desconectada del exterior.

Ahora usando el radio de Schwarzschild de una agujero negro con una masa M se
tiene:

M Rfex

PEH = G5 = 30 GBM?

(3.6)
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por lo tanto, se puede notar que para formar agujeros negros cada vez menos masivos

se requiere de densidades cada vez mayores. Algunos ejemplos de esto son:

p(M = 1210 g) = (7.49 x 10°GeV)*,

p(M =1g) = (2.37 x 10" GeV)™.

3.1.1. Formacion de PBHs

Partiendo de la ecuacion de evolucion de perturbaciones de densidad

fIAAN AN w
= _9H— = —— V2 A —4xGpA 3.7
e dt g2 Ve AP, (3.7)
donde A se refiere a un contraste de densidad, es decir dp/p y V. es el gradiente

comovil.

Para una ecuacién de onda se tiene
A = Ngexp li(ke - 7 — Wt)], (3.8)

donde k. se refiere al nimero de onda comoévil. En términos de la transformada de

Fourier, la ecuacion anterior queda
A = A(k,t) exp (ike - 7). (3.9)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.7) se tiene

2A dA w o« _x
— P 2H s = A — AnGph, (3.10)

donde el primer término a la derecha de la igualdad es debido a la presion y el segundo
a la gravedad.

En un espacio estatico la Ec. (3.10) tiene como solucion

A = Ngexp [i(ke - 7 — Wt)], (3.11)
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donde A\ representa un contraste de densidad inicial. Sustituyendo la solucion en la

Ec. (3.10) se obtiene
2 w o

Por otra parte, se tiene que el nimero de onda comévil es k. = ak, con lo que la
Ec. (3.12) queda como
W? = CPwk® — 4nG)p, (3.13)

esta tultima ecuacion es conocida como una relacion de dispersion.

Cabe mencionar que el anélisis presentado corresponde a una onda de densidad (o
presion) propagandose en un medio homogéneo y estatico, donde hay equilibrio entre
la presion y la gravedad.

De la Ec. (3.13) se analizan tres casos, el primero corresponde a cuando c2k? >
47Gp, aqui la inhomogeneidad sera estable; el segundo es cuando ¢2k* < 47Gp en
este caso la inhomogeneidad presenta una inestabilidad y el tercer caso se refiere a

un punto de transicion, el cual se presenta cuando

VarGp 2w

ky=——

= — 3.14
Cs AJ’ ( )

donde k; representa el nimero de onda de Jeans y \; se refiere a la longitud de onda
de Jeans. Esto es util ya que permite saber las condiciones para la formaciéon de PBHs.
Debido a que en épocas tempranas dominaba radiacién, la longitud de onda de

Jeans seria la siguiente:

3m 2
N, = 3.15
! . ( 8Gprad ) ’ ( )

donde ¢, es la velocidad del sonido, para la cual se sabe ¢ = wc?, en el caso de

radiaciéon w = % La escala de Jeans indica el tamano minimo de configuraciones que

son gravitacionalmente inestables teniendo como resultado la siguiente relaciéon entre
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ambas. Por lo tanto la Ec. (3.15) queda

372 2
N, = - Nl
7o (3(87TGPmd)) 7 (3.16)

y si se sustituye en la ecuacion anterior la Ec. (3.1) se obtiene

v (D) =a(E) 517

Partiendo de la definicién del radio del horizonte, tomandolo de un tiempo inicial

to = 0 hasta un tiempo t se obtiene

1 “dt da “ da
_ dt = 7 - 3.18
TH ac/o o) ac daa ac/o =0 (3.18)

Por otra parte, dado que nos encontramos en un universo dominado por radiaciéon

(w = 3) se tiene, a partir de la ecuacién de Friedmann
87G )
2 — %pgad (%) , (3.19)

entonces sustituyendo la Ec. (3.19) en la Ec. (3.18) se llega a
rg = H3O ja* (3.20)

Si tomamos un tiempo inicial arbitrario se tiene que

—4 1
a 8¢ Lra;\2 (881G 2
H? = pi = (a_) 3 = H; = p; (Z) (T) ) (3.21)

integrando de la misma manera que se hizo en la Ec. (3.18), s6lo que esta vez tomando

el tiempo inicial y usando el resultado de la Ec. (3.21) se obtiene,

r ac/a da p% a’e 22
o | (3.22)
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Por otra parte se tiene la siguiente relacion

£\ 2
a=a (—) , (3.23)
t;
de la cual se puede obtener el parametro de Hubble por definicion, de la siguiente
manera
a
H=-=— 3.24
a 2t (3.24)
donde a esta dada por la Ec. (3.23) y H; por
11
(3.25)

y por tanto la Ec. (3.22) se escribe como
c [t

=—-]. 3.26

" <t> (3.26)

Sustituyendo la Ec. (3.25) en la Ec. (3.26) se tiene que

ca; (t/t;)

i

rg =

N[0

Por otra parte, el radio de Jeans es el siguiente

ry = % - %% (3.28)
y al escribir a H como (2t)7!, en la Ec. (3.28) se obtiene
ry = %ct — 1.81ct. (3.29)
En particular para formar PBHs se requiere que se cumpla que
(3.30)

ry<rpg <TH,

entonces de los resultados dados por las Ecs. (3.29) y (3.27) se puede ver que se cumple
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la condicion para que suceda el colapso gravitacional, lo cual implica rpe;s ~ 2¢t = rg.
Una tltima condicién requerida al momento del cruce del horizonte de Hubble es
la siguiente

)
w = (50,.“ < 6CH = ?p < 1, (331)

por lo tanto, los PBHs se forman cuando las perturbaciones son de amplitud § suficien-
temente grande y del orden del horizonte. Por otra parte se sabe que la probabilidad
de formar esctructura requiere de una amplitud d.,.;; (delta-critica), la cual representa
la fraccion de materia en forma de objetos que colapsan cuando alcanzan este valor.
Para PBHs d,,;; = % 6, 9].

Es importante mencionar que, como demostré6 Hawking, los PBHs no pueden

crecer al mismo ritmo que el horizonte, esto es

dr H dr SCH
dt dt -’

(3.32)

esto también fue demostrado con argumentos hidrodinamicos.

3.1.2. Masa de los PBHs respecto al horizonte.

La masa de un agujero negro primordial es muy parecida a la masa del horizonte:

4
Mppy ~ My = gwpri,, (3.33)

partiendo de esto, se tiene [10]

dmp reN3  H? renN3 At 15 t
MH_T(E) _%<E> B RN Tk (3.54)

por ejemplo si un agujero negro primordial se forma durante radiacién a un tiempo

t = 107235 este tendra una masa alrededor de M = 10%g.
Asi que se asumira que la masa de PBHs es una fraccion fija fy; de la masa del

horizonte, la cual tiene un valor fy; ~ (%)% 9].
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3.1.3. Radiacion de Hawking

Los PBHs por ser pequenos y estables son los tinicos que se evaporan por emision
de radiacion de energia térmica, este proceso es llamado radiacién de Hawking, el
cual se desarrollara siguiendo la referencia [11].

Se tiene que la temperatura de un agujero negro es la siguiente

a1 1.22210% kg
TBH - a5

Mpy

Tt
= — = K=6.1 108K [ — ) 3.35
StGEp M ) 016910 (M> (3.35)

©

Esto hace que se evaporen completamente en un tiempo

~ 51207G2 M

= (3.36)

donde Mj es la masa de un agujero negro.
Para demostrar esto por simplicidad se considera a un agujero negro de Schwarzs-
child que no gira, que no esté cargado y que tiene una masa M.

El Radio de Schwarzschild esta dado por

2GM

y la aceleracion debida a la gravedad en el horizonte de eventos es
GM
g=—5— (3.38)
TSch
Al sustituir la Ec.(3.37) en la Ec. (3.38) se obtiene
4
c
= ) 3.39
9= 5aM ( )

La radiaciéon de Hawking que presenta un espectro de cuerpo negro, el cual tiene una

temperatura 7', estara dado por

h
EF=KgT =—qg. 3.40
B 27TCg ( )



CAPITULO 3. AGUJEROS NEGROS PRIMORDIALES 44

Sustituyendo el resultado obtenido por la Ec. (3.39) en la Ec. (3.40), se obtiene la

temperatura de Hawking

he?

Ty = ——— .
B SrGMKg

(3.41)

Ahora, haciendo uso de la ley de energia de Stefan-Boltzmann, Ec. (3.42), de la
constante de Stefan-Boltzmann, Ec. (3.43), del area de una esfera que tiene como
radio rgep, Ec. (3.44), y tratando a un agujero negro como un cuerpo negro perfecto,

es decir e = 1

P = Agjx = AjeoT?, (3.42)
K}
167G*M?
A, = % (3.44)

se obtiene la derivacion de la ley de energia de radiacién de los agujeros negros de

Stefan - Boltzmann - Schwarzshild - Hawking

hcb

P = . A4
15,3607 G2 M? (3:45)

Por simplicidad para el siguiente analisis se define una constante de evaporacion

como ke, = 152%. Por otro lado, la potencia es la tasa de pérdida de energia dada
por
dE ke,
— e 3.46
dt  M? ( )
y al utilizar la Ec. (3.45) en la definiciéon anterior se obtiene
dE d
P=——=——(Mc
dt dt( )
(3.47)
dM  k k
= =2 = M*IM = —2'dt.
- e dt M? ~ c?

Integrando desde una masa inicial M, hasta evaporarse por completo, tomando
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que esto sucede en un tiempo inicial igual a cero hasta un tiempo de evaporacion t,

finalmente se logra obtener

0 k tev
M?*dM = -~ / dt (3.48)
0

2
My C

= tey =

Mg <c2Mg>> (15,3607TG2> _ 5, 120nG2 M (3.49)

3key 3 hict hct

3.2. Relevancia cosmolégica de los Agujeros Negros
Primordiales.

Se define a la abundancia de PBHs como la fraccion de la masa del Universo que

entr6 en forma de PBH en una escala de masa M [6].

B(Mppr) = (p”ﬂ> , (3.50)

()
pcrit

donde i denota en valor inicial y p..;; es la densidad critica [10, 9], en este caso la pf,.;,
estd dominada por radiacion.
Si tomamos las perturbaciones iniciales como gaussianas, la distribucién de pro-

babilidad para un contraste de densidad:

P(5(Ry)) = (m) exp (%) | (3.51)

donde o(R)y) se refiere a la varianza de materia a una masa dada, la cual se definira
més adelante.
Utilizando la teoria de Press-Schechter, se calcula la abundancia inicial de PBHs

CcOomao:

B(Mppu) = 2fu /5  PO(Ra)dS(Rar) ~ furerfe <m) , (3.52)

la cual permite calcular la relacion entre la abundancia inicial de PBHs y la varianza
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de materia a una masa dada [10].

Por otro lado, la varianza de masa se escribe como:

dk

o*(R) = /O h exp(—k>R?)Ps(k) - (3.53)

Para traducir esto al espectro de potencias de curvatura, se utiliza la correspon-

dencia:

Ps(k) = % (%)2% (ﬁ) Pr(k), (3.54)

insertando la ecuacion anterior en la Ec. (3.53) y al fijar R = ﬁ se tiene

16 [~ kR dk
2 2 2 2.2

0c°(R) = — exp(—k“R°)(kR)"j; | —= | Pr(k)—, 3.55
)= [ errkrrE (S Pri (3.55)
donde j; es la funcién Bessel esférica y R es la perturbacion primordial de curvatura

con lo cual la integral est4 dominada alrededor de k ~ R~ [10].
A continuacion se describen cotas observacionales a (M) en el extremo de bajas
masas, todas estas son cotas tedricas dado que la evaporacion de PBHs atin no ha

sido contrastada experimentalmente.

3.2.1. Reliquias.

Lo ultimo que quedaria después de evaporarse un PBH es una particula supersi-
métrica la méas ligera del modelo estdndar o una reliquia del tamano de la masa de
Planck. Si estas son estables pasan a ser componentes de la materia oscura fria, con

la restriccion de no exceder la densidad de materia oscura observada [10].

3.2.1.1. Reliquias del tamano de la masa de Planck.

Si los PBHs al evaporarse dejan reliquias estables del tamano de la masa de Planck

y el recalentamiento es producido a una temperatura Ty, entonces para que cumplan
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con la condicion de tener menor densidad critica de materia oscura se impone [12]

M 2
B(M) < 1.0257 x 10~k (—> : (3.56)
M,
para un rango de masa
TR\ > M 1,2
D D

3.2.1.2. Particula supersimétrica

Para no exceder la densidad de materia oscura observada en la actualidad se tiene

la siguiente restriccion:

N

_ M a mrsp \ !
M) < 1.2821 x 10~ (—) 3.58
BM) < % (10119) 100GeV /) (3.58)
para masas,
—1
M < 101 (M> 3.59
= 100GeV /) (3.59)

la cual al depender de la masa de la particula supersimétrica, se tendra una incerti-

dumbre considerable [12].

3.2.2. Deriwvacion de cotas.

Se usaran estas restricciones para transformarlas a restricciones del espectro de

potencias de curvatura primordial mediante la siguiente equivalencia

(J\]fq) o (%)é (%)2 (3.60)

donde M., = 1.3 x 10*(Q%1%)72 g, gey =~ 3, keq = 0.07° A2Mpc ™' y g = 106.75, k

es el namero de onda asociado a las perturbaciones de masa M [10].
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3.2.3. s;Como podemos restringir el pardmetro oy ?

El objetivo de esta tesis es restringir el parametro oy (ng) con las restricciones
a la abundancia de agujeros negros primordiales tomando en cuenta las restricciones
antes vistas e incluyendo la cantidad de la materia oscura que hay hoy en dia. Ademés
se acotaran y, en el mejor de los casos, se excluirdn modelos inflacionarios.

Partiendo de las Ecs. (3.57) y (3.59) con un rango de masas tanto para reliquias del
tamano de la masa de Planck como para particulas supersimétricas, transformandolas
a través de la Ec. (3.60) a numeros de onda, con ellas se obtuvo el radio R. Por otro
lado, del mismo rango de masas se obtuvieron restricciones a la abundancia de PBHs,
Ecs. (3.56) y (3.58), que nos dan a su vez restricciones a la varianza, Ec. (3.52).
Conociendo todo esto, se obtienen restricciones al espectro de potencias primordial
mediante la Ec. (3.55), teniendo finalmente restricciones al running («;) depejandolo
de la Ec. (2.107).

Siguiendo este procedimiento, realizado computacionalmente en PYTHON (para
maés detalle sobre el codigo creado se sugiere ver el Apéndice A) se obtiene la ecuacion
de la recta sobre la cual el parametro a, adquiere valores que violan las restricciones
a la abundancia de PBHs.

Para obtener la recta mas restrictiva, se tomé el valor minimo del espectro de
potencias, en este caso es Pr = 0.01454475 al cual le corresponde el valor mas grande

del niimero de onda, el cual es & = 1.92981156 x 10?2. La ecuacion de la recta es:

a, = —0.03679n, + 0.04744, (3.61)
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Figura 3.1: Restriccion al running con los agujeros negros primordiales.

la cual restringira los posteriors del parametro «, de Planck 2015, ver. Fig. (3.2).
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Figura 3.2: Resultados reportados por el satélite Planck en 2015 para los parametros

nsy as. [13]

El objetivo es que esta recta acote/restrinja el running s como se muestra en la

Fig. (3.3), es decir, que todos los puntos que estan por encima de dicha recta no se

tomen en cuenta.
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Figura 3.3: Zona de restriccion esperada. La linea azul muestra la restriccion impuesta

por los agujeros negros

primordiales.

Esto se hard usando estadistica Bayesiana y mediante cadenas de Markov se re-

correra el espacio de parametros a través de los métodos de Monte Carlo, en especial

usando el algoritmo Metropolis-Hastings, lo cual explica més a detalle en el siguiente

capitulo.



Capitulo 4

METODOLOGIA

En este capitulo se menciona el teorema de Bayes y como se hace uso de este, al
igual que la manera en que se samplea el espacio de parametros mediante el método
de Monte Carlo, el cual hace uso del algoritmo Metropolis-Hasting. Por otra parte, se
explica brevemente el paquete MONTE PYTHON y las modificaciones que se hicieron

al likelihood de PLANCK para llevar a cabo el objetivo de esta tesis.

4.1. Estadistica Bayesiana

El teorema de Bayes describe la probabilidad condicional de que se cumpla un
evento H dado que se observen datos D que podrian estar relacionados con el evento

[14]
P(D|H)P(H)

PUHID) = =5

(4.1)
donde

» P(H) es llamado prior, debido a su nombre en inglés predictive and marginal
likelthood. Este representa el grado de conocimiento o ignorancia sobre la verdad

de la hipotesis después de analizar los datos.

» P(D|H) es nuestra funcion likelihood, también es llamada funcion de verosi-
militud o funcién de probabilidad y esta representa el grado de confiabilidad.

Si se asume que las mediciones se distribuyen entorno a un valor real la funcion
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esta dada por

P ey [

Al maximizar la funcién de densidad es equivalente a minimizar la funcion 2.

» P(H|D) es conocido como posterior, el cual respresenta la verdad de nuestra

hipoétesis de datos.

= P(D) es una constante de normalizacion, la cual no depende de manera explicita

de la hipdtesis. Se le da el nombre de evidencia.

Para encontrar el mejor ajuste de los parametros de los datos observados del CMB
se debe maximizar el lzkelihood, el cual se expresa en forma de gaussiana de la siguiente

manera

1 1,
P(D|H) = L(D|H) = mexp (—§X ) : (4.2)

donde la y? sera la relacion de los picos observacionales del CMB.

4.2. Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son una secuencia de variables aleatorias xg,z1,... con
valores en un conjunto S dados los valores a partir de un momento n, los subsecuentes
Tpt1, Tni2, ... dependen de los xz, ..., z, solo a través del estado actual z,, [15]. En
pocas palabras son una serie de pasos o saltos dados, en este caso dentro del espacio
de parametros para el cual se evaliia la funcion likelihood.

Dichas cadenas se llevan a cabo a través de los métodos de Monte Carlo, los
cuales son algoritmos computacionales basados en el muestreo aleatorio del espacio
de pardmetros. En este trabajo se emplea el método Metropolis-Hastings el cual se

describe a continuacion.
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4.2.1. Algoritmo Metropolis-Hasting

En este algoritmo se define el logaritmo de la funciéon likelihood (Loglike), el
tamano del paso entre cada punto, el niimero de pasos totales que dara la cadena y
para saber la cantidad de pasos aceptados se hace uso de un contador, obteniendo asi
una tasa de aceptacion.

La cadena comienza generando un ntmero aleatorio para luego definir los puntos
nuevos al sumar el valor inicial o el valor del paso anterior (segin sea el caso) con un
nuevo nimero aleatorio multiplicado por el tamano del paso para derivar un nuevo
Loglike con respecto a los puntos obtenidos en dicho paso.

La cadena corre dentro de un ciclo for, en el cual mediante condicionales se im-
ponen las restricciones cosmologicas para que la cadena no de un paso "prohibido",
dentro de cada condicional se pone un criterio para aceptar o rechazar algtin paso: se
le resta el nuevo valor del Loglike al valor del paso anterior; si el valor de la resta es
mayor a cero entonces se acepta el nimero y se define como 1, de lo contrario se toma
la exponencial de dicha resta, este valor se compara con un nimero aleatorio entre
cero y uno, si es mayor a dicho valor aleatorio se agrega el nuevo punto a la cadena y
si esto no sucede se agrega a la cadena el valor del paso inicial (o anterior). Si no se
cumple ninguna de las restricciones cosmologicas, entonces se toma el valor del paso
inicial (o anterior) [14].

Este algoritmo permite samplear todo el espacio de parametros y obtener las
regiones de mayor probabilidad, en caso de tener una probabilidad propia de una
variable aleatoria, las distribuciones de probabilidad son gaussianas, con este supuesto
las regiones de mayor probabilidad acumulada hasta el 68 % (95 %) representa una
region de confianza de 1o (20), las figuras que se presentan més adelante muestran
dichas regiones de confianza. Por otra parte el criterio de convergencia usado fue el
de Gelman-Rubin el cual requiere que R —1 < 1072 donde R es el factor de reduccion

de escala, el cual relaciona las inferencias agrupadas [16].
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4.3. Monte Python

Para llevar a cabo el analisis de los datos observacionales se utiliz6 del programa
MONTE PYTHON el cual es un paquete de muestreo de MCMC (Markov chain Monte
Carlo) escrito en Python [17], este es utilizado para la inferencia de parametros en
cosmologia a través del algoritmo Metropolis-Hastings [18]. MONTE PYTHON esta
conectado con el programa CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) el
cual se encarga de resolver las ecuaciones de Boltzmann [19].

Por otra parte, MONTE PYTHON clasifica los parametros de la siguiente manera

[20]:
» Parametros cosmo. Estos parametros son usados por CLASS.

» Parametros nuisance. Estos parametros son usados para calcular las probabi-

lidades.

» Pardmetros derived. Estos parametros no son variados directamente por el

algoritmo pero pueden ser calculados dados los pardmetros anteriores.

Este permite agregar datos experimentales de manera sencilla, sélo basta con
modificar el archivo .param. También se pueden agregar parametros, sin embargo
para poder hacerlo se necesita declararlo en CLASS o verificar si este ya lo tiene por

default [20].

4.3.1. Parametros calculados

Los conjuntos de datos probados en la presente tesis fueron PLANCK LITE y FULL
PLANCK, la diferencia entre estos son la cantidad de parametros nuisance como se
puede ver en las Figs. (4.1) y (4.2). En FULL PLANCK se especifican los valores de di-
chos parametros lo cual entre otras cosas conlleva un mayor tiempo de procesamiento
computacional.

Por otra parte los datos usados en este trabajo fueron:

» Para PLANCK LITE se usaron Planck high-{ lite y Planck low-¢.
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» Para FULL PLANCK se usaron Planck high-¢ y Planck low-(.

La diferencia que existe con Planck high-¢ y Planck low-{ es el rango de las C}s que
abarcan; Planck high-{ toma ¢'s en un rango de 30 < ¢ < 2508 mientras que Planck
low-¢ se refiere a ¢ < 30 [21].

data.parameters[

data.paraneters[

data.parameters[ 5 5 .038, ,0.
data.parameters[ .089, 2.8, 4.5, 0.036,
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[
[
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[
[
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data.parameters[ 9655, 0.93, 1, 0.0062, 1,
data.parameters[ ©.078, ©0.04, 6.12, 0.019, 1,
data.parameters[ -0.0084,-6.04, 0.04, 0.0082,

data.parameters[

Figura 4.2: Parametros calculados con PLANCK LITE.

Cabe decir que para el caso del pardmetro a, (el cual es un parametro cosmo)
no fue necesario declararlo en CLASS ya que este existe dentro de dicho programa,
s6lo fue necesario declararlo como alpha_s en el archivo .param dentro de MONTE
PYTHON y se fijaron los valores con base en los datos de PLANCK 2015 [13| para

ambos conjuntos de datos sampleados.

4.3.2. Restricciones a valores a priori en pardmetros de infla-
cion
Para implementar la restricciéon obtenida de la abundancia de PBHs resumida en

la ecuacion de la recta Ec.(3.61), se modifico el 1ikelihood de MONTE PYTHON
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(el cual se encuentra en la carpeta montepython de dicho programa) imponiendo la

ecuacion de la recta en forma de condicional como se muestra en la Fig. (4.3).

# add prior on nuisance parameters
1kl = self.add_nuisance_prior(lkl, data)

test = cosmo.get_current_derived_parameters(['alpha_s', 'n_s'])
alphas = test['alpha s']
ns = test['n_s']

if (alphas + 0.03679*ns) > 0.04744 : 1kl=-1000000000000

return 1kl

Figura 4.3: Lineas de codigo de la restricion anadida.

Este condicional lo que hace es tomar el valor fuera de la zona que restringe la
recta y le da un valor al Loglike muy negativo de manera que no se tome dicho punto
en la cadena.

En la siguiente seccion se discutirén los resultados obtenidos para ambos conjuntos
de datos presentados y en especifico para los parametros ng y a, que desde un inicio

fueron de interés para esta tesis.
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RESULTADOS

En este capitulo se mencionan las particularidades que se presentaron en el sam-
pleo de cada conjunto de datos, también se muestran las graficas obtenidas de cada
uno de estos para los parametros de inflacién de interés tanto sin la resticciéon como
con la restriccion y sus respectivas tablas de valores y por tltimo se hace un analisis

de los datos obtenidos.

5.1. Particularidades del sampleo

= PLANCK LITE
Tanto para el sampleo sin la restriccion como con la restricciéon se pusieron
cuatro cadenas de 200,000 puntos cada una, se interrumpié el proceso hasta
que se alcanzo una tasa de aceptacion con 600,904 puntos (sin la restriccion)

mientras que con la resticcion fue de 601,701 puntos.
» FULL PLANCK

e Sin usar restriccion se pusieron seis cadenas de 100,000 puntos cada una,

es decir 600,000 puntos en total.

e Con restriccion se pusieron seis cadenas de 200,000 puntos, interrumpiendo

el proceso con 600,945 puntos en total.
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Cabe recordar que para ambos conjuntos de datos se cumplio el criterio de con-

vergencia de Gelman-Rubin, lo cual garantiza la convergencia de las cadenas.

5.2. Resultados para el sampleo de DATOS LITE
Parametro | Mejor ajuste mediato Min. al 95% | Max. al 95%
Ny 0.9632 0.964410:9%61 0.952 0.9767
o —0.007639 | —0.004998 00072 | —0.01997 0.00976

Tabla 5.1: Resultados obtenidos usando PLANCK LITE sin restriccion de PBHs.

Parametro | Mejor ajuste mediato Min. al 95% | Max. al 95%
ng 0.9651 0.9643 700001 0.9521 0.9764
s —0.006086 | —0.0052297500%" | —0.01895 0.008946

Tabla 5.2: Resultados obtenidos usando PLANCK LITE con restriccién de PBHs.

Figura 5.1: Graficas de los resultados obtenidos con PLANCK LITE. La zona maés

Flat prior
Restriccion alpha

0.021

< -0.00445

-0.0299

0.943

0.964
N

0.9850.0299

-0.00445
Qs

0.021

oscura muestra el 68 % y la tenue el 95 % de la probabilidad acumulada.

Para el conjunto de DATOS LITE al comparar ambas tablas se puede ver una

reduccion en el valor del mejor ajuste para ambos parametros (n; y «y), mientras que
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en el valor medio con sus respectivos valores de confianza se muestra una reduccién
para el valor méaximo del pardmetro a,. Por otro lado, a 20 se observa una reducciéon
del parametro o, asi como un aumento en su valor minimo. Esto corresponde a una

reduccion efectiva en el aréa de la region de confianza del plano ns-ay. Este resultado

se discute mas adelante en la seccion 5.4.

5.3. Resultados para el sampleo de DATOS FULL
Parametro | Mejor ajuste mediato Min. al 95% | Max. al 95%
ns 0.9595 0.964970 0003 0.9525 0.9777
o —0.01192 | —0.007271100585 | —0.0236 0.008901

Tabla 5.3: Resultados obtenidos usando FULL PLANCK sin restriccion de PBHs.

Parametro | Mejor ajuste mediato Min. al 95% | Max. al 95%
Ny 0.9634 0.9644 10005 0.9523 0.9768
o —0.01162 | —0.007682000% | —0.02295 0.007871

Tabla 5.4: Resultados obtenidos usando FULL PLANCK con restricciéon de PBHs.

A Flat prior
Restriccion alpha

0.0176
y \
. (
>~ 4
< -0.0112 I
\\ /
\"\ -
-0.04
0.946 0.965 0.983.04 -0.0112 0.0176

ng g

Figura 5.2: Gréaficas de los resultados obtenidos con FULL PLANCK. La zona més
oscura muestra el 68 % y la tenue el 95 % de la probabilidad acumulada.
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Para el conjunto de DATOS FULL, al comparar ambas tablas no se ve un cambio
apreciable en el mejor ajuste, sin embargo para los deméas datos (la media, los minimos
y maximos al 95%) se nota una disminucién pequena pero consistente, mostrando

una tendencia a valores méas negativos del parametro a.

5.4. Analisis de resultados

Se impusieron restricciones a pardametros inflacionarios como el indice espectral
(ns) y el running (ay) a partir de restricciones a la abundancia de Agujeros Negros
Primordiales (PBHs) obteniendo una region prohibida delimitada por la Ec. (3.61).

Usando los datos de PLANCK 2015 y mediante un analisis bayesiano para el paré-
metro a, se obtuvo como resultado que la restriccion reduce tanto el valor esperado
de dicho parametro como su intervalo de confianza. Para un mejor anélisis de los re-
sultados se calcul6 el test figure of merit (FoM) el cual cuantifica el area del plano
ns — o que abarca el 95 % de los puntos aceptados en las cadenas. Formalmente, la
FoM se define como el inverso del determinante de la matriz de covarianza en el plano
de los pardametros (en este caso el plano ngy — ay). Dado que estos parametros estan

poco correlacionados el FoM se puede aproximar como:

- 6.177
Ags

N

FoM (" ~%) = (Det(C))~ (5.1)

donde C es la matriz de covarianza y Ags es el area de la region del 95 % de conver-
gencia [22].

Esto se hizo tomando los valores en las tablas y aproximando dicha area a un
cuadrado en ambos casos. Como resultado de dicho analisis se obtuvo una mejoria en
el FoM(™s=) donde para el conjunto de DATOS LITE se tiene que el cociente de la
FoM con restriccion sobre la FoM sin restriccion es:

FoM( 57

= 1.08, (5.2)
FoM e

mientras que para el conjunto de DATOS FULL el cociente de ambas cantidades es de
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1.04. Lo anterior indica una disminuciéon de los valores aceptables en el espacio de

parametros n,-a con la restriccion a la abundancia de PBHs.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo una nueva restricciéon a parametros propios del para-
digma inflacionario a partir de las restricciones a la abundancia de Agujeros Negros
Primordiales (PBHs). Dicha restriccion se obtuvo a partir de la menor cota al espectro
de potencias primordial en el extremo de baja masa, donde la abundancia de PBHs
esta restringida por las reliquias del tamano de la masa de Planck, producto de su
evaporacion.

La restriccion resumida en la Ec. (3.61) fue adaptada al paquete MONTE PYTHON
que samplea cadenas de Markov, en el espacio de pardmetros de modelos cosmo a
partir de datos de la radiacion cosmica de fondo (CMB) obtenidos del satélite Planck.
Este ejercicio implica una modificacion del paquete no desarrollada anteriormente y
descrita en el capitulo 4.

Para samplear el espacio de pardmetros se usaron dos conjuntos de datos distintos
de los cuales se not6 un mayor impacto de los parametros con el conjunto PLANCK
LITE lo cual se puede ver en la tablas. Més atun, en la seccion 5.4 se muestra la mejoria
en la determinacion de los parametros n, y a en términos de la prueba estadistica
Figure of Merit (FoM). Esta prueba demuestra que con la restriccion hay una mejoria
del 8 % con los DATOS LITE y del 4 % con los DATOS FULL.

Como consecuencia del anélisis presentado se puede decir que las restricciones a la
abundancia de PBHs sirven para restringir a los parametros que describen inflacion

lo que prueba nuestra hipoétesis inicial.
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A futuro, sera posible repetir el anélisis con extensiones como las siguientes

1. Mejorar el analisis con el conjunto completo de datos que incluya el espectro
de polarizaciéon y posiblemente otros experimentos que prueben al espectro en

escalas mas bajas (£’s mayores).

2. Cotas menos restrictivas a partir de observaciones para PBHs de otras masas.
Es decir, cotas a partir de las restricciones de la particula Supersimétrica mas

ligera, y cotas a partir de distorsiones espectrales del CMB [10].

3. Restricciones combinadas al parametro oy y a fs (running of the running of the
spectral index), a partir de las mismas cotas observacionales utilizadas en este
trabajo. Dado que el parametro extra s provee mayor libertad al cambio en la
amplitud del espectro primordial, es posible encontrar restricciones mas fuertes

a partir de la abundancia de PBHs.
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Apéndice A
Obtencion de Cotas

In [1]: 1 import numpy as np
2 import scipy.special as special
from scipy.special import erfcinv
import matplotlib.pyplot as plt
import math as mt
%matplotlib inline

Figura A.1: Paqueteria usada en Python.

In [2]: LogM = np.arange(1.,11.,0.5)
print LogM
logmlin=np.linspace(1,11,12)

4 print logmlin
[ 1. 1. 2. 2.5 3. 3.5 4. 4.5 5. 5.5 6. 6.5 7. 7.5
8. 8. 9. 9.5 10. 10.5]
[ 1. 1.90909091 2.81818182 3.72727273 4.63636364 5.54545455
6.45454545 7.36363636 8.27272727 9.18181818 10.09090909 11.

5
5

Figura A.2: Para simular el logaritmo de las masas, se creo un arreglo que va del
uno al once, tomando espacios de 0.5, esto fue tomando en cuenta un rango que
esté en ambos casos, tanto para masas del tamano de Planck como de una particula
supersimétrica (LSP).

In [3]: 1 ##Planck
f = lambda M:(3.6697e-23)*((10%*(M))**(3./2.))
beta = f(LogM)
beta
Out[3]: array([1.16046103e-21, 6.52575195e-21, 3.66970000e-20, 2.06362396e-19,
1.16046103e-18, 6.52575195e-18, 3.66970000e-17, 2.06362396e-16,
16046103e-15, 6.52575195e-15, 3.66970000e-14, 2.06362396e-13,
6 3
6 3

1.
1.16046103e-12, 6.52575195e-12, 3.66970000e-11, 2.06362396e-10,
1.16046103e-09, 6.52575195e-09, 3.66970000e-08, 2.06362396e-07])

Figura A.3: Se evalu6 el logaritmo de las masas en férmula de la abundancia de
Agujeros Negros Primordiales para reliquias del tamano de la masa de Planck.
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In [4]: 1 ##LSP Lepton-Tauon
2 f2 = lambda M: (1.7725e-11)*((10%*(M))**(-1/2.))
3 beta2 = f2(LogM)
4 beta2

Out[4]: array([5.60513715e-12, 3.15200025e-12, 1.77250000e-12, 9.96749999%-13,
5.60513715e-13, 3.15200025e-13, 1.77250000e-13, 9.96749999%-14,
5.60513715e-14, 3.15200025e-14, 1.77250000e-14, 9.96749999%e-15,
5.60513715e-15, 3.15200025e-15, 1.77250000e-15, 9.96749999%e-16,
5.60513715e-16, 3.15200025e-16, 1.77250000e-16, 9.96749999e-17])

Figura A.4: Se evalud el logaritmo de las masas en féormula de la abundancia de
Agujeros negros primordiales para reliquias del tamano de la masa de una particula
supersimétrica.

In [5]: 1 ## Pmax Planck
Pmax = lambda betas: (1/(3*((2)**(1/2.))*erfcinv(betas*((3)**(3/2.)))))**(2)/0.08665
P_pl = Pmax(beta)
4 P_pl

Out[5]: array([0.01454475, 0.01513089, 0.01576596, 0.01645632, 0.0172095 ,
0.01803442, 0.01894181, 0.01994461, 0.02105863, 0.02230333,
0.023703 , 0.02528831, 0.02709854, 0.02918481, 0.03161494,
0.03448077, 0.03790978, ©0.04208409, 0.04727308, 0.05389217])

Figura A.5: Se evaluaron los resultados obtenidos de las abundancias para masas de
Planck, en la funcién del espectro de potencias.

In [6]: 1 ## Pmax LSP
2 P_lsp = Pmax(beta2)
P_lsp

Out[6]: array([0.02898842, 0.02826812, 0.02758241, 0.02692889, 0.02630534,
0.02570976, 0.02514032, 0.02459535, 0.02407331, 0.0235728 ,
0.0230925 , 0.02263124, 0.02218789, 0.02176146, 0.02135098,
0.02095559, 0.02057448, 0.02020688, 0.01985209, 0.01950947])

Figura A.6: Se evaluaron los resultados obtenidos de las abundancias para masas de
LSP, en la funciéon del espectro de potencias.

In [9]: 1 betamin = np.minimum(np.logl@(beta),np.logl0(beta2))
betamin

Out[9]: array([-20.93536944, -20.18536944, -19.43536944, -18.68536944,
-17.93536944, -17.18536944, -16.43536944, -15.68536944,
-14.93536944, -14.18536944, -13.75141376, -14.00141376,
-14.25141376, -14.50141376, -14.75141376, -15.00141376,
-15.25141376, -15.50141376, -15.75141376, -16.00141376])

Figura A.7: De ambos arreglos de los logaritmos de las abundancias, se tomaron los
minimos.

In [11]: 1 #pmin = np.minimum(np.logl@(P pl),np.logl@(P_lsp))
2 #pmin
bmin = np.minimum((beta), (beta2))
Pcota = Pmax(bmin)
Pcota

Out[11]: array([0.01454475, ©.01513089, ©.01576596, ©.01645632, 0.0172095 ,
0.01803442, 0.01894181, 0.01994461, 0.02105863, 0.02230333,
0.0230925 , 0.02263124, 0.02218789, 0.02176146, 0.02135098,
0.02095559, ©.02057448, 0.02020688, 0.01985209, 0.01950947])

Figura A.8: Los minimos se evaluaron en la funcién para el espectro de potencias.
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In [13]: 1 K = lambda k: (6.1026e22)*((10**(k))**(-1./2.))
rangek= K(LogM)
rangek

Out[13]: array([1.92981156e+22, 1.08521279e+22, 6.10260000e+21, 3.43174417e+21,
1.92981156e+21, 1.08521279e+21, 6.10260000e+20, 3.43174417e+20,
1.92981156e+20, 1.08521279e+20, 6.10260000e+19, 3.43174417e+19,
1.92981156e+19, 1.08521279e+19, 6.10260000e+18, 3.43174417e+18,
1.92981156e+18, 1.08521279e+18, 6.10260000e+17, 3.43174417e+17])

Figura A.9: Se evaluaron los logaritmos de las masas en la funciéon que se tiene para
el nimero de onda.

In [17]: 1 n_sk = ((logps/log k) - 0.04)*(2/1log_k)
n_sk

Out[17]: array([6.00917856, ©.00941958, ©.00967009, 0.00993062, 0.01020179,
0.01048425, 0.0107787 , 0.01108594, 0.01140685, 0.01174239,
0.0120715 , 0.01236539, 0.01267042, 0.01298716, 0.01331617,
0.01365809, ©.01401357, 0.01438331, 0.01476807, 0.01516865])

Figura A.10: Se evaluaron los logaritmos del nimero de onda y del espectro en la
funcién para el running (asy).

A.0.1. FEcuacion de la recta

In [2]: 1 ns = np.arange(0.92,1.6005,0.005)
print ns

[0.92 0.925 ©0.93 ©.935 0.94 ©.945 0.95 0.955 0.96 0.965 0.97 0.975
0.98 ©.985 06.99 0.995 1. 1

Figura A.11: Se cre6 un arreglo que tomara el mismo intervalo que la grafica de Planck
2015.

In [3]: 1 f = lambda ns:(0.0368)%(1.2892 - ns)
nsk = f(ns)
nsk

Out[3]: array([0.01358656, 0.01340256, 0.01321856, 0.01303456, 0.01285056,
0.01266656, 0.01248256, 0.01229856, 0.01211456, 0.01193056,
0.01174656, 0.01156256, 0.01137856, 0.01119456, 0.01101056,
0.01082656, 0.01064256])

Figura A.12: Se evalu6 el arreglo del indice espectral en la formula que se tenia para
el ag.
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In [6]: 1 from scipy import stats
import numpy as np

In [7]: 1 y = nsk

X = ns
In [8]: 1 slope, intercept, r value, p_value, std err = stats.linregress(x,y)
In [9]: 1 print "pendiente:", slope

pendiente: -0.03679999999999999

In [10]: 1 print "interseccion:", intercept

interseccion: ©.04744255999999998

Figura A.13: Finalmente se us6 este codigo para conocer la pendiente y la abscisa,
obteniendo finalmente la recta.
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