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Introduccion

En 1908, Plemelj resolvié el siguiente problema: encontrar dos funciones ®*, analitica en
el interior de una curva simple cerrada I', y &, una funcién analitica en el exterior de la
curva I', donde @~ (z) tiende a cero cuando z — oo tal que @+ — &~ = f sobre I, donde f
es una funcién con valores complejos en I'. En la solucién de este problema, obtenemos las
férmulas Sokhotski-Plemelj dadas por los valores limites de las funciones

) = & 1 (e,
W) = 5olt) + 5 [ Ehdr (teD),

211 T—1

(1) = —%go(t) + 1/F 20 4 (e,

2wy Jp T — 1t
Esto fue de mucha importancia en su solucion del problema Riemann-Hilbert.
En esta solucién intervienen las integrales singulares sobre I'

o) = L [ 29y ec\m,

C2mi Jrs—z

donde ¢ es una funcién sobre I', ®(z) es la integral de tipo Cauchy y z estd en el interior o
exterior de I'.

Cuando se habla de operadores integrales singulares, usualmente se tiene en mente los
operadores de la forma

1 [ k(t,s)
(Ko)t) = atolt) + = [ Fp(s)ds,
™ Jr t—s
donde T' es una curva rectificable, k(¢,s) es una funcién que es regular en cierto sentido y
la integral es entendida en el sentido del valor principal de Cauchy. Bajo algunas hipdtesis
naturales estos operadores son representados en la forma K = A+ 1T o K = B + 15, donde

. d(t) [ e(r)dr

(4e)(t) = cltolt) + T2 [ ED,
. 1 [ d(r)e(r)dr

(Bot) = e(typlt) + = [ T,

y 11, Ts son operadores compactos.
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A estos operadores A = ¢l +dSt y B = ¢l + Srdl, donde I es el operador identidad y

(Sre)(t) = — /F 2 4.

) T—1

los llamaremos operadores integrales singulares sobre la curva I'.

Ahora, usando las proyecciones Pr = %(I +5Sr)y Qr = %(I — Sr), podemos representar
estos operadores A y B en la forma A = aPr+bQr y B = Pral +Qrbl, donde a =c+dy
b = ¢ — d. Estas funciones a, b las llamaremos los coeficientes de los operadores A y B.

En esta tesis se estudiara la invertibilidad y la invertibilidad lateral de estos operadores
integrales singulares sobre una curva I' cuando sus coeficientes son discontinuos de primera
especie. En el primer capitulo trabajaremos con el operador St en el espacio L,(T', p), donde
p es una funcién de peso dada por

m
p(t) =TT 1t —tal™,
k=1

donde t1,...,t,, son diferentes puntos en I' y Sy, ..., B son nimeros reales en el intervalo
(—=1,p — 1). En el capitulo 2 estudiaremos més acerca de las funciones ®*, ®~ y las pro-
yecciones Pr y Qr. El capitulo 3 serd dedicado a la inversién y la inversién lateral de estos
operadores cuando los coeficientes son continuos tomando en cuenta la factorizacion de la fun-
cién a/b. La teorfa de Fredholm se introducird en el capitulo 4. En el capitulo 5 tomaremos
a I una curva cerrada no simple y se dard la forma en que se conectan los operadores A y B
entre ellos y sus operadores adjuntos. Como una generalizacién del capitulo 3, se buscard una
factorizacién generalizada de funciones medibles acotadas en el capitulo 6. Finalmente en el
ultimo capitulo se daran los criterios para la invertibilidad y la invertibilidad lateral de estos
operadores y la forma de sus respectivas inversas.

Esta tesis se basa en el estudio de los libros [1] “One—dimensional linear singular integral
equations : I. Introduction” y [2] “One — dimensional linear equations : I1I. General
theory and applications” de 1. Gohberg y N. Krupnik, donde los capitulos 1-4 son relaciona-
dos, respectivamente, con los capitulos 1-4 del libro [1], y los capitulos 5-7 de la tesis reflejan,
respectivamente, los capitulos 7-9 del libro [2].
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Capitulo 1

El operador integral singular

Tomaremos en cuenta los operadores integrales singulares de la forma

L [ o(r)
(Srp)(t) = m./FT_th-

Diremos que I" es un arco simple si es una curva orientada, acotada, no cerrada y sin
puntos en comun con diferentes arcos tal que satisface la condicién de Lyapunov. La iltima
condicién quiere decir que el dngulo Or(t), t € T', entre la tangente a la curva en el punto ¢
y el eje real positivo satisfacen la condicién de Holder |Orp(t1) — Or(t2)| < Clty — t2|®, para
alguna constante C, donde 0 < o < 1. Si una curva I" consiste de muchas curvas simples finitas
'y, o, ..., ', que tienen en comun un numero finito de puntos, diremos que es una curva no
simple. Los puntos en comun serdan llamados singulares. Debemos tomar en cuenta que si I';
y 'y tienen un punto en comin, entonces I'; UT';, es o bien de Lyapunov o las tangentes a la
curva en ese punto singular no coinciden. Un punto se llama no singular si no es un punto
comun de ciertos arcos simples y orientados. Llamaremos a I' una curva cerrada si separa la
extension del plano complejo C*° = C U oo en dos conjuntos Fff y Fp tal que I' es frontera
de ambos conjuntos. Para mayor brevedad, asumiremos que z = 0 € Flf y 2 =00 € Fp.
Denotaremos a R(I') como el conjunto de todas funciones racionales que no tienen polos en
la curva I', mientras que R4 (T") serd el conjunto de todas funciones racionales de los cuales
sus polos son localizados en FEFt Una integral de la forma

7:1/1‘ SO(T)th (tel)

T —

entendida en el sentido del valor principal de Cauchy sera referida como una integral singular
a lo largo de la curva no simple I'. El valor de esta integral serd denotada por (Sre)(?).

Teorema 1.1. Sea I una curva cerrada no simple, ry € Ry (I'), r— € R_(I") yr_(o0) = 0.
Entonces las ecuaciones:

(Spre)(t) = (1), (Spr-)(t) = —r—(1)
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se cumplen para cada punto no singular t € T'.

Demostracién:
Sea r4 € RT(I), como la funcién (r4 (1) — r(¢))(7 — ¢)~! es holomorfa en F}, tenemos

(ser)) = =, [ PO gy ) [T )

Ahora denotamos a r(t) = (t — )™, donde a € F{' y n es un ntimero natural. En este caso
obtenemos que

y consecuentemente

(Ser)(t) = —

™

r(r) —r(t) e+ r(t) / dr
r

T—1 Iy T—1

—

= =2r(t) +r(t) = —r(t).

Ya que asumimos que 7_

—~

o0) = 0, la funcién r_(t) puede ser representada en la forma

N
A
’I"_(t> = Z (tTTn)nm (Oém € FI-L_, Am = cte.,nm € N)
m=1 m
Més ain, (Spr—)(t) = —r_(t), donde t es un arbitrario punto no singular de la curva I'. W

Denotaremos a R° (T') como el conjunto de todas las funciones de R_(I") que son cero en
el infinito. Podemos notar que cada funcién r € R(I') puede ser representada de forma tnica
como r=r_ +ry, donde r, € Ry (') y r_ € R%(I"), obteniendo la siguiente consecuencia.

Corolario 1.1. Sea I" una curva cerrada no simple, r€ R(I'), r=r_+ry yr =r_ —ry,
donde ry € Ry (T') y r_ € R°(T"). Entonces:

(Srr) = ri(2), (Srri) = (),

donde t es algun punto no singular en la curva I'. En particular, en esos puntos

(Str)(t) = (2).

1.1. Espacios L,(T', p)

Sea I' una curva no simple, sean t, ..., t,, diferentes puntos en I'; 1, ..., B, nimeros reales
y p una funcién definida por la ecuacién
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m

p(t) = T It -l

k=1

Denotaremos a Ly(I", p) como el espacio de Banach de funciones (clases de funciones) su-
mables en la curva I' a la p-ésima potencia con peso p. La norma en L,(T', p) esta dada por

el = ( / |so<t>|pp<t>\dt|>l/p,

donde |dt| es la diferencial de longitud de arco. Si los ntmeros fj satisfacen la condicién
Br > —1(k =1,...,m), entonces p € Li(I") y, consecuentemente, cada funcién ¢ continua en
I" pertenece al espacio L,(T', p).

Teorema 1.2. Sea 5, > —1(k = 1,...,m). Entonces el conjunto de funciones que son
continuas en I' es denso en el espacio L,(T', p).

Demostracion:
Si ¢ € L,y(T', p), entonces ¢ - pl/P e L,(T"). Entonces la funcién ¢ - p'/P puede ser aproxima-
da en la norma del espacio L,(I') por funciones continuas ¢, que son cero en una vecindad
de los puntos t, ..., ty. La funcién 1, = @,p /P es continua en I' y |[¢b, — OllL,rp =

lenp™ 7 = @l 1) = llon — ©p"/P||1, @) — 0, cuando n — co. M
Corolario 1.2. Si los nimeros By satisfacen las condiciones

Be> -1 (k=1,..,m),

entonces el conjunto R(I") es denso en el espacio L,(T', p).

1.2. Teoremas de interpolacién

Teorema 1.3. Si el operador A es acotado en los espacios Ly, (I') y Ly, ('), entonces es
acotado en los espacios Ly(T') para todo p en el intervalo p1 < p < pa, donde ||Allr, ) <

LA, 1AL ) con t:= pr(p2 — p)/[p(p2 — p1)].

Teorema 1.4. Sean hi y ho funciones medibles en ', y sea A un operador lineal que
es acotado en los espacios Ly, (I',h1) y Ly, (I', ha). Entonces el operador A es acotado en los
espacios Ly(I', h), donde p es algin nimero en el intervalo py < p < pa, R/P = htl/p1 hgl_t)/pz

y t:=pi(p2 — p)/[p(p2 — p1)]. Mds atin

IAll @0 < HAHtLpl(F,hl)HAHE;;(R}«LZ)'



10 CAPITULO 1. EL OPERADOR INTEGRAL SINGULAR

1.3. Acotacién del operador Sr en los espacios L,(I")

Una curva cerrada orientada en el plano C que acota a un dominio simplemente conexo
y que satisfaga la condicién de Lyapunov, serd denotada como una curva cerrada simple. El
operador St es llamado el operador integral singular sobre I'.

Teorema 1.5. Sea I' una curva cerrada simple. Si el numero p satisface la condicion
1 < p < 00, entonces el operador St de integracion singular sobre la curva I' es acotado en el
espacio Ly(T).

Seré necesario mostrar tres lemas para poder probar el anterior teorema.

Lema 1.1. Sea 1 < p < o0 y sea T el circulo unitario con centro en el punto z = 0.
Entonces el operador Sy = St es acotado en el espacio Ly(T). Ademds la estimacion

s . on B
H SO HL - < COt% SZp—Q n(n-],,?,...),
p(T) = tan% sip= % (n=1,2,...)
es vadlida.

Demostracion:
Sea @, (t) =t ([t| = 1;m = 0,%1,...). Del Teorema 1.1 tenemos la siguiente igualdad

Soen)(t) = { P, S0

como el sistema {p,,} 7% constituye una base ortogonal en el espacio Ly(T), el operador Sy
definido en la cubierta lineal de esta base es acotado en Ly(T), y [ Sol|z,(T) = 1.

Sea p(t) = ch\f:_N apt® un polinomio trigonométrico, ¢ (t) := ch\;o aptt y o (t) =
Z,;ZI_N art*. Debido a que o = ¢ +¢_ v Sop = ¢4 — ¢_, el Teorema 1.1 implica

P + (Sop)” = 2(¢% + ¢2) = 250(% — ¥2) = 250(pSow),
por lo tanto (Sop)? = 25y(pSop) — p?. De esta igualdad tenemos
1(S00)? 1|, () < 11280(9S00) [ (1) + 1% ]| 1, (1)-

Por virtud de [|0?|| 1, (r) = lell7, (1) ¥ 109, m) < 9]l Ly ) 191 oy ) benemos [[Sogl17, () <
2[5l L, () 12| Loy (1) 1502 || L (1) + H‘P”ZLQ,,(T)' Consecuentemente si el operador Sy es acotado
en el espacio Ly,(T), es cierta la desigualdad

15001l o, (1)
— < ||S + /14 1S12 -
||§0||L2p(T) || 0||Lp(T) H OHLP(T)

Asi el operador Sy es acotado en el espacio Ly, (I') y

1500l Loy ) < NS0l () + /1 + 150113, (-
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La tltima relacién implica que el operador Sy es acotado en todos los espacios Lan(T), n =

1,2,..,y
190l 21 () < 1180l Lym (m) + 4/ 1+ 15017, ()

Haciendo induccién sobre n se puede verificar la primer relacién del lema. De este resultado
y del primer teorema de interpolacién obtenemos la acotacién del operador Sy en el espacio
L,(T) para cualquier p en el intervalo 2 < p < oo.

Ahora tomamos un punto p del intervalo 1 < p < 2y ¢ := p(p — 1)~!. Ya que para un par
arbitrario de polinomios trigonométricos

N N

p(t)= > &t )= D et

k=—N k=—N

las igualdades

N
/T ANSD Ol =2 3 e - /T (So0) (DB (D)d]

son validas con ¢ = 1si k > 0y e, = —1 para k < 0, entonces el operador adjunto S al
operador Sy (actuando en Ly(T)) coincide en R(T) con el operador Sy (actuando en L,(T)).
Esto implica la acotacién del operador Sy en el espacio Ly,(T), para cualquier p en el intervalo
1 < p < 2. Adicionalmente, de la primer estimacién concluimos que para p = 2"/(2" — 1)

v
S, <tan—. M
150/l 2, () < tan o

Lema 1.2. Sea T una curva cerrada simple y t = B(z) un mapeo conforme del disco uni-
tario en el dominio FFF, el cual asumimos es delimitada y acotada por la curva I'. Entonces
la funcion

B'(©) 1

MG 2) = gemoam — e (=1 1<)

admite la estimacion

c
‘k(C7 Z)| S T
¢ — =
donde c y @ son constantes con 0 < p < 1.
Demostracién:
Sean 2, € T; z = €1, ¢ = €0 y asumimos Oy < Oy, sin pérdida de generalidad. Més
atin, tomamos ©1 — Qg < 7/2. Consideremos u := €© (0 < O < ©1) y r := |u — (|.

Entonces |du| = d© = [cos(© — Og) /2] 'dr < v/2dr. Como la curva T satisface la condicién
de Lyapunov, la derivada f/(z) satisface la condicién de Holder en T con algiin exponente
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a(0 < a < 1), es decir, |f'(u) — 5'(2)] < Mr®. De esto se sigue que

18() = B(C) — B(¢) z—-y—‘/ >mu<A4/‘”a¢dr_Mﬂz et

donde « es el arco circular que conecta a los puntos z y (.
Una estimacién andloga del paso anterior es obtenida para los puntos z, con |z| < 1, si
definimos u := Az + (1 — A)¢ (0 < A < 1) y escogemos a 7 como el segmento que une a z y .
La condicién '(¢) # 0(¢ € T) se satisface por ser un mapeo conforme, y tenemos
ECEEC] SV
C—=z

De las ultimas dos ecuaciones se prueba el lema. W

Lema 1.3. Sea I' una curva cerrada no simple y sea g una funcion holomorfa en el inte-
rior del dominio de Fff y continua en cada punto z € Fl-f, con la posible excepcion de muchos
puntos finitos ty, ..., t, € I'. Mds aun, sea g la funcion que satisface la desigualdad

M
L —
96| <
en una vecindad de los puntos t, (k = 1,...,n), donde M es una constante y 0 < p < 1.
Entonces

/ g(t)dt = 0.
r
Demostracion:

Seale:={t el :|t—ty] >ek=1,..,nh % ={2€C:lz—tg =€} % = NFL,
I =TcUmnUypU..Uy, yI¥:=T\T, donde € > 0 es suficientemente pequetio, asi
que cualquier circulo 4 intersecta la curva I' solo en dos puntos y todos los circulos estan
separados uno del otro. o
La funcién g es holomorfa en el conjunto F. que es limitado por la curva I'. y continua en F..
Por lo tanto

n n

/Fg(zt)dt:/é g(t)dt+//€/g(t)dt—2/% g(t)dt:/gg(t)dt—Z/% gt)dt.

k=1 k=1

Ya que la funcién g es sumable en I',T” C T' y la medida del conjunto I'” tiende a cero con-
forme ¢ — 0, entonces fFé’ g(t)dt converge a cero conforme e — 0. Usando la estimacién en las
hipétesis del lema se puede verificar que el segundo término del lado derecho converge a cero
cuando € — 0 lo que implica el resultado que queriamos obtener. W

De estos lemas que acabamos de probar tenemos la siguiente regla de sustitucion de va-
riables
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/ p(r)dr :/ P(B(¢))A'(€)d<
r7—B(2) v B(Q)—B(z)

donde ¢ € R(T"). Por los anteriores lemas, tenemos que

/T (6@?/5%(2) m; . Z)dc —0

/56/ dC /C = 7.
T
/F p(r)dr :/F@(T)_‘P(ﬁ( ))dr+go(6( ))mi

T 5(2)
L elBO) - e(B)) B¢ dc
- By P Qde+els /B

)

por lo que

Esto implica

B(¢) -

K P(BO)F(QdC.
v BQ) - B2)

Para la demostracién del Teorema 1.5, denotaremos a B como el operador lineal acotado
que mapea el espacio L,(I') en el espacio Ly(T) acorde a (By)(z) := ¢(5(2)). Definimos
T := BSr — SyB y ¢ € R(T'). Asi, usando las observaciones anteriores, tenemos

AN R
100 =+ [ (50 - o= ) oo

De esto se sigue que el operador TB~! es un operador integral con kernel k((, z) permitiendo
una estimacion como en el Corolario 1.1. Es bien sabido que un operador integral con singu-
laridad débil es acotado en el espacio L,(T). Ya que el operador Sy es acotado en Ly(T) y
usando el Lema 1.2, tenemos que la ecuacién Sp = B~Y(TB~! + Sy)B implica la acotacién
del operador Sr en el espacio L,(I'). W

Corolario 1.3. Sea I' un arco simple. Entonces el operador Sr de integracion singular
sobre I' es acotado en el espacio Ly(I"), para cada p en el intervalo 1 < p < oo.

1.4. Curvas no simples

Teorema 1.6. El operador St a lo largo de la curva no simple I' es lineal y acotado en el
espacio L,(I') para cualquier p en el intervalo 1 < p < oo.

Antes de probar este teorema, mostraremos 2 lemas.
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Lema 1.4. Sea I una curva que consiste de dos segmentos I'y y I's, que tienen como pun-
to comin a zg. Entonces el operador Sr,r, que mapea el espacio Ly(I'1) en el espacio Ly(I'2)
(1 <p < o0) segun la formula

™

(Sa)0) = [ 0ar ety

es un operador lineal acotado.

Demostracion:
Sea ¢ € Ly(T1) y ¥ € Ly(T2) (p7 + ¢~ = 1). Denotaremos con las misma letra ¢ y 1 a
las funciones que son extendidas a cero fuera de I'y y I's en los rayos originados en el punto
zo y que contiene los segmentos I'; y I'o, respectivamente. Sin pérdida de generalidad pode-
mos asumir que zp = 0y I'; C [0, +00]. Sea o el nimero complejo de tal forma que el rayo
oy (0 < y < o0) contiene el segmento I's. Entonces por el teorema de Fubini tenemos

s [Y(oy)l|p(z)|dz
‘ sz(t)’dt‘ r, ’ ’/ / |90—UZ/|

Y (oy Hw sy)|ds
=lo [y [T IR o) [T [T o le(sy)lan

Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

‘ Ty w(#)dt 17 I/ ‘S_U‘ </Oo\s0(sy)lpdy>l/p</0m|¢(ay)|‘1dy>l/q,

es decir,

N > ds
1
)/FQ ¢(t)|dt’(SF1F2<P)(t)’ <o /p/O m”SOHLP(Fl)WHLq(Fz)'

De esto se sigue que el operador Sp,1, @ Ly(I'1) — Ly(I'2) es acotado. W

Lema 1.5. Sea zg el punto que divide a una curva no cerrada I' en dos arcos simples I'y
p q p

y 'y y asumimos que las tangentes de esos dos arcos no coinciden en el punto zg. Entonces

el operador

L[ #()
S t) = — —=d tel
(w0 = [ P ety
de integracion singular sobre I'y es lineal y acotado como un operador de Ly(I'1) en Ly(I'2)
para cualquier 1 < p < oo.

Demostracion:
Denotaremos por 1 y 2 a dos segmentos en las tangentes de los arcos I'y y I's respectivamente,
en el punto zg. Sea t = 3(z) un mapeo inyectivo del poligono v := 73 U~s en la curva I'. Como
I'y y 'y satisfacen la condicién de Lyapunov, la funcién 8 puede ser escogida de tal manera que
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su derivada 3" satisfaga la condicién de Holder en v. Sea By, : Ly,(T'x) = Ly(vx) (k=1,2) el
operador definido por (Brp)(z) := ¢(8(2)), 2 € vi. Asi el operador T' = BoSp 1, By~ — Sy,
es un operador integral con kernel

1 B'(©) 1 >
k(z,¢ 2=.< - z€72,0 €m).
0= mso-sm =) | )

Por el Lema 1.2, el kernel k(z, () tiene una singularidad débil en el punto ¢ = z. Por lo que
el operador T mapea el espacio Ly(y1) en Ly(I'2) y es acotado. Es suficiente con tomar la
igualdad Sr,r, = By 1(T + 55,42 B1), como en el lema anterior, para completar la prueba de

este lema. W

Para la demostracién del Teorema 1.6 tomaremos la curva I' como la unién de muchos
arcos simples finitos I'y, ..., I';, satisfaciendo la siguiente condicién. Cada par de arcos I'; y ',
poseen no mas de un punto en comun que no es punto interior de alguno de los dos arcos.
Si el arco I'; U T, no es Lyapunov, entonces las tangentes a I'; y I';, en el punto en comin
no coinciden. Denotaremos a Sp,r, como el operador de integracién singular sobre el arco I';
mapeando el espacio Ly(I'j) en el espacio Ly(I'y). Para j = k podemos usar el Corolario 1.3
y asi saber que es acotado. Si I'; y I'y tiene un punto en comin y el arco I'j, = I'; UT';, no
es Lyapunov, entonces por el Lema 1.5 el operador Sr,r,, es acotado. Sea I'j; un arco de Lya-
punov, el operador Sr,, es acotado en el espacio Ly(T'jx) por el Corolario 1.3. De la estimacién

||SFij§0||Lp(Fk) < ”SFJ'kQEHLp(F]-k) < HSijHHSOHLp(Fjﬁ

donde ¢ es una extensién de la funcién ¢ € Ly(I';) en la curva I'j;, que es igual a cero en I'y,
el operador Sr,r, es acotado también en este caso. Si los arcos I'j y 'y no tienen puntos en
comun, entonces el operador Sp,r, es un operador integral con kernel continuo, que también
es acotado.

Sea x; la funcién caracteristica del arco I';. Entonces

IX%Sr x5l 2,0y < 1S, el 2,y -

Consecuentemente, el operador x;Srx;I, es acotado en el espacio Ly(I') porque de

n
Sp= Y xwSrxg 1,
k=1

tenemos que el operador St es acotado en el espacio L,(I'). W

Teorema 1.7. Para cualquier curva cerrada T’ y para cada p (1 < p < 00), la igualdad

Stp=¢ (p€ L))

es valida.
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Este resultado se obtiene de la acotacién del operador Sy del Teorema 1.2.

Teorema 1.8. Sea I' una curva rectificable en el plano y sea T'(zo,7) la parte de esta curva
que estd en el disco B(zg,r) de radio r con centro en el punto zy. Si el operador S es acotado
en el espacio La(T"), entonces

1
supsup —|T'(z,7)| < oo.
zelr>0 T

Demostracién:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I' es un conjunto conexo y 0 < r < d/6,
donde d = sup{|z — (| : z,{ € T'}. Asumiremos por el contrario que el operador St es acotado
en el espacio Lo(I"), pero

1
sup sup —|I'(z,7)| = 0.
2€l 0<r<d/6 T

En este caso existe una ¢ € I' y un nimero p € (0,d/6) tal que

1
;|F(C7P)\ > (32 Stll 5 )

Colocando tres discos concéntricos con centro en el punto ¢ y radios p,2p,3p con dos lineas
ortogonales que pasan por el punto (. Estas lineas rectas dividen el anillo 2p < |z — (| < 3p
(v el disco |z — ¢| < p) en cuatro conjuntos My, (M*, respectivamente) (k = 1,2,3,4). De-
notaremos I'y, (I'*) la parte de la curva I' que estd en M;, (MF, respectivamente). Como la
curva I' es conexa y 3p < d/2, entonces |I'1| + |T'a| + |I'3| + |T'4| > p, es decir, para algin
nimero m (1 < m < 4) tenemos que |I';,| > p/4. Més ain, para al menos un numero
n (1 <n<4), " >|0Cp)|/4 Sea 7 —t = |1 — t[e*(™H) se puede notar que si 7 € Ty,
y t € I'", la funcién «a(7, t) no excede 27/3. Sea p el valor medio de la funcién «a(7,t). Entonces

1
cos(a(r,t) — pu) > 3 T —t| <4p (relp,telm).
Definimos la funcién ¢(t) como
h=Y(t) siteTl,,,
(1) = { 0 sit e T\,

donde dt = h(t)|dt| sobre T.
Primero consideremos la siguiente estimacién:
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/ e—ia('r,t)|d7.‘ 2
/ cos a(T, t)|dr| \ ? / sin a(, t)|dr| \ 2
= —) + —
. |7 — ¢t . |7 — ¢t
cos(a(r,t) —pldr|\* _ 1
— Z 72|Fm| .
. |7 — t] 64p

Tomando en cuenta esta estimacién, tenemos que
L l? ||, |?

2
el = [ lar] [ 2 > Kool i

_ P Tl H@IIQpIF(C,p)!
64p2 T 64p2 16

Por lo cual hemos llegado a una contradiccién. W

I

v

> [I1Se Il .

Teorema 1.9. Si la curva cerrada rectificable U tiene la propiedad de que el operador Sr
es acotado en el espacio Ly, (I') para algin py (1 < po < o0), entonces es acotado en esta
curva en el espacio Ly(I"), para arbitrario p (1 < p < 00).

Demostracion:
Anéslogamente al Lema 1.1 podemos obtener

1500 2ayo) < 1Stz cey + /14 15712, -

De aqui se sigue que el operador Sr es acotado en todos los espacios Ly, (I'), con p, = 2"py.
Para n grande pasamos al operador adjunto y depués hacemos uso de los teoremas de inter-
polacién para los espacios Ly, (I') y Ly, (T) (pyt+ ¢, =1). A

1.5. Operadores integrales en espacios ponderados L,

Teorema 1.10. Si los numeros p, 31, ..., Bn satisfacen las condiciones

l<p<oo, —-1<pBr<p-—1 (k=1,..,n),

entonces el operador de integracion singular Sr sobre la curva I' es acotado en el espacio
L,(T, p). Sila curva T es cerrada, tenemos que Se = I.

Antes de demostrar el teorema, primero se enunciaran dos lemas.
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Lema 1.6. Asumimos que tg € I', 1 < p < o0, y sea a un numero en el intervalo
—q¢ ' <a<pt, donde p~t + ¢ ' = 1. Entonces el operador B definido por la ecuacion

(Bo)(t) = ATT_MQ‘“‘“P<ﬂuﬂ (teT)

|t = tol*[T — 1|

es acotado en el espacio Ly(T").

Demostraciéon:
Sea 0 < a < p~! y sea § un ntimero que satisface la condicién a(p—1) < pd < min(p—1,1—a).
Para alguna funcién continua ¢ en I', tenemos la siguiente estimacion

|7 = tol* — [t — to|*|
[(Be)(t)] <
ro |t —tol*lT 1

[ el
r TE—tol*lr — =
L [ = taletryar

T Jt—tol® Jr [T — o — to]°

1 1
< 1 /WT—M”WUWMﬂ ’ / jd7| '
Slt—tole \ et plr—tl=efr —tol's )

Se puede probar que para f < 1,7 <1y f+ v > 1, la sustitucién 7 — t = ((t — tp) nos da la
desigualdad

|o(7)ld7]

/ |d| < c
p [T = tlP|T —to|Y T [t —tolFr=L

donde ¢ es alguna constante. De la siguiente ecuacién

o 7 — tol?l(r)Pldr] |
(Bo)(1)] < “<p " )

|t—t0’6+; |7—_t’1 (07

se sigue que

— 4]0P p
» |dt| |7 — tol*l(7)[P|dr|
||BSOHLP(F) < CQ/F |t_t0|a+6p/ T —t]l—e

lp(T)[PldT| |dt|
r 7= to] 5 Jp [t 577 — e
< C3H‘P”I£p(p)

donde ¢y, co, c3 son ciertas constantes.
Ahora consideremos el caso cuando —¢~! < a < 0. Sea 8 = —a. Por lo anterior probado,
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tenemos que el operador definido por

|7 —to|? — |t — to|®
C)(t) := (1) |dT
) = [ Tt (e
es acotado en el espacio Ly(I'). Ademéds podemos observar que el operador C* que actia en
el espacio Ly(I") coincide con el operador B, lo que implica su acotacion en el espacio L, (I"). W

Lema 1.7. Supongamos que tq,....,t, € I' y sean p,aq, ..., o, numeros que satisfacen las
condiciones

1 1
1<p<oo, —a<ak<5 (k=1,...,n; p_1+q_1:1).

Entonces el operador A = h™1Sphl, con h:=[[j_; [t — tx|**, es acotado en el espacio L,(T)
(1<p<o0).

Demostracién:
Sean v, € I' los arcos que contienen a los puntos t;, (kK = 1,...,n), pero no a los puntos t;
para k # j. Supongamos también que los arcos 7y tienen distancia positiva de cada uno de
los otros arcos. Sea vo = I' \ U}_; v v R (k =1,...,n) el operador definido por la ecuacién
(Rip)(t) := xx(t)p(t), donde xx(t) es la funcién caracteristica en el conjunto 7. El operador
A puede ser representado en la forma

n n n
A= (ZRj>A<ZRk> = Y RjAR,.
j=0 k=0 j,k=0
Para probar la acotacién de A, se clasificard en 4 clases.
1.-Sea j = k # 0. El operador RpARj se puede representar en la forma RpAR, = gAifI,
donde Ay := ‘t — tk|_a’“SF’t - tk|ak1, g(t) = Xk(t)h_l‘t — tk|ak y f(t) = Xk(t)h(t)|t - tk‘_ak.
Por el Lema 1.6, podemos implicar la acotacion del operador B := Ax — Sr en el espacio
L,(T"). Del Teorema 1.6 tenemos que el operador A; también es acotado en el espacio L,(I).
Las funciones g y f también son acotados en I' con lo que el operador Ry ARy, es acotado.
2.-Supongamos que k # j (k # 0, j # 0). En este caso tenemos

_ Xj(t)‘/ @(T)h(T)dT‘ < el z, 1l
Yk

(RiARp) )| = eS| | BT e

donde d es la distancia entre 7; y . Por lo tanto, tenemos la estimacién || R; ARkp||r, ) <
(wd)_l||h_1||Lp(p)Hh||Lp(p)ng||Lp(p). Ya que h € Ly(T') y b=t € Ly(T), el operador R;jARy es
acotado en el espacio L,(I").

3.-Sean j # k y alguno de los dos igual a 0. Sea R el operador definido por R; + R}, tenemos
R;AR), = RjRARRy,. La acotacién del operador RAR es probada en el caso 1. Asi el operador
RjARy, es acotado en el espacio L,(I").

4.-La acotacién del operador RyARg es resultado del Teorema 1.6. W
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1 1
Para la demostracion del Teorema 1.10 serd equivalente a decir que el operador pr Spp » [
1
es acotado en el espacio Ly(I'). Debido a las condiciones del teorema, la funcién h := p »

1 1
cumple la suposicién del Lema 1.7 y mds atn, el operador pr Spp » 1 es acotado en el espacio
L,r).

Teorema 1.11. Sean p, By, ..., Bn numeros que satisfacen las siguientes condiciones, 1 <
p <oo, -1 < B <p-— 1 y sea p( ) HZ |t = tr|P. Entonces el operador integral T
definido de la forma (To)(t fF T)dT, con kernel k de singularidad débil, es decir,
|k(T, )] <c|lt—t|* (c= cte 0<p < 1) es compacto en el espacio Ly(T', p).

Demostracion:
Se mostrara que el operador K = h™'ThI es compacto en el espacio L,(I'), donde h satisface
las condiciones del Lema 1.7. Sea

N k(7—7t) si ‘7— _t’ > %a

Denotaremos A, A, y K,, como los operadores integrales con kernel h =1 (t)k(7,t)h(7) — k(. 1),
R () kn (T, t)R(T) — kn(7,t) y A1 (t)ky (7, t)h(T), respectivamente. Ya que los kernels k, (7, t)
son acotados, h € Ly(T') y h™t € L,(T) (p7! +¢ 1 = 1), tenemos

/F|dt]</r|h_1(t)kn(7-,t)h(7‘)|q|d7|>p_1 < 0.

Ast los operadores K, son compactos en el espacio L, (I") y también se puede deducir la compa-
cidad de los operadores A,, en el espacio L,(I'). Ahora se mostrara que lim, |4 — Ay| = 0.
Para esto nombremos al conjunto M,, = A — A,, y a my(7,t) como el kernel del operador M,.
En el Lema 1.7 fue probado que el operador B, definido por la ecuacién

B0~ [ \wndm

es acotado en el espacio Ly(I'). Denotaremos a b(7,t) como el kernel de operador B. Ya que

a1
T—1 T—1

‘mn(7_7 t)| S Cnu_lb(Ta t)a

tenemos que ||M,|| < en*~Y| B, lo que significa que ||M,| — 0, cuando n — co.
Esto nos prueba que el operador A es compacto en el espacio L,(I'). Esto nos implica la
compacidad del operador K. W

Teorema 1.12. Si la funcion a es continua en la curva I', entonces el operador

T = aSr — Sral

es compacto en el espacio Ly(T, p).



1.6. CURVAS NO ACOTADAS 21

Demostracién:
Tomemos a una funcién racional sin polos en I'. Entonces el operador T' = aSt — Sral es un
operador integral con kernel continuo. Esto es, el operador es compacto.
Para una funcién arbitraria, esta puede ser aproximada uniformemente por funciones racio-
nales a,, € R(T"), asi la sucesién de operadores compactos T, := a,Sr — Sra,l converge
uniformemente al operador T' = aSr — Sral, es decir, el operador T es compacto. B

1.6. Curvas no acotadas

Teorema 1.13. Si los numeros p, 5, 51, ..., Bn satisfacen las condiciones

n
l<p<oo, —1<B<p-1 (k=1,..n), —-1<B+> B<p-—1,
P

entonces el operador integral singular Sg sobre el eje R es acotado en el espacio L,(R, p).

Demostracién:
Sean T el circulo unitario, ¢ := (tx+i)(tx—i) ' (k=1,...,n), (o =1, By := p—2—B—>_1_1 Bk
v h(C) := [1}—o |¢ — ¢x|P*. Para probar que el operador B definido por

1 C+1
)
(B0 = (i
es un operador lineal acotado que mapea el espacio L,(R, pg) en el espacio L,(T,h), donde
po(t) == |t — il Tr_; [t — tx|°*, tomaremos a ¢ € L,(R, pg). Entonces tenemos que

p

o(553) | mo)lc —1177ac)

| Be llo,(on = /T 1

+oo
c / o(r)Ppol(r)dr

— 00

IN

= cllel? g

donde c es alguna constante. El operador B es invertible y ademas

21 t+1
B~y)(t) = ( )
(B)(0) = v (3
Por el Teorema 1.10, el operador Sy de integracion singular sobre T es acotado en el espacio
Ly(T, h). Més atin el operador B~15yB es acotado en el espacio L,(R, po).
Si ¢ : R — R es una funcién arbitraria finita diferenciable, entonces
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) 2 o(1E51)dc
(B~'SuBe)(t) = w(t— 1) /T C—1)(¢ -
- L [memdr o,

T J_ T—1

La sustitucién de la primera integral es justificada en (MUSSCHELISCHWILI,pag.41). De-
bemos notar que la funcién ¢[i(¢ +1)/(¢ — 1)] es cero en una vecindad en el punto ¢ = 1. De
la dltima igualdad se puede implicar la acotacién de Sg en el espacio Ly(R, pp). W

Teorema 1.14. Sea I' una curva no acotada y no simple, y sean ty, ..., t, diferentes puntos
en I', asumimos que

n
p(t) = [t TT 1t = tal®,
k=1

donde p, 3, b1, ..., Bn son numeros que satisfacen las condiciones

n
l<p<oo, —-1<B<p-1 (k=1,..,n), -1<B+> B<p-1,
k=1

entonces el operador St es acotado en el espacio Ly(T, p).

1.7. El operador S}

Llamaremos a St el operador adjunto al operador integral singular Sr. Sea I' una curva
no simple, ¢ € L,(T, p) y 1 € Ly(T, p179), donde p~* + ¢~ = 1. Entonces

/ () (1) d| / P(B)pr (VBT (£)]dt]
N T

I o ol ¥ llz,@pr-a -

IN

La siguiente afirmacién resulta del teorema de Riesz en su forma general de funcionales linea-
les acotadas en Ly(T").

El espacio adjunto a L,(L, p) es el espacio Ly (T, p*=9) (p~! + ¢! = 1). Esto quiere decir que
cada funcional lineal continua de Ly (T, p) tiene la forma

() = /F SOB(0)]dt] (o € Ly(T. p)),
donde 9 € Ly(T, p'~9). Més atn,

V]

L;(va) = ‘|1/}||Lq(r7p1*Q)‘
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Debemos notar que si los nimeros By, de la funcién de peso p(t) = [[r_ |t — t|%*, satis-
facen la relacion

—1<fr<p—-1 (k=1,..,n),

entonces los ntimeros B, de la funcién de peso p'~9(t) = [[r_, |t — t|1 =P satisfacen la
siguiente relacion

—-1<(1—-¢q)Bk <q-—1.

Ahora bien, si se satisfacen las dos desigualdades anteriores, entonces, por el Teorema 1.5, el
operador Sr es acotado en el espacio Ly(T', p'~%). Para cada t € I podemos denotar

dt = hre(t)|dt],

donde hr(t) := ¢©r®) y Or(t) es el dngulo de inclinacién de la curva I' en el punto ¢ con
respecto al lado positivo del eje x.

Teorema 1.15. Sea I' una curva no simple y sea p(t) la funcién de peso que satisface
—1<pBr<p—1(k=1,..,n). Entonces podemos relacionar el operador Si- con el operador
Sr en el espacio Ly(T, p*=%) por la ecuacion

St = —HrSrHr,

donde Hp es un operador definido en el espacio Lq(F,pl_q) por la relacion
(Hrp)(t) == hr(t)e(t).

Demostracion:
Sean ¢ y 9 € R(I"). Cambiando el orden de singularidad y las integrales ordinarias (MUSS-
CHELISCHWILI, pag. 105), tenemos

—t
d
= —— | p)hp(t)dt w—)T

i F T—1

= —(p, HpSrHr).

(Sto,t) = /w

Por lo que Sf¢ = —HrSrHry. R

Teorema 1.16. Sea I una curva compuesta. Si el operador St es autoadjunto en el espa-
cio Lo(T), entonces T' es un circulo, una parte de un circulo o una parte de una linea recta.
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Demostracion:
Asumiendo que Sr = S}, tenemos la siguiente ecuacion

1 1 Rt t)h (1)
A

i r—t T—1

)etriir = (50 - 51060 =0

para alguna funcién ¢ € Ly(I"). Esto implica que

iy

(F —Dh(t)h(r) =T —t.

Sea t = t(s) la funcién identidad en I'. Ya que dt = h(t)ds, tenemos que h(t(s)) = ¢'(s). Y
podemos reescribir (7 — ¢)h(t)h(7) = 7 — t de la siguiente forma
P (s)t (s9) = L)L = Hs0)
t(s) —t(so0)
De esta ecuacién obtenemos que la funcién ¢(s) es infinitamente diferenciable. Ahora podemos
derivar de ambos lados la siguiente identidad

(t(s0) = t())t'(s)¢'(50) = t(s0) — t(s),

primero lo haremos con respecto a s y después con respecto a sg. Asi, obtenemos

t(s)t'(s)t'(s0) = (t(s0) — t(s))t"(s)t'(s0) = ¥'(s)
#/(s0)t'(s)¢'(s0) + (t(s0) — t(s))t'(5)t" (s0) = #'(50)-
Dado que t'(s)t/(s) = 1, si sumando las dos tltimas ecuaciones tenemos que

(t(s0) — t(s)) (' ()" (s0) — t"(5)t'(s0)) = 0.

Pero la funcién ¢(s) no puede ser constante. De la siguiente ecuacién

t”(S) B tl/(SO)

t'(s)  t(s0)
podemos observar que il,l((j)) es constante (= k). Esto nos da que t(s) = ce® +¢; si k # 0. Con
la consideracién que |t'(s)| = 1 obtenemos que Re k = 0, que implica que t(s) es o bien un
circulo o parte de él. Para k = 0 obtenemos la funcién t =cs +¢;. R

Teorema 1.17. Sea I' una curva compuesta y St el operador adjunto de Sr (este dltimo
actuando en el espacio L,(T', p)). Entonces el operador T = S{ — Sr, que actia en el espacio
Ly(T, pr=9), es compacto.

Demostracién:
Para comenzar, sean I una curva simple cerrada, T el circulo unitario y ¢ = 3(z) un mapeo
uniforme del disco unitario en el dominio FF+ . El operador Sr puede ser representado en
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la forma Sp = B~'SyB + Ti, donde T es un operador integral con singularidad débil, Sy
el operador integral singular en T y (By)(z) := ¢(8(2)). Tomamos a B* = |dw/dt|B~! y
(B~Y)* = |dB/dz|B, donde z = w(t) es la funcién inversa a t = ((z). El operador T} es
compacto por el Teorema 1.11, y por el Teorema 1.12 tenemos que el operador Sy|8'|I —|8'|So
es compacto. Finalmente notamos que S = Sp, ya que T es un circulo. Asi,

Sq— S = |W|B7'S|f|B+ Ty — B 'SB—~Ty
= ||| ow|B'SyB —~ B~1SyB + Ty
- T27

donde (8" o w)(t) := f'(w(t)) y T> un operador compacto. Ahora consideremos cuando T es
un arco simple. Sea I" una curva cerrada simple que contiene a I', y sea x(t) (¢t € f) la funcién
caracteristica en la curva I'. El espacio Ly (I, p) puede ser identificado de forma natural como el
subespacio N, que son todas las funciones que tienen la forma y@(p € Lp(f, p)). El subespacio
N es invariante con respecto al operador A = xSpx[, y la restriccién de A a Ly (T, p) coincide
con el operador Sr. Por lo probado anteriormente, tenemos que A* = x(Sr + T')xI, donde T
es un operador compacto. Esto implica la compacidad del operador St — Sr. Ahora pasamos al
caso general, donde I' es una curva compuesta que consiste de arcos simples y curvas cerradas
simples I'1,..,I';,. Sea x; la funcién caracteristica en la curva I'; y R; el operador definido
en el espacio L,(I', p) por la ecuacién R; = x;I. Asi Sr = Z;?kzl R;SrRy,. Los operadores
R;SrRy, (j # k) son operadores integrales con kernel continuo, esto es, son compactos. La
restriccion del operador R;SrR; al espacio L,(I';, p) = (R;jLy(T", p)) coincide con el operador
Sr; . Por lo anterior probado tenemos que (R;SrR;)* = R;SrR; +Tj, donde T; es un operador
compacto. Asi, podemos concluir que Sp — Sr es compacto. B



Capitulo 2

Operadores invertibles de un lado

2.1. Suma directa de subespacios

Sea B un espacio de Banach. Cualquier conjunto de B que contiene dos vectores y sus
combinaciones lineales es llamado una variedad lineal. Una variedad lineal se dice que es un
subespacio. El maximo nimero de vectores linealmente independientes en una variedad lineal
es llamada la dimensién de £ (dim £).

Sean L1 y Lo subespacios de B intersectados solo en el origen. Llamaremos suma directa
de los subespacios £; y L2 al conjunto de todos los vectores de la forma x; + x2, donde z; y
x9 estan en L1 y L9, respectivamente, y lo denotaremos como £ = £1+Ls.

Teorema 2.1. Sea B un espacio de Banach y sean L1 y Lo dos de sus subespacios inter-
sectados solo en el origen. Para que la suma directa £1+Ly sea un subespacio es necesario y
suficiente que exista una constante k > 0 tal que

[z1 + 22| = k(2] + llz2l) (21 € L1, 2 € L2)

o equivalentemente,

inf |x1 + 2] > 0.
z1€L1,22€L, ||z ||+ ||z2 (=1

Demostracion:

Suponiendo que ||z + 2| > k(||z1]| + ||x2||) se sigue que la convergencia de la sucesién
{« + 25 }7° implica la convergencia de las sucesiones {z7}7° y {5}7°. Se puede notar que la
suma de los limites estd en £1+Lo y es el limite de la sucesién {z7 + 25 }5°.

Ahora asumiremos que la suma directa £ = L£14Ls es cerrada. Introduciendo la norma
|w1 + xo|| v := ||21]| + ||22|| en la suma directa, el espacio Ly = £1+Ls es un espacio de Ba-
nach. El operador identidad I es un mapeo de Ly en L. Entonces, para un arbitrario vector
x=u1x1+ 22 (21 € L1, 29 € L3), tenemos

26
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|| = llz1 4 @2l < flzafl + [[e2f] =[]~

Ya que ||I||z—zy < 1, el operador I es un mapeo univoco de Ly en L. Consecuentemente,
por el teorema de mapeos abiertos de Banach, el operador I es también acotado. Asi, la de-
sigualdad

1 2l = [l + llezll < 1T eoey - llzz + 22|

se cumple para cualquier vector x = x1 + x3 (21 € L1, x2 € L3). Esto implica la primer
desigualdad del teorema con k := HI*1HZL£N. [

Corolario 2.1. Si alguno de los subespacios L1 y Lo es de dimension finita, entonces la
suma directa L14+Lo es cerrada.

2.2. El complemento directo

Sea £ un subespacio del espacio de Banach B. El subespacio de Banach N es llamado
el complemento directo de £ en B si B = N'+£L. La suma directa no es definida univocamente.

Teorema 2.2. Cada subespacio con dimension finita del espacio de Banach B tiene un
complemento directo en B.

Demostracién:
Sea £ un subespacio de dimension finita en el espacio de Banach B. Denotaremos a x1, ..., Tx
como una base de L.

Sean f;j(€ B*) (j = 1,...,k) un sistema de funcionales lineales continuas biortogonales al
sistema {x;}¥, que significa que

fo(zg) =6pg (p,g=1,.. k).

Nombraremos a N el conjunto de todos los ceros comunes de las funcionales { fj}’f. Este
conjunto es un subespacio. La interseccién N N L consiste solo del origen. Adicionalmente, si
el vector x es combinacién lineal de los vectores z;, es decir,

k
v=) &),
j=1

y fi(x)=0(j=1,...,k), entonces {; =0 (j =1,....,k) y . = 0.
Para arbitrario vector z de B formamos el vector

k

y=x— Zf](x)$]

J=1
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Si fj(y) =0 (j =1,...,k), entonces y € N. Consecuentemente, B=C+AN. N

Sea L una variedad lineal en el espacio de Banach B. La dimensién del espacio cociente
B/L es llamado la codimension de la variedad lineal £. La codimensién de £ serd denotada
como codimL = dim B/L.

Teorema 2.3. Si el subespacio L del espacio de Banach B tiene dimension finita, enton-
ces tiene un complemento directo en B, donde la dimension del complemento coincide con la
codimension de L.

Demostracién:
Denotaremos a X1, ..., X} una base del espacio cociente B/L. Escogemos arbitrarios elementos
z; de las clases cocientes X; (j = 1,...,k). El sistema {x;}¥ es linealmente independiente y
el inico punto en el cual el subespacio N, con base {:Uj}’f, intersecta con L es el origen. Sea
x un vector arbitrario de B, y sea X la clase cociente de B/L que contienen al vector x. El
elemento X puede ser representado de la forma X = Z?Zl £ Xj, donde & (j =1,...,k) son

nimeros complejos. Consecuentemente, el elemento z — Z?Zl §jx; pertenece al espacio £. De
esta manera, B = L4+N y ademas dim N = codimL. W

Teorema 2.4. Si la variedad lineal L del espacio de Banach B contiene un subespacio de
codimension finita, entonces L es un subespacio.

Demostracion.

Asumimos que £1 es un subespacio de codimensién finita que estd contenido en la variedad
lineal £, y sea N7 un complemento directo de £ en B. Denotaremos a N como la interseccién
N 1N L.

Ya que A es una variedad lineal y sujeto a un subespacio de dimensién finita, entonces AN/
es también un subespacio. Cada vector x € £ puede ser expresado en la forma z = z1 + v,
donde x1 € N7 v y1 € £1. Con la restriccién £1 C L, tenemos que x1 € N1 NL = N. Esto es,
L=N+L;. 1

Corolario 2.2. Sean Li,Ls (L1 C L3) dos subespacios del espacio de Banach B con
dim Lo/L1 < 00. Si la variedad lineal L satisface la condicion

Ly CLC Ly,

entonces L es un subespacio.

2.3. Operadores lineales

Sean B; y Bs espacios de Banach. Denotaremos a L(Bj, B2) como el espacio de Banach
de todos los operadores lineales acotados que mapean B; en Bs y denotaremos al espacio
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L(B, B) como L(B). Como norma en L(Bj, By) usaremos el operador norma.

A cada operador A € L(Bj, Bs) le asignaremos el subespacio ker A(C By), el kernel del
operador A, como el conjunto de todas las soluciones a la ecuacién homogénea Az = 0 y la
variedad lineal imA(C Bs), la imagen del operador A, al conjunto de todos los valores del
operador A.

El conjunto By/imA serd referido como el cokernel del operador A. Cada complemento
directo al subespacio imA también serd llamado cokernel del operador A y lo denotaremos
como coker A.

Se dice que el operador A € L(Bi, By) es invertible si existe A~! € L(Bsg, By) tal que
A7'Ar =2 (x € B)) y AA~'z = 2 (z € By). Por el teorema del mapeo abierto, el operador
A es invertible si y solo si

kerA=0 y im A= Bs.

El rango de A € L(Bj, B2) lo entenderemos como la dimensién de su imagen y lo denota-
remos como rango A, es decir,

rango A := dim imA.

2.4. Proyecciones relacionadas con los operadores integrales
singulares

Un operador P € L(B) es una proyeccién si P? = P. El operador Q = I — P también es
una proyeccién si I es el operador indentidad en B y P es una proyecciéon. En este caso el
operador () es la proyeccion complementaria de P. De esta manera P también es la proyeccion
complementaria de ) y ademas PQ = QP = 0.

Sea B un espacio dividido en la suma directa de sus subespacios £ y N, y sea = x1 + 22
(x1 € L, 9 € N) un vector arbitrario de B. El operador definido por la ecuacién Pz = 1 es
una proyeccién en B, donde im P = L y ker P = N. En este caso, se dice que el operador P
proyecta el espacio B en L paralelamente a N.

Cada proyeccién P tiene tal estructura, es decir, es algin operador proyectando el espacio
B en im P paralelamente a ker P. De hecho, im P = ker(I — P), por lo que P es un subespacio.
Ma3s aun, im P y ker P se intersectan solo en el origen y la suma directa es B. La ecuacion
x = Px+ (I — P)x nos da una descomposicién deseada de un vector escogido arbitrariamente
r € B.

Sea I' una curva cerrada no simple y B := L,(I', p), donde

n
p(t) =[] It = tl? (t1,...ta €T, 1<p<oo, —1<Br<p-1).
k=1

En el capitulo anterior fue probado que el operador Sr es acotado en el espacio L,(T',p) y
S2 = I. Esto implica que los operadores Pr y Qr, definidos por las ecuaciones

1 1
Pr .= §(I+ SF) Yy QF = 5(1 - SF)a
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son proyecciones complementarias la una de la otra, donde Pr — Qr = Sr. Definimos los
subespacios L; (T, p) y Ly~ (T, p) por las ecuaciones

L;(F,p) =im P, L, (I,p) =imQ.
Asumiendo que ¢ € L,(T', p), de la definicién de funcién de peso p, se sigue que la funcién
p~ P € LyT) (p~' +¢ ' =1). Yaque ¢-p'/P € Ly(T), entonces € L (T). Con ayuda de
la funcién ¢ definimos la funcién

211 T—2Z

B, (2) ;—1/F“0<T)d7 (- C\T).

Si asumimos que z € F{, entonces la funcién ®,(z) es holomorfa en F{ y tenemos en casi
cualquier parte de I valores limite @;f (t) cuando z — t alo largo de los caminos no tangenciales
que estan en Flj' (PRIVALOV,pég.139). Estos valores acotados pueden ser encontrados por la

formula ) ) 0
() = —o(t) + — | Py
o (t) 2¢()+27ri/p7'—t T’

en el cual, la integral es entendida como el valor principal de Cauchy. Asi obtenemos que
o = Pop.
©

Teorema 2.5. La siguiente ecuacion es vdlida:

L;_(va) = {‘I’;; tpe LP(FMO)}
Para que la funcion (€ Ly(T', p)) pertenezca a L;(F, p) es necesario y suficiente la relacion

+
QL = .

Andlogamente, si suponemos que z € Fy, la funcién P es holomorfa en F}., igual a cero
en el infinito y tiene en casi todas partes de I' valores acotados @ () cuando z — t a lo

largo de caminos no tangenciales que se encuentran en Fy, . Mds aiun, &, = Qr¢ y tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.6. La siguiente ecuacion es vdlida:

L~ (T,p) = {8 + p € Ly(T,p)}.
Para que la funcién (€ Ly(T, p)) pertenezca a Ly, (T, p) es necesario y suficiente la relacion

¢, =

Sean ¢, f € Ly(I',p). De las proyecciones Pr y Qr se sigue que ¢ € L;(F,p) (f €

L;_ (T, p)) siy solo si Spp = ¢ (Srf =—f).
Del Teorema 1.1 podemos implicar que

R(D)N Ly~ (T, p) = R°(I'), R(I')NLS(T,p) =R (T)
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yopodemos conclu.ir que los conjuntos Ry (I') y R (T") son densos en los espacios L; (T,p)y
L,~ (T, p), respectivamente.

Sean Ff, W Fly FLL F, los componentes conexos de los conjuntos Flfr y Ff, respec-
tivamente.

Teorema 2.7. Para que la funcion ¢ de Ly(I', p) pertenezca a L;(F,p) es necesario y
suficiente que las condiciones

/"O(T)dT:O (J=1,...,k; n=1,2,..)
r (

T—aj_)”

se satisfagan, donde o

son ciertos puntos en Fj_.

Demostracion:
Sea ¢ € Ly(T', p). La funcién @, es holomorfa en Fi., y en una vecindad del punto z = o
puede ser expandida en serie

= (z—aj)k T)dT
p(2) = z_: Ini /F (r Si(ai.—)kﬂ'

k=0

Si se satisfacen las condiciones del teorema, entonces ®,(z) = 0 en Fy.. Por lo que Qry =0
y ¢ € LF (T, p).

Ahora supongamos que ¢ € L; (T, p), tenemos que Qry = 0. Consecuentemente, los valo-
res acotados de la funciéon ®, cuando z — t (2 € Flfr , t € T') son igual a cero en casi cualquier
lugar. Por el teorema de Lusin-Privalov (PRIVALOV,pp. 212-213), tenemos que ®,(z) = 0
para cada z € F, y en particular en las vecindades del punto @, por lo que la ultima ecua-
cién de expansién en series implica el resultado del teorema. W

De manera andloga obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Una condicion necesaria y suficiente para que la funcion (€ Ly(T', p))
pertenezca al subespacio Ly~ (T, p), son las validaciones de las condiciones

d
\/SO(T)_:-—O (]:1,,7’7’&, TL:1,27)7
r(T—aj)"

¥

donde o

son ciertos puntos de Ff.
Como consecuencia de este ultimo teorema, obtenemos.

Corolario 2.3. Sea I' una curva cerrada simple y 0 € Flir Para que la funcion (€
L,(T, p)) pertenezca al subespacio L;‘ es necesario y suficiente que las condiciones

/gp(t)t_"dt 0 (n=12.)
T
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se satisfagan.

Teorema 2.9. Sea I una curva cerrada simple. Para que la funcion ¢(€ Ly(T', p)) perte-
nezca al subespacio L; (T, p) es necesario y suficiente las validaciones de las condiciones

/ pt)t"dy=0 (n=0,1,..).
r

Sea I' una curva cerrada no simple. Definimos el subespacio L, (I', p) como
L, (T, p) := Ly (T, p)+span{1},

donde span{l1} es la cubierta lineal de ¢ = 1. Si ¢ € L, (T, p), entonces ¢ = ¢1 + ¢, donde
©1 € Ly (T, p) y ¢ = constante. La funcién ¢ serd considerada como en un inicio definida en
Fy por el arreglo p(2) = ¢1(2) + ¢ (2 € FL.).

Denotaremos a LI (T') y L (T), respectivamente, como el conjunto de funciones ¢ que
son holomorfas y acotadas en Flfr y I, respectivamente.

Sipe Ly SUP ¢ |p(2)| = M. Por el teorema de Fatou (PRIVALOV, pag. 129), la fun-

cién @ tiene en casi cualquier parte de I' valores acotados p(t) = lim,_,p(2) (2 € FE, t €T)
sobre cualquier camino no tangencial arbitrario perteneciente a Fl?, donde ¢ € Loo(T') v

Teorema 2.10. Las siguientes inclusiones son ciertas:

LL(D) C L (T.p), Ly(T) C Ly (T, p).

Demostracion:
Supongamos que ¢ € LI (T"), entonces, por la definicién de peso p, tenemos que ¢ € L, (T, p).
Denotaremos a 7, como una sucesion de curvas contenidas en FIT y convergentes a ['. Sea
= Flf“ — F% un mapeo conforme que satisface la siguiente condicién 3,,(t) — t cuando
m — oo (t € T'). Construimos las siguientes funciones f,, := @(Bm(t))(t — o)™, donde « es
algiin punto en F; y N es un nimero natural. Ya que f,,, es holomorfa en Flf , obtenemos la
relacién

/F Fnlt)dt = 0.

La sucesion { f,,} es uniformemente acotada y converge en casi todas partes en I' a la funcién
©(t)(t—a)~N. Més atin, en la anterior relacién obtenida podemos pasar al limite. En este sen-
tido, las condiciones del Teorema 2.7 se satisfacen para la funcién ¢, por lo que ¢ € L; (T, p).
Sea ¢ € L (') y vo = ¢ — p(00). De manera anédloga a lo demostrado arriba, se puede probar
que la funcién ¢ satisface las condiciones del Teorema 2.8 lo que implica que ¢o € L, (T, p)
por lo que p € L, (I',p). N
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Teorema 2.11. Sean I' una curva cerrada no simple, ay € LI (T') y a— € L (T"). En-
tonces, para los operadores Pr y Qr actuando en el espacio L,(T, p), las ecuaciones

PraiPr=a+Pr y Qra-Qr =a-Qr

son validas.

Demostracion:
Asumiendo que r € R(T), tenemos que a4 Pr(r) = ayry € LI (T,p). Consecuentemente,
Pray Prr = a4 Prr, obteniendo asi la primera ecuacién. Si a— € L (I"), entonces a_Qrr =
a_r_ € L3 (T) y a_(00)r_(o0) = 0, ya que a_Qrr € L, (T, p). Esto implica Qra_Qrr =
a_Qrr. Probando la segunda ecuacién. W

Denotaremos a C*(T") como el conjunto de todas las funciones holomorfas en FS[ y con-
tinuas en F+.

Teorema 2.12. Sea I' una curva cerrada no simple. Si la funcion a—(ay) de Ly(T, p)

es holomorfa en FF_(F;) y continua en todos los puntos del conjunto FF_(FIJF) excepto para
muchos puntos finitos t1,...,tm, en los cuales en una vecindad admite la estimacion

k

[ —
’a:t(z)‘ = ‘Z—tk‘“’

donde k es alguna constante y 0 < p < 1, entonces ax € L;,t(F, p).

Demostracién:
Asumiendo que las condiciones del teorema se cumplen, se sigue que la funcién a4 (t —a—
donde N es un nimero natural y o € F}., satisface las condiciones del Lema 1.3 del capitulo
anterior. Consecuentemente,

)Y,
/ ay(t —a_)Ndt =0.
r

El Teorema 2.7 implica que a4 € L; (T, p). De manera similar, usando el lema mencionado
anteriormente tenemos que

/G_(t)_CL_J(VOO)dt:O (ay e T, N=1,2,...).
ro (t—ay)

Por el Teorema 2.8, tenemos que a_ — a_(00) € L, (T, p) y, més atin, a_ € L,(T,p). W

2.5. Operadores invertibles de un lado

Sean B; y Bg dos espacios de Banach. El operador A € L(Bj, Bg) se dice que es invertible
por la izquierda si existe un operador B € L(Bs, By) tal que BA = I;. El operador B es lla-
mado la inversa izquierda de Ay es denotado por A~1. El operador inverso derecho A~' (de
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L(B3, By)) a A es definido por la ecuacién AA~! = I,. Si el operador A € L(B1, B) es inver-
tible por la izquierda y por la derecha, entonces es invertible. Si el operador solo es invertible
por un lado, entonces la inversa correspondiente no es unica. Si el operador A es invertible
solo por la izquierda, entonces todos los operadores de la forma A~' 4+ \(I — AA~!) (A € C)
también son sus inversas izquierdas. De manera similar, si el operador A solo es invertible por
la derecha, entonces todos los operadores de la forma A~! + \(I — A=1A) (A € C), también
son sus inversas derechas.

Sea A € L(Bj, By) un operador invertible por la izquierda y A~! una inversa izquierda de
A. Para el par Ay A~! asignamos el operador Ay := AA~! € L(By).

El operador A 4 es una proyeccién que mapea el espacio By en el subespacio im A parale-
lamente a ker A71.

Sea A € L(Bj, By) un operador invertible por la derecha y A~! una inversa derecha de A.
Para el par A y A~! construimos el operador IT4 := A~'A € L(By).

El operador II4 es una proyeccién que mapea el espacio B; en el subespacio im A™! pa-
ralelamente a ker A.

Teorema 2.13. Para que un operador A € L(Bj, Ba) sea invertible por la izquierda es
necesario y suficiente las validaciones de las siguientes condiciones:

1.— La variedad lineal im A es un subespacio que tiene complemento directo.

2.— ker A = {0}.

Si las condiciones se cumplen y Ag'(€ L(Bz, B1)) es uno de los operadores que son in-
versos izquierdos de A, entonces la forma general de las inversas izquierdas de A estdin dadas
por AglP, donde P es una proyeccion arbitraria con la propiedad im P = im A.

Demostracién:
Las condiciones de necesidad se obtienen de las observaciones de arriba. Ahora probaremos la
suficiencia. Si A = A; es considerado como un operador que mapea B; en im A, entonces tiene
una inversa acotada, la cual denotaremos como Afl. Denotaremos a P como una proyeccién
que proyecta el espacio entero By en im A. Consideremos el operador A; = A1_1P. Este
operador estd definido en todo el espacio By y pertenece a L(Bs, B1), més aun,

Ag'A= ATTPA= AT A= 1.

Para una proyecciéon R que satisface im R = im A, tenemos la relacién PR = R; el opera-
dor Ay 'R = AflR también es una inversa izquierda de A. Si A~! es una arbitraria inversa
izquierda de A, entonces puede ser representada en la forma Aj Ay, m

Corolario 2.4. Si el operador A € L(B1, Bs) es invertible por la izquierda, entonces
dim coker A = dimker A7!.

Anélogamente de las anteriores observaciones obtenemos los siguientes resultados.
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Teorema 2.14. Para que un operador A € L(Bj, Ba) sea invertible por la derecha es
necesario y suficiente las validaciones de las condiciones:

l.—imA= BQ

2.— El subespacio ker A tiene un complemento directo en By.

Si las condiciones se satisfacen y Ag'(€ L(Ba, B1)) es uno de los operadores que son in-
versos derechos de A, entonces la forma general de todos los operadores inversos derechos de
A estan dados por PAo_l, donde P es una proyeccion que satisface la condicion ker P = ker A.

Corolario 2.5. Si el operador A € L(By, Bs) es invertible por la derecha, entonces

dimker A = dim coker A™".

Sea A € L(Bj, B2) un operador invertible por la izquierda y A~! una inversa izquierda.
Entonces la ecuacién
Ax =y

es soluble si y solo si la condicién

(I—Ax)y=0

se satisface. Si la condicién es vélida, entonces el vector x = A~'y es la tinica solucién de la
ecuacién Az =y.

Si el operador A € L(Bj, Bs) es invertible por la derecha y A~! es una inversa derecha,
entonces el vector = A~ !y es una de las soluciones de la ecuacién Az = y, y el subespacio
ker A coincide con el rango de la proyeccion I — Il 4.

Asumiendo que los operadores A € L(Bs, B3) y C € L(By, By) son invertibles, y el ope-
rador B(€ L(Bj, Bs)) es invertible de un lado. Entonces, el operador F' = ABC' es invertible
del mismo lado, donde

ker F=C 7 lkerB y coker F = Acoker B.

En particular
dimker FF =dimker B y dim coker F' = dim coker C.

Teorema 2.15. Si el operador A € L(By, B2) es invertible de un lado, entonces todos los
operadores X € L(By, Bs) que satisfacen la condicion

1
X - Al < 77
| A=

son tnvertibles del mismo lado, donde

dimker X =dimker A y dim coker X = dim coker A.
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Demostracién:
Si el operador A es invertible por la izquierda, entonces el operador X puede ser representado
en la forma X = (I — B)A, donde B = (A — X)A™!. Ya que ||B|| < 1, el operador I — B es
invertible. Asi, la afirmacién resulta de la tltima observacién. Andlogamente si el operador A
es invertible por la derecha, el operador X puede ser representado de la forma X = A(I —C),
donde C' = A71(A — X). El operador I — C es invertible ya que ||C|| < 1. Consecuentemente,
la afirmacién resulta, de igual manera, de la dltima observacion. W

Corolario 2.6. Sea G un conjunto conexo de operadores invertibles de un lado de L(By, Bs).
Si el conjunto G contiene el operador Xy que es invertible por la izquierda (derecha), entonces
todos los otros operadores X de G son invertibles por la izquierda (derecha), donde

dim coker X = dim coker Xy (dimker X = dim ker Xj).

2.6. Operadores integrales singulares y operadores relaciona-
dos

Sea I una curva no simple y sean ¢, d un par de funciones del espacio L (I"). Los operadores
de la forma A = ¢l +dSr y B = ¢l 4+ Srdl son referidos como operadores integrales singulares
sobre la curva I'. Tomando en cuenta el espacio L,(T', p), donde 1 < p < oo, y la funcién p
definida como

n
p(t) = TT 1t —tal™,
k=1

que satisface las condiciones —1 < B < p — 1, los operadores A y B son lineales y acotados.
Representaremos a estos operadores A y B de la siguiente forma:

A=aPr+bQr, B = Pral+ Qrbl,

donde a = c+d, b =c—d, Pr := %(I +Sr) y Qr = %(I — St). Las funciones a y b son
llamados los coeficientes de los operadores A y B.

Los operadores adjuntos A* y B* de Ay B, respectivamente, actian en el espacio Lg(T, pt79)
(p~' 4+ ¢ ! =1) y tienen la forma

A* = Ppal + Qybl, B* =aP} + bQy,

donde Pt = HrQrHr y Qf = HrPrHr. Ademas para una funcién arbitraria a € Lo (T),
tenemos la ecuacién HraHr = al. Por lo que tenemos

A* = Hr(Prbl + Qral)Hyr, B* = Hr(bPr+ aQr)Hr.

Asumiendo que f,g € C(I') y a,b € Loo(I'), donde I" es una curva cerrada no simple,
entonces

(CLPF + er)(pr + QQF) =afPr+bgQr+1T,



2.7. OPERADORES INTEGRALES SINGULARES INVERTIBLES DE UN LADO 37

donde T es un operador compacto. Esta igualdad se obtiene del Teorema 1.12, en la compactes
del operador ¢Sy — Srcl, donde ¢ es una funcién arbitraria en I.

Sean a,b € Loo(T), f € LL(T') y f- € Ly (T'). Entonces

(aPr +0Qr)(f+Pr + f-Qr) = afy Pr+bf_Qr.

Esta ultima igualdad resulta del Teorema 2.11.

2.7. Operadores integrales singulares invertibles de un lado
Sea I' una curva no simple. Sea V,,., un operador definido por la ecuacién
Vor == (t = X)"Pr + Qr,
donde n =0,£1,£2,... y A € C. Para algtin niimero natural n, tenemos la ecuacién
Vo = Vf?,\’

mas aun,
VopdVar =1 (n=1,2,...)

para A ¢ I'. Si A € F[. los factores del lado izquierdo de la ecuacién se pueden cambiar.
Adem4s tenemos que

1

n— n— 1 1
ker V_,.\ = spcm{(t —-A) 1_ S (t—N) 2 _ m, el = (t—)\)"}

paran=1,2,...y A € FF+ . Esta ecuaciéon se obtiene realmente cuando buscamos la solucion
¢ de la ecuaciéon V_,,.x¢ = 0 en la forma

Prpo=co+ Cl(t — )\) + ...+ Cnfl(t — )\)n_l + (t — )\)ngﬁ+(t),
donde ¢; € Cy ¢ € im Pr.
Teorema 2.16. El operador Vi, (n = £1,%2,...) es invertible para X\ € F. e invertible

por la izquierda para A € Flf (n==+1,42,...). En ambos casos el operador inverso izquierdo
es igual a V_,.x. Paran =1,2,..., las ecuaciones

Vir = Vf;L,\

1 1 1
ker V_,.\ = span{(t A e N ——— 1 — }
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(A € F{) son vdlidas. En particular,
dimkerV_,.x =n y dim coker VA =n

para A € FIJF yn=12,..
Si A €T, entonces los operadores Vy,.\ (n = +1,42,...) no son invertibles de ningin lado.

Demostraciéon:
Es solo remarcar la prueba de la iltima afirmacion del teorema, donde es suficiente estudiar
solo el operador Vi.y. Sea A = t5 € I' y suponemos que Vi, es invertible. Entonces, por lo
anterior probado, en cada vecindad del operador V;, = (t — to)Pr + Qr existe un operador
Vr el cual es invertible de los dos lados. Lo ultimo contradice el Teorema 2.15 declarando que
el operador V4, es en toda una vecindad de tg invertible por el mismo lado que el punto ¢;. W

Teorema 2.17. El operador
Won=Pr+ (1 —=M1H"Qr (n=+1,+2,..)

es tnvertible para A\ € Flj' e invertible por la izquierda para A € Fn, n = 1,2,... En ambos
casos, el operador inverso de W,,.\ es el operador

W= Pr+ (1= M"1H"Qr.

Para n=1,2,..., las ecuaciones
n
Win = Wiy

— — —n tn
ker W_p.x = span{gt™", gt >, ..,gt ™"} (g(t) := (SO 1)

son vdlidas. En particular,
dimker W_,.» =n y dimcoker Wy, =n

para A € F yn=1,2,..
Si X €T, entonces el operador Wi.x (n = £1,£2,...) no es invertible por ningin lado.



Capitulo 3

Operadores integrales singulares
con coeficientes continuos

De ahora en adelante asumiremos que I' es una curva cerrada y que el espacio Ly(T", p)
cumple las condiciones

n
l<p<oo, p(t)=]]It-tl®

k=1
—1<Br<p—1 (k=1,2,...,n).

3.1. El indice de una funcion continua

Denotaremos a C(I') como el dlgebra de Banach de todas las funciones complejas continuas
enT'. Sea a(t) € C(I') y asumamos que a(t) no es cero en ningin punto de I'. SiI' es una curva
cerrada simple, entonces denotaremos a [arg a(t)|r como el incremento total de la funcién
arg a(t) cuando t toma valores sobre I'. Si I' consiste de varias curvas cerradas, entonces

n

[arg a(t)]r := Z[arg a(t)]r; -

j=1
El indice de una funcién a es un ntimero entero definido por
. 1
inda := —/[arg a(t)|r,
2

ademads tiene la siguiente propiedad:
Sean ay,a2 € C(I') y a; - a2 # 0 (t € I'). Entonces

ind ajas = ind a1 + ind as.
De esta ecuacién podemos obtener que

inda=—inda y inda" =ninda (n=0,=%1,...).

39
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De esta propiedad, también se puede implicar que para cada funcién a € C(T") (a(t) # 0)
podemos encontrar un nimero n, asi como un punto « ¢ I" tal que ind (t — «)"a(t) = 0.

Si la funcién a(t) es continua y no es cero en I', entonces es proporcional a el limite de una
funcién a(z) que es meromorfa en Fi. Mds atin, inda = N* — Pt donde NT y PT son el
nimero de ceros y polos, respectivamente, de la funcién a(z) en FIT (tomando en cuenta sus
multiplicidades). Similarmente, si a es meromorfa en Fy., entonces inda = N~ — P~, donde
N~y P~ son los ceros y polos, respectivamente, de la funcién a(z) en F. .

3.2. Operadores integrales singulares con coeficientes raciona-
les

Sea r = q1/q2, donde ¢q1 y g2 son polinomios. Denotaremos a todos los ceros (conside-
rando sus multiplicidades) del polinomio ¢; como t;r (j=1,2,.., k") y t; (J=1,2,...,k7)
localizados en FIJF y Fp, respectivamente. Andlogamente denotaremos Tj+ (j = 1,2,...,17)

y T (j = 1,2,...,17) los ceros del polinomio g2 localizados en FFJr y F, respectivamente.
Supongamos que la funcién r no tiene polos y ceros en la curva I'. De esta manera, la funcién
racional puede ser representada en la forma

r= r_tkr+

con

Moy (=t M= t)
Mo -t -

k =kt — 1T y a € C. Esta representacién es referida como una factorizacién de la funcion r
con respecto a la curva I'. Notemos que k = ind r.

r_(t) ==«

Teorema 3.1. Sea A = r1Pr + r2Qr un operador con coeficientes 1,19 € R(I"). Para
que el operador A sea invertible de un lado en el espacio Ly(I', p) es necesario y suficiente las
validaciones de las condiciones

rit) #£0 (j=1,2teT).

Si se satisfacen las anteriores condiciones, entonces el operador A es invertible, solo es inver-
tible por la izquierda o solo es invertible por la derecha, dependiendo de si el nimero

k =ind (r1/r2)

es igual a cero, positivo o negativo.
Si las condiciones se satisfacen y la ecuacion

T = r,tkhr

es la factorizacion de la funcion r = r1/ry con respecto a T', entonces el operador inverso A~
(inverso por el lado correspondiente) al operador A estd dado por la ecuacion

AT = Pt R P Ty T Qrt R Per iy M+ o Qrr sy T
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o0, equivalentemente, a la ecuacion

A = (P Pr4+r_Qr)(tFPr 4+ Qr)rZ iy 'L

Demostracién:
Supongamos que se satisfacen las condiciones r;j(t) # 0 (j = 1,2;t € ) y r = r_tFr, es la
factorizacién de la funcién r = r1/re, entonces el operador A puede ser representado en la
forma
A =ro(r_t"ry Pr + Qr) = ror_(t*ry Pr +r-'Qr).

De la tltima observacién del capitulo 2, en la seccién 2.6, tenemos que
A =ror_(t*Pr 4+ Qr)(r. Pr + r_*Qr).
Los operadores ror_I y ry Pr + r~'Qr son invertibles, donde
(7"27"_])_1 = 7"2_1?":1[, (rePr+ T:IQF)_l = r;lP +r_Qr.

El operador t*Pr + Qr es invertible solo por la izquierda para k > 0 y es solo invertible por
la derecha para k < 0. La correspondiente inversa al operador es t *Pp + Qr.

Atun queda por probar que la condicién del teorema es también necesario solo para la
invertibilidad de un lado del operador A.

Primero consideremos el caso cuando ro = 1. Supongamos que la funcién r; tiene un cero
en algin punto ty € T'. Lo expresamos en la forma ry = (t —tg)s y r1 = (t7' — 5 ')q. Para el
operador A = r1 Pr + Qr, tenemos las ecuaciones

A= (sPr+Qr)((t —to)Pr + Qr)

A= ((t7 —tg"HPr + Qr)(PrgPr + (t71 = t51)QraPr + Qr).

Si el operador A es invertible de algtin lado, entonces por las ecuaciones obtenidas tenemos
que al menos uno de los operadores (t — to)Pr + Qr o (t7! — ty 1)P1“ + Qr es invertible de un
lado. Lo cual contradice a los teoremas 2.16 y 2.17.

De manera similar se puede probar que si el operador tiene la forma Pr + roQr y es
invertible de un lado, entonces 5 no es cero en I'.

Ahora el caso general. Sea A = r1 Ppr+roQr un operador invertible de un lado. Escogemos
las funciones x1, x2 € R(I") de tal manera que las condiciones

xi(t)) 70 (tel), xat)#0 (tel),
X171 € R+(F), X2T2 € R_ (F)

se satisfagan. Bajo estas condiciones el operador A puede ser representado en dos formas

A =x7HPr+ x1m2Qr) (xam1 Pr + Qr)
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A= x3 (x2r1 Pr + Qr)(Pr + x2m2Qr).

De las ecuaciones obtenidas, se sigue que si el operador A es invertible por la izquierda,
entonces los operadores xor1Pr + Qr v Pr + x1r2@r son invertibles por la izquierda. Si el
operador A es invertible por la derecha, entonces los operadores Pr + xoroQr v x1m1Pr + Qr
también son invertibles por la derecha.

Por lo anterior probado, podemos deducir que las funciones 71 y 79 no son ceroen I'. W

Teorema 3.2 Sea A un operador que tiene la forma
A= Prril + Qrrol

con coeficientes r1, ro € R(I"). Para que el operador A sea invertible de un lado es necesario
y suficiente las validaciones de las condiciones

Tj(t)#o (tEF,j:1,2).

Si las condiciones se satisfacen, entonces el operador A es invertible, solo es invertible por la
derecha o solo es invertible por la izquierda, dependiendo de si el niumero

. r1
k =1ind —
T2

es igual a cero, negativo o positivo.
Sir1 yre no son cero en I' y la ecuacion

r= r_tkr+

es la factorizacion de la funcion r = ri/ry con respecto a la curva I', entonces el operador
inverso A~! de A, del lado correspondiente, estd dado por la ecuacion

AT = ey NPt 4 Q) (Prr=t T + Qs ).

Demostracion:
El argumento es similar al Teorema 3.1. Representamos el operador A en la forma

A= (PFT,I + Qprlll)(PrtkI + QF)T+T2L
y similarmente podemos obtener la ecuaciones
(roro) ™t =ty L (ProroI + Qrri') T = Pt + Qrra .

Atn queda por discutir la invertibilidad de un lado del operador Prt*I + Qr.
Para probar la necesidad de la hipétesis del teorema, ahora tenemos las igualdades

Prril +Qr = (Pr(t™! —tg 1) + Qr)(Prql + Qr),
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Prril+ Qr = (PFSPF + PrSQp(t — to)[ + Qr)(Pr(t — to)I + QF),
y las condiciones con respecto a las funciones y1 y xo serian reemplazadas por
xir1 € R-(T'),  xars € R (T).

Finalmente las 1ltimas representaciones del operador A serian cambiadas por

A= (Prrixil + Qr)(Pr + QrroxaI)xi 1

A= (Pr+ Qrrox2D)(Prrixel + Qr)x, '1. H

Teorema 3.3. Sean las funciones r1 y ry de R(I') que no son cero en I', mds aiun, sea la
ecuacion
r= r_tkr+

la factorizacion de la funcion r = ry/ry.
Si k < 0, entonces

ker(r1 Pr 4+ r2Qr) = span{g, gt, ..., gt =1}

con
g = 7“_7_1 —r_tk.

Si k > 0, entonces

im(riPr +7oQr) = {f : f=rar_(t"o_ + ¢4 );p_ €imQr, ¢y € im Pr}

coker(r1Pr + roQr) = span{rer_,ror_t, ..., rzr,tk_l}.

Para k > 0 la ecuacion
rPro+rQro = f

es soluble si y solo si las condiciones

/ F@rtOrZt Ot 7dt =0 (5 =1,2,.., k)
r
se satisfacen.

Demostracion:
Como en la prueba del Teorema 3.1, el operador A puede ser expresado en la forma

A =ror_(t*Pr 4+ Qr)(r+ Pr + 7' Qr).

Para k£ < 0, tenemos
ker A = (r{'Pr +r_Qr)ker(t* Pr + Qr),
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entonces, por el Teorema 2.16,

ker A = Span{gl,QZa ey g|k|}v

donde
gj = (rZ " Pr+r_Qr)(tM=I —¢79) (5 =1,2,..., k).

En el caso k > 0, la primer igualdad es consecuencia de la ecuacién

tm A = ror_im (tka +Qr).

Ya que im (t* Pr + Qr) consiste de todas las funciones ¢ € L,(T, p) para las cuales Pro tiene
un cero de orden > k en el punto t = 0, entonces la igualdad de la im A implica la segunda
igualdad del teorema. W

Teorema 3.4. Sean vdlidas las condiciones del Teorema 3.3.
Si k < 0, entonces

1

ker(Prril + Qrral) = span{ry eyt ritry M vty )

Si k > 0, entonces el subespacio im(Prril + Qrral) consiste de todas las funciones de la
forma Prr_Prf + Pprjrlef para las cuales la funcion Prf — Pr(t*Qrf) tiene un cero de
orden > k en el punto t = 0. Mds ain,

coker(PrriI + Qrral) = span{Ppr_, Pr(r_t), ..., Pe(r_t" 1)}

La ecuacion
Prrip + Qrrop = f

es soluble si y solo si las siguientes condiciones se satisfacen

/Ff(t)(rg(t) ) O A =0 (= 1,2, k).

3.3. Factorizacion de funciones

De una manera més general entenderemos como una factorizacion de la funcion a € C(T')
con respecto a la curva I' como la descomposicién de un producto de tres factores

a= a,tka+ ,
donde k es un entero, a_ € C_(I'), ay € C(I') y

a_(t)#£0 (te€Fy), ay(t)#0 (teF).
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En esta definicion el factor de en medio puede ser reemplazado por un factor de la forma

t—tt\F
<t - t) ’
donde t* es un punto en FF+ y t~ es un punto de I, . Esta forma es necesaria en el caso de
que la curva I' pase por el origen o sea no acotada.

Ya que el ind a_— = ind ay = 0, el nimero k es definido univocamente por la funcién a, y
tenemos que k = ind a.
En el caso que k = 0, la factorizacién a = a_t*a, = a_a, es llamada candnica.

Sea C un algebra de Banach que consiste de todas las funciones que son continuas en I' y
contiene todas las funciones de R(I"). Introducimos las siguientes notaciones:

C,:=CNnCy), C_:=CcnC_(I), C°:=cnc’(I).

Dado el hecho de la relaciéon
sup ||z oy /l1zllc < oo,
zeC

los conjuntos C+,C% son subdlgebras del dlgebra C. Asumamos que el dlgebra tiene la siguiente
propiedad: si la funcién a € C no es cero en I', entonces (1/a) € C. Esta caracteristica
es conocida como propiedad de invertibilidad. Sea C un &algebra que tiene la propiedad de
invertibilidad, entonces para ay € C+ y as(t) #0 (t € Ff), (1/as) € C4. Andlogamente
paraa_ € C_ya_(t)#0 (te€ Fy), (1/a-) cC_.

El algebra C se dice que puede ser descompuesto si es la suma directa de sus subdlgebras
CryC% C=cC+CY.

Teorema 3.5. Sea C un dlgebra de Banach de funciones continuas en I' que tiene la
propiedad de invertibilidad. Para que el dlgebra C sea descompuesta es necesario y suficiente
que cualquier funcion a de C que no es cero en T' admita la factorizacion a = a_tFay, con
factores ay € C4.

3.4. Factorizacién canénica en un algebra de Banach conmu-
tativa

Sea A un algebra con unidad e, y sean A_ y A, las subdlgebras del dlgebra A tal que su
suma directa es A. Denotaremos a P como la proyeccién que proyecta A en A, paralelamente
aA_y @Q =1— P laproyecciéon de A en A_.

Denotaremos a G.A como el grupo de todos los elementos invertibles de A. El conjunto
GA es abierto ya que es la unién de conjuntos conexos abiertos G,. El conjunto conexo Gy
es el que contiene la unidad e.
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Teorema 3.6. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y sea G, un conjunto del grupo
GA. Si algin elemento de G, admite una factorizacion candnica, entonces cualquier elemen-
to de este conjunto admite una factorizacion canonica. Cualquier elemento del conjunto Gg
permite una factorizacion candnica.

Demostracion:
Primero se probara la dltima afirmacion del teorema. Sea a1 un elemento arbitrario de Gg y
a : [0,1] — Gp una funcién continua que conecta los elemento e y a1, a(0) = e, a(l) = a;.
Miés atn, sea 0 = tg < t; < ... < tp,—1 < t, = 1 una particién del intervalo [0, 1] tal que

lalt;) — a(t;—)] < ( wix [la~L(t )H) (G=1,0mm).

0<t<1
En particular para el elemento z; = —a(t;) + e, tenemos la estimacién ||z1]| < 1. Por lo
que el elemento log a(t;) definido por la férmula

oo

Zn
loga(ty) :=log(e — z1) = — Z ;1

n=1

pertenece al dlgebra A y exp(loga(t;)) = a(t1). Con respecto a
altg+1) = a(te)(e — zp+1),

donde 241 = —(a(ty)) Y a(tps1) — a(tr)) v [lzesal] <1 (k= 1,2,....,n — 1), loga(ty) (€ A)
puede ser sucesivamente definido para todos los nimeros k = 1,2,...,n — 1 por la ecuacién

oo Zn
logalts) i= loga(ty) — Y L.
n=1

Del mismo modo se puede verificar que

n

.z
exploga(tn)) = explioga(e) exp  — 3 1) —attn),

n=1

En particular, tenemos que exploga; = a;.
Sea P la proyecciéon que mapea A en A, paralelamente a A_, y sea Q = I — P su
proyeccién complementaria. Ya que loga = Ploga + @) log a, tenemos que

a = exp(Ploga) exp(Q loga).
Esta ecuacién nos da una factorizacion candnica de la funcién a. De hecho, los elementos

oo
1
x4 :=exp(Ploga) e—zjln' Ploga)"
n—=
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oo
1
z_ :=exp(Qloga) —e = Z E(Qloga)"
n=1
pertenecen a las édlgebras A, y A_, respectivamente. M&s atn, los elementos e + x4 =
exp(Ploga) y e + z_ = exp(Qloga) son invertibles, donde

1

(e4+x4) " —e=exp(—Ploga) —e € Ay

(e+z_ ) —e=exp(—Qloga) —ec A_.

La tdltima afirmacién del teorema ha sido probada.

Sea G, un conjunto conexo de GA que contiene un elemento ag que permita una facto-
rizacion candnica. Mdas aln, sea aq un elemento arbitrario de G. El elemento a; puede ser
representado en la forma a; = agb con b € Gy. Por lo que fue probado, el elemento b tiene
una factorizacién canénica. Por lo que a; admite una factorizacién canénica también. W

3.5. Prueba del teorema de factorizacién

Sea I' la unién de curvas cerradas simples I'1, I's, ..., '), que son disjuntas por pares. Intro-
ducimos las funcionales V; (j = 1,2, ...,n) definidas en el grupo GC(I") por la ecuacién

1
Vi(a) == %[arg a(t)]er;-
Més atin, > 1, Vj(a) = ind a.

Lema 3.1. Sea C = C(T') un dlgebra de funciones continuas que tienen la propiedad

de invertibilidad y contiene a R(I'). Para una arbitraria n-tupla de enteros ki, ko, ..., ky, €l
conjunto Gy, ,. k, definido por

lekg...kn = {a € GC : Vj(a) = /{:j, j=12 ,n}

es un conjunto conexo del grupo GC. El elemento unidad estd contenido en el conjunto Gop.. -
Mds ain, tenemos la ecuacion

GC(F) = U lekg...knv
ki,k2,....kn

donde la union es tomada sobre todas las n-tuplas de enteros ki, ko, ..., ky,.

Demostraciéon:
Primero consideremos el caso cuando la curva I' coincide con I'y. Sea a un elemento arbitrario
de GC que puede ser conectado con el elemento unidad por una curva continua en GC, es
decir, existe una funcién h : [0,1] — GC tal que h(0) = e (e(t) =1, t € I'1) y (1) = a. La
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funcién Vi (h(p)) es una funcién continua en el intervalo [0, 1], tomando solo valores enteros.
Por lo que es una funcién constante. En particular, Vi(a) = V1(1) = 0. Ya que a € Gj.

De igual manera, cada elemento a € Gg puede ser conectado con el elemento unidad
por una curva continua en GC. Sea r una funcién racional de Gg que esté en una vecindad
suficientemente pequenia del elemento a con respecto a la norma en C(I"). Entonces todos los
valores de la funcién continua g : [0,1] — C definido por la ecuacién g(\) := (1 — N\)r + Xa
(0 < X <1) pertenecen a Gy, y tenemos que Vig(A) =0 (0 < A <1).

La funcion r es el producto de muchos factores finitos de la forma

(1—ttah)* (t—a)F (ot e FP).

Cualquiera de estos elementos puede ser conectado con el elemento unidad por una curva
continua completamente perteneciente a R(I') N Gy.

Ahora, sea a una funcién arbitraria de GC. Todas las funciones de GC que pueden ser
conectadas con a por una curva continua en GC pertenece al conjunto

G ={x € GC : Vi(x) =k},
donde k& = Vi (a). De la validacién de la ecuacién
G = (t — t1)kG0

con t1 en el interior del dominio que es acotado por la curva I'y, resulta que G, es un conjunto
conexo del grupo GC. Todos los conjuntos Gy, (k = 0, =1, ...) son diferentes y tenemos que

GC = | Gy
kezZ

Procediendo al caso general cuando I" consiste de n curvas cerradas simples disjuntas I'1, "o, ..., T'y.
Denotaremos a C; (j = 1,2,...,n) como el subélgebra del dlgebra C que consiste de todas las
funciones que son cero en las curva I'y (k # 7). El algebra C es la suma directa de todas las
subélgebras C;, y cualquier dlgebra C; puede ser considerada como alguna édlgebra C(I';). Por

lo que tenemos

GC = GC(I')+GC(Ty)+..+GC(Ty),

donde cada componente conectado de GC es también una suma directa consistente de n con-
juntos conexos del grupo GC(I';) (j = 1,2, ...,n). Por esto y lo anterior probado tenemos como
resultado la segunda ecuacion del lema. W

Demostracién del teorema 3.5.
Sea C un algebra que se puede descomponer, y sea a un elemento de GC. Podemos escoger
una funcién racional r € R(I') N GC(T") tal que

[arg r(t)a(t)]ter; = 0,

donde I'j(€ I') es una curva cerrada arbitraria. Por el Lema 3.1, la funcién ra pertenece al
conjunto Goo.. o que contiene el elemento unidad. Consecuentemente, el elemento ra admite
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una factorizaciéon canénica con factores (y sus inverso) en el grupo GC(I'). La funcién r
tiene una factorizacion con coeficientes racionales. Por lo que el producto ra admite una
factorizacién con las propiedades deseadas.

Ahora queremos probar la necesidad de las condiciones del teorema. Suponemos que cada
funcién de la forma exp f(f € C) admite una factorizacién candnica

exp f=f_f+ (f-(c0)=1).
Como antes, asumimos que la curva I' consiste de curvas cerradas simples 'y, I'o, ..., I';, ¥ que

1 .
Vi = g[arg a(t)|ter; (G =1,2,...,n).

Las ecuaciones
Vi(exp f)=0 (j=1,2,...,n)

nos muestran que las igualdades

Vilfe) =0 (j=1,2,m)

se satisfacen también.

Primero consideremos el caso cuando la curva I'x acota un dominio simplemente conexo
Fi. que estd completamente contenido en FIT ol . SiFy C K + entonces Vi(f+) = 0. De la
factorizacién candénica tenemos que Vi (fy) = —Vi(f-), por lo que Vi (f-) = 0. Mds atin, las
igualdades V;(f+) = 0 han sido probadas para toda j tales que I'; acota un dominio el cual
estd completamente contenido en FIJF oIy

Ahora suponemos que la curva I';;, acota un dominio F! en tal sentido que todas las
curvas I'; contenidas en Flfr , que a su vez, acotan dominios que son enteramente contenidos
ya sea en Flfr o en Fy . En este caso también V,,(f+) = 0. Procediendo este razonamiento,
podemos probar la validez de las ecuaciones V;(f+) = 0. De la factorizacién canénica tenemos
que

f=log f_+log fi.

Considerando las condiciones V;(f+) = 0, las funciones log f1 son continuas. Repitiendo las
condiciones de la prueba del Teorema 3.6, tenemos que log f1 € C4 y log f— € C_. Conse-
cuentemente, el dlgebra C se puede descomponer. W

3.6. Operadores con coeficientes continuos

Teorema 3.7. Sean a,b € C(I'). Para que el operador A := aPp 4+ bQr sea invertible al
menos de un lado en el espacio L,(T', p) es necesario y suficiente la validez de las condiciones

a(t) #0, y bt)#0 (tel).

Si las condiciones se satisfacen, entonces el operador A es invertible, solo es invertible por la
izquierda o solo es invertible por la derecha, dependiendo de si el niumero

a
k :=1ind —
in 2
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es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente.

Demostracién:
Sean a,b € C(T") que no son cero en I'. Escogemos una funcién racional r € R(I") que aproxime
suficientemente bien a la funcién ¢ = ¢. Esto es, la funcién c tiene la forma ¢ = r(1 + m),
donde me C(I") y

m(t)| <

max [m —.

ter || Pr||

Ya que ||Pr|| > 1, tenemos que ind (1 +m) =0y indc =indr. Sea
r= r_tkr+

la factorizacién de la funcién r con respecto a la curva I'. Consideremos el caso cuando k > 0.
Reescribiendo el operador A como

A=0br_[t*"r (14+m)Pr+r=*Qr] = br_((1 + m)Pr + Qr)(t*r. Pr + r~1Qr),
el operador A puede ser representado en la forma
A =0br_(I+mPr)(r+Pr+r-'Qr)(t"Pr + Qr).

Como [[mPrp|| < 1, el operador I + mPr es invertible y

o0

(I+mPp)~" =) (=1))(mPr)
7=0

El operador r4 Pr + r~Qr es invertible, donde
(ryPr+r-'Qr) " =r'Pr+r_Qr.
El operador t* Pr + Qr es invertible por la izquierda con
(t"Pr +Qr)' =t7*Pr + Qr.

Por lo que, si k = 0, entonces el operador A es invertible y tenemos

o
A = (P P4 r_Qr) Y (—mPr)b T L
j=0

Para k > 0, el operador A solo invertible por la izquierda y
o0
A1 = (t ka +Qp)(7"+ Pr)+r_Qr) Z —mPr) Sy
7=0

Ahora tomando el caso cuando k < 0. Consideremos el operador B = at—*pp +brQr. Tomando
en cuenta que ind (at‘k /b) = 0y por lo que fue probado, el operador B es invertible.
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Ya que el operador B se puede representar en la forma B = A(t~*Pr 4+ Qr), el operador
A es invertible por la derecha, y tenemos A~! = (t*Pr + Qr)B~' o

A7 = (t7FPr + Qr) (7 Pr + 7-Qr) Z(—mPp)jb_lrjll.
=0

La necesidad del teorema serd probada indirectamente. Supongamos que el operador A es
invertible al menos de un lado y al menos una de las funciones a y b tienen un cero en I'.
Asumiendo que 71 y r2 son funciones racionales que pertenecen a R(I"), tales que aproximan
las funciones a y b, respectivamente, con suficiente exactitud en la norma C(I"), las funciones
r1 y ro se pueden escoger de tal manera que al menos una tenga un cero en I'. El operador
r1Pr + roQr esté suficientemente cerca del operador A. Por lo que también es invertible por
lo menos de un lado. Lo cual contradice el Teorema 3.1. W

3.7. Factorizacién generalizada de funciones continuas

Diremos que una funcién a € GLx(I") admite una factorizacion generalizada con respecto
a la curva T, si la funcién a puede ser representada como un producto

a= a,tka+,

donde k es un entero y tanto a_ como a son funciones que tienen las siguientes propiedades:
1) a_,a_l e L,T)y a+,a;1 S L;(F) para cada p (1 < p < 00).
2) El operador a:Llea:lI es acotado en el espacio L,(I") para cualquier p (1 < p < 00).

Teorema 3.8. Cualquier funcion a € GC(I') permite una factorizacion generalizada con
respecto a la curva I', donde k = ind a.

Demostracion:
Sea m una funcién de C(I') que satisface la condicién

, ’ —1 —1
I?eal“x m(®)I < p1gl7“12p2 {HPFHM(F), ||QF”L7'(F)}’

donde p; y p2 son un par de nimeros para los cuales p; < po, pl_l + Py 1 < 1, entonces
los operadores I + PrmlI y I + Qrml son invertibles en cualquiera de los espacios L,(I")
(p1 <7 < p2).
Sean

=T+ Pml)™ y y:=+QrmI) 1,

las funciones = y y pertenecen al espacio L;,(I'). De las ecuaciones  + Pr(mz) =1y y +
Qr(my) = 1 obtenemos que = € L} (T'), y € L, (T), (1+m)z =z2_y (1 +m)y = z;, donde
Zy € Li (I"). Las 1dltimas dos ecuaciones implican la relacién zyx = yz_. De aqui se sigue que



52 CAPITULO 3. 0O.1S. CON COEFICIENTES CONTINUOS

ambos lados de la ecuacién son constantes. Teniendo atn en cuenta que z_(00) = y(o0) = 1,
obtenemos z,x = yz_ = 1. También, tenemos la relacién

1+m=z_2,,

en la cual z_,1/2 € L, (T'); 24,1/24 € L} (T'). Ahora queremos verificar que el operador
H := 2, Pr2_'I es acotado en todos los espacios L.(T) (p1 <r < p2).

Sea f = fi + f_, donde fy € L (T") y f- € Ly (T). Entonces, (Hf)(t) = 2z Prz""fy.
Por lo que es suficiente mostrar que el operador H|L;} (") (H restringido a L (T')) es acotado.
Supongamos que fy € L (T) (p1 <1 < pa), y sea ¢ (€ L (T)) una solucién de la ecuacién

¢+ Prmpy = fy.

Esta ecuacién puede ser reescrita en la forma

(1 +m)<p+ +§0— = f+7

donde ¢_ es alguna funcién que pertenece a L, (I'). De la relacién 1+ m = z_z+ tenemos

arpr + 2 on =270 fy

Maés aiin, la funcién zy¢, pertenece a L (I') y la funcién z~'¢_ pertenece a Ls~ (I') para
cierto nimero s > 1. Proyectando ambos lados de la tltima ecuaciéon tenemos

o =27 Pzl fy + Hfy

Por lo que
H = (I + PrmI) ' LH(T).

Ahora, sea a una funcién arbitraria de GC(I"). Escogemos una funcién racional ro € R(T") tal
que la funcién m = ar| 1_1 satisface la condicién inicial de la prueba. Asi, ind ro = ind a(=k).
Sea
_ k
rog =r_t"ry

que representa una factorizacién de rg con respecto a la curva I'. De esta factorizacion y de
la relacién m 4+ 1 = z_z,, se sigue que

a= a,tka+,
donde a_ =r_z_ y ay = ryz4. El operador
al'Pra”'T = r ' (20 Prz2t)yr T

es acotado en todos los espacios L, (T), (p; < 7 < p2), donde la funciones a_ y a~! pertenecen a
L, (T)yayy a' son elementos de L}, (T). Més atin, los factores a4 satisfacen las condiciones
1) y 2) de arriba para valores p; < r < po.

Ahora se intentard mostrar que las funciones ay satisfacen las condiciones 1) y 2) para
cada r (1 < r < 00). Sea p1(> 1) un nimero arbitrario menor que p; y sea pa > po, donde
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ﬁl_l + ﬁ;l <1y p1 <r < py. Por lo anterior probado, existe una factorizacién a = a_t*a
con factores ay que satisfacen las condiciones 1) y 2) para p; < r < po. Ademéds, podemos
notar que k = k y que a_ = c1a_ y a4 = c2a4, donde c; y ¢2 son constantes complejas. Por
lo que los factores ay satisfacen las condiciones 1) y 2) para p; < r < py también. W

Teorema 3.9. Sean a y b que pertenecen a GC(I'), k =ind a/b y la ecuacion

= c_tkc+

SalES]

una factorizacion generalizada de la funcién a/b. Entonces el operador inverso de aPr + bQrp
del lado correspondiente estd dado por la ecuacion

(aPp+bQr) ' = (t %P + Qr)(ci' PreZ! + abilfkc;lQpczl)bfll.
Para k < 0 tenemos que
ker(@PF + bQF) = {97 gt, ..., gt|k|_1}>

donde g := cjrl —c_tk.
Para k > 0,
coker (aPp + bQr) = span{bc_,bc_t, ...,be_t* 1},

En el caso k > 0, la ecuacion aPre + bQry = f es soluble si y solo si las condiciones

/f(t)b—l(t)c—l(t)t—fdt:o G=1,2, ... k)
r
se satisfacen.

Demostraciéon:
Para comenzar, consideremos el caso £ = 0. Por lo que se demostré en el Teorema 3.7, el
operador A = aPr + bQr es invertible

A = (' PreZt T+ ab e Qre_ Db

Sea B el operador definido por la parte derecha de esta ecuaciéon. Notemos que el operador
erlQl"Cil =a oI — cjrlec:I es acotado simultdaneamente con el operador cllecil. Con-
secuentemente, la ecuacién A~! = B define un operador acotado.

El operador B puede ser escrito en la forma

B=(c;'PreZ' T+ c_QreZ' b1
Sea r una funcién racional arbitraria de C'(T"). Entonces

(ci'PreZ! + c_QreZt)(c—cp Pr + Qr)r = (¢ Pr+ c—Qr)(cyry +cZ'r).
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Ya que ciry € LT (T, p) y cZ'r— € Ly (T, p), se tiene que

(X' PreZ! + c—QreZ)(c_ey Pr + Qr)r =,

esto implica que BAr = r. Mas atn, el operador B es la inversa al operador A.
Si k> 0, el operador A = aPr + bQr se puede expresar en la forma

A =blab~ "t *Pr + Qr)(t*Pr + Qr).

Por lo anterior probado, el operador A~! que es el inverso por la izquierda de A tiene la forma
enunciada en el teorema.
Para una funcién racional arbitraria r € C(T'), la ecuacién

bteZ (aPr 4+ bQr)(ci ' Pr + c_Qr)r = (t*Pr + Qr)r
es valida. Para k < 0, tenemos
ker(aPr + bQr) = (c3' Pre—Qr) ker(t" Pr + Qr).

Por lo que la tercera ecuacién del teorema resulta del Teorema 3.3.
La ultima afirmacién serd probada de manera més general adelante. W

De este teorema podemos reescribir el operador inverso de A = aPr + bQr como
(CLPF =+ bQF)_l = x(a_le + b_lQF)x_l

con r = be_.
Si A=gl+hSr (g,h € C(T)), g*(t) — h%(t) #0 en I y si la ecuacién

gt+h

= c_tkc+
g—nh

es una factorizacion generalizada de la ecuacién (g+h)(g—h) !, entonces uno de los operadores
inversos de A (del lado correspondiente) estd dado por la ecuacién

(g1 +hSr)™' = g xSra I,

q —hQI_gQ—hQ

donde x = (g — h)c_.



Capitulo 4

Operadores de Fredholm

4.1. Operadores normalmente solubles

Sean Bj, By espacios de dimensién finita, la condicién f(y) = 0 con f € ker A* y y € By,
para el operador A € L(Bj, Bs), son una condicién necesaria para la solubilidad de la ecuacién
Axr =y.

Lema 4.1. Sea A € L(B1, B2) y Z el espacio de todos los vectores y € By que satisfacen
f(y) =0 para todas las funcionales f € ker A*. Entonces la variedad lineal im A es denso en
Z.

Demostracion:
Para todos los vectores y € im A y todas las funcionales f € ker A*, tenemos f(y) = f(Ax) =
(A*f)(x) = 0. Consecuentemente, im A C Z.
Supongamos que la cerradura de la variedad lineal im A es una parte propia de Z. Sea xy un
vector de Z que no pertenece al subespacio im A. Por el teorema de Hahn-Banach existe una
funcional x € Bj tal que x(zo) # 0y x(im A) = 0. Entonces x € ker A*. Ya que x(2*) = 0.
Esto contradice la condicién x(zp) #0. W

El operador A € L(Bj, Bs) se dice que es normalmente soluble siempre que la ecuacién
Az =y (x € By,y € Bsg) sea soluble si y solo si la condicién f(y) = 0 se satisface para cada
funcional f € ker A*.

Teorema 4.1. Para que el operador A € L(By, Ba) sea normalmente soluble es necesario
y suficiente que la variedad lineal im A sea cerrada.

Sea A € L(Bj, Bz). Denotaremos a A como el operador que mapea el espacio cociente
B/ ker A en el subespacio im A de acuerdo a la regla Ax := Ax, donde x es la clase cociente
de B;/ker A que contiene al elemento = € By. Por lo que A pertenece a L(By/ker A,im A) y
Al = [lA]l.

95
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Teorema 4.2. Para que el operador A sea normalmente soluble es necesario y suficiente
la invertibilidad del operador A.

Para el operador A € L(Bj, By) introducimos la cantidad k4 que es igual a |A™Y|| si el
operador A es invertible e co de lo contrario. Podemos ver que en ambos casos tenemos la

ecuacion
ka= sup inf ||z
yeim A,|lyl|=1 Ar=yr<B
ya que
sup  [|[ATy| = sup |x[| = sup mf |z
yeim Aly|=1 yeim A |ly||=1,Az=y yeim A, |ly||=1 Az=y,7€B1

Teorema 4.3. La relacion kay < oo es necesaria y suficiente para que el operador A €
L(By, B2) sea normalmente soluble.

4.2. La restriccion de operadores normalmente solubles

Si el operador A € L(Bji, B2) es normalmente soluble, entonces la restriccion AN a un
subespacio N/ C By, no es normalmente soluble en general.

Teorema 4.4. Sea A € L(By, Bs) un operador normalmente soluble y N un subespacio
de Bi. Para que la restriccion A|N del operador A al subespacio N sea normalmente soluble
es necesario y suficiente que la suma N + ker A sea un subespacio cerrado.

Demostracion:

Supongamos que el operador A|A es normalmente soluble. Queremos demostrar que la va-
riedad lineal N + ker A es cerrada. Sea y, = @, + 2, (¥, € N, 2, € ker A;n = 1,2,...)
una sucesion de vectores que convergen al vector y. Como lim Ay, = lim Ax,, = Ay, por el
Teorema 4.1, tenemos que Ay € A|N. Por lo que existe un vector yg € N tal que Ayy = Ay.
Tomando en cuenta que y — yo € ker A, obtenemos que y € N + ker A.

Ahora pasamos a la prueba de la suficiencia. Sea la suma N + ker A cerrada. Denotare-
mos a A; como la restriccién del operador A al subespacio N + ker A. De los cuantificadores
tenemos que k4, < ka. Ya que kg < 0o, tenemos que k4, < co. Por lo que el operador A; es
normalmente soluble. W

Corolario 4.1. Sea A € L(B1, By) un operador normalmente soluble y N un subespacio
de codimensidn finita. Entonces el operador AN es normalmente soluble.

Corolario 4.2. Asumamos que A € L(B1,Bs), y N1 C Ny son subespacios de By. Si
dim N7 /Ns < oo, entonces la solubilidad normal de uno de los operadores A|N7 y A|N2 im-
plica la solubilidad normal del otro.
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Corolario 4.3. Sean B1, By y Bs espacios de Banach y A € L(By,B3), B € L(Bs, B3)
operadores normalmente solubles. Una condicion necesaria y suficiente para que el operador
BA sea normalmente soluble es la cerradura de la suma im A + ker B. En particular, en el
caso dimker B < oo el operador BA es normalmente soluble.

4.3. Perturbacion de operadores normalmente solubles

Sea A € L(Bj,Bs) un operador normalmente soluble arbitrario y K un operador con
dimensién finita de L(Bj, B2). Entonces el operador B = A + K es normalmente soluble
también. Ademas, la siguiente ecuacién es cierta

Blker K = A|ker K.

Teorema 4.5. Sea el operador K € L(By, Ba) que tiene la siguiente propiedad: para cual-
quier operador normalmente soluble A € L(B1, Bs) el operador A+ K es normalmente soluble.
Entonces el operador K es de dimension finita.

Demostraciéon:

Sea el operador K que cumple las condiciones del teorema. La solubilidad normal del ope-
rador cero implica la solubilidad normal del operador K. Suponiendo que el operador K es
de dimensién infinita, deberia existir un operador compacto de dimensién infinita T' que es
definido en el subespacio im K. En este caso el operador (I + T)K con I el operador iden-
tidad definido en el subespacio im K deberia ser normalmente soluble. Por lo que, dado las
suposiciones del teorema, el operador TK = (I + T)K — K deberia ser normalmente soluble
también. Lo ultimo, de cualquier manera, es imposible, porque T'K es un operador compacto
de dimension infinita. W

Teorema 4.6. Sea A € L(B1, Ba) un operador normalmente soluble y sea T' € L(Bi, B2)
un operador compacto que satisface una de las condiciones

dimker A/(ker T' Nker A) < oo

dimim T/(im ANimT) < oc.

Entonces el operador A+ T es normalmente soluble.

4.4. La solubilidad normal del operador adjunto

Teorema 4.7. Si el operador A € L(By, B2) es normalmente soluble, entonces el conjunto
imA* es cerrado y consiste de todas las funcionales f € B} que cumplen la condicion f(x) =0
para cada x € ker A.

Teorema 4.8. FEl operador A € L(B1, B2) es normalmente soluble si y solo si el operador
A* € L(B3, B}) es normalmente soluble. Mds atin, tenemos la ecuacion ka = ka«.
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4.5. Operadores invertibles generalizados

Un operador A € L(Bj, By) se dice que es invertible generalizado si podemos encontrar
un operador B € L(Bz, B;) tal que
ABA = A.

El operador B sera referido como el operador invertible generalizado de A y lo denotaremos
como B = A1),

Lema 4.2. Sea A € L(By, By) un operador invertible generalizado. Entonces los operado-
res Py := AACY y Py := AV A son proyecciones, donde

imA=im P, y kerA=KkerPs.

Demostracion:
P =AATYAATY = 440D = py
y
P? = ADAACDA = ACDA = Py
Ademads
imADim AACYD D im AACYA =im A
y

ker A C ker AED 4 C ker AACY A =ker A. B

Teorema 4.9. Para que el operador A € L(By, B2) sea invertible generalizado es necesa-
ri0 y suficiente que tenga las siguientes tres propiedades:
1.- A es normalmente soluble.
2.- El subespacio ker A tiene un complemento directo en Bi.
3.- El subespacio im A tiene un complemento directo en Bs.

Demostraciéon:

La necesidad de las condiciones del teorema se obtienen del Lema 4.2. Se probrara la sufi-
ciencia. Sea L el complemento directo al subespacio ker A en By y N el complemento directo
a im A en Bs. El operador A|L considerado como un operador que mapea £ en im A, es
invertible. Denotaremos a B € L(im A, L) como el operador para el cual BA|L = I|L y
ABlim A = I|im A. Sea P que representa la proyeccién que proyecta B en im A parale-
lamente a N. Considerando el operador A(-1) := BP € L(By, B;), obtenemos la ecuacién
AACYA = ABPA= ABA. R

Teorema 4.10. Sea A € L(By, B2) un operador invertible generalizado y K € L(By, B2)
un operador de dimension finita. Entonces el operador A+ K es invertible generalizado, donde

A+ K)D = AC) — AY A+ K) - KTV (A + K)ACD — ).
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Aqui KYU denota una inversa generalizada al operador de dimension finita

K :=(A+ K)ATY(A+ K) — (A+ K).

Antes de probar este teorema se enunciard un lema.

Lema 4.3. Si para un operador X € L(Bi,Bs) existe un operador Y € L(Bg, By) tal
que para el operador Z := XY X — X es invertible generalizado, entonces el operador X es
también invertible generalizado, donde

Xy —(vYX -1zE9(XY —1).
Aqui ZY es el operador inverso generalizado a Z.

Demostracion:
XXX =XyX-2zzY92=2-Z4+X=X. N

Demostracién del Teorema 4.10. Sea A(-1) un operador inverso generalizado de A.
Podemos ver que el operador

Ki=(A+EK)AY(A+K) - (A+K)
es de dimensién finita. Consecuentemente, podemos aplicar el Lema 4.3 a X = A+ K,

Y=ADyZ=K,. &

4.6. Operadores de Fredholm

Un operador A € L(B1, Bs) es llamado operador de Fredholm (operador de Noether, -
operador) si es normalmente soluble y los nimeros dimker A y dim coker A son finitos. El
siguiente nimero es referido como el indice del operador A € L(B1, Bs)

Ind A := dimker A — dim coker A.

Un operador A € L(By, Bs) invertible por la izquierda (derecha) es de Fredholm si y solo
si dim coker A < oo (dimker A < 00).

Denotaremos a ®(Bj, B2) como el conjunto de todos los operadores de Fredholm que per-
tenecen a L(Bi, B2).

Teorema 4.11. Si A € ®(By, By) y B € ®(Bs, Bs), entonces

BA € q)(Bl, Bg)

Ind BA = Ind B + Ind A.
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Demostraciéon:
El operador BA es normalmente soluble por el Corolario 4.3. Adicionalmente, tenemos

dimker BA < dimker B + dimker A < oo

dim coker BA < dim coker B + dim coker A < oo.

Por lo que BA € ®(Bj, B3). Ahora, denotaremos a £1 como la interseccién de los subespacios
im A y ker B. Entonces

dim ker BA = dimker A + dim ker £;.

El subespacio ker B puede ser representado en la forma de una suma directa de los subes-
pacios L1 y algin subespacio Ls. El espacio Bs puede ser representado en la forma By =
im A+Lo+L3, donde L3 es un espacio de dimension finita. Més an,

dim coker A = dim Lo + dim L3.
Dado que dimker B = dim £; + dim L5, tenemos
L3 — L1 = —dimker B + dim coker A.
De la descomposicién By = im A-+Lo+L3 obtenemos que im B = im BA+BLs. Por lo que
dim coker BA = dim coker B + dim L3.
Comparando esta ecuacién con la ecuacién de dim ker BA, tenemos
Ind BA = dimker BA — dim coker BA

= dimker A + dim £; — dim coker B — dim L3
= dimker A + dim ker B — dim coker B — dim coker A. R

Teorema 4.12. Para un operador A € L(B1, B2), las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1.- El operador A es un operador de Fredholm.

2.- El operador A puede ser representado en la forma A = D+T, donde D es un operador
de Fredholm invertible de un lado de L(By,B2) y T es un operador compacto.

3.- El operador A puede ser representado en la forma A = D+ K, donde D es un operador
de Fredholm invertible de un lado de L(B1, B2) y K es un operador de dimension finita.

Demostraciéon:
La afirmacién 3) = 2) es directa. Para la afirmaciéon 2) = 1), sin pérdida de generalidad
podemos decir que el operador D es invertible por la derecha. Entonces el operador A =
D(I + D7'T), de acuerdo a el Teorema 4.11, es un operador de Fredholm, ya que de la teorfa
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de Riesz-Schauder tenemos que los operadores de la forma I 4+ T, donde T es un operador
compacto de L(B), son operadores de Fredholm.

Ahora para probar por completo el teorema, se demostrard la afirmacién 1) = 3). Sea
{y1,..-,yn} una base del subespacio coker A y {z1,...,z,,} una base del subespacio ker A.
Denotaremos a {f1,..., fr,} un sistema de funcionales de B} para los cuales f;(zx) = 0
(j,k=1,2,...,m). Mds atn, construimos el operador K de dimensién finita por el arreglo

min(n,m)
Kz:= Y [fi(x)y; (z€B)
j=1

y definimos el operador D := A — K. De manera sencilla podemos ver que

im D =im A+im K.
Para n < m, tenemos que im D = By y, para n > m, codim im D = n —m. Més aun, de la
ecuacion D = A — K se sigue que, para n < m,

ker D = span{Tpi1, Tnt2, .os Tm},

mientras que para n > m, tenemos que ker D = {0}. W

4.7. Regularizacién de operadores

Diremos que el operador A € L(Bjy, Ba) admite una regularizacion si existe un operador
M € L(Bs,B;) tal que cualquiera de los operadores AM — I y M A — I es compacto. El
operador M se dice que es un regularizador de A.

Teorema 4.13. Para que el operador A € L(By, Ba) sea de Fredholm es necesario y sufi-
ciente que admita una reqularizacion.

Demostracién:
Sea M un regularizador de A, es decir, MA =141y AM =1+ T5, donde T y 15 son
compactos. Ya que
imADim AM =im (I + T3),

entonces, por el Teorema 2.4, el operador A es normalmente soluble. De las mismas relaciones
se sigue que
dim coker A < dim coker(I 4+ Ty) < oo

ker A C ker MA = ker(I + T1),

por lo que
dimker A < dimker(MA) < co.

Consecuentemente, A es un operador de Fredholm.
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Pasamos a la suficiencia, sea A un operador de Fredholm. Entonces, por el Teorema 4.9,
el operador A es invertible generalizado. Denotaremos a A(~1) € L(By, By) como una de las
inversas generalizadas de A. Del Lema 4.2, tenemos

rango(AATY — T) = dim coker A

rango(ATYA — I) = dim ker A.

De aqui, concluimos que el operador A1) es un regularizador de A. W

4.8. Indice y traza

Sea K un operador de dimensién finita de L(B), y sean Ay, ..., A, todos sus eigenvalores
distintos de cero. Entenderemos la traza de un operador K como la suma de todos sus eigen-
valores. La traza el operador K sera denotada por tr K := A\; + Ao + ... + .

Proposicion 1. Para dos operadores de rango finito arbitrarios K1 y Ko, tenemos la
ecuacion
tr(K1 + K3) = tr Ky + tr Ko.

Sean L := ker K1Nker Ko y M := im K1 +im Ks. Denotaremos a Z como un complemento
directo de M N L en £,y a N como un complemento directo de Z en el espacio entero B que
contiene a M.

KiNCN, ZCkerK; (j=1,2)

y por lo tanto tr K; = tr K;|N (j = 1,2) y tr (K1 + Ka) = tr (k1 + K2)[N. Como dim N < oo,
la ecuacion de la Proposicién 1 resulta de las correspondientes ecuaciones para matrices.

Proposicién 2. Si un operador de rango finito K € L(B) es representado en la forma
m
Kz = ij(a:)yj (x € B),
j=1

entonces

tr K= fi(y;)-

Jj=1

De hecho, considerando la Proposicién 1 es suficiente mostrando la validez para el caso
m = 1. El operador K definido por Kjz := fi(x)y; tiene el eigenvalor \; = fi(y;). Conse-
cuentemente tr Ky = f1(y1).
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Proposicién 3. Sea K un operador de rango finito de L(B1,Bs) y A € L(Bg, B1). En-
tonces
tr AK =tr KA.

Si el operador K es representado como en la Proposicién 2, entonces tenemos
m m
AKz = Z fi(x)Ay; vy KAx = ij(A$)yj.
j=1 Jj=1
Y de la Proposicién 2 tenemos
m m
tTAK:ij(ij) Yy trKA:ij(ij).
j=1 J=1

Teorema 4.14. Sea el operador A un elemento de ®(By, Ba) y sea M € L(Ba,B1) un
reqularizador de A tal que los operadores M A — I y AM — Is tienen rango finito. Entonces

ind A=tr(ly — MA) —tr(Is — AM).

Demostracion:
Primero consideremos el caso cuando el operador M = A(-1) es una inversa generalizada de
A. Del Lema 4.2, tenemos

AVA= P, AACY =1, P,

donde I — P; es una proyeccién en el subespacio ker A, mientras que I — P> es una proyeccién
en el subespacio im A. Por lo que

tr(l — A(_l)A) = dimim P} = dimker A

tr(I; — AATY)Y = dimim Py = dim coker A.

Ma4s atn, en este caso se ha probado la ecuacion del teorema. Ahora tomemos M arbitrario. En
este caso el operador (M — A=) A tiene rango finito. Por lo que el operador (M —A1)|im A
también tiene rango finito. De la relacién dim coker A < oo, el operador M — A=Y tiene rango
finito. Por la Proposicion 3, tenemos

tr(M — ACDA = tr AM — ACD),
por lo que
tr(ly — ACYDA) —tr (1) — MA) = tr(Iy — AATY) —tr(Iy — AM).
Esto implica

tr(l, — ACYDA) —tr(Iy — AATYY = tr(I; = MA) —tr(I, — AM). W
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4.9. La estructura del conjunto de operadores de Fredholm

Proposicién 1. Sea el operador A € GL(B), para el cual existe una curva continua \(t)
(0 <t <1) enelplano C conectando el punto A\; = 0 con el punto Ay del dominio |\| > || Al y
que no intersecta con el espectro de A. Entonces el operador A estd contenido en el conjunto
conexo Go(= GoL(B)) del grupo GL(B) el cual también contiene el operador identidad.

Proposicién 2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces el grupo GL(H) es conexo.

Proposicion 3. Sea B un espacio de Banach y L un subespacio con codimension finita.
El grupo GL(B) es conexo si y solo si el grupo GL(L) es conezxo.

Proposicion 4. Asumamos que By y Bs son dos espacios de Banach, y para los cuales
existe al menos un operador de Fredholm A en L(Bi,Bs). El grupo GL(By) es conexo si y
solo si el grupo GL(B3) es conexo.

Teorema 4.15. Si uno de los grupos GL(B1) o GL(B3) es conezo, entonces el conjunto
de todos los operadores de ®(By, Bg) tienen un mismo indice que constituye un componente
conezxo.

Demostracion:

Este teorema solo tiene sentido si el conjunto ®(Bj, B2) es no vacio. De la Proposicién 4,
tenemos que ambos grupos, GL(B;) y GL(Bz), son conexos. Denotaremos a ®(B1, Bz) como
el conjunto de todos los operadores de ®(Bj, B2) que tienen su indice igual a k.

Sea D un operador fijo invertible de un lado de ®;(B1,B2) y D~! su inversa. Como
Ind D' = —Ind D = —k, tenemos que Ind AD™! = 0. Por el Teorema 4.12, podemos
representar el operador AD™! en la forma AD™! = B+ K, donde B € GL(B3) y K es un
operador de dimensién finita. Por hipétesis, existe una funcién continua F : [0,1] — GL(Bs)
tal que

F0)=B y FQ1)=1.
Suponiendo que el operador D es invertible por la izquierda, consideremos la funcién
HAN :=(FN)+1Q-MNK)D (0<A<1).

Esta funcién es continua y todos sus valores pertenecen a @4 (B, Bz). Mas ain, H(0) = Ay
H(1)=D.

Consideremos el caso donde D es invertible por la derecha. Sea D~! una inversa derecha
de D. Entonces tenemos que D~ !'D = I + K, donde Kj es un operador de dimensién finita.
Construimos una familia de operadores H;(A) (0 < A < 1) definido por las igualdades

Hy (V) = A( + 2)Ko) <0 <a< ;)

Hi(\) = (F(2\ — 1) 4+ 2(1 = N K)D <1 <a< 1).
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La funcién H; mapea el intervalo [0, 1] continuamente en ®(B;, B2), donde

Hy(0) = A, Hl<;>:AD‘1D, y Hi(1)=D. N

4.10. Operadores P

Un operador A € L(B1, B2) se dice que es un ®-operador si es normalmente soluble y el
ntimero dimker A es finito, mientras que dim coker A es infinito. Un operador A € L(By, B2)
se dice que es un ®_-operador si es normalmente soluble y

dimker A = oo, dim coker A < oo.

El conjunto de todos los @ -operadores de L(Bj, Bs) se denotara como ® (B, By), de manera
similar ®_ (B, By) serd el conjunto de todos los ®_-operadores de L(By, By). Si un operador
A pertenece a &, (B, By), entonces A* € &_(B3,B7). Si A* € ®_(B3, Bf) implica que
A € & (By, Bsy). Asi, bajo estas hipétesis, la siguiente ecuacién es valida

dim ker A = dim coker A*.



Capitulo 5

Teoremas generales en operadores
integrales singulares

5.1. Cambio de curva
Sean I' y I curvas no simples con I' C T. El espacio Lp(f, p) se puede identificar con la
suma directa de los subespacios Ly(T', p) y Lp(I'\I', p). Denotaremos a Ry como el operador

proyeccién del espacio Ly(I', p) en el espacio L,(I', p) paralelamente a Lp(f\F, p), vy Ry su
proyeccién complementaria.

Teorema 5.1. Sean a,b € Loo(T) y a := a|l,b:=b|T". Si
a=b=1 (tel\D),
entonces el operador A = aPr + bQr es la restriccion del operador A= aPr+ i)Qf a Ly(T, p),
A= AILy(T. p).
También tenemos la igualdad
A= (I+ RiARy)(ARy + Ry),
donde el operador I + leiRg es invertible.

Demostracion:
Para Ry tenemos que

RQA = Rgan + RQBQf = RQPf + RQQf = Ry

por lo que
A= (R1 + Rz)fl = RiA + R,.

66
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Esto implica, en particular, que RiAR, = AR; = AR, y que el espacio L,(T, p) es invariante
para A, obteniendo asi la primer implicacién. Mas atin, muestra que

A = R1AR1 + R1AR2 + Ry = (I + RlARQ)(RlARl + Rg),
obteniendo la segunda implicacién. Ademads,
(I + R AR) ' =1 —RiAR,. 1

Teorema 5.2. Sean I'y,...,I';, curvas no simples con intersecciones vacias por pares, y
sean a,b € Loo(I') con T' =Ty U ...UT,. Entonces el operador A = aPr + bQr es un ®-
operador si y solo si cada uno de los operadores Aj = a; Pr; +b;Qr; con aj = all'; ybj =b|T
es un P-operador.

El operador A es un ®(P_)-operador si y solo si todos los operadores A; son &4 (P_)-
operadores o ®-operadores con al menos uno de ellos un @ (P_)-operador. En cada caso

Ind (aPp + bQr) = Z Ind(ajPr + b;Qr).
j=1

Demostracion:
Podemos identificar el espacio L,(T, p) con la suma directa L,(I'1, p)+...+Ly(Ty, p). Sea Ry
(k =1,...,n) el operador proyecciéon que proyecta el espacio L,(T", p) en el espacio L,(I'x, p)
paralelamente a la suma directa de los otros subespacios L,(I';,p) (j = 1,...,n,j # k). Como
Ri+...4+R,, = I, podemos escribir el operador A en la forma

A= Z R;ARy.
j.k=1

Podemos observar que
1 .
RjARj = AjRj Yy RjARk = §(aj - bj)RjSpk (] 75 k:)

Ya que las curvas I'; (j = 1, ..., n) son consideradas disjuntas por pares, los operadores R; AR},
son compactos para toda j # k. Por lo que

A=Y AR +T,
j=1

donde T" es compacto. Pero el operador A1 R; + ...+ A;R; es , en principio, la suma directa de
los operadores A;R; actuando en L,(I';, p). Este hecho nos da la afirmacién del teorema. l
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5.2. El principio de separacion de singularidades

Sea a una funcién en Lo (T"). El subconjunto cerrado més pequenio de la curva I' en cuyo
complemento la funcién a es continua sera llamado el soporte de singularidad de la funcion
a. Lo denotaremos como A(a).

Teorema 5.3. Supongamos que el soporte de singularidad /\(a) de la funcion a € G Lo (T)
consiste de n arcos cerrados disjuntos por pares i, ..., Vn, y sean aj € GL(I') (j =1,...,n)
funciones que poseen las siguientes propiedades:

1) La funcion a; es continua en la curva I'\7; (j =1,...,n);

2) a;j(t) = a(t) sit € ;.

Entonces el operador aPr + Qr es un ®-operador si y solo si cada uno de los operadores
a; Pr+Qr es un ®-operador, y el operador aPr+Qr es un @4 (P_)-operador si y solo si todos
los operadores a;Pr + Qr (j =1,...,n) son ®,(P_)-operadores o ®-operadores con al menos
uno de ellos un ®(P_)-operador. En cada caso

Ind(aPr + Qr) = Z Ind(a;Pr 4+ Qr) —ind ag,
7j=1
donde ag es la funcion en GC(I") definida por

ap = aal_laz_l...agl.

Antes de probar este teorema se enunciaran dos lemas.

Lema 5.1. Sean ay, ..., ay, funciones en Loo(T") con soportes singulares disjuntos por pares.
Entonces el operador

PraPr — PrayPrPrasPr...Pra,Pr (4 := ay...ay)

es compacto en L, (T, p).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que n = 2. En el primer caso si las funciones ap, as
son continuas, la afirmacién del lema es consecuencia del Teorema, 1.12.

Ahora consideremos el caso general. En esta situacion, el conjunto A(aq) estd en el com-
plemento del conjunto cerrado A(asz). Este complemento consiste de muchos arcos abiertos
finitos o contables disjuntos por pares que cubren el conjunto cerrado A(aj). Elegimos una
subcubierta finita {d;}] de esta cubierta y escogemos arcos abiertos y; y A; para los cuales
siempre es posible

A(al)ﬁéj Ci 75 C A, KjC(Sj (j=1,2,...,r).
Tomamos

vi= o o) y o

J=1 J=1

i
(a
b
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Por lo cual existe una funcién b € C(I') que coincide con la funcién az en v y para el cual
difiere de as en cada punto de la frontera de A.

Ahora, consideremos dos funciones ¢;(t) y c2(t) (t € I'), donde la primer funcién satisface
las condiciones

cg € CT), ci(t)=a(t)—=0b(t) (tel), cl(t)£0 (tel\A),
mientras que la segunda funcién estd definida por
ea(t) = 1 site A
2T (ag(t) = b)) /er(t) sit e D\A.
Debido a la eleccién especial de las funciones ¢1 y cg, tenemos que as — b = cico y, por lo
tanto, ajag = ajcica + arb. Ya que la funcién ¢; es cero en A(ay), la funcién ajc; es continua

en I' y por lo cual
Ppalclchp = PralclppCQPF + T1

para algtiin operador compacto 77. Tomando en cuenta la continuidad de c;, obtenemos ademaés
que
Ppalcle = PpaleclPr + T2 Y PF61PFCQPF = Ppclchp + T3

con operadores compactos T» y T5. Las anteriores identidades y
Pra bPr = Pra1 PrbPr + Ty
implican que
PraPr = PraicicoPr+ PraibPr
= Pra,Pr(PrcicoPr + PrbPr) + 15,

donde Ty y T5 son ciertos operadores compactos. Por lo tanto
PraPr = Pra1PrPrasPr + Ts. |

Lema 5.2. Si el soporte de singularidad de las funciones a; y ag € Loo(I') son disjuntos,
entonces el operador PrayPrasPr — PrasPray Pr es compacto

Esta es una consecuencia inmediata del Lema 5.1.

Prueba del teorema 5.3. Definimos la funcién ag como

-1

ap = aafl...an .

Notemos que ag € C(I"). Tomando
A:=PraPr+Qr vy A]’ = Ppaij + Qr (j =0,1,..., n)

obtenemos que
A= AgA1.. A, + T,

donde T es compacto. Esta igualdad en combinacién con el Lema 5.1, el Lema 5.2 y el Teorema
4.11 nos da la validacién del Teorema 5.3 si el operador aPr 4+ Qr es reemplazado por A y los
operadores a; Pr + Qr son reemplazados por A;. |
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5.3. Una condicion necesaria

Teorema 5.4. Sean I' una curva cerrada no simple y a € Lo (T'). Si el operador A =
aPr +bQr es un ®, &4 o ®_-operador en L,(I', p), entonces

essinf |a(t)] > 0, essinf |b(t)] > 0.
tel tel
También se obtiene una afirmacion andloga para el operador B = Pral + Qrbl.
Se mostrara un lema antes de probar el teorema.

Lema 5.3. Sea I una curva cerrada no simple el cual acota el conjunto abierto Flfr, Y seq
¢ € Loo(I") una funcion tal que, para ciertos subconjuntos v1,v2 de I' de medida positiva,

ct)=0 si tey y c(t)#0 si tey.

Supongamos ademds que la medida de la interseccion de o con el limite de cada conjunto
conexo de Flf es positiva. Entonces para A, igual a cualquiera de los dos operadores cPr + Qr
o Pr + cQr,

dim ker A = dimker A* = 0.

Demostracion:

Sean F1,..., F,, el conjunto de todos los conjuntos conexos (no necesariamente diferentes) de
FF y I'1, ..., Ty, sus limites. Supongamos que estan enumeradas de tal manera que satisfacen
las siguientes dos propiedades: mes(y1 NI'1) > 0, y los puntos en Fj y Fji1 se pueden unir
mediante una linea recta la cual intersecta la curva I' solo en los limites de I'; y I'; 4. Para
cada vector ¢g € ker(cPr 4+ Qr) y para todos los ¢t € v NT'; se tiene que (Qryo)(t) = 0. Asi,
el teorema de Lusin-Privalov (PRIVALOV pédg. 232) implica que (Qro)(t) = 0 para ¢t € I';.
Ya que I's esta contenida en el limite de la region, donde la funcién Qreg es cero, tenemos
©o(t) = 0 para t € I'y repitiendo el mismo argumento anterior. Repitiendo este procedimiento
llegamos a que g = 0.

Andlogamente, se puede mostrar que ker(Pr+ cQr) = 0. El operador A* = (¢Pr+ Qr)* se
puede reescribir en la forma A* = Hp(Pr+cQr)Hr, donde Hr esté definida como en la seccién
7 del capitulo 1. Més atn, tenemos que (Pr + Qrcl) = (I + QrePr)(Pr + ¢Qr)(I — PreQr),
donde los factores externos del lado derecho son invertibles: (I + QrcPr)~! = (I — QrePr).
Asi, por lo anterior, dim ker(cPr + Qr)* = 0. Andlogamente, dim ker(Pr + c¢Qr)* = 0. |

Prueba del Teorema 5.4. Comencemos tomando el caso cuando I' es una curva cerrada
no simple. Supongamos que el operador es un ® o ¢ -operador y que una de las condiciones
no se cumple, sin pérdida de generalidad tomemos essinf |a(t)] = 0. Ahora definimos las
funciones a1 y b1 como

() :_{ a(t) sila(t)] > e y bih) :_{ b(t) si|b(t)] > e

0 sila(t)] <e € si|b(t) <€’
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donde € es un ndmero suficientemente pequeno. Ademds tenemos que |a(t) —a1(t)] < €y
|b(t) — b1(t)| < € para cada t € I.
Sea A1 = a1 Pr + b1Qr. La estimaciéon

A = Adll < 2¢([|Pr[| + [[Qrl)

muestra que A; es un ® o ®_-operador cuando € es suficientemente pequeno.

Ahora tomamos ¢ := a1/by y D := c¢Pr + Qr. De nuestra suposicién, el conjunto vy; =
{t € T : ¢(t) = 0} tiene medida positiva, y ya que D es un ® o & -operador, la interseccién
del conjunto v2 = {t € ' : ¢(t) # 0} y cada una de las curvas I'; es de medida positiva
también. Asi, por el Lema 5.3, tenemos que dimker D = dim coker D = 0, del cual se sigue
su invertibilidad.

Sea g la solucién a la ecuacién Dgg = 1. Ya que ¢(t) = 0 si t € 71, la ecuacién cPryy =
1 — Qryo implica que 1 — (Qryo)(t) = 0 en 71, y del teorema de Lusin-Privalov tenemos
que 1 — (Qryo)(t) = 0 en I'1. Repitiendo el argumento de la prueba anterior tenemos que
1 — (Qryo)(z) = 0 para toda z € F[ . Pero esto contradice que (Qryp)(co) = 0, lo cual
termina la prueba para el caso de una curva cerrada.

Si I' es una curva no simple arbitraria completamos I' a una curva cerrada no simple
I y consideramos las funciones a(t) y b(t) (t € T) las cuales coinciden con a y b en T,

respectivamente, y que son cero en I'\I'. Del Teorema 5.1 inferimos que aPr + EQI: esun & o
& -operador en L,(I'p) y por lo mostrado anteriormente tenemos que

essinf |a(t)| > 0, essinf [b(t) >0,
tel tel

lo cual implica el resultado del teorema. |

5.4. Teoremas de coneccion entre operadores integrales singu-
lares

Esta seccion sera para relacionar los operadores aPr + bQr v Pral + Qrbl.

Teorema 5.5. Sea I' una curva cerrada no simple y sean a,b € GL(T"). Entonces los
operadores A := aPr 4+ bQr y B := Pral + Qrbl son relacionados por la igualdad

Di(aPr + bQr)Dy = Pral + Qrbl
con los operadores invertible D1 y Ds definidos por

Dy := I+ Prab™'Qr)b™I y Do:= (I —Qrab 'Pr)bl.

Demostracion:
El operador A puede ser representado en la forma

A=b(ab"'Pr + Qr) = b(Prab™ ' Pr + Qr)(I + Qrab ' Pr),
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y para el operador B tenemos
B = (Prab™'I + Qr)bI = (Prab~'Qr + I)(Prab™' Pr + Qr)bI.
Los operador b, I + Qrab~'Pp y I + Pprab™'Qr son invertibles con
(I 4+ Qrab 'Pr)™' =T — Qrab ' Pp

(I + Ppab_lQ[‘)_l =1-— Ppab_lQ[‘.

Asi, por las descomposiciones de los operadores A y B, tenemos que

Prab'Pr4+Qr = b Y(aPr+bQr)(I — Qrab—'Pr)
= (I - Prab™'Qr)(Pral + QrbI)b'I.

Lo cual prueba el teorema. |
Teorema 5.6. Sea I' una curva cerrada no simple y sean a,b € GL(T"). Entonces los

operadores A := aPr +bQr y B := a ' Pr +b~'Qr actuando en L,(T,p) y en su espacio dual
Ly(T, pt79) (p~t + ¢~ = 1), respectivamente, son relacionados por la igualdad

A* = D3BDy,
donde
D3 := Hyr(I+ Pra 'bQr)bl,
Dy = (I— Qpailbpp)aﬂr,

y Hr se refiere al operador invertible definido por (Hry)(t) := hr(t)p(t) (ver seccion 1.7).

Corolario 5.1. Sea I' una curva arbitraria no simple. Entonces el operador aPr + bQr
(a,b € GLx(T)) es un ®_, @ o ®-operador en Ly(T, p) si y solo si el operador a= Pr+b~1Qr
esun ®_, &, o P-operador en el espacio dual Ly (T, o) (p~t4+q ! =1). Si el operador aPr+
bQr admite una regularizacion por la izquierda (derecha) en L,(T', p), entonces el operador
a1 Pr+b71Qr admite una reqularizacion por la derecha (izquierda) en Ly(T, p=%). Mds atin,

dim ker(aPr + bQr)|Ly(T, p) = dim coker(a™ ' Pr + b~ Qr)|Ly(T, p'~%).

Teorema 5.7. Sea A = aPr+ bQr un operador de Fredholm. Entonces A es invertible de
un lado, el operador at* Pr + bQr con k := Ind A es invertible de los dos lados, y la inversa
de un lado de A estd dado como (t*Pr + Qr)(at*Pr + bQr)~!. Mds ain, en el caso k > 0
tenemos que

ker(aPr + bQr) = span {g, gt, ..., gt* "1},
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donde g := Pro —t7%(1 — Qry) y ¢ es la solucion a la ecuacion

at* Pro 4+ bQre = b.

Demostracion:
La primera afirmacion puede ser verificada con los resultados anteriores. Para el siguiente
resultado tenemos que

(aPp +bQr)(gt)) =t/ F(at* Pro + bQro —b) =0 (j =0,....k—1),

de lo cual se sigue que span {g, gt, ..., gt* "1} C ker(aPr + bQr). Tomando en cuenta la inde-
pendencia lineal de las funciones g, gt, ..., gt* ! y la igualdad dim ker(aPr+bQr) = k, tenemos
que ker(aPr + bQr) = span {g, gt, ..., gt"* "' }. |



Capitulo 6

La factorizacion generalizada de
funciones medibles acotadas

En este capitulo introduciremos un nuevo concepto de factorizacion: la factorizacion ge-
neralizada de funciones con respecto a la curva I' en el espacio L,(T', p). Asi, generalizaremos
los resultados anteriores al caso de funciones en G Lo (I"), ya que aqui no todas las funciones
admiten una factorizacién generalizada con respecto a una curva cerrada I.

Sea I' una curva cerrada no simple que acota el conjunto FF+ (0e FIT ). Una factorizacion
generalizada de la funcidn a € Loo(I') con respecto a la curva I' en el espacio Ly(T', p) es una
representacion en la forma

a(t) = a_(t)t*a4 (t),

donde k es un entero y los factores a4 satisfacen las siguientes condiciones
l-a_ €L, (T,p), ay € LF(T,p'79), aZt € L (T, p"") y a}' € L (T, p).
2.- El operador a;' Pra_'I es acotado en L,(T, p).

6.1. Funciones que admiten una factorizacién generalizada con
respecto a una curva en L,(I', p)

Teorema 6.1. Sea a una funcion medible con valores reales definida en una curva cerrada
I’ que satisface las condiciones

0< essinfa(t) y esssupa(t) < oo.
tel’ tel

Entonces la funcion a permite una factorizacion a = a_ay con los factores
ay :=exp(Prlna) y a_:=exp(Qrlna).

Asi, a¥' e LL(D) y att € Ly (D).

74
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Demostracién:
De (PRIVALOV,pp. 137-139) sabemos que las funciones afl y a®! son en casi todas partes
los valores limites de la funcién

F() = exp <i 2% /F h;“_(?d7>

en Flfr vy F, respectivamente.
Sea I'p(C I') una curva cerrada simple que divide el plano en las regiones F,:r y F,y

definimos . |
up(z) == Re(,/ na(T)dT).
2ri Jp, T—2

Ya que Ina(7) es esencialmente acotado y una funcién de valores reales en I'y, la funcién
uy(z) prueba ser arménica en cada una de las regiones F;' y F y, mds atn, ui(cc) =0y
luk(z)| < cte (2 € C) (ver PRIVALOV,pp. 82 y 188). Por lo que, la funcién

1 Ina(r
u(z) = Re<2m,/F — ZdT)
+1

es acotada en ambas regiones FIT y I . Esto a su vez, implica que las funciones a7 (afl)
son holomorfas y acotadas en FFJr (FT), y por lo que finalmente tenemos

et e LI y aFel (). N\

Teorema 6.2. Sea a una funcion arbitraria en Loo(I') y sea b € Loo(I') una funcion con
valores reales que satisface

essinf b(t) > 0.
tel’

Entonces la factorizabilidad de la funcion ab y la funcion a con respecto a I' en Ly(T, p) son
equivalentes. St la funcion a admite una factorizacion, entonces

ind ab| Ly, (T, p) = ind a|L,(T', p).

Demostracién:
Por el teorema anterior la funcién b es factorizable en b = b_b, con factores by distinguidos
por bfl e LT (D) y b*' € L (). Sea a = a_t*a, una factorizacién de a con respecto a la
curva T' en L,(T, p). Entonces, evidentemente, la ecuacién ab = g_t¥g, con g_ := a_b_ y
g+ = a4by es una factorizacién de ab con respecto a la curva I en L,(T', p). |

6.2. Factorizacién en el espacio L,(I', p)

En esta seccién se presentaran criterios para la factorizabilidad de funciones en Lo (I") con
respecto a la curva T'.
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Teorema 6.3. La funcion a € Loo(I') admite una factorizacion en Ly(I', p) si y solo si
el operador A = aPr + Qr es de Fredholm en L,(T',p). Si A es un operador de Fredholm
entonces ind a|Ly(T', p) = —Ind A|L,y(T, p).

Demostracién:

Primero asumimos que la funcién a tiene una factorizacion a = aja_ en Ly(T',p) con
inda|Ly(T", p) = 0y consideramos el operador B := (allPr +a_Qr)a_'I. Podemos notar que
B es el operador inverso de A.

Sea r € R(I") una funcién racional arbitraria. Por la definicién de factorizacién, tenemos
que a”lr e Ly (T, p'79), ajrl € L;(I‘,p) y a— € L, (T, p). En consecuencia, a:Llea:lr €
L) y a_Qra”'r € L{~(T). Por lo que, los operadores ajrlea:lI y a_Qra"'l =T —
aajrlPra:lI son acotados en L,(T', p), mas adn, concluimos que a;lea,r € L;(F,p) y
a_Qra”lr e L, (T, p). Por lo que tenemos la siguiente identidad

ABr = (aPr+Qr)(a;'Pra”' +a_QraZl)r

-1 -1 -1
= aal, Pra”_ r+a_Qra_r=r.

Anéslogamente, las inclusiones ay Prr € L;(F,pl_q) vy a_'Qrr € Ly (T, p'~9) implican que
BAr = (a.'Pr +a-Qr)(ay+Pr +aZ'Qr)r = r.

Tomando en cuenta la acotacién del operador B = I + (1 — a)a;leaZII en L,(T,p)
tenemos que el operador A es invertible, y B es su inversa.

Ahora consideremos el caso cuando k es un entero arbitrario. En este caso la funcién at=*
admite una factorizacién at~* = a_a., y por lo anterior mostrado, el operador at~*Pp + Qr
es invertible en el espacio Ly (T, p). Si k > 0 entonces el operador A puede ser reescrito en la
forma A = (at=*Pr + Qr)(t* Pr + Qr). Ya que t* Pr 4+ Qr es un operador de Fredholm con
indice —k el operador A es de Fredholm con indice —k también. En el caso k < 0 consideramos
la igualdad at~*Pr +Qr = A(t " Pr +Qr). El operador at~* Pr + Qr es invertible en L,(T, p)
y el operador ¢t ¥ Pr 4+ Qr es de Fredholm con indice k. Por lo que, el operador A debe ser de
Fredholm con indice —k lo cual prueba la necesidad de las condiciones del teorema.

Para la suficiencia, asumiremos que el operador A = aPr+ Qr es un operador de Fredholm
con indice —k. Entonces, por el Teorema 5.7, el operador C := at *Pr + Qr es invertible en
L,(T',p) vy, por el Teorema 5.4, a € GLy(I'). El Corolario 5.1 nos dice que el operador
a~*Pr 4+ Qr es invertible en Ly(T, p'~9).

Sean ¢ € Ly(L',p) y ¢o € Ly(T, p'~%) las soluciones a las ecuaciones (cPr+ Qr)p =1y
(c'Pr 4+ Qr)¢ = 1 con ¢ := at™*. Entonces, cPrypg = 1 — Qryo y ¢ ' Préo = 1 — Qroo v
consecuentemente,

(Prwo)(Proo) = (1 — Qreo)(1 — Qréo).

La funcién (1—Qreo)(1—Qreéo)—1 pertenece al subespacio L]~ (T') mientras que (Pro)(Pro)—
1 estd contenida en L (T). Ya que L] (I') N L{™(I') = {0} concluimos que (Pryo)(Proo) =
(1 — Qreo)(1 — Qrgp) = 1. Ahora, tomando ay := Prgg y a— :=1— Qrpg nos da ¢ = aya_
y, por lo que, a = aytFa_. Podemos notar que las funciones ay = Preg, a— = 1 — Qro,
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ajrl = Prypo y a”! =1 — Qr¢y satisfacen las condiciones de una factorizacién generalizada
mostradas al inicio de este capitulo.

Por ultimo veremos la acotaciéon del operador a;leailf en Ly(I',p). Sin pérdida de
generalidad, asumimos que |c(t)] < m < 1y consideramos los operadores C = c¢Pr + Qr y
B = (a;'Pr+a_Qr)a'I.

Por lo anterior, podemos ver que se tiene la igualdad BCy = ¢ para cada funcién
@ € Ly(T, p). Asi, el operador B = C~! es acotado en el espacio L,(T,p), y ya que este
operador puede ser reescrito como B = I + (1 — c)ajrlea:lI , se sigue la acotacién del ope-
rador a;'Pra”! en Ly(T, p). [ |

Como una consecuencia de los teoremas 5.2 y 6.3, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.4. Sea I' una curva cerrada no simple que es la union de curvas cerradas no
simples disjuntas por parejas I'1,...,I'y y sea a € Loo(I"). Entonces la funcion a admite una
factorizacion generalizada con respecto a I' en L,(T', p) si y solo si cada una de las funciones
a|ll';(j =1,...,n) tienen una factorizacidn generalizada con respecto a la curvaT'; en el espacio
Ly(Tj,p). Sila funcion a admite una factorizacion generalizada, entonces

inda|L,(T, p) = 3 ind (alL,)|L(,Ly, p).
j=1

Teorema 6.5. Sea a € Loo(I') y sea b € GC(I'). La factorizabilidad de a en L,(T', p) es
equivalente a la factorizabilidad de ab en Ly(T', p).
Si la funcién a admite una factorizacion en Ly(T', p) y si

a=a_ta,, b=0b_t"b,

son la factorizacion de a en Ly(T, p) y la factorizacion generalizada de la funcion b, respecti-

vamente, entonces la igualdad
ab=a_b_thtk2q_ b,

es una factorizacion de la funcion ab en Ly(T', p).

Demostracion:

Dada la continuidad de la funcién b en I, el operador abPr + Qr — (aPr + Qr)(bPr + Qr) es
compacto en Ly(T", p). Como el operador bPr + Qr es de Fredholm concluimos que abPr + Qr
es de Fredholm si y solo si el operador aPr + Qr lo es. Tomando en cuenta el Teorema 6.3,
esto prueba la primera afirmacion del teorema.

Ahora, sea ab = c_t™c4 una factorizaciéon generalizada de la funcién ab en Ly(T, p),
entonces tenemos que a_b_t*17*2q_ b, = c_t"™c,, y la definicién de factorizacién generalizada
implica que (a; by )*, cil € LM y (a_b_)*, ¢t € L (I) para alguna r > 1. De aqui,
concluimos que ki + ko = m, a_b_ = Ac_ y ayb, = A"lcy con cierta constante A, esto por lo
visto en la Seccién 3.7. |
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6.3. Aplicacion a la inversion de operadores integrales singu-
lares

Como consecuencia de algunos resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.6. Sea I' una curva cerrada arbitraria y sean a,b € Loo(I"). Si el operador
A =aPr +bQr es un ®-operador o un P-operador en Ly(T', p), entonces las condiciones

a€GLo(I') y beGL(I)

se satisfacen.

Sean a,b € GLx(I"). Entonces el operador A es un ®-operador si y solo si la funcion
ab™1 admite una factorizacion generalizada con respecto a la curva T en el espacio Ly(T, p).
Si A es un ®-operador, entonces Ind A = —ind ab™|L,(T, p). Ademds, si la funcién ab=*
es factorizable generalizado con respecto a la curva T' en Ly(T, p), ab™!t = c_trFey con k =
indab‘l\Lp(F, p), entonces A es invertible por los dos lados, por la derecha o por la izquierda en
L,(T', p), dependiendo de si el nimero k es igual a cero, negativo o positivo, respectivamente.
En cualquier caso el operador inverso (de un lado) estd dado por

(aPr+bQr)™ = (t7*Pr 4+ Qr) (¢ PreZt + ab 't e Qret o

Este teorema también es valido para el operador Pral + Qrbl y en este caso tenemos que
(Pral + QrdI)™' = b7 (e ' Pre—T + e QreZtt ™% ab™ 1) (Prt ™1 + Qr).

Teorema 6.7. Sean a,b € GLy(T) y asumimos que la funcién ¢ = ab™! posee la factori-
zacion ¢ = c_tfcy en Ly(T, p). Entonces, si k = ind c|L,(T, p) < 0,

ker(aPr + bQr) = span{g, gt, ..., gt‘k‘_l},

con g := cll —c_tk.
En el caso k > 0 se tiene que

coker (aPp + bQr) = span{bc_,bc_t, ...,bc_t*1},

y la ecuacion aPrp + bQryp = f es soluble si y solo si

/f(t)b_l(t)c_l(t)t_jdtzo G=1, k)
T

Demostracion:

Primero definimos

o = gt (= c:thK — c_thtEY,
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Entonces, Prog = cjrltK y Qrog = —c_tFtE de 1o cual se sigue que cProx + Qrox =0y,
asi, {g, gt, ..., gtk_l} C ker A. Tomando en cuenta la igualdad dim ker A = |k| se demuestra la
primera afirmacién.

Ahora sea k > 0. La meta es construir una base del subespacio ker A*. Primero recordemos
que A* = Hp(PrbI+Qral)Hr, donde el operador Hr esta definido por (Hrp)(t) := hr(t)p(t).

Consideremos las funciones y; := Hr(cZ'b~'¢77) (j = 1,..., k). Estas funciones satisfacen
las ecuaciones HrA*y; = (Prb+ Qra)cjlbflt*j = Ppe 't + Qre,t*=7 = 0 y asf tenemos
que span{yi,...,yx} C ker A*. Por medio de la igualdad ker A* = k encontramos que

span{yi, ...,y } = ker A™.

El operador A es normalmente soluble. Asi, tenemos la inclusién f € im A si y solo si
f € Lp(rv p) y

[ 1Owwla =0 (=18
Ya que y;(t)|dt|] = h(t)b~'c='t77|dt| = b~'c='t7Idt, la anterior condicién coincide con la

ultima condicién del teorema.
Ahora definimos z; := be_t/ (j =0,1,...,k — 1). Entonces

/xj(t)bl(t)czl(t)tlfdt _ [ #0
Iy T t

y consecuentemente x; ¢ im A. Como dim coker A = k obtenemos la segunda ecuacién del
teorema. ]

Andlogamente para el operador Pral + Qrbl tenemos
ker(Pral 4+ Qrbl) = span{b_lcf, b_lcllt, ey b_lcllt_k_l},
coker (Pral + QpbI) = span{g~ ', g7, ..., g 1tk 1}

con g :=c ' — c,t*, y para la tltima condicién tenemos

/Ff(t)(cjl(t) —c (DN TTdt=0 (j=1,...,k).



Capitulo 7

Operadores integrales singulares
con coeficientes continuos por
partes

7.1. Funciones no singulares y su indice

Sea I' una curva cerrada sin intersecciones. Denotaremos a PC(I") como todas las clases
de funciones a en Lo (I') que tienen las siguientes propiedades:

1.- La funcién a es continua en I' con la posible excepcién de muchos puntos finitos.

2.- Los limites

t—to
t—to t<to

a(to +0) = tlin% a(t) y a(to—0) = lim a(t)

existen en cada punto tg de discontinuidad de a y son finitos. ¢ < ¢y significa que el punto ¢
estd localizado antes de ty con respecto a la orientacién de la curva I'.
3.- En ningin punto de discontinuidad se tiene que a(tg — 0) = a(to).

Para un par de nimeros (z1, z2) en el plano complejo C y un ntimero § en el intervalo (0, 7),
le designaremos [(z1, z2; 0) como el arco que conecta el punto z; a zy y siendo distinguido por
la siguiente propiedad.

Para cualquier punto z (z # 21, 22) del arco [(z1, z2;0) uno puede ver la linea recta entre
21y 22 bajo el dngulo 0, y recorriendo el arco [(z1, z2;9) de 21 a 22 la linea recta que conecta
a z1 con z9 estd del lado izquierdo.

Ahora, para el nimero 6 en el intervalo (7, 27) definimos [(z1, 22;90) = l(29,21;27 —J) y a
(21, z2; ™) la linea recta entre z1 y zo. El arco [(0,1;0)(0 < 6 < 7) puede ser analiticamente
representado en la forma paramétrica

sin(Op) 0(u—1)
— \r) <u<
z sin(@)e (0<u<l),

80



7.1. FUNCIONES NO SINGULARES Y SU INDICE 81

donde § = m — 4§, y la representacién paramétrica del arco (21, 22;0) (0 < § < 7) es

z =21+ (22 — 21) fs(1),

donde f5(p) = (sin(Ap)/ sin(f))e? =1,
Para m < § < 27 la representacién paramétrica del arco I(z1, z9; ) estd dada por

z =2+ (21 — 22)(1 = f5(1)).

Consideremos la funcién p(t) = [, |t —t;]% (ver Seccién 1.5), a cada funcién a € PC(T')
asociamos la funcién aP? : T' x [0, 1] — C, la cual es definida por

a?P(t, p) := a(t + 0) f(t, ) + a(t)(1 = f(L, 1))
(t el0<u< 1)7 donde f(ta M) = fé(t)(:u’) y

. si
3(t) ::{ y FETA T, )

SR it =ty (k=1,...,m).

Denotaremos a W), ,(a) la curva plana que resulta del rango de la funcién a anadiendo
los arcos l(a(7x), a(mx + 0);d(7%)) para todos los puntos 7 (k = 1,...,m) de discontinuidad
de a. La curva W), ,(a) coincide con el rango de la funcién aP* y la orientacién es de a(7y) a
a(ti +0).

Una funcién a(e PC(T")) sera llamada {p, p}-no singular si la curva W), ,(a) no contiene el
origen. Si la funcién a es {p, p}-no singular, entonces el nimero de enrollamientos de la curva
W), p(a) alrededor del punto z = 0 es llamado su {p, p}-indice(o ind aP’). Si a es una funcién
continua en I y a(t) # 0 (t € I'), entonces ind aP? = ind a, pero si a es discontinua entonces
su {p, p}-indice depende de p y p.

Teorema 7.1. Si las dos funciones {p, p}-no singulares a y b no tienen puntos de discon-
tinuidad en comin, entonces su producto ¢ = ab es también {p, p}-no singular, y

ind PP = ind a?? + ind PP,

Demostracion:
Primero tenemos que la siguiente ecuacioén es cierta

PPt 1) — a0 (8, 1)L 1) = (alt +0) — a(t)) (bt + 0) — b(E) F(t, ) (1 — F(t, ).

Por lo que, si las funciones {p, p}-no singulares a y b no tienen discontinuidades en comin
entonces c”? = aPPbP? de lo cual se sigue que PP(t,u) #0 (t € I, 0 < pu < 1) y tenemos el
ultimo resultado del teorema. |
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Para el caso p(t) = 1 se llamara una funcion p-no singular.

Teorema 7.2. Las siguientes dos condiciones son necesarias y suficientes para la {p, p}-no
singularidad de la funcion a:

1.- a(t £0) # 0 para todos los puntost € I';

2.- En cualquier punto de discontinuidad ty, de a, el cociente a(ty)/a(ty + 0) puede ser
escrito como exp(ivyg), donde 6(ty) — 2w < Re vy, < d(tg).

Demostracion:
Notemos que la primer condicién es necesaria. Por lo que asumiremos que esta condicién se
satisface. El cociente a(ty)/a(tx +0) puede ser expresado en la forma exp(i-yx) con d(t;) —2m <
Re v, < §(tx). Podemos notar que el arco (a(tx), a(tx +0); d(tx)) contiene el punto z = 0siy
solo si Re v, = 0(tg). Por lo tanto, una funcién a que estd sujeta a la condicién a(t 4 0) # 0
(t €T') es {p, p}-no singular si y solo si Re i # (tx). [ |

7.2. Criterio para la factorizabilidad de funciones potenciales

Primero supongamos I" una curva cerrada simple, un punto zy € FiT, v un ntimero complejo
y Yp(z) una rama de la funcién (z — zp)” en el plano complejo C con un corte de zyp a 0o
intersectando la curva I' en un solo punto ty. Esta funcién es continua en cada punto ¢t € I’
excepto, posiblemente, en tg; Uo(t+0) A0 (t€T) y

U (to)

— = 2miy).
\Ilo(t0+0) exp( WZ’Y)

Teorema 7.3. La funcion Wy es {p, p}-no singular si y solo si la diferencia Re v—0d(ty)/2m
no es entero. Si esta condicion se satisface y si k es el entero que satisface

0<k+d(ty)/2r—Rey< 1

entonces ind U = k.

Demostracion:

Del Teorema 7.2 y de la igualdad W (t9)/Wo(to+0) = exp(2miy) tenemos la primer afirmacién
del teorema.

Ahora definimos ¥ = v — k = « + fi; entonces Wo(t) = (t — 20)” (t — 20)". De lo cual
tenemos que la funcién (¢ — zp)" es continua en I', y su indice es igual a k. Asi, por el Teorema
7.2, es suficiente probar que el indice de (¢ — 20)7/ sea 0. Si el punto t recorre I' comenzando
en el punto tg, entonces el incremento en el argumento de la funcién a asciende a 2wa y por
lo tanto

1
ind a?P = o + %[arg a??(to, p)]o<pu<1-

De a??(t, ) = a(to + 0){f (to, ) + exp(2miy') (1 = f(to, )} ¥ f(t0,0) = 0, f(to,1) =1 encon-
tramos que [arg a??(tg, 1t)]o<u<1i = —2ma, y por lo tanto ind aP? = 0. |
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Sea I' una curva cerrada. Para cada punto 7 € I' y cada nimero complejo v asociamos
cierta funcién V¥, ., que ahora definiremos. Si 73, es un punto en la curva cerrada simple
I'y(C T'), entonces denotaremos por V¥, - la funcién continua en cada punto ¢ # 7, definida
por

t— Zk)e'y sitely

v t) .= ( .

oy () { 1 sitel\ Ty,

donde € = 1 si I'y, es orientada en la direccién positiva, y € = —1 de otra manera. Asumimos
que el punto z; pertenece a FIT sie=1yaF sie=—1,y escogida de tal manera que la

recta entre los puntos 7, v z; se encuentre la curva I' en un solo punto, esto es 7.

Teorema 7.4. Sean p(t) = [[1 [t—tx|?* y U = Uy .. ¥y, o (n < m). Parala {p, p}-no
singularidad de la funcion ¥V es necesario y suficiente que ninguno de los numeros

sea entero. Si esta condicion se satisface y st K1, ..., kn Son enteros que satisfacen las desigual-
dades 0 < ki + v < 1, entonces ind VPP = g1 + ... + K.

Demostraciéon:
Repitiendo los argumentos del Teorema 7.3, tenemos que ¥y, -, es {p, p}-no singular si y solo
si vg no es entero y ademas ind \I/fkp v = Kk Ya que las funciones ¥4, ,, no tiene discontinui-
dades en comun, por el Teorema 7.1 se prueba este teorema. |

Sea I' una curva cerrada simple y sea ¥, , = (t — z)”. Definimos

_ t—7\"
Ui o= —-1) y Y = (t—z()) ,

donde ¥ denota la rama de esta funcion que es holomorfa en el plano complejo excepto para
el corte a lo largo de la linea recta que une a zy con 7 e igual a uno en infinito, y \I/+ es la
rama de esta funcién que es holomorfa en el plano complejo excepto en el rayo que comlenza
en 7 y se va al infinito sin pasar por la region FF+ . Méas atn, suponemos que estas ramas son
escogida de tal manera que tenemos la igualdad ¥, , = \Il;f 9\ ey

Teorema 7.5. Seat; €' y

1 1
+ O —1<Revy< +ﬁ1.
p
Entonces la funcion Wy, , admite la factorizacion Wy, , = \I’flﬁ\lfaﬂ en el espacio Ly(T, p)

con
m

pt) =] [t -t (1<p<oo, -1<Br<p—1, tcT).
k=1
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Demostracién:
. + — + — . .
Las funciones (¥} L~ y (T Ly son holomorfas en F y F}., respectivamente. Son conti-

nuas en cada punto t # t1 de la curva I', y en una vecindad de ¢; tenemos la desigualdad
(U5

C
+1

<
tl,’Y(z)) | < ‘Z _t1||Re'y|

)il )il

(C = constante).

Podemos notar que |Re 7| < 1, y més atn, tenemos

(\Ijz:ﬁ)ilv‘ll_ € Ly(T,p); Wi (U, )71 € Ly(T, p'79).

t1yy t1,7v? t1,7y
Asi, el Teorema 2.12 implica que
(Vi )t e Ly (T,p); Wy, € L, (T,p);
\I/?;ﬂ S L;(F’plfq); (‘llt_l,'y)il c qu(r?plfq)'

La acotacion del operador (\I!;iﬁ)*le(\I/t_lﬁ)*l se sigue del Teorema 1.10. |

Ahora tomamos el caso cuando I' es una curva cerrada que consiste de muchas curvas
cerradas simples disjuntas por pares. Sea I'y(C I') una curva cerrada simple que contiene el
punto tz, y denotamos a Fj, la regién acotada en el plano complejo por I'y. Mas atin, tomamos

(t—tp)" sitel’,
z;'y(t) = =t \7T ’ /
: ()" siter\Ty,

(t—tp)™ Y sitel,
. (T) = -
th, t—t .
e () " sirer\Ty,
donde F% =T U (TN Fy), I"k’ :=I'N F}, en el caso de que I', estd orientada en contra de

las manecillas de reloj, y I} :=T N Fy, I'} := T, U (' N Fy) de otra manera. Las ramas de la
funcién son escogidas como antes.

Teorema 7.6. La funcion ¥ = Wy ..V, . es factorizable en L,(T',p) si y solo si es
{p, p}-no singular. Si la funcion ¥ es {p, p}-no singular entonces su factorizacion en Ly(T", p)
es de la forma

U= T_t"0,
con
Kk = ind WPP,
U, = \I/;;’%...\I/;%ffr...f,j, Vo=
Ve = — Kk, kg c=ind WP (k=1,...,n),
Y

1 sitel
+ o k>
Q) '_{ (t—zp) " sitel\TY,
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thk sitel?,
(t) := +KE
T (0) (“Tk) Y ositeD\I7.

Demostracién:
Supongamos que la funcién ¥ es {p, p}-no singular. Ya que las funciones ¥y, ., no tienen
discontinuidades en comun, por el Teorema 7.1, tenemos que cada una de las funciones ¥y, -,
es {p, p}-no singular y que kK = K1 + ... + k.

Por el Teorema 7.4, los nimeros 7}, := 7, — kj, satisfacen las condiciones

1+ B
p

1
—1<Ren, < —;Bn.

Repitiendo la prueba del Teorema 7.5 se puede mostrar que la funcion W = Wy, ... Wy, .
admite la factorizacién Wy = Wy ¥ en L,(T, p) con los factores

— _ - — + _ gt -

v, —\Iltmi...‘l/tn%, v —\I/tmi...\Iltn%.

La funcién f = Wy, ...V, «, es continua en I'. Recordando un poco del Capitulo 3 la igual-

dad f = f_t*f con f_ = f{ ..fr v f+ = fi ...f; nos da una factorizacién de f. Ya que los

factores fi y fi_l son acotados en I', la igualdad ¥ = W_t*W con ¥_ = U, f_y U = U fy

describe una factorizacién de la funcién ¥ en L, (I, p). Esto prueba solo la suficiencia de este
teorema.

Teorema 7.7. El operador A = WPr + Qr es normalmente soluble en el espacio Ly(T, p)
si y solo si la funcion U es {p, p}-no singular. Si la funcién ¥ es {p, p}-no singular, entonces
A es un operador de Fredholm con indice Ind A = —ind UP*,

Demostracion:

La suficiencia del teorema se sigue del Teorema 6.3 y de la factorizabilidad de la funcién
{p, p}-no singular ¥ en L,(T", p) que fue mostrada en el Teorema 7.6.

La necesidad sera probada indirectamente. Sea A = W Pp + Qr un operador normalmente
soluble en L, (T, p) y asumimos que existen un par de ndmeros (5,7) € {(81,71),---» (Bn>n)}
tales que la diferencia § := (14 3)/p — Re ~y es un entero. Por definicién, sean 5 = 1y v = 1.
Primero verifiquemos que la funcién del operador A(ey, ..., €n) := Wi, yi4e; - Wt ynten Fr + Qr
es continua en el punto (0, ...,0).

Sea tg € I' y sea I'° una curva que resulta de I' por “separar” el punto tg en dos puntos t;
y ty . Para cada v € C se puede considerar la funcién Wy~ (t) := ¥y, -, (to £ 0). Andloga-
mente, pensamos de la funcién Wy - 4¢(t) como una funcién continua dependiendo de los dos
pardmetros t y € (t € I'°,0 < e < ¢p) para alguna constante positiva €y. Dada la continuidad
uniforme de la funcién Wy, o 4¢(t) en I'° x [0, €] tenemos la igualdad

Hm sup [Weg yote(t) — e ,40(8)] = 0,
e—0 tel
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y se sigue que

lim sup ’\Ijtl,’Yl-FEl (t)...\ptmfyn_;,_en (t) — \Iltlf}’l (t)"'\Ijtn,’Yn (t)‘ =0.
'EJ'1—>0 tel
J=4..,n

En vista de que

1ACr, s €n) = A0, s Ol < SUR Wty e () Dt e (6) = P 0 (B)-o: Wi (] - | P

la funcién del operador A(eq, ..., €,) es continua en el punto (0, ...,0).

Por lo que asumimos, el operador A(= A(0,...,0)) es normalmente soluble. Mds atin,
tenemos que ¥(t +0) # 0 (¢t € T'). Por lo que, uno de los nimeros dim ker A o dim coker A
debe ser igual a cero, y, consecuentemente, el operador A es un ® o ®-operador. Ahora el
teorema de estabilidad del indice implica la existencia de niimeros positivos suficientemente
pequenos €1, €2, ..., €, que satisfacen las siguientes condiciones.

1.- Los operadores Ay := A(ey, €2,...,€,) y Ao := A(—¢€1, €9, ..., €,) son & o ¢ -operadores.

2.-Ind Ay = Ind Ay = Ind A.

3.- Los numeros (1 + f;)/p — Re vy, — € no son enteros.

Sean 6y, := (1 + B)/p — Re v (k = 2,...,n) y 0% := (1 + 1)/p — Re (71 + €1), y sean
kT, K1, ..., kn los enteros que satisface 0 < kT + 6% <1y 0 < kp +6p <1 (k=2,...,n). Ya
que 67 < § < 6~ y J es un entero, se tiene que kT # k. Esto implica que " # ", donde
K =kt + Ko+ .. +Kkp vy K := K™ + Ko+ ... + k. Pero mostramos que Ind 41 = —x' y
Ind Ay = —K”, contradiciendo la igualdad Ind Ay = Ind As. [ |

De los teoremas 6.3 y 7.7 podemos obtener la necesidad de las condiciones del Teorema
7.6.

7.3. La inversion de operadores integrales singulares en una
curva cerrada

Teorema 7.8. Sea I' una curva cerrada, p(t) := [, [t —te|* (-1 < Br <p—1, k =
1,...,m), y sean a,b € PC(I"). Entonces el operador A = aPr +bQr es al menos invertible de
un lado en Ly(T', p) si y solo si la condicion

alt + 0)() f(t, 1) + a(t)b(t + 0)(1 - f(t, 1)) #0 (t€T,0<p<1)

se satisface. Si esta condicion se cumple y definimos ¢ := a/b, entonces el operador A es
inwvertible, solo es invertible por la izquierda o solo es invertible por la derecha dependiendo
de si el nimero kK = ind PP es igual a cero, positivo o negativo, respectivamente. Si k > 0
entonces dim coker A = Kk, y si k < 0 entonces dimker A = —k.

Demostracion:
Supongamos que la condicién del teorema se cumple. Como f(¢t,0) =0y f(t,1) = 1, tenemos
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que a(t£0)b(t£0) # 0 (¢t € I'). Sea c := a/b, y sean t1, ..., t,, todos los puntos de discontinuidad
de c. Entonces, por la condicién del teorema, implicamos ademés que ¢??(t,u) #0 (t € I',0 <
p < 1)y, por lo tanto, la funcién ¢ es {p, p}- no singular. Del Teorema 7.2 sabemos que
podemos escribir el cociente ¢(tg)/c(ty + 0) como exp(2miyg) con d(ty)/2m — 1 < Re v <
o(tx)/2m.

Sea W =Wy - .0 - . Yaque c(ty)/c(ty +0) = VU (tg)/¥(tx +0) (k=1,...,n), la funcién
d := ¢/ U es continua en I'. Mds ain, la igualdad ¢ = d¥ implica que la funcién ¥ es {p, p}-no
singular y que ind ¢ = ind d + ind ¥PP. Del Teorema 6.5 y 7.6 podemos concluir que la
funcién c es factorizable en L,(I', p) y que ind c|L,y(T', p) = ind d + ind ¥P*. Por el Teorema
6.3, se sigue la suficiencia de la condicién del teorema. Para la necesidad primero se probara
una proposicion.

Proposicién 7.1. Sean a,b € PC(T') con T' una curva cerrada. Si el operador A =
aPr +bQr es un ® o ®-operador, entonces las funciones a y b estdn sujetas a la condicion

alt + 0)b(t) F(t, 1) + a(O)b(t + 0)(1 — F(t,w)) £0 (t€T,0< u < 1).

Demostracion:
Supongamos que A es bien un ® o ®-operador. Del Teorema 5.4 tenemos que a(t +0) # 0
y b(t +0) # 0 (t € I'). La funcién ¢ = a/b puede ser representada en la forma ¢ = ¥d con
la funcién d continua en I'y W = Wy, .. W, . . Con esta representacién podemos escribir el
operador A como

A=b(VPr+Qr)(dPr+Qr)+T

con cierto operador compacto T'. Ya que la funcién d es continua y no es cero en I', el ope-
rador dPr + Qr es un ®-operador. Esto implica que Y Pr + Qr es un ® o ®4-operador. Pero
entonces, por el Teorema 7.7, la funcién ¥ es {p, p}-no singular, y esto conduce a la {p, p}-no
singularidad de la funcién c. Por lo que se satisface la condiciéon de la proposicién. |

Para terminar la prueba del Teorema 7.8 también consideramos el Teorema 5.5.

7.4. Curvas compuestas

Primero consideremos I' una curva compuesta, la completamos a una curva cerrada T, y
extendemos los coeficientes a y b(€ PC(T')) del operador integral singular A = aPr + bQr a
las funciones a y b definidas en I' por

o Joat) sitel oo b)) sitel
“(t)'_{1 siteT\T b(t)'_{1 siteT\T.

Aplicando los resultados anteriores al operador A = aPp + EQI: con coeficientes a y b en
PC(T'), por el Teorema 7.1, obtenemos los correspondientes resultados para el operador A
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actuando en el espacio L,(I', p). Para hacer esto asumimos que 0 ¢ I' y que la curva I es
escogida de tal manera que el punto z = 0 pertenece a la regiéon F& que es acotada por I.

Desde ahora asumiremos que las funciones en PC(I") (I" una curva compuesta) son conti-
nuas en los puntos finales de los arcos no cerrados de la curva I'. Denotaremos a 7, ..., T v
Tm-+15 -+, T2m l0s puntos de inicio y final de todos los arcos no cerrados de la curva I', repectiva-
mente. Para cada funcién a € PC(T"), niimero p y peso p asociamos la funcién a?* = aP*(t, p)
definida por las siguientes igualdades:

Si el punto ¢ es diferente de cada uno de los puntos 7, ..., 7,, de I', entonces

aPP(t ) = a(t + 0)f(t, ) +al)(1 - f(t,p))  (0<p<1),

donde f(t, 1) := fs()(p) definida como antes; de otra manera, si ¢ coincide con alguno de los
puntos finales, entonces

aPP (1, 1) = a(m) f (o, ) + 1 — f(mi, ) (k=1,...,m)

a?P (1, 1) = a(ti, 1) (1 = f(7h, ) + f(7h18) (K =m+1,...,2m).

El rango de la funcién aP? (t € T',0 < p < 1) coincide con el rango de la funcién
aPP(t € T,0 < u < 1), con la funcién @ definida en la curva cerrada T
En el caso de una curva compuesta I', llamaremos a una funcién a en PC(T") {p, p}-no
singular si aP?(t, ) # 0 (t € I',0 < p < 1). Si a es una funcién {p, p}-no singular, entonces el
nimero
ind aP? :=ind aP?

es referido como su {p, p}-indice.
Del Teorema 5.1 y el Teorema 7.8 tenemos el siguiente teorema.
Teorema 7.9. Sea I' una curva compuesta y sean a,b € PC(I'). Entonces el operador

A = aPr +bQr (Pral + Qrbl) es invertible al menos de un lado en Ly(T', p) si y solo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1.- a(t4+0)b(t) f(t, ) +a(t)b(t+0)(1 — f(t,pu)) # 0 (t e T\{71, ..., 2m}),
2.- a(g) f(Ths 1) +0(73) (1= f (Th5 1)) # 0 (k=1,...,m),
8.- a() (1= f (7, 1)) +0(7x) f (T, 1) # 0 (k=m+1,...,2m).

Si estas condiciones se satisfacen y si ¢ :== a/b, entonces el operador A es invertible, solo
es inwertible por la izquierda o solo es invertible por la derecha dependiendo de si el nimero
k = ind cPP es cero, positivo o negativo, respectivamente. Si k > 0, entonces dim coker A = k,
por el otro lado si k < 0 implica que dimker A = |x|.

Sean a € Ly(T'), b € GLoo(T") y supongamos que ¢ := a/b es una funcién {p, p}-no sin-
gular en PC(I"). Entonces la funcién é es {p, p}-no singular en la curva cerrada Iy, por lo
tanto, admite una factorizacién ¢ = ¢_t"c4 en Lp(f, p), donde k = ind cP*. Los operadores
A= aPp —HNJQf y A = aPr+bQr son invertibles al menos de un lado. Méas atin, por el Teorema
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6.7 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.10. Sean I' una curva compuesta, a € Loo(I'), b € GLoo(I') y suponemos que
la funcion ¢ := a/b es {p, p}-no singular con k := ind cPP. Entonces las inversas, al menos
de un lado, A~ y B~ de los operadores A = aPr 4+ bQr y B = Pral + Qrbl estdin dados por

A =c_a Y (bPr 4+ aQr)b e, Bl =b"tel (Prb+ Qra) ey,

donde cy denota la restriccion en I' de los términos ¢+ en la factorizacion ¢ = ¢_t"c4 de la
funcion ¢ en el espacio Ly(T', p).
Si k < 0 entonces

ker A = span{g, gt,....gt "'} y ker B = span{h,ht,...,ht "'}

con g := C_T_l —c_tf yh:= cj_lb_l.
En el caso k > 0 tenemos

coker A = span{bc_,bc_t,...,bc_t""1},

coker B = span{d~',d"'t,...,d "1},

donde d = ¢~ — ct".
La ecuacion Ap = f es soluble si y solo si las condiciones

/ fOV Wt Hdt =0 (j=1,...,k)
T

se satisfacen; en el otro caso para la solubilidad de By = f es necesario y suficiente que

/Ff(t)d(t)t_jdt:O G=1,.r).

Teorema 7.11. Sean a,b € PC(T"). Entonces el operador A = aPr + bQr (A = Pral +
Qrbl) es un ® o ®4-operador en el espacio L,(T', p) si y solo si las 3 condiciones del Teorema

7.9 se satisfacen. Si esas condiciones se satisfacen, entonces A es de hecho un ®-operador y
Ind A = —ind c”P con ¢ = a/b.

Demostracion:
La suficiencia de las condiciones del teorema se siguen del Teorema 7.9 y las necesidades son
una consecuencia de la Proposicion 7.1 asi como del Teorema 7.1. |
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Sello electronico

GENNADIY BURLAK | Fecha:2021-05-13 15:08:42 | Firmante
pvMb5VpielhYX5HaCJV92e7kWzS11055Y7VneEwGWiy836KMW9ygMXekSEQ6+Dx39b50yN+QRCuply4L1BYXvOYa7ZPjCV{3BpblGspB9wAorewasgmAhyEOuU29kgwQDRmM6
TO5pbOYBQovpPly9Kez724+mNDOHpgxzEu+Ja3RvA2QM7tfotgrdWp5tO/I00/akS8p4rFmIi+ZBmefK/3eW9Z8YE3KKx6MJIhSIi+LAHrOeyKkJ/YfiSBZiQgzeqZEUTINM6eEMWIM
GOmXzeb0SgeEBA4RFjZL7r1JfNz6/YZg4aPvHHXGHMiwmwnBEISHWFPQyayoYIvZgQBIMTAQ7Q==

YURIY KARLOVYCH | Fecha:2021-05-13 17:16:58 | Firmante
MsAt9rpopsxkL6gE+aTRytqlCai73k0dVb6yg4iZR6ixJHP/5BV52kq3b6VPw/ssHylC3PqtkhcpHznUcFoingCvBMaCkE+eGsJjyCqlEx1IDmgOqvsPRsQNFbBO/v6bvj+ZPajulmg5T
+GwcK2Ein9GNjygvVs5xSn/ivrqGnuoREgtEkaFjv+myp4kqGXQZexKRX7gMVGlIIzCri8pYmz1MfIRcaT9IVIAATus8lIcHCrJBFHCojLO3AXSCXYVCR8WW+2M1jveQrVUkbtp7G2h5M
W2FloIXHtjKTiDYg3z5INAN8etphOyduugUf3stDX+K0O6qSJI37HsqAZnzPyplRg==

MASUMA ATAKISHIYEVA | Fecha:2021-05-13 18:51:55 | Firmante

mOO0deXXy T+Vntu8k3NNFKQ66UXz+iygkuZ72yCkFZtq+MAN+Nww6A42MH2U5Xh//Fh8lycsmrVIvDuGMGbu9lluxNHLn0e9DIJmmCSy4vaCPCNglaYVG6gmrOPYucULIVISW
Mz61Dbi90OBIBxZMfUjNNDkkv+wXIgqJ2xzwi7P2wysRsyyFWtZwuGcEPWqeAfBKrEIPzYfSmxGgyAX914T5ceFQmkV3XWvasrUzzXjbfmsZU7KmNVxjBhLhaHnwpuwb3F52qyETH
g9TkqwpyHG1cQCeqgvd7M11UAIbPNn8rNVk6M]iz6U1q7cj/vduLqTP4imQqOhbOCcF4fy5cORHsA==

ANTONIO DANIEL RIVERA LOPEZ | Fecha:2021-06-03 10:01:29 | Firmante
glypvUnNKvdVroWmNk/tG2dVB7VXpjK5+uuDpCMcObmY20kp5+NeX8bW+/Z60vQwGIwsDhB++QbCgkRifHYdOmIWnnQo4Uamf7QN/ZCipa9HC54A/de50As T/iISkQaRXIZgRB
LP4peKImd/GydW7V8raB2DzfkPMjYOvpUGtBcPIOgnL4NndY2yXDPrWMXRog+pNJVDggOt0y3Fm3785xenmHsLZKSMuLA10zLCIOCzW7r8uWQI976V+wWARTdATJIIbtxtOWIHfZ
G3FraPCnoextfhJJBkyVyelolYqoyCOwGUZwQPjBWH/n57ntLiU+QfiCO40FRC3vB1367pPC6IXg==

ROGELIO VALDEZ DELGADO | Fecha:2021-06-29 13:59:07 | Firmante
CaAiIX6GEYAqWWXO7x3ZraPKsNU2g3D/oU/WMKK/1Yin7Ez7RMWYeRtq/R+7SN8hEvDc7q+uWhM4F90YRd9jmIfiRKcYhRoCkInY60ACj+0WUIVA7Pidm8nvS745XBNxNUPNNn7
RWOz0637k06Z0VpgmBT/OgdrXVjAlixsCLPKbiQACOV4a5VZHUQXDIKMERFdyVYb1VO8MKkd1h8ix4CIMpiedNDTz6x7stG4P6CSyo0l3CJ0IzxBEoOcG6GNDql+ScuBZGuna6b
1VafVn8uVaAaGUeuEXiY716ghAfUnzMQwXAcydBUfVD+8zB7PE11130ceP9q9kXwijlSIpccSDwYw==
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