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Resumen

En este trabajo construimos un operador de evoluciéon temporal aproximado pa-
ra un sistema que consta de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings acoplados. El
término de acoplamiento entre las cavidades contiene productos de operadores de crea-
cién y aniquilacion de cada cavidad de la forma &iag y &;al asi que el numero total de
excitaciones se conserva. Escribimos el Hamiltoniano total del sistema como la suma
de un Hamiltoniano no perturbado, el cual consta de dos Hamiltonianos tipo Jaynes-
Cummings independientes, mas su acoplamiento. El operador de evolucion temporal
para el Hamiltoniano no perturbado puede obtenerse de forma exacta en forma de un
producto de exponenciales. Posteriormente pasamos a la representaciéon de interaccién y
aproximamos el Hamiltoniano en la representacion de interaccion de forma tal que éste
cierre un algebra de Lie. Utilizamos el teorema de Wei Norman para obtener un opera-
dor de evolucion exacto para el Hamiltoniano aproximado. Utilizamos la representacion
de Heisenberg para calcular la evolucién temporal del valor esperado del nimero de
fotones en cada cavidad, en funciéon del parametro de acoplamiento entre las cavidades
y calculamos también la evolucion temporal del valor esperado del estado del atomo en

cada cavidad.

XI



XII




Capitulo 1

Introduccion

El modelo de Jaynes-Cummings es una idealizacién de la interaccion campo-materia,
fue introducido por Edwin Thompson Jaynes y Frederick W. Cummings en 1963 [1], es
un modelo tedrico de la éptica cuantica que describe de forma aproximada el sistema
compuesto por un dtomo de dos niveles, modelado como un sistema de espin 1/2 acopla-
do a un campo de oscilador armonico. Esta es una situacion tipica en la electrodinamica
de cavidades cuénticas [2] y es uno de los pocos problemas en la mecénica cudntica con
una solucién exacta[3]. En sus inicios fue usado para estudiar los aspectos clasicos de
la emision espontaneal]. Este mismo modelo describe el comportamiento de un dtomo

neutro en una trampa de laser.

1.1. Operador de evoluciéon temporal

Consideremos un sistema cudntico descrito por la funcién de onda |¥(t)). La ecua-

cion de Schrodinger nos dice cémo evoluciona el sistema en el tiempo,

0| (t))
ot

ih = H[U(t), [¥(to)) = Vo), (1.1)



siendo |Wy) el estado inicial del sistema. Para un sistema definido por un Hamiltoniano
H existe un operador de evolucién temporal U(t) tal que |¥(t)) = U(t)|¥,). El operador

de evolucién temporal satisface la ecuaciéon de Schrodinger[]

ih— = HU(t), (1.2)

con la condicién inicial U(0) = 1.

Para encontrar el operador de evolucion temporal del sistema en este trabajo, se
usard la representacion de interaccion, que consiste en separar el Hamiltoniano H en la
suma de dos elementos:

H=Hy+V, (1.3)

y proponer que el operador de evolucion puede escribirse como un producto U = U,U;.
Sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger encontramos que los operadores Uy y U,

deben cumplir con sus respectivas ecuaciones de Schrodinger

oy~ .
? ot oUo, UO(O) )
h%_i 0, 00(0) =1,

siendo H; el Hamiltoniano en la representacién de interaccién que estd dado por H; =
(7& VU,. En aquellos casos en que el operador Uy pueda escribirse como el producto de

exponenciales, el operador H; se calculard utilizando el teorema BCH[6] que dice:

Sean A y B dos operadores y a un escalar, entonces:

Pa i o PO A’ . o4 . s A
e*ABe=d = B+ alA, B|+ o [A, A, B]] + 5 [A, 1A [4, B))] + ... (1.4)

La estrategia a seguir consiste en proponer H,y como aquella parte del Hamiltoniano



que cierre un algebra de Lie y cuyo operador de evoluciéon temporal puede obtenerse
aplicando el teorema de Wei-Norman|[7], que establece que, si el Hamiltoniano puede
escribirse como una combinacion lineal de operadores independientes del tiempo de la

forma

H=> pi(1)0;

donde f;(t) son i funciones complejas dependientes del tiempo y para toda pareja de

operadores en H se cumple la relacion de conmutacion:

donde O;, O; y Oy, pertenecen a H y Cjj;, es una constante de estructura, entonces, el

operador de evolucion temporal puede escribirse como:
U = H Bai(t)éi, Cki(to) = 0,

con funciones «; complejas y dependientes del tiempo por determinar.

Aplicando este teorema a Hy, construimos U y con éste podemos obtener el Hamil-
toniano en la representacion de interaccion H;.

Ahora falta encontrar el operador de evolucién U, correspondiente a H; y con éste
construir el operador de evolucion del sistema. En el capitulo 2 se resolvera el caso del
modelo de Jaynes-Cummings y en el capitulo 3 se buscard una solucién aproximada

para un modelo que consta de dos cavidades tipo JC acopladas.



1.2. Valor esperado de un operador

El valor esperado de un operador O cualquiera a un tiempo t esta definido como:

(0(t)) = (B O [9(1) = (o] UTOU ) = (o] O(F) 1) (1.5)

en donde U es el operador de evolucién temporal del sistema, |¢)g) es el estado inicial
y UtoU = O(t) es el operador O en la representacion de Heisenberg. En los casos en
que el operador U pueda escribirse como un producto de exponenciales, el operador
O(t) sera calculado usando el teorema BCH. En la secciones 2.2 y 3.2 se realizaran los

célculos de los valores esperados para el operador de ntiimero 7 = a'a y el operador de

espin 6. = |e) (e|] — |g) (g]-



Capitulo 2

Modelo de Jaynes-Cummings

Este modelo describe de forma aproximada el sistema compuesto por un atomo de
dos niveles modelado como un sistema de espin 1/2 acoplado con un campo electro-
magnético cuantizado de un solo modo, el cual tiene forma de un oscilador arménico.

Su Hamiltoniano es de la forma|2]:
FIJC’ - ﬁc+ﬁa+ﬁaca (21)

con H, = hwn, H, = h%&z y H, = hg(64a + 6_a'), donde w es la frecuencia del
campo, n = aa' es operador de niimero de fotones o excitaciones del campo, &, es el
operador de espin, 6, = |e) (g| vy - = |g) (e] son los operadores espin arriba y espin
abajo, a' y a son los operadores de creacién y aniquilacién de fotones, € es la frecuencia
de transicién atémica y hg(6.a + 6_a') es el término de acoplamiento 4tomo-campo.
Una caracteristica muy importante de este modelo es que conserva el niimero total
de excitaciones M = 7 + +(1+ 6.), debido a que los términos H, y H, no producen
transiciones entre estados y el término de interaccion genera transiciones en las que el
campo gana un fotén y el atomo decae al estado base, o bien el dtomo pasa al estado

excitado y el campo pierde un fotén. De modo que por cada M > 1 tenemos un sistema



de dos niveles y para el caso M = 0 tenemos el estado |0) ® |g) que no se acopla con
ningun otro estado porque a|0) =ad_|g) = 0.

La base para un valor de excitacién M = n + 1 estd dada por {|g,n + 1), |e,n)}[2].

2.1. Evolucién temporal

Para analizar la dinamica del sistema construiremos el operador de evolucién tem-
poral en la representacion de interaccion. Para ello escogemos como interaccion a

V= hi6, + hg(61a+ 6_a') y como Hamiltoniano no perturbado a:
Hy = hwn, (2.2)
cuyo operador de evolucion temporal es:

UO — e—iwﬁt. (23)

El operador de Evolucion temporal en la representacién de interaccion satisface la ecua-

cion:

Usando los resultados de la tabla 2.1

Tabla 2.1: Transformaciones

Tabla de transformaciones
UlaUy = ae ™ || Ul Uy = 64
UlatUy = ate™ | Ulo.U, = 6.




llegamos a:
' QA AoA —ijwt oAt dwt
Hi=h 502+g(0+ae +o_a'e*")| .
Es conveniente definir los operadores b= \/ﬁlfl&rd y b =6 af \/7% [8], de forma que
el Hamiltoniano de interaccion queda:
' Q A ~ 7 —iwt 7t iwt
Hi=h Eaz+g\/n+1(be + b . (2.4)

Las relaciones de conmutacion de los operadores que pertenecen a H; (Tabla 2.2) mues-
tran que éstos cierran un algebra de Lie, por lo tanto, podemos usar el teorema de
Wei-Norman y escribir el operador de evoluciéon temporal en forma de un producto de

exponenciales.

Tabla 2.2: Relaciones de conmutaciéon

Tabla de conmutacién
(] | 5. b A
o 0 2b —2bT
b —2b 0 G,
bt 2b —6, 0
U, = ealBeQQI;Tea?’&z, (2.5)

con funciones «;(ty) = 0 por determinar. El orden en el producto de las exponenciales
es arbitrario, sin embargo, las ecuaciones diferenciales que determinan las funciones «;
dependen de éste.
Para obtener las funciones «;(t) sustituimos en la ecuacién de Schrédinger obtenien-
do para el lado izquierdo de la ecuacién:
oU;

. [ bt —anh o - i ambt A bt —arb] A
ih——= = ih | Gqb + ce®bbie1b 1 G e1bea2b’ 5 omazblp—anb Uy,

ot



usando el teorema BCH y la tabla de conmutadores 2.2, obtenemos que las transfor-

maciones son:

6a1bbTe—o¢1b — bT + 041@ _ CY%b,

b oanbt A —anit —aih - - . -
et1beazbl s pmasblo—aib — 5 9n b+ 2042(17T + @16, — aib),

de modo que:

h%—i = i [dub + o' + 6. — 0%B) + i5(6. — 200b + 20081 + 6. — o?D))] 01,

de donde obtenemos:
ih [ali) + (b + a16, — a2b) + 3 (6, — 201b + 200(b + au6, — a20))| Uy = H,T7,
multiplicando a la derecha por UIT obtenemos:
ih [ali) + (b 4+ 16, — 2b) + c3(67 — 200b + 205 (b + 16, — o@l}))] =i,

usando la expresion (2.4) y la independencia lineal de los operadores, llegamos al con-

junto de ecuaciones diferenciales acopladas:
Gy =1 [g\/n +1le ™ + Qa; — gv/n + 16’“0@] , (2.6)
) Q )
Gy = —1i [g\/n + 1™ — 2042(5 —gvn + 1€Wt041):| , (2.7)
. - Q iwt
Gy =—i|5 —gvn + 1 aq |, (2.8)

la ecuacion (2.6) es una ecuacién de Riccati, la cual es no lineal. Se buscara una solucién

numérica para el sistema usando un algoritmo tipo Runge-Kutta de cuarto orden[9].



Una vez resuelto el sistema de ecuaciones diferenciales tendremos una expresién

analitica para el operador de evolucién temporal correspondiente al Hamiltoniano (2.1):

iwh b bt 6
U=e zwnt€a1b6a2b 30z (29)

2.2. Valores esperados

Como el operador de evolucién temporal correspondiente al Hamiltoniano dado en
la ecuacién (2.1) estd dado por la ecuacion (2.9), podemos calcular el valor esperado de

cualquier operador O aun tiempo t usando la ecuacion (1.5).

Para calcular el valor esperado del niimero de fotones hay que evaluar n(t) = Utal.

Usando el teorema BCH encontramos:

n(t) =n+ as(l+ 041042)62a313T — e 208 — a1 Qa0 (2.10)

(b)) = (o <n + as(1 + anan)e?@ bt — age=203) — a1a25—z) 14%0) (2.11)
Anéalogamente el valor esperado del operador &, estd dado por:
(0:()) = (Yol U"6.U [9o)
lo que nos lleva a las expresiones:

6.(t) = (1 + 20100)65 — 205(1 + ay2) e8! + 207273, (2.12)

(6.(t)) = (o ((1 + 20100) 5, — 209(1 + 1) b + 2(116_20‘31;) o), (2.13)

donde el estado inicial |1)y) es de la forma |1)g) = a|g,n + 1)+ble,n), con |al?+|b> = 1.

Para los calculos que presentamos en las figuras de este capitulo tomamos como
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estado atémico inicial el estado excitado del d4tomo y el campo con n fotones |¥g) =

le) @ [n) = [e,n).

En las figuras 2.1-2.3 se muestra el comportamiento de los valores esperados de

los operadores n,d, y M, en funcién de la diferencia entre las frecuencias del campo

y de transicién atémica. Observamos que al alejarnos del caso resonante (w = ) la

eficiencia del intercambio de excitaciones entre el atomo y el campo disminuye y como

mencionamos anteriormente el valor esperado del operador M permanece contante en

el tiempo.
- - (A - G.(t)) — (M)
Lof= B e
. ’ "\ N
’ A iy
’ \ H ‘\
v /f \\ ”' \
. L F ; ; \
0.5 F : R .. ' .
. N 7 N A § 7 N .\
L , s \\ '/’
v ¥ )
’ o \ ’
, S I o
. L ; N ’
00f=" s ' e ]
-0.51 1
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo(10-'s)

Figura 2.1: Atomo y campo en resonancia. Linea segmentada (),

Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.04w, 2 = 0.999w

linea con punto (6.), linea continua <M>
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- - () - (6.() — (e
1.0 _ —
0.8 - y ]
v ;/ “' \‘ ‘Vl /l ) x
06 : S o ' - S
i / . , . N I"
. ; vy \\ / v i
0.4 - ..I’. Sl R e 1
) " i v
L ;e ¥ !
/e s R L
0.2yt i _
’ . v ' f
// . //: ‘_‘ ‘-' ) // o
0.0F 7 — O K R ' J
02} ‘_‘.. e '—f “. - 4
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo(10-'s)
Figura 2.2 Atomo y campo cerca de resonancia. Linea segmentada (), linea con punto (), linea continua <M>
Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.04w, 2 = 0.950w
R O) o {a.) — {ar))
1.0} - G S
0.8 n . E . . :
0.6t N . . i - _
04| R ERR SR B—
'-\/ N e Sy P :\;\‘ s
//,l "\\ s -"\\ ”,‘_‘ :' \ ’/“
poo Lo, ‘ \ ; i b ’
02| ! A} Lo \ v - N / 1
’ ’ ! \ / R /
’ ! \ ’ \ !
/ \ ”' \ ’ \\ ;
// \\ \\ ; /I N ; ”
00k D LN (R J
1 3 4 5 6 7
Tiempo(10-7s)

Figura 2.3: Atomo y campo fuera de resonancia. Linea segmentada (7), linea con punto (6.), linea continua <M>

Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.04w, 2 = 0.900w
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En las figuras 2.4-2.6 se muestra el comportamiento de los valores esperados de
los operadores n, o, y M cerca del caso resonante (w = Q) al variar el acoplamiento
atomo-cavidad. Observamos que al disminuir el valor del acoplamiento, la frecuencia
de intercambio de excitaciones disminuye, es decir la frecuencia del intercambio de

excitaciones es proporcional parametro g

- ) SRR CH ()] — @y
10 T — —— —

i ’ \\ ‘ : // ~ :

/’ N 7 ‘\ ’
7 \\ ,f \ ,’
p N , N ,
. 1/ : * 3 K ’ : \\ S g ’
0.5 b N O S Sl
s H NS H N 7/ H A i s
/ ~ v N\ B
4 \ I A -
p N S N e
. N , N ,

Pt ' ; ~ ’ ! e < .
0.0k~ - B . . S S [ . 1. s et
—05L .- . ae I IR . o " ,,"‘ . . . e
-Lof - ‘ : ; . ]

0 1 2 3 4 5

Tiempo(10-“s)

Figura 2.4: Atomo y campo en resonancia. Linea segmentada (f), linea con punto (6.), linea continua <M>
Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.06w, 2 = 0.999w

- ) S (elt) — @y
10 ‘ ; — — ‘ ‘ ;
L4 ~

0.5 | sl e .

L7 S

e \{
ook ---" ‘ o o . o o L o N S
705, .|
0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo(10~*s)

Figura 2.5: Atomo y campo en resonancia. Linea segmentada (7), linea con punto (6.), linea continua <M>
Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.02w, 2 = 0.999w
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- - () - (6.() — (e
Lof= ——— : — : —
' L . : ) : : R N
‘ N : ; o
7 N ’ \\
I/ Ay P N
Y ’ ! N
0.5 bt . N |
v Ly N
L/ y v
,'(\ [as RN
s /’ N ' \\
/’ B ) \\ 7’ I . , ~
00bk-" . Sel st e ]
0 5 10 15 20 25

Tiempo(10-'s)

Figura 2.6: Atomo y campo en resonancia. Linea segmentada (), linea con punto (6), linea continua <M>
Pardametros: w = 8mGHz, g = 0.01lw, 2 = 0.999w

En las figuras 2.7-2.9 se muestra el caso lejos de resonancia en funcién del acopla-
miento g. Nuevamente observamos que la frecuencia del intercambio de excitaciones
depende del parametro g, también podemos notar que la amplitud en el intercambio de
excitaciones aumenta y que, al no estar en resonancia (w # ) las transiciones no son

completas.

‘,, (R(E)) - ety — @y

10}

OB f i f ot

00 S s S S S S S S SO SO SO P PR

Tiempo(10~*s)

Figura 2.7: Atomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento dtomo-campo. Linea seg-

mentada (7), linea con punto (6.), linea continua <M> Parametros: w = 8wGHz, g = 0.1w, 2 = 0.700w



14

- = i) S {Ea() — (M)

Tiempo(10—'s)

Figura 2.8: Atomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento dtomo-campo. Linea seg-

mentada (7), linea con punto (6.), linea continua <M> Pardametros: w = 87GHz, g = 0.2w, Q2 = 0.700w

SLOE B -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
Tiempo(10-7s)

Figura 2.9: Atomo y campo fuera de resonancia variando la constante de acoplamiento dtomo-campo. Linea seg-

mentada (7), linea con punto (6), linea continua <M> Pardmetros: w = 8mGHz, g = 0.4w, ) = 0.700w



Capitulo 3

Acoplamiento de dos cavidades tipo

Jaynes-Cummings

En [10] se estudia cémo el efecto Casimir Dindmico puede generar estados enredados
entre sistemas de dos niveles (también conocidos como qubits) por medio del cambio
de las condiciones de frontera en circuitos superconductores. Para ilustrar el modelo
utilizan un sistema compuesto por dos cavidades que estan acopladas a qubits indepen-
dientes. Las cavidades comparten un espejo parcialmente reflejante lo que da origen a

un término de interaccion entre las cavidades de la forma
hoz(t)(a{ + al)(ag + as).

Considerando el caso en que la longitud efectiva de la cavidad oscila con pequena
amplitud alrededor de su valor medio, se puede proponer que el acoplamiento entre las

cavidades sea una funcién de la forma «(t) = ag cos(wgt) donde wy es a frecuencia de

15
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oscilacion del espejo. El Hamiltoniano del sistema completo esta dado por:

~

A RO VNP R
H = hlwing + 7109) + gl(agrl)al +6Mal) + wony + 72094—

92(6a + 6P ab) + a(t) (a1 + a}) (al + a2)),

y describe un sistema compuesto por dos cavidades de Jaynes-Cummings acopladas por
una pared oscilante. El acoplamiento entre las cavidades hicv(t)(a, +al)(al +as) contiene
términos que conservan el numero total de excitaciones (&161;, dJ{dg ) ¥ términos que no
lo conservan (a;as, aJ{aQ ). En este trabajo consideraremos el caso en que el nimero total

de excitaciones se conserva, lo cual es equivalente a considerar el caso wy = wq — ws.

3.1. Evolucién temporal

Partiremos del Hamiltoniano

~

.0 . Q
H = hjwing + 710( G Sr)al +6Mal) + wang + 70(2)%—

(3.1)
gg(a(Q)G + P4 T) + a(a1a2 + alag)]

En el cual aprovechamos el hecho de que los operadores de una cavidad conmutan
con los de la otra. Para encontrar el operador de evolucion temporal separaremos el

Hamiltoniano como H = f]o + V, escogiendo

R 0 Q
Hozh[w1ﬁ1+710( )‘l‘gl( (+) +&9)&I)+w2ﬁ2+72&£2)—|—
(3.2)

926y + 6Pad)),

V = ha(aal + alas), (3.3)
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donde la ecuacién (3.2) puede escribirse como una suma de dos Hamiltonianos JC

independientes, es decir:

. . O . e (D). . Oy . N
Hy = hlwing + 71021) + gl(ogrl)al + (T(_l)a];)] + hlwang + 7209) + gg(af)ag + 0(_2)0@)],

- - >
-~ -~

Hjch Hjca

cuyo operador de evolucion ezacto construimos en el capitulo anterior. Aplicando el
método descrito en el capitulo anterior y tomando en cuenta que [ﬁ JC1, H Jo2] =0,
tenemos, que el operador de evolucién temporal para el Hamiltoniano H, tiene la forma

de un producto de 2 operadores de evolucion temporal tipo JC, es decir:

o oW o (@)
UO —¢ an1t€albl €a2b1 eagaz e angteﬁ1b2652b2eﬂ3oz . (34)
NS A >y
Vv Vv
Ujci Ujce

Como el término de interacciéon consta sélo de operadores de creacién y aniquila-
cion para ambas cavidades, entonces, para calcular el Hamiltoniano de interaccion H;
bastara con transformar los operadores de ascenso y descenso de cada cavidad, la tabla

de conmutaciéon 3.1 muestra los conmutadores necesarios para realizar dicho cdlculo

Tabla 3.1: Relaciones de conmutacién

Tabla de conmutacion
(n,a] = —a (A, al] = af [b,a] =0
[bT7 &T] =0 [bTa &] = 21_1 [(5',, &] =0
[6,,n] =0 [6.,0.] =26, 6,,6_] =—20_
S & St ata ate, | it A a's_
[{77 aT] = \/ﬁ [bTaaTUZ] - _\Q/n_ﬁ [bT,O--i-] - 2@
bt a*'6_] =0 [6,a) =0 EXIEL
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utilizando el teorema BCH y la tabla 3.1, llegamos a

Q2 (1) 2ai | —iwit

UTCllU() = dleiwlt + —5'_ € e s
’ vni+1
UT(AIT U() = aTeiwlt — L 0'(1)6_20‘3 2OZ—M5-(1) _ 2&% aT20.(1)€2a3 eiwlt
0 ! m + \/n1—|—1z Tll—f-]_l B ’

A i By .2 .
UJGQUO = age““?t -+ —U(_)e?ﬂse szt’

Vng +1
T
@ 8 20y o) 265 e o 2/33] it

o ay, O_"€
+ \/ng‘f’l ?

considerando que las constantes de acoplamiento g; y g son mucho menores que las
frecuencias w;, €2; (en este trabajo se consideran los parametros wy, 2; del orden de
GHz y ¢; en MHz), entonces, despreciaremos los términos con «; y f; ya que dichas
funciones dependen de los acoplamientos g; y go, es decir aproximaremos los operadores

de creacion y aniquilacién como:

ay ~ are 1t gl ~ gl
Uy =~ ase iwat a; ~ agezwgt’

obteniendo el Hamiltoniano de interaccién aproximado
H; = ha (aiage“(”l’m) + alage’it(wl’w2)> .
Llamando k = dl&g, kT = di&g, tenemos,
H; = ha (@Teit(wlﬂ”) + l%e’it(wl’m)> , (3.5)

la tabla 3.2 muestra que los operadores del Hamiltoniano de interaccién cierran un
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algebra de Lie

Tabla 3.2: Relaciones de conmutacién

conmutadores
| & kf N =y — g
k 0 N —2k
kt —N 0 2k
N =n1 — Ny 2k —2kf 0

de modo que podemos usar el teorema de Wei-Norman, para escribir el operador de

evolucién temporal correspondiente, como N = nq — g
S
U = enhenzhl g (3.6)

con funciones v; por determinar. Para hacerlo procedemos de manera similar a la apli-
cada en el capitulo anterior, obteniendo el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias

—OJQ) 2 —it(wl —UJQ) )

: . it(w
1 = i(ae (w1 Vi — ae ,

7it(w1 70.)2) ) ’

Yy = —i(271720e ™) 4 e
g = iy ae’rmen),
una vez mas el sistema es no lineal, por lo que se buscara una solucién numérica usando
un algoritmo tipo Runge-Kutta de cuarto orden|[9].
Una vez resuelto el sistema de ecuaciones, tenemos que el operador de evoluciéon
temporal aproximado para el Hamiltoniano (3.1) es:

s 1 O s t @) d it R
U = ¢~ whitpaibr gazb; pasos e what ,P1bz pB2b; ,f302 1\671k672k 6731\5 (3.7)

~

-~ -~ -~

Ujc Ujc2 Ui2
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La validez de estas aproximaciones se evaltia al comparar los resultados aproximados

presentados en este trabajo, con resultados puramente numéricos obtenidos en [11].

3.2. Valores esperados

Como el operador de evolucién temporal correspondiente al Hamiltoniano dado en
la ecuacién (2.1) estd dado por la ecuacién (2.9), podemos calcular el valor esperado a

un tiempo ¢ de cualquier operador O usando la ecuacién (1.5).

Para el caso del operador de niimero se obtiene:

hn(t) = ULUl e, inUse, U,

le (t) = Uf,? {le + (Ig(l + &1&2)62(}381 - QQG_QQBZ;Q - Ollagé':(zl)} ULQ,

y analogamente
na(t) = (lez {ﬁ2 + Bo(1 + 5152)62'8365 — Boe 2%, — 516269)} U1,27

en donde usamos los resultados del capitulo anterior. Las variables atémicas conmutan
con las del campo [Uj 2, &S’] = 0, entonces basta con saber como se transforman los

operadores de campo para cada cavidad, estas transformaciones son:

U;[2ﬁ1012 =n1+ (12 + 71722)6273N7%T - ’716_273]\7C — Y172(M — N2),

Ulyiialns = g — (72 + 1172)e? Nk + 416722V k 4y (R — ),
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(1)

UIleUlg = b16_73 - %dg@vﬁx,
o ) o
UIQbQUlg = (]_ - ’71’72)[)2673 - —+(A116_W3,

o + ]_
o ) ’yla(l)&T
ULb[01 = (1= ym)ble™ + J—=Ze™,
1 + 1
o R ~ 0'(2)&T
U1T2b£Uf2 = bge_% + gewa

\/712—{—1

sustituyendo estas transformaciones en las expresiones para n(t) y na(t), tenemos,

ni(t) =1 + (2 + ’Yl’Y%)BQVZ”l;’T — e ek — My2(M — N2)

R ’le‘(l)dT
+ (042620‘3 + a1a§e2°‘3) (1-— ’71’72)()){673 4= 2

VRIS —|— 1
7 720(1)
—e 2 | heTn — —EE_g.e” | — a1&20£1)7
ny —I— 1
na(t) =ng — (12 + 7173)62731%T + 716’2”31% + 1172(Ry — ng),

—ﬁ1€_2’83

(2)
(1 _ 7172)5)2673 _ &&16_%]

VLD + 1
R (2) A1
+ (ﬁ2€253 + Blﬁ2262,33) [bge”’ + V20-"0y e

mrTe | A
2

i1 los val dos de 1 dores &% son:
ana ogamente tenemos que OS valores espera 0OS de 10S opera ores oz son:

&Z(t)(l) =(1+ 2041042)69) —205(1 + vy )3 (1 — 7172)51673

oVal ) o)
42 4 2o e — g™

7’Ll—|—1 \/nl—{—l ’
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G.(1) = (142618,)62 — 285 (1 + 152)e*5 (1 — 7172 ) by

(2) (2) A1

70+ . s 2837t —n: Y20 Ty .,

— Q1€ +2 € db € 73+—€73.
Ny + 1 ! 51 2 Vo + 1

Las siguientes figuras muestran el comportamiento de los valores promedio de los
operadores Ny, N, Ml, Mg, y M = Ml + Mg el namero total de excitaciones del sistema.
La figura 3.1 muestra el caso cuando el acoplamiento cavidad- cavidad es nulo, es

decir @ = 0. Observamos que cada cavidad se comporta como una cavidad tipo JC

independiente.
‘ - ) () — () ‘ - () (6®) — My
2.0
L0 ’ . o v 1 “ (N iy ‘\ .
’ it , A \ J N Lo i \ !
’ ) : . ! N B . \ ‘ \ ” A i \ ’
1] \ B v \ i \ \ i \ ’
/ . v v : LSE by \ I \ S \ [
, \ i o : Vo \ h ! ! 1 J
/ . \ \
0.5ty W Vs v 1 N N T Yo
-r A v N | 4 A
i L R S F S L S
/’ v ’ \ r 3 ! :
. .
S \ /" \\ ’1
00"t [N R A e 0.5 8
0.0 it [OOSR i
—0.5} 1 :
‘ 0.5} 1
“Lop R S 1 fp P SRR e oot £
0 1 2 3 P 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo (10~"s) Tiempo (10~"s)

Figura 3.1: Caso con cavidades independientes. Del lado izquierdo se muestran con linea continua

<M1>, linea segmentada (f1;) y linea con puntos <&;>, del lado derecho tenemos, linea continua <M2>,

linea segmentada (fiz) y linea con puntos (62).
Parametros: wi; = 4.0 * 2nGHz, g1 = 0.04w1, Q27 = 0.999w1, we = 5.0 * 2rGHz,
g2 = 0.04wq, Qs = 0.999w1, @ = 0. Estado inicial del sistema: |¢pg) = |e,0) ® |g, 2).
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La figura 3.2 muestra el caso en que el acoplamiento cavidad-cavidad es grande

(ov = 0.25w; ) en comparacién con los acoplamientos atomo-cavidad (g; = 0.001wy, go =

0.001w), por lo cual la presencia de los atomos en cada cavidad es poco importante.

Se observa que el intercambio de excitaciones entre las cavidades es mayor cuando la

diferencia de frecuencias A = w; — wsy. disminuye.

| — 6y = (A ‘ — (M) -- () (0
2.0 T T 3.5 T
\ I 1 ! /\l I "
1 ! \ ! ! i -
( [ | [ \ i : :
! " ! T ! P :
1 I 1 I \ 1! \ B0 s s e s e e
| ! L ! . P !
| ! Lo g b [ . ‘
T3 SO 8 SN B DRSSO X UOPSUORE 0  FIUUUOAR (3 RPN IO ) O SO
d A y Y b I : ol [
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! h ] i h ] I ! h \ | 1
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tiempo (10~%s) Tiempo (10~%s)
(a) Pardmetros: wy = 4.0 x 2rGHz, g1 = 0.001wy, Q2 = 0.999w1, wy = 5.0 * 2rGHz,
go = 0.00111)1, QQ = 0.999’L017 o = 0.25’[1)1
| — ) . ‘ — {1y - () an
2.0 3.5
} A '1 \\ s 4’ \\ ‘,\\ ,r‘
]
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- ] 1 .
‘\ | ! ;’ l~ ! \ 1‘ L \\ f
A [ o Yy '\,’ \/
15
0.5
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(b) Parametros: w; = 4.0 x 2rGHz, g1 = 0.001wy, Q1 = 0.999w1, wy = 5.5 * 2rGHz,
go = 0.00111)1, QQ = 0999’(017 o = 02511)1

Figura 3.2: Lado izquierdo valores promedio para el ntimero de fotones en cada cavidad, la linea
continua representa (fi1), la linea segmentada a (f2), del lado derecho se muestra el promedio de
excitaciones totales en cada cavidad, linea continua cavidad 1 y segmentada cavidad 2, linea con punto
muestra el nimero total de excitaciones del sistema para un estado inicial: 1) = |e,0) ® |g,2).
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La figura 3.3 muestra el comportamiento de los valores promedio de los operadores

ni, Na, Ml, Mg, y M = Ml + M2 en funcion del valor del acoplamiento cavidad-cavidad.

Se observa que el intercambio de excitaciones entre las cavidades es proporcional al

valor del acoplamiento entre éstas.
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Figura 3.3: Lado izquierdo valores promedio para el ntimero de fotones en cada cavidad, la linea
continua representa (fi1), la linea segmentada a (f2), del lado derecho se muestra el promedio de
excitaciones totales en cada cavidad, linea continua cavidad 1 y segmentada cavidad 2, linea con punto

muestra el nimero total de excitaciones del sistema para un estado inicial: |1g) = |e,0) ® |g,2).



Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis presentamos un método para construir un operador de evolucién apro-
ximado escrito en forma de producto, para un sistema compuesto por dos cavidades
acopladas con un atomo de dos niveles en cada una de ellas. Los resultados obtenidos
se justifican al comparar los resultados aproximados con los de un célculo puramente
numérico desarrollado en Python [11]. Observamos que el nimero total de excitaciones
permanece constante, como debe ser para el Hamiltoniano dado por la ecuacion (3.1),
aunque el nimero de excitaciones en cada cavidad es variable, observamos también
un intercambio de fotones entre las cavidades el cual crece en funciéon de acoplamien-
to entre éstas. El problema para Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings no acoplados
es exactamente soluble, una consecuencia de que el nimero total de excitaciones sea
constante. Para el caso de dos cavidades acopladas sin dtomos presentes, el problema
también tiene solucion exacta, pero cuando se tienen cavidades acopladas con atomos
en cada cavidad el problema no tiene solucién exacta. Para atacar el problema escri-
bimos el Hamiltoniano del sistema completo como la suma de dos Hamiltonianos tipo
Jaynes-Cummings mdas una interaccion. Pasamos a la representacién de interaccién y

aproximamos el Hamiltoniano por uno que cierra un algebra de Lie. Podemos entonces
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aplicar el teorema de Wei-Norman y escribir una expresion exacta para el operador
de evolucién temporal correspondiente. Una vez que hemos obtenido una expresion
analitica para el operador de evolucion temporal, podemos propagar un estado inicial
arbitrario y calcular cualquier propiedad que nos interese, por ejemplo, el parametro de
Mandel definido por @) = W el cual nos indica el comportamiento estadistico
del sistema ( Q < 0 sub-Poissoniana, () = 0 Poissoniana, ) > 0 super-Poissoniana )
[12], la funcién de Husimi, que nos muestra el comportamiento del sistema en el espacio
fase y esta dada por: L (a[p|a), donde |a) es un estado coherente y p [2] es la matriz de
densidad, y el valor esperado del nimero de fotones en cada cavidad. Los parametros

que utilizamos para definir el Hamiltoniano fueron tomados de [13] y corresponden a

valores acordes con los experimentales
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