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Resumen 

En esta tesis, a través del método de elementos finitos, diseñamos sistemas artificiales 

mecánicos análogos a cintas de grafeno con orillas tipo zigzag y descansabrazos, también 

conocidos como armchair en la literatura científica. Nuestras cintas de grafeno artificiales 

están compuestas por resonadores, o placas de aluminio con forma hexagonal, conectados 

entre sí mediante sistemas localmente periódicos, también de aluminio. La estructura formada 

por estos dos componentes está hecha en un arreglo hexagonal tipo panal de abejas. 

Las estructuras localmente periódicas cuentan con la propiedad de tener estructuras de 

bandas con bandas de conducción, en las que es posible que se propague una vibración, y 

bandas prohibidas, en las que no es posible que se propague. La estructura de bandas permite 

que la amplitud de onda de las vibraciones quede atrapada en los resonadores y decaiga de 

manera exponencial fuera de este. Adicionalmente, la amplitud de onda de las vibraciones de 

resonadores cercanos se acoplan de manera evanescente. Esto establece el régimen de amarre 

fuerte para ondas mecánicas, característica sobresaliente de nuestros sistemas mecánicos. 

Consideramos la estructura electrónica de bandas y la densidad de estados de las cintas 

zigzag y armchair. Además, diseñamos las cintas mecánicas en un rango de frecuencias 

apropiado para que puedan ser medidos experimentalmente. 

Nuestros resultados muestran el comportamiento conductor y semiconductor de las 

cintas armchair, propiedad que es función del ancho de la cinta en la dirección transversal. 

Para el caso de las cintas zigzag, logramos obtener su comportamiento conductor con la 

aparición de estados de orilla localizados, los cuales están ausentes en las cintas armchair. 

Nuestros resultados muestran la emulación exitosa del modelo de amarre fuerte entre 

primeros vecinos para ondas mecánicas. Este logro permite estudiar las propiedades 

electrónicas de otros sistemas, descritos por sus respectivos modelos de amarre fuerte, 

análogos de sistemas que se encuentran a nivel nanoscópico. 
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1. Introducción 

1.1 La importancia del carbono 

El carbono es el sexto elemento químico de la tabla periódica y pertenece al grupo 14 

periodo 2 de la misma. Tiene un peso molecular en su estado más estable de 12 g/mol 

(Chang, 2010). Este importante elemento de la tabla periódica juega un rol fundamental en la 

naturaleza ya que es la base y materia prima de la química orgánica. Gracias a la flexibilidad 

y la facilidad que tiene para generar distintos tipos de enlaces, el carbono permite formar 

distintos tipos de compuestos con una variedad de estructuras de diferentes dimensiones y 

propiedades físicas (Castro Neto, Guinea, Peres, Novoselov, & Geim, 2009). Ejemplos de 

estos compuestos son el diamante, que es un material de transparente a opaco, aislante y el 

más duro de la naturaleza del que se tiene conocimiento, el grafito (ambos tridimensionales) 

que es un material lubricante, flexible y buen conductor del calor y la electricidad. La razón 

por la cual tanto el diamante como el grafito tienen diferentes propiedades físicas es debido al 

arreglo y enlaces químicos de los átomos del carbono dentro de la estructura atómica de 

ambos materiales. Otros ejemplos de estos materiales a base de carbono fueron descubiertos 

hace unas cuantas décadas como son los fulerenos (cero dimensionales) y nanotubos de 

carbono (unidimensionales). Y hasta hace apenas unos años, fue descubierto un alótropo 

bidimensional del carbono conocido como grafeno (Katsnelson, 2007). 

 

 

1.1.1 Alótropos del carbono. 

Como ya mencionamos, el carbono es capaz de formar diferentes estructuras, cada 

uno con diferentes propiedades físicas que los caracteriza y por ende es importante 

mencionarlos. A esta propiedad de algunos elementos químicos, como el carbono, de 

presentarse en diferentes formas, en el mismo estado físico, se le conoce como alotropía 
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(Chang, 2010). Los fulerenos, de dimensión cero, son alótropos de carbono en donde sus 

átomos se encuentran ordenados en un arreglo esférico. Los nanotubos de carbono, de 

dimensión uno, son otros alótropos de carbono en donde los átomos se encuentran ordenados 

en un arreglo con forma de cilindro hueco. En el grafeno, de dimensión dos, los átomos de 

carbono se encuentran ordenados en un arreglo hexagonal tipo “panal de abejas”. El grafito, 

de dimensión tres, está compuesto por numerosas capas de grafeno unidas entre sí mediante 

fuerzas de Van der Waals. 

El grafeno es de gran importancia dadas sus propiedades físicas y es considerado como el 

bloque básico de construcción de los demás alótropos (Castro Neto, Guinea, Peres, 

Novoselov, & Geim, 2009). El apilamiento de capas de grafeno da lugar al grafito, cilindros 

enrollados de grafeno dan lugar a los nanotubos de carbono y la envoltura de una capa de 

grafeno a la cual se le adicionan anillos con cinco átomos de carbono, los cuales actúan como 

defectos pentagonales en la red, da lugar a los fulerenos. En la figura 1.1 se muestra cómo 

están formados estos alótropos.  

 

 

1.2 El grafeno, su descubrimiento e importancia tecnológica 

Desde hace más de 70 años el grafeno ya se había estudiado de manera teórica 

(Wallace, 1947), aunque se presumía que no se podía obtener de manera natural en estado 

libre. Científicos de la época argumentaban que los cristales 2D eran termodinámicamente 

inestables y no podían existir (Saito, Dresselhaus, & Dresselhaus, 1998), por lo que se 

Figura  1.1 (a) Grafito de dimensión tres, (b) grafeno de dimensión dos, (c) nanotubo de dimensión 

uno y (d) fulereno de dimensión cero. Figura tomada y modificada de la referencia (Katsnelson, 

2007) 
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tomaba como un material “académico”. No fue sino hasta la primera década de los 2000’s 

que fue a través de experimentos que se pudo obtener por primera vez una muestra de 

grafeno. Estas láminas de grafeno fueron preparadas mediante exfoliación mecánica, pelado 

repetido, de pequeñas muestras de grafito pirolítico altamente orientado, es decir, que las 

capas de grafeno que componían al grafito tenían una orientación angular entre cada una 

menor a 1 grado (1°). Se comprobó que esta técnica es altamente confiable ya que permite 

obtener películas de grafeno de hasta 10 micrómetros (µm) de tamaño, mientras que las 

películas más grandes alcanzan tamaños de hasta 100 µm y pueden percibirse a simple vista 

(Novoselov, y otros, 2004). Cabe mencionar que este descubrimiento fue merecedor del 

Premio Nobel de Física en el año 2010. Desde entonces este material despertó un enorme 

interés en diferentes campos de la ciencia tales como la física, la química y la ciencia de 

materiales. 

En los últimos años se han presentado numerosos avances en la investigación sobre el 

grafeno, así como un avance significativo en la producción en masa de este material. Este 

alótropo de carbono de un átomo de espesor combina de una forma única e impresionante una 

resistencia mecánica extrema, conductividades electrónicas y térmicas altas, impermeabilidad 

a los gases, así como muchas otras propiedades, todo lo cual lo hace muy atractivo para 

numerosas aplicaciones (Novoselov, y otros, 2012), algunas de ellas se mencionan a 

continuación: 

• fabricación de pantallas táctiles flexibles, de sensores de alta sensibilidad, 

disipadores de calor y de nuevos materiales compuestos, 

• aplicación en la desalinización y depuración de aguas, y en la elaboración de 

recubrimientos protectores contra la corrosión, 

• almacenamiento de energía: supercondensadores y baterías, 

• fabricación de celdas solares fotovoltaicas, 
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• fabricación de dispositivos nanoelectrónicos con potencial para reemplazar al 

silicio. 

De acuerdo con la lista que se presenta de las aplicaciones y la importancia 

tecnológica del grafeno, en particular, en la nanoelectrónica el grafeno es reconocido como 

uno de los materiales clave para la realización de dispositivos electrónicos de próxima 

generación. 

 

 

1.2.1 Cintas de grafeno 

La ausencia de una brecha de energía entre las bandas de conducción y la banda 

valencia en el grafeno lo limita para aplicaciones en dispositivos electrónicos, además de que 

se requieren tamaños reducidos del material. Una hoja de grafeno de cierto ancho y suficiente 

longitud da lugar a una cinta cuasi unidimensional. Existen dos tipos de cintas de grafeno la 

cual puede tener dos posibles tipos de bordes u orillas, zigzag y descansabrazos, este último 

mejor conocido como armchair en la literatura científica. Estos dos tipos de orillas tienen una 

diferencia de 30° en su orientación (Figura 1.2), esto con respecto a una capa de grafeno. 

Cada una de estas cintas posee propiedades electrónicas que las hacen únicas. Por ejemplo, 

las cintas con orilla zigzag tienen la propiedad de ser metálicas y un aspecto importante que 

Figura  1.2 (a) Capa de grafeno marcando la orilla zigzag (rojo) y armchair (verde) con un ángulo de 

30° entre ellos, (b) cinta de orilla armchair y (c) cinta de orilla zigzag. Figura tomada de la referencia 

(Dubois, Zanolli, Declerck, & Charlier, 2009) 



VIBRACIONES MECÁNICAS EN ESTRUCTURAS TIPO ZZ Y AC 15 

 

lo distingue es la presencia de estados localizados en las orillas de la cinta. Las cintas con 

orillas tipo armchair pueden ser conductoras o semiconductoras, es decir, metálicas o no 

metálicas, esto depende del ancho de las cintas. Esto lo hace un candidato ideal para la 

fabricación de transistores, que son bloques básicos de construcción de los 

microprocesadores, a base de grafeno. (Wakabayashi, Sasaki, Nakanishi, & Enoki, 2010).  

 

 

1.3 Descripción del grafeno y de las cintas de grafeno 

En la literatura científica existen diferentes modelos teóricos con los cuales se 

describe el grafeno y las cintas de grafeno, algunos de ellos son: la teoría del funcional de la 

densidad o DFT por sus siglas en inglés (Density Functional Theory), y el modelo de amarre 

fuerte, mejor conocido como tight-binding, entre otros (Cuevas & Scheer, 2010), (Saito, 

Dresselhaus, & Dresselhaus, 1998) 

El DFT es un método numérico que resuelve la ecuación de Schrödinger para n 

cuerpos que interactúan entre ellos. Para sistemas moleculares muy grandes este método se 

vuelve computacionalmente muy demandante. Por otro lado, el modelo de amarre fuerte es 

otro modelo alternativo que captura la información más esencial de las propiedades físicas de 

materiales a base de carbono, en particular del grafeno y de las de cintas de grafeno (Cuevas 

& Scheer, 2010). Este modelo toma en cuenta efectos de interferencia además de efectos 

atómicos y de estructura electrónica. En el modelo de amarre fuerte los electrones son 

considerados como ondas electrónicas que están fuertemente amarrados en sus sitios y cuya 

amplitud decae exponencialmente fuera de ellos, además se acoplan débilmente con sus 

vecinos cercanos. En este modelo, la función de onda de un sistema de átomos interactuantes 

se escribe en términos de las funciones de onda de los átomos aislados, más el acoplamiento 

entre estos que normalmente se considera a primeros vecinos. 
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Recientemente, se ha mostrado que el modelo de amarre fuerte se puede aplicar en 

sistemas ondulatorios clásicos, mediante el uso de fibras ópticas (Kondakci, Abouraddy, & 

Saleh, 2015), en sistemas de microondas mediante el uso de resonadores dieléctricos (Bellec, 

Kuhl, Montambaux, & Mortessagne, 2013) y en sistemas acústicos (Torrent & Sánchez-

Dehesa, 2012) y elásticos (Torrent, Mayou, & Sánchez-Dehesa, 2013) con los cuáles se han 

construido sistemas artificiales análogos del grafeno. Mas aún, este modelo también se ha 

implementado en sistemas mecánicos (Ramírez, Flores, Báez, Sadurní, & Méndez, 2020). 

Para establecer el régimen de amarre fuerte en sistemas mecánicos, se requiere de un 

resonador elástico, que su amplitud de onda este bien localizada en la región del resonador y 

que decaiga exponencialmente fuera de ésta. Esto representa un sitio atómico artificial 

mecánico. Además, para establecer el régimen de amarre fuerte a primeros vecinos, la 

amplitud de onda del sitio atómico debe ser capaz de acoplarse de forma evanescente con la 

amplitud de onda de los sitios atómicos más cercanos. Contario a la emulación de amarre 

fuerte en sistemas de microondas, en donde los resonadores dieléctricos radian energía 

electromagnética hacia otros resonadores, produciendo interacción a segundos o terceros 

vecinos, la emulación de amarre fuerte en sistemas mecánicos ofrece un alto control sobre la 

interacción entre primeros vecinos el cual en muchos casos es la interacción más dominante. 

 

 

1.4 Sistemas ondulatorios artificiales 

La implementación exitosa del modelo de amarre fuerte en sistemas ondulatorios 

clásicos ha permitido emular a un sistema artificial análogo a los que se encuentran en escala 

nanométrica.  
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Figura 1.3 (Izquierda) Arreglo hexagonal, tipo panal de abejas, de resonadores dieléctricos, 

representados con círculos negros de radio R. La distancia entre resonadores cercanos es a. 

(Derecha) Estructura de bandas del grafeno artificial de la figura de la izquierda. Para más detalles 

ver la referencia (Bittner, y otros, 2010) 

Estos sistemas en particular son de gran relevancia ya que ofrecen una 

herramienta útil para estudiar y comprobar experimentalmente fenómenos físicos emergentes 

que requieren de una precisión a escala atómica de las estructuras, que en la actualidad son 

muy difíciles de obtener a nivel microscópico y nanoscópico. En sistemas de microondas 

(Kuhl, Barkhofen, Tudorovskiy, Stöckmann, & Hossain, 2010) se han construido sistemas 

análogos del grafeno. Estos sistemas se construyen con pequeños discos dieléctricos 

(resonadores), que juegan el papel de sitios atómicos, en un arreglo hexagonal tipo panal de 

abejas y se encuentran cubiertas entre dos placas metálicas. En este sistema, las resonancias 

de los discos se acoplan débilmente entre sí estableciendo el régimen de amarre fuerte en 

sistemas de microondas, donde además se tiene interacción débil a segundos y terceros 

resonadores vecinos. Este sistema reproduce las características más fundamentales del 

grafeno, tales como su densidad de estados y los llamados conos de Dirac.  

Las bandas de conducción y valencia del grafeno forman conos (conos de Dirac) que 

se tocan en un punto conocido como punto de Dirac (Figura 1.3). Este nombre se le atribuye 

dado que la relación de dispersión alrededor de estos puntos tiene un comportamiento lineal y 
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esta descrita por la ecuación de Dirac de una partícula sin masa (Kuhl, Barkhofen, 

Tudorovskiy, Stöckmann, & Hossain, 2010). 

 

Figura 1.4 (a) Sistema masa-resorte análogo del grafeno. Los resonadores se encuentran en un 

arreglo hexagonal. (b) Estructura de bandas obtenida del correspondiente sistema masa-resorte. Se 

indica con flecha roja el punto de Dirac. Figuras tomadas y modificadas de la referencia (Torrent, 

Mayou, & Sánchez-Dehesa, Elastic analog of graphene: Dirac cones and edge states for flexural 

waves in thin plates, 2013). 

El modelo de amarre fuerte también se ha emulado en un sistema masa-resorte, análogo del 

grafeno, en un arreglo hexagonal. (Torrent, Mayou, & Sánchez-Dehesa, Elastic analog of 

graphene: Dirac cones and edge states for flexural waves in thin plates, 2013). Este sistema se 

compone de resonadores masa-resorte acoplados a una placa elástica como se muestra en la 

Figura 1.4 (a), el cuál a través de estudios de propagación de ondas flexionales, reproduce las 

características típicas del grafeno, ver Figura 1.4 (b), y de las cintas de grafeno con orilla tipo 

zigzag. 

 

 

1.5 Sistemas mecánicos: una herramienta auxiliar  

Durante los últimos años se ha mostrado que los sistemas mecánicos son una 

herramienta útil para verificar predicciones teóricas de sistemas cuánticos, que son difíciles 

de obtener a nivel microscópico y además resultan ser mucho más accesibles. Por ejemplo, en 

una barra de aluminio con una muesca, como se muestra en la Figura 1.5 (a), se ha logrado 
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estudiar la distribución de las resonancias debidas a ondas torsionales en una cavidad 

unidimensional. Esta distribución es la misma que obedecen las resonancias de una cavidad 

unidimensional cuántica (Martínez-Argüello, Martínez-Mares, Cobián-Suarez, Báez, & 

Méndez-Sanchez, 2015). También se ha demostrado la universalidad de la transmisión de 

ondas flexionales a través en una placa de aluminio con la forma de medio billar de Sinai no 

simétrico, como la que muestra en la Figura 1.5 (b), (Flores-Olmedo, y otros, 2016). Mas aún, 

recientemente fue construido un sistema mecánico de aluminio formado por resonadores 

elásticos acoplados entre sí por medio de barras localmente periódicas, como el que se 

muestra en la Figura 1.6, que emula un cristal unidimensional cuántico finito y que obedece 

el modelo de amarre fuerte de sistemas cuánticos (Ramírez, Flores, Báez, Sadurní, & 

Méndez, 2020). Contrario al modelo de amarre fuerte construido en sistemas de microondas 

en donde no se tiene un control sobre los acoplamientos entre primeros, segundos y hasta 

terceros vecinos, el modelo de amarre fuerte en sistemas mecánicos brinda un alto control 

sobre el acoplamiento exclusivo entre primeros vecinos. 

 Debido al interés e importancia de los sistemas artificiales, dado el alto control 

sobre sus estructuras y geometrías, en esta tesis nuestro objetivo es estudiar, diseñar y 

construir sistemas mecánicos análogos de cintas de grafeno con orillas tipo zigzag y armchair 

que reproduzcan sus principales propiedades electrónicas; es decir, la propiedad de conductor 

con estados localizados en las orillas para las cintas zigzag, y la propiedad de conductor y/o 

de semiconductor para las cintas armchair de diferentes anchos.  

Es importante enfatizar que el diseño y la construcción de estos sistemas 

artificiales mecánicos representan una nueva aplicación de las vibraciones mecánicas. Esta 

aplicación consiste en la manipulación de las vibraciones para reproducir, o emular, las 

principales propiedades de sistemas de interés, en este caso, el de las principales propiedades 

electrónicas de las cintas de grafeno. 
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Figura 1.5 Sistemas mecánicos auxiliares. (a) Barra de aluminio con una muesca que emula la 

dispersión de ondas de una cavidad cuántica unidimensional. Figura tomada de la referencia 

(Martínez-Argüello, Martínez-Mares, Cobián-Suarez, Báez, & Méndez-Sanchez, 2015). (b) Placa de 

aluminio con forma de medio billar de Sinai no simétrico para el estudio del transporte coherente de 

una cavidad caótica (Flores-Olmedo, y otros, 2016). Mas detalles se encuentran en las referencias 

citadas. 

 

Figura 1.6 Sistema mecánico auxiliar construido por resonadores elásticos acoplados por medio de 

barras localmente periódicas. Esto emula un cristal unidimensional cuántico finito el cuál obedece el 

modelo de amarre fuerte para sistemas cuánticos. Figura tomada y modificada de la referencia 

(Ramírez, Flores, Báez, Sadurní, & Méndez, 2020). 

 

 

1.6 Organización de la tesis 

A continuación, presentamos la organización de esta tesis. En el siguiente capítulo 

presentamos una descripción de la estructura hexagonal del grafeno y de las cintas de 

grafeno. También presentamos la ecuación de Schrödinger que describe la dinámica de los 

electrones en sistemas microscópicos y el modelo de amarre fuerte. Esto con el propósito de 

describir las propiedades electrónicas de las cintas de grafeno. Adicionalmente, discutimos el 
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modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas que usaremos para construir nuestras cintas 

artificiales. 

En el capítulo tres analizamos los elementos básicos que constituyen el modelo de 

amarre fuerte para sistemas mecánicos. Esto, para obtener los parámetros óptimos de diseño 

que nos ayuden a emular el modelo de amarre fuerte. Los diseños se realizan con el uso del 

software de elementos finitos, COMSOL Multiphysics. 

En el capítulo cuatro presentamos los resultados obtenidos de las cintas armchair y 

zigzag de diferentes anchos. Mostramos sus propiedades electrónicas las cuales son las 

análogas de las propiedades de las cintas de grafeno. Además, mostramos algunos ejemplos 

de los modos de vibración de ambas cintas armchair y zigzag de tamaño finito. Finalmente, 

en el capítulo cinco discutimos las conclusiones de esta tesis. 
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2. Revisión teórica 

En este capítulo presentamos una descripción del origen de la estructura hexagonal 

del grafeno y de las cintas de grafeno. Esta estructura se origina de la hibridación 𝑠𝑝2 de los 

átomos de carbono con los átomos de hidrógeno. En esta hibridación los orbitales relevante 

para la descripción de las propiedades electrónicas son los orbitales 𝜋. Posteriormente, 

presentamos la ecuación de Schrödinger que describe la dinámica de los electrones en 

sistemas microscópicos, y que se reduce a una ecuación de eigenvalores. Después 

presentamos el modelo de amarre fuerte para sistemas compuestos de un conjunto de átomos 

y para sistemas periódicos, con el propósito de describir las propiedades electrónicas de las 

cintas de grafeno. Finalmente discutimos el modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas 

que usaremos para construir nuestras cintas artificiales. 

 

 

2.1 Estructura del grafeno y de las cintas de grafeno 

El grafeno y las cintas de grafeno son materiales semimetálicos bidimensionales y 

unidimensionales respectivamente, compuestos de átomos de carbono dispuestos de dos redes 

triangulares inter penetradas (Castro Neto, Guinea, Peres, Novoselov, & Geim, 2009). Esta 

estructura es debida a la hibridación 𝑠𝑝2. Esto es, el átomo de carbono que tiene un número 

atómico seis, es decir, tiene seis electrones, posee una configuración electrónica 1𝑠22𝑠22𝑝2. 

Los electrones que se encuentran en la capa 1𝑠 están fuertemente enlazados al núcleo 

atómico. Los cuatro electrones restantes, conocidos como electrones de valencia, encargados 

de formar enlaces químicos, ocupan las capas 2𝑠 y 2𝑝. Debido a que la diferencia energética 

entre las capas 2𝑠 y 2𝑝 es lo suficientemente pequeña, sus orbitales se pueden combinar de 

diferentes maneras. A la combinación de los orbitales 2𝑠 y 2𝑝 es a lo que se le conoce como 

hibridación 𝑠𝑝𝑛. Desde el punto de vista matemático, la hibridación 𝑠𝑝𝑛 se entiende como la 
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combinación lineal de un electrón en el orbital 2𝑠 con 𝑛 electrones del orbital 2𝑝, donde 𝑛 es 

igual a 1, 2 o 3, y que da como resultado 𝑛 + 1 enlaces 𝜎 y 3 − 𝑛 orbitales 𝜋. Los enlaces 𝜎 

son los responsables de producir la estructura de la red y los orbitales 𝜋 determinan las 

propiedades electrónicas o de conducción. 

En particular, en la hibridación sp2 un electrón en el orbital 2𝑠 se combina con dos 

electrones del orbital 2𝑝 dando como resultado tres enlaces 𝜎, los cuales se encuentran en el 

plano de los átomos de carbono y a un ángulo de 120° entre ellos, y un electrón en el orbital 

𝜋 (2𝑝𝑧) el cual queda libre y esta perpendicular al plano, como se muestra en la Figura 2.1. 

Así, en el grafeno y en las cintas de grafeno cada átomo de carbono se enlaza a tres átomos de 

carbono cercanos mediante tres enlaces 𝜎, formando una estructura hexagonal con una red 

tipo panal de abejas. El cuarto electrón en el orbital 𝜋 de cada átomo de carbono se enlaza 

con el de los otros átomos de carbono formando enlaces 𝜋. Esto da como resultado electrones 

deslocalizados los cuales no pertenecen a un átomo en particular, si no a un grupo de átomos, 

y son los responsables de las propiedades electrónicas o de conducción en el grafeno y las 

cintas de grafeno. 

Figura  2.1 Hibridación 𝑠𝑝2 de los átomos de carbono. En una red hexagonal tipo panal de abeja, 

como el grafeno o las cintas de grafeno, cada átomo de carbono tiene tres orbitales sp2 (verde), con 

un ángulo de 120° entre ellos, los cuales forman los enlaces σ con otros átomos de carbono, y un 

orbital π (gris) perpendicular al plano formado por los orbitales sp2. (Chang, 2010) 
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2.2 La ecuación de Schrödinger 

La ecuación de Schrödinger fue desarrollada por el físico Erwin Schrödinger en 1925 

y describe la dinámica de la función de onda electrónica de un sistema cuántico. La forma 

general de la ecuación de Schrödinger es la siguiente 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝒓, 𝑡) = 𝐻 𝜓(𝒓, 𝑡), … … … … … … … … … … … … … … (1) 

donde 𝑖 es la unidad imaginaria, ℏ es la constante de Planck en unidades de 2𝜋, 
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝒓, 𝑡) es 

la derivada parcial de la función de onda del sistema, 𝜓(𝒓, 𝑡), con respecto al tiempo. Esta 

contiene toda la información que es posible obtener sobre el sistema cuántico. 𝐻 es el 

operador hamiltoniano, el cuál caracteriza la energía total del sistema de interés y está dada 

por 

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉(𝒓, 𝑡). … … … … … … … … … … … … … … (2) 

donde 𝑚 es la masa del electrón, 𝛻2 es el operador Laplaciano, y 𝑉(𝒓, 𝑡) es el operador que 

da la energía potencial del sistema. Podemos decir entonces que la energía total del sistema es 

igual a la suma de la energía cinética,−
ℏ2

2𝑚
𝛻2, más la energía potencial, 𝑉(𝒓, 𝑡). Para el caso 

en el que el hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo, la dependencia espacial y 

temporal de la ecuación (1) se puede separar mediante el uso del ansatz  

𝛹(𝒓, 𝑡) =  𝜓(𝒓) 𝑒−
𝑖
ħ

𝐸 𝑡, … … … … … … … … … … … … … … … . (3) 

donde la función de onda 𝜓(𝒓) satisface la llamada ecuación de Schrödinger estacionaria, 

𝐻 𝜓(𝒓) = 𝐸 𝜓(𝒓). … … … … … … … … … … … … … … … … (4) 

Esta última ecuación es una ecuación de eigenvalores cuya solución da los eigenvalores de la 

energía 𝐸 y los eigenestados asociados a esos eigenvalores. Por lo tanto, para estudiar un 

sistema de interés solo necesitamos construir su hamiltoniano 𝐻, y resolver la ecuación (4). 
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Así en esta tesis, se requiere construir el hamiltoniano que describa las cintas de grafeno, para 

esto se utiliza el modelo de amarre fuerte. 

2.3 Modelo de amarre fuerte 

Desde el punto de vista teórico, un aspecto notable de sistemas a base de carbono, 

como los fulerenos, el grafeno y las cintas de grafeno, es que sus principales propiedades 

electrónicas se pueden estudiar por medio del llamado modelo de amarre fuerte. En este 

modelo la función de onda de un sistema de átomos interactuantes se escribe en términos de 

las funciones de onda de átomos aislados, donde para cada átomo se considera solo un 

orbital. Esto es 

𝜓(𝒓) = ∑ 𝑐𝑚𝜙𝑚(𝒓)

𝑚

… … … … … … … … … … … … … … … (5) 

donde 𝑐𝑚 son los coeficientes de la expansión y la base de funciones 𝜙𝑚(𝒓) representa la 

base de orbitales atómicos localizados. Esto es en esencia el método conocido como 

Combinación Lineal de Orbitales Atómicos o LCAO por sus siglas en inglés. 

Sustituyendo la ecuación (5) en la ecuación de Schrödinger, ecuación (4), obtenemos 

el siguiente conjunto de ecuaciones para 𝑐𝑚. Esto conduce al siguiente conjunto de 

ecuaciones para determinar los coeficientes 

∑[𝐻𝑛𝑚 − 𝐸𝑆𝑛𝑚] 𝑐𝑚

𝑚

= 0 … … … … … … … … … … … … … … (7) 

donde 𝐸 es la energía, 

𝐻𝑛𝑚 = ∫  𝜙𝑛
∗(𝒓)  𝐻 𝜙𝒎(𝒓) 𝑑𝒓 , … … … … … … … … … … … … … … . (8) 

y 

𝑆𝑛𝑚 = ∫  𝜙𝑛
∗(𝒓) 𝜙𝒎(𝒓) 𝑑𝒓 , … … … … … … … … … … … … … … . . (9) 

es el traslape entre los orbitales de los sitios 𝑛 y 𝑚. Notemos que los orbitales localizados de 

los diferentes sitios pueden ser ortonormales, ver ecuación (9), en cuyo caso 𝑆𝑛𝑚 = 𝛿𝑛𝑚, 
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donde 𝛿𝑛𝑚 es la delta de Kronecker (𝛿𝑛𝑚 = 1 𝑠𝑖 𝑛 = 𝑚 𝑦 𝛿𝑛𝑚 = 0 𝑠𝑖 𝑛 ≠ 𝑚). La ecuación 

(7) tiene soluciones no triviales si  

det(𝐻 − 𝐸𝑆) = 0 . … … … … … … … … … … … … … … … (10) 

Las soluciones de esta última ecuación, conocida como ecuación secular, dan como resultado 

los eigenvalores o niveles de energía y las eigenfunciones asociados a esos eigenvalores. 

Para el caso de sistemas periódicos, como es el caso de las cintas de grafeno, 

cualquier celda unitaria, unidad básica de repetición que forma una estructura periódica 

completa, se conecta a sus vecinos cercanos a través del hamiltoniano 𝐻, ver la ecuación (7), 

y 𝑐𝑚 representa la función de onda en esa celda unitaria. En este caso el conjunto de 

ecuaciones (7) se puede resolver mediante el uso del teorema de Bloch1 

𝑐𝑚 = 𝜓0 exp(𝑖𝒌 ∙ 𝒓𝑚), … … … … … … … … … … … … (11) 

donde 𝒌 es el vector de onda de Bloch. Si se sustituye la ecuación (11) en la ecuación (7) 

obtenemos 

𝐻(𝒌) 𝜓0 = 𝐸 𝜓0, … … … … … … … … … … … … . . (12) 

donde 

𝐻(𝒌) = ∑ 𝐻𝑛𝑚

𝑚

exp(𝑖𝒌 ∙ (𝒓𝑚 − 𝒓𝑛)), … … … … … … … … . . (13) 

que es independiente de cualquier celda unitaria que se utilice para evaluar la suma. En la 

ecuación (13) la suma sobre 𝑚 corre sobre todas las celdas unitarias vecinas con las cuales 

las celdas unitarias 𝑛 tiene traslape, es decir, para las celdas en las cuales 𝐻𝑛𝑚 es distinto de 

cero. Finalmente, la estructura de bandas del sistema periódico de interés se obtiene 

diagonalizando el hamiltoniano dado por la ecuación (13) para cada valor de 𝒌. En la 

 

 

1 La ecuación (11) corresponde con la versión discreta del teorema de Bloch. Este teorema 

establece que la función de onda electrónica en un medio periódico viene dada por  

𝜓𝒌(𝒓) = exp(𝑖𝒌𝒓) 𝑢𝒌(𝒓) donde 𝑢𝑘 es una función que contiene la información de la periodicidad del 

sistema. 
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siguiente sección discutimos el hamiltoniano 𝐻𝑛𝑚 que describen las celdas unitarias de las 

cintas de grafeno.  

 

 

2.4 Modelo de amarre fuerte para las cintas de grafeno 

Existen dos tipos de orillas en las cintas de grafeno, zigzag y armchair. Estas dos 

orillas tienen una diferencia de 30° en su orientación con respecto a una capa de grafeno. Las 

propiedades de las cintas de grafeno son altamente sensibles al ancho y la geometría de sus 

orillas. Esto es debido al número de átomos confinados en la dirección transversal de la cinta. 

Como mencionamos en la sección 1.3, las propiedades electrónicas de estas cintas se 

pueden estudiar mediante el modelo de amarre fuerte. Para sistemas moleculares formados de 

átomos de una sola especie, una primera aproximación es considerar que la energía de los 

sitios atómicos, 𝜀, son iguales, es decir 𝐻𝑛𝑛 = ε. Una segunda aproximación es considerar 

que los electrones solo pueden saltar a sus sitios vecinos cercanos, ⟨𝑛, 𝑚⟩, lo cual implica que 

𝐻⟨𝑛,𝑚⟩ = −γ, donde 𝛾 > 0 es la energía de salto del electrón del sitio 𝑛 al sitio 𝑚. En el 

modelo de marre fuerte también se pueden considerar interacciones de largo alcance. Sin 

embargo, estas interacciones tienen energías muy pequeñas, típicamente decaen 

exponencialmente como función de la distancia. 

En las cintas de grafeno, el vector de onda 𝒌, ver ecuación (12), es continuo en la 

dirección longitudinal (longitud infinita), mientras que en la dirección transversal está 

cuantizada (ancho finito). Así, la estructura de bandas de ambas cintas consiste en un 

conjunto de relaciones de dispersión unidimensionales, las cuales se pueden obtener mediante 

la diagonalización del hamiltoniano (13) con 𝐻𝑛𝑚 dado por el modelo de amarre fuerte 

descrito en esta sección. 
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2.4.1 Propiedades electrónicas de cintas armchair 

Para estudiar las propiedades electrónicas de cintas de grafeno es necesario definir 

para ambos casos, zigzag y armchair, una celda unitaria. Para las cintas armchair se define la 

celda unitaria que se muestra en la Figura 2.2. Una vez definida la celda unitaria, esta se 

repite infinitamente a lo largo de la dirección longitudinal de la cinta formando así un sistema 

periódico unidimensional. El ancho de las cintas armchair se define con 𝑁, donde 𝑁 es el 

número de líneas de dímeros (par de sitios de carbono) y aumenta en la dirección transversal 

de la cinta, tal como se muestra en la misma figura. 

Un aspecto muy importante e interesante a destacar para estas cintas es que cuentan 

con la propiedad de ser conductoras y/o semiconductoras. Esto depende directamente del 

ancho de la cinta. El sistema es considerado conductor cuando 𝑁 = 3𝑚 − 1, y semiconductor 

cuando 𝑁 = 3𝑚 y 𝑁 = 3𝑚 + 1, donde 𝑚 es un número entero positivo (Wakabayashi, 

Sasaki, Nakanishi, & Enoki, 2010). Estas propiedades se ven reflejadas en sus 

correspondientes estructuras de bandas y densidad de estados las cuales se muestran en la 

Figura 2.3. En esta figura se presentan los casos en los que 𝑁 = 4, 5, y 30, en los paneles (a), 

(b) y (c) respectivamente. Para 𝑁 = 4 y 30, paneles (a) y (c), se observa una brecha de 

energía en sus respectivas estructuras de bandas, en 𝑘 = 0, alrededor del nivel de Fermi2, 

indicando que son semiconductores. En la estructura de bandas del panel (b), donde 𝑁 = 5, 

no se observa dicha brecha de energía, indicando en este caso que la cinta es un material 

conductor. 

 

 

2 El nivel de Fermi es una energía de referencia que separa las bandas de valencia y las bandas 

de conducción. Las bandas por debajo del nivel de Fermi corresponden con las bandas de valencia y 

las bandas por arriba del nivel de Fermi corresponden con las bandas de conducción. El término 

“nivel de Fermi” proviene de las estadísticas de Fermi-Dirac que obedecen los electrones y que 

además obedecen el principio de exclusión de Pauli. 
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Figura 2.2 Celda unitaria de una cinta armchair. El ancho de la cela depende de la cantidad de 

líneas de dímeros de carbono, N. La celda unitaria esta encerrada en líneas punteada y corresponde 

a la estructura remarcada en color rojo. La cinta armchair se reproduce con la repetición de esta 

celda unitaria a lo largo del eje longitudinal. 

 

Figura 2.3 Estructura de bandas y densidad de estados para cintas armchair con anchos (a) 𝑁 = 4,  

(b) 𝑁 = 5 y (c) 𝑁 = 30 (Wakabayashi, Sasaki, Nakanishi, & Enoki, 2010). 

Estas estructuras de bandas se obtienen mediante la diagonalización del hamiltoniano 

(13) con el hamiltoniano de amarre fuerte para la celda unitaria de la Figura 2.2. Para cada 

valor de vector de onda 𝒌, se obtienen 2𝑁 eigenvalores que forman la estructura de bandas. 

Las densidades de estados cuentan el número de estados en un intervalo de energía, en 

estos también se observan brechas de energía alrededor del nivel de Fermi. Para los casos 

semiconductores esta brecha de energía disminuye cuando el ancho de la cinta aumenta. 
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2.4.2 Propiedades electrónicas de cintas zigzag 

Una de las características más importantes de las cintas zigzag es que cuentan con la 

presencia de estados de orilla localizados, los cuales están ausentes en las cintas armchair.  

 

Figura 2.4 Celda unitaria de una cinta zigzag. El ancho de la cela depende de la cantidad de líneas 

zigzag, N, en la dirección transversal de la cinta. La celda unitaria esta encerrada en líneas punteada 

y corresponde a la estructura remarcada en color azul. La cinta zigzag se reproduce con la repetición 

de esta celda unitaria a lo largo del eje longitudinal.  

 

Figura 2.5 Estructura de bandas y densidad de estados para cintas zigzag con anchos (a) N=4, 

(b) N=5 y (c) N=30, respectivamente. Figura tomada de la referencia (Wakabayashi, Sasaki, 

Nakanishi, & Enoki, 2010). 

Para el caso de las cintas zigzag surge una característica sobresaliente en la estructura 

de bandas, como se muestra en la Figura 2.5. Esto es, la banda superior del conjunto de 

bandas de valencia y la banda inferior del conjunto de bandas de conducción, siempre se 

encuentran degenerados en una región alrededor 𝑘 = ±𝜋. Estas dos bandas centrales se 
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aplanan al aumentar el ancho de la cinta. Este par de bandas planas parciales aparecen en la 

región de 2𝜋 3⁄ ≤ |𝑘| ≤ 𝜋, donde las bandas están localizadas cerca del nivel de Fermi. Los 

estados electrónicos en la región de las bandas planas, es donde se pueden observar los 

estados localizados sobre la orilla zigzag. Se observa más claramente en la densidad de 

estados donde aparece un pico alrededor del nivel de Fermi. En todos los casos que se 

muestran, se observa la ausencia de una brecha de energía indicando que para todos los 

anchos 𝑁 las cintas son conductoras. 

 

 

2.5 Modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas. 

El modelo de amarre fuerte descrito en la sección anterior se puede emular en 

sistemas mecánicos por medio de la manipulación de vibraciones mecánicas en placas 

estructuradas. Estas vibraciones están descritas por la teoría de la elasticidad. La ecuación 

clásica de movimiento que describe el desplazamiento transversal, 𝑤, de una placa está dada 

por (Leissa, 1969) 

𝐷∇4𝑤 + 𝜌
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0, … … … … … … … … … … … … … . (14) 

donde 𝐷 es la rigidez flexional y está definida por 

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
, … … … … … … … … … … … … … . . (15) 

donde 𝐸 es el módulo de Young, ℎ es el espesor de la placa, 𝜈 es la relación de Poisson, 𝜌 es 

la densidad del material de la placa, 𝑡 es el tiempo, y ∇4= ∇2∇2, donde ∇2 es el operador 

Laplaciano. 

En general, la solución analítica de la ecuación (14) resulta ser muy compleja para 

sistemas estructurados, en algunos casos imposibles de resolver. Tan es así que en la 

actualidad se recurre a métodos numéricos tales como el método de los elementos finitos, 
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para facilitar el estudio de las vibraciones mecánicas en placas estructuradas. Dada la 

complejidad de las estructuras que aquí estudiamos, en esta tesis utilizamos el método de los 

elementos finitos mediante el software COMSOL Multiphysics. 

Para reproducir el modelo de amarre fuerte con ondas mecánicas se necesita: 

1. atrapar las vibraciones en una cierta región del espacio,  

2. que la amplitud de vibración de la onda decaiga de forma exponencial fuera de esa 

región y  

3. finalmente, que la vibración se acople de forma evanescente con la amplitud de 

onda de otra vibración. 

Esta fenomenología del modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas se obtiene 

mediante la manipulación de vibraciones mecánicas en placas estructuradas mediante el uso 

del software de elementos finitos, COMSOL Multiphysics, que describiremos en el siguiente 

capítulo. 
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3. Diseño de cintas artificiales mecánicas 

En este capítulo analizamos los elementos básicos que constituyen el modelo de 

amarre fuerte en sistemas mecánicos, que son resonadores y estructuras localmente 

periódicas. Analizamos estos dos elementos para obtener los parámetros óptimos de diseño 

que nos ayuden a emular este modelo. Esto es, la localización de una vibración en una cierta 

región del espacio, el decaimiento exponencial fuera de esta región y el acoplamiento 

evanescente con otro resonador. Esto nos ayudará a construir las cintas artificiales mecánicas 

que reproduzcan las propiedades electrónicas de las cintas de grafeno con bordes armchair y 

zigzag. Los diseños se realizan con el uso del software de elementos finitos COMSOL 

Multiphysics. 

 

 

3.1 Elementos básicos del modelo de amarre fuerte mecánico 

Los elementos que constituyen nuestro modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas 

son: resonadores y estructuras localmente periódicas. Las estructuras localmente periódicas 

tienen la propiedad de contar con estructuras de bandas permitidas, en donde las vibraciones 

se pueden propagar, y bandas prohibidas o brechas, en donde las vibraciones no se propagan 

(Morales, Flores, Gutierrez, & Méndez-Sánchez, 2002). Aquí, la idea es atrapar una vibración 

del resonador dentro de una banda prohibida del sistema localmente periódico, que su 

amplitud decaiga exponencialmente fuera del resonador y que adicionalmente sea capaz de 

acoplarse de forma evanescente con la vibración de un resonador vecino cercano. De esta 

manera al acoplar la vibración de un resonador a otro mediante un sistema localmente 

periódico, estos sean capaces de comunicarse entre sí mediante vibraciones mecánicas. Esto 

establece el régimen de amarre fuerte para ondas mecánicas.  
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Para analizar los resonadores y las estructuras localmente periódicas, mediante el uso 

del software de elementos finitos COMSOL, es necesario definir el material, un mallado 

adecuado y condiciones de frontera. 

El material que elegimos es Aluminio AISI 1145, con módulo de Young 𝐸 = 70 𝐺𝑃𝑎, 

densidad 𝜌 = 270 𝑘𝑔 𝑚3⁄  y relación de Poisson 𝜈 = 0.33. Al tratarse de placas, el mallado 

se compone de elementos hexaédricos para los sistemas periódicos con tamaño de elemento 

mínimo y máximo de 0.1 y 10 mm, respectivamente, y una tasa de crecimiento máxima de 

elementos de 1. Mientras que, para el caso de los resonadores, se aplica un mallado de 

elementos tetraédricos con tamaño de elemento mínimo y máximo de 0.1 y 2 mm, 

respectivamente, y una tasa de crecimiento máxima del elemento de 1. Las condiciones de 

frontera que elegimos son condiciones libres para todas las simulaciones. 

 

 

3.1.1 Estructuras localmente periódicas 

Un sistema periódico está compuesto por una celda unitaria que se repite un infinito 

de veces, ya sea a lo largo de uno, dos o tres ejes espaciales. Nosotros trabajamos con 

sistemas localmente periódicos los cuales también están compuestos de una celda unitaria, 

pero en este caso, se repite una cantidad finita de veces a lo largo de un solo eje. 

En nuestro caso consideramos una celda unitaria cuadrada de lado 𝐿𝑝 con dos 

pequeños rectángulos de lado 𝐿𝑐/2, altura ℎ𝑐, y espesor 𝑒, como se muestra en la Figura 3.1 

(a). Al repetir nueve veces la celda unitaria de la Figura 3.1 (a) se forma la estructura 

localmente periódica que se muestra en la Figura 3.1 (b). 
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Figura 3.1 (a) Celda unitaria (lado izquierdo) y vista isométrica de la celda unitaria (lado derecho). 

(b) Vista isométrica del sistema localmente periódico formado con la repetición de nueve celdas 

unitarias de (a). 

 

 

Figura 3.2 Estructura de bandas del sistema localmente periódico compuesto de nueve celdas 

unitarias. 

En nuestro caso, las estructuras localmente periódicas sirven como medio de 

comunicación entre resonadores, también tienen la propiedad de contar con estructuras de 

bandas y brechas las cuales podemos obtener a través de un barrido paramétrico, en este caso 

barriendo el parámetro 𝐿𝑝, mientras que el resto de las dimensiones son 𝐿𝑐 = 5 𝑚𝑚, 𝐻𝑐 =
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12 𝑚𝑚 y 𝑒 = 6.05 𝑚𝑚, longitud del conector, altura del conector y espesor de la placa 

respectivamente. 

La estructura de bandas correspondiente al sistema de la Figura 3.1 (b) que se obtiene 

se muestra en la Figura 3.2. Elegimos la brecha ubicada en 𝐿𝑝 = 40 𝑚𝑚 de 36722 a 43856 

Hz, tratándose de una brecha lo suficientemente grande, que como veremos más adelante esta 

brecha nos ayudará a atrapar una gran cantidad de niveles de frecuencias de los resonadores 

de las cintas, es decir, entre más resonadores contenga nuestro sistema de estudio, más 

niveles de frecuencia correspondientes a los resonadores se encontrarán dentro de la brecha. 

Estudiamos las frecuencias y modos de vibrar de una, de tres, seis y nueve celdas 

conectadas entre sí. De esta manera podemos observar la aparición de bandas y brechas en el 

espectro de frecuencias conforme se aumenta el número de celdas unitarias, esta 

característica es, como ya se ha mencionado en el capítulo anterior, una propiedad importante 

de los sistemas periódicos y sistemas localmente periódicos. En la Figura 3.3, mostramos el 

espectro de frecuencias de los cuatro casos mencionados anteriormente donde se realiza un 

barrido paramétrico a 𝐿𝑝 desde 15 hasta 60 mm con saltos de 1 mm. 
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Figura 3.3 Barrido paramétrico de sistemas formados por a una celda unitaria, b tres celdas 

unitarias conectadas, c seis celdas unitarias conectadas y d nueve celdas unitarias conectadas. Se 

observa que desde el caso b ya está presente una brecha de frecuencias para Lp = 30 hasta 60 mm en 

un rango de frecuencias aproximado desde 20000 hasta 50000 Hz. 

Además, estudiamos los niveles de frecuencia para las dimensiones 𝐿𝑐 = 5 𝑚𝑚, 

𝐻𝑐 = 12 𝑚𝑚, 𝑒 = 6.05 𝑚𝑚 y 𝐿𝑝 = 40 𝑚𝑚, para comprobar que la brecha de frecuencias 

de 36000 a 44000 Hz se mantiene para una, dos, tres, cuatro, cinco, …, y diez celdas 

conectadas, esto se muestra en la Figura 3.4.  
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Figura 3.4 Niveles de frecuencia como función del número de celdas conectadas entre sí. 

De esta manera podemos concluir que, a partir de una estructura localmente periódica 

compuesta de dos celdas, ya está presente una brecha de frecuencias que podemos usar para 

construir nuestras cintas. 

 

 

3.1.2 Resonador 

Elegimos una forma hexagonal para el resonador que nos permita crear una configuración 

hexagonal global de las cintas igual a la que se encuentra en el grafeno. Además, esta forma 

del resonador presenta modos de vibración en el rango de frecuencias de la brecha de las 

estructuras localmente periódicas que identificamos en la sección anterior. En la Figura 3.5 se 

muestra el modelo CAD del resonador, donde 𝐿ℎ es la longitud por lado del resonador y 𝑒 

corresponde al espesor del resonador. 

Es necesario aplicar un barrido paramétrico al resonador, barriendo 𝐿ℎ desde 10 hasta 

60 mm con saltos de 0.5 mm, para identificar modos de vibración que se encuentren en el 

rango de frecuencias de la brecha que elegimos para el sistema localmente periódico.  
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Figura 3.5 Resonador (lado izquierdo) y vista isométrica del resonador (lado derecho). 

 

Figura 3.6 Espectro de frecuencias correspondiente al barrido paramétrico del resonador. Se barre 

la longitud por lado del hexágono desde 10 hasta 60 mm con saltos de 0.5 mm. 

El espectro de frecuencias que se obtiene se muestra en la Figura 3.6. Ahí observamos 

que para resonadores con 𝐿ℎ = 20 𝑚𝑚 se obtienen niveles dentro de la brecha de interés de 

las estructuras periódicas. 
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Figura 3.7 Modos flexionales fuera del plano a frecuencias de a 21051 Hz, b 40043 Hz, c 49062 Hz y 

d 69695 Hz. La escala de deformación se muestra a la derecha de cada modo siendo representado 

por el color azul la deformación mínima y color rojo la deformación máxima en valor absoluto. 

Algunos de los modos que se encontraron para 𝐿ℎ = 20 𝑚𝑚 se muestran en la Figura 

3.7. Mostramos algunos modos que corresponden a modos flexionales fuera del plano, en 

particular elegimos el modo de la Figura 3.7 b debido a que los mínimos de la vibración se 

encuentran entre los vértices del resonador que es donde acoplaremos los sistemas localmente 

periódicos. En los otros casos esta característica no se observa. Además, la frecuencia natural 

de este modo es el único que se encuentra dentro de la brecha de frecuencias que 

identificamos previamente. La deformación máxima en valor absoluto de estos modos se 

representa con el color rojo, mientras que la deformación más cercana a cero se representa en 

color azul. 

 

 

3.2 Resonador conectado a tres estructuras localmente periódicas 

Para observar que el modo del resonador elegido en la sección anterior se encuentra 

dentro de la brecha de frecuencias del sistema localmente periódico compuesto de nueve 

celdas unitarias, analizamos una geometría compuesta por un resonador y tres sistemas 

localmente periódicos, tal como se muestra en la Figura 3.8.  
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Figura 3.8 Resonador acoplado a tres sistemas localmente periódico de nueve celdas unitarias con 

un ángulo de 120° entre ellos. 

 

Figura 3.9 Espectro de frecuencias correspondiente a la geometría de la Figura 3.8 aplicando un 

barrido paramétrico al valor Lh desde 15 a 25 mm con saltos de 0.2 mm. Se encierra en recuadro 

rojo correspondiente al modo de vibrar de la Figura 3.10. 

A esta geometría se le aplicó un barrido paramétrico a 𝐿ℎ, longitud por lado del 

resonador, desde 15 hasta 25 mm con saltos de 0.2 mm, dentro un rango de frecuencias de 

35000 a 48000 Hz. El espectro de frecuencias obtenido se muestra en la Figura 3.9. En esta 

figura se encierra en rojo el modo de interés correspondiente al resonador atrapado en la 

brecha de frecuencias del sistema localmente periódico. 
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Figura 3.10 Vibración atrapada en el resonador a 46128 Hz. La deformación máxima en valor 

absoluto se muestra en color rojo, mientras que la mínima está representada en color azul. 

Deformación en mm. 

Particularmente, se muestra en la Figura 3.10 el modo de vibrar de la Figura 3.7 b a 

una frecuencia de 46128 Hz. El valor de la frecuencia del modo resulto ser mayor y quedo 

atrapado en la brecha de frecuencias del sistema localmente periódico de 43519 a 46593 Hz. 

Podemos observar que el modo de vibrar del resonador quedo atrapada en una brecha 

diferente a la que elegimos. Esto se debe a un incremento en la rigidez y masa del sistema 

global. 
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Figura 3.11 Decaimiento exponencial de la onda a lo largo del sistema localmente periódico en 

escala lineal y escala logarítmica (figura interna). Los puntos en color negro representan el 

desplazamiento en el eje 𝑧 del sistema, mientras que la línea color rojo representa el ajuste 

exponencial de la curva formada por los puntos. En la figura interna se observa una línea recta, lo 

cual indica que se trata de un decaimiento exponencial a lo largo del sistema localmente periódico. 

Este sistema es un análogo al caso cuántico de un sitio atómico donde la función de 

onda está localizada en el sitio y decae de manera exponencial fuera de él y que es el 

elemento básico para construir el modelo de amarre fuerte.  

En la Figura 3.10 se muestra un acercamiento al modo de vibrar del sistema donde la 

onda está fuertemente atrapada en el resonador y decae, a simple vista, de manera 

exponencial a lo largo del sistema localmente periódico. Para comprobar esta fenomenología 

en nuestro sistema mecánico, se analiza la deformación en la dirección 𝑧 a lo largo de uno de 

los sistemas localmente periódicos. 

En la Figura 3.11 se muestran las gráficas correspondientes a esta deformación. Se 

muestra en escala lineal (en color rojo) la curva de ajuste exponencial de la deformación, 

mientras que los puntos negros representan el desplazamiento real del sistema. De igual 

forma, en la figura interna se presentan los mismos resultados, pero en escala logarítmica. La 

curva de ajuste tiene una forma exponencial, indicando así, que se cumple la fenomenología 
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que buscamos obtener. Este es un resultado importante ya que representa la emulación de un 

sitio atómico mediante sistemas mecánicos. 

 

 

3.3 Dos resonadores conectados mediante un sistema localmente periódico 

Para estudiar y emular el acoplamiento evanescente de las vibraciones entre dos sitios, 

diseñamos un sistema compuesto de dos resonadores conectados entre sí por medio de un 

sistema localmente periódico compuesto de dos celdas unitarias. 

Cada resonador tiene además dos sistemas localmente periódicos conectados (de nueve 

celdas) con un ángulo de 120° entre sí como se muestra en la Figura 3.12. 

De la misma manera que el sistema de la sección anterior, se realiza un barrido 

paramétrico de 𝐿ℎ desde 15 hasta 25 mm con saltos de 0.2 mm, dentro un rango de 

frecuencias de 35000 a 48000 Hz. El espectro de frecuencias obtenido se muestra en la Figura 

3.13. En esta figura se encierra en rojo los niveles correspondientes a los resonadores 

atrapados en la brecha frecuencias del sistema localmente periódico. 

 

 

Figura 3.12 Dos resonadores conectados mediante un enlace formado por dos celdas unitarias. 



VIBRACIONES MECÁNICAS EN ESTRUCTURAS TIPO ZZ Y AC 47 

 

 

Figura 3.13 Espectro de frecuencias aplicando barrido paramétrico a Lh desde 15 a 25 mm con 

saltos de 0.2 mm correspondiente a la geometría de la Figura 3.12 

 

Figura 3.14 Modos de vibrar del sistema compuesto por dos resonadores conectados por enlaces 

compuestos de dos celdas unitarias. Del lado izquierdo se muestra el modo simétrico a 46106 Hz, y 

del lado derecho se muestra el modo antisimétrico a 46152 Hz. La deformación máxima en valor 

absoluto se muestra en color rojo, mientras que la mínima está representada en color azul. La 

deformación se da en mm. 

Particularmente, se muestra en la Figura 3.14 los modos de vibrar de la Figura 3.7 b a 

frecuencias de 46106 y 46152 Hz. Estos corresponden con los modos simétrico y 

antisimétrico, respectivamente. En estos modos, se puede observar a simple vista el 

acoplamiento evanescente entre los resonadores. Para analizar el decaimiento exponencial de 

la amplitud de onda fuera de los resonadores, a lo largo del enlace que los conecta, y poder 
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describir el acoplamiento evanescente, es útil hacer un análisis donde en lugar de tener solo 

dos celdas unitarias, se tengan seis. Esto se plantea con el objetivo de tener un mayor número 

de puntos de evaluación en la geometría, los necesarios para graficar el decaimiento de la 

amplitud de onda del sistema. 

En la Figura 3.15 a, se observa un decaimiento exponencial de la amplitud de onda 

fuera de los resonadores para un enlace de seis celdas que los conecta. La curva en color rojo 

corresponde con la curva de ajuste de los puntos en color negro, medidos en los puntos azules 

de la Figura 3.15 b, la cual para 0 ≤ 𝑥 ≤ 12, 𝑓(𝑥) = exp((2 − 𝑥) ⋅ 0.579454 ), y para  

7 ≤ 𝑥 ≤ 18, 𝑓(𝑥) = exp((𝑥 − 17) ⋅ 0.579454).  

 

Figura 3.15 a Desplazamiento en 𝑧 de la amplitud de onda, medido en los puntos azules de la figura 

b, a lo largo del enlace que conecta los resonadores. Las linea roja continua en la figura a, 

corresponde con un ajuste exponencial. En la figura interna de esa misma figura se muestra ese 

mismo ajuste en escala logarítmica.  

En la figura interna de la Figura 3.15 a se muestra esta gráfica en escala logarítmica. 

Esto está de acuerdo con la hipótesis del modelo de amarre fuerte, en donde la función de 

onda de cada átomo está fuertemente amarrada a su sitio y su amplitud decae de forma 
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exponencial fuera de este. Esto es, la envolvente de la amplitud de onda fuera de cada sitio 

tiene la forma 𝜙𝑗(𝑥) = 𝑐 𝑒
−

|𝑥−𝑥0|

𝜉 , donde 𝜉es la longitud de evanescencia (Ramírez, Flores, 

Báez, Sadurní, & Méndez, 2020). Para nuestros sistemas mecánicos la longitud de 

evanescencia es, 0.579454 =
1

𝜉
, es decir 𝜉 ≈ 1.72576. 

Los modos encontrados para el caso de seis celdas unitarias en el enlace se muestran 

en la Figura 3.16, ambos a una frecuencia de 46145 Hz, estos corresponden a los modos 

simétrico y antisimétrico.  

 

Figura 3.16 a Modo simétrico a 46145 Hz y b modo antisimétrico a 46145 Hz. Se observa que la 

vibración está atrapada en el resonador y su amplitud decae a lo largo de los enlaces. El máximo, en 

valor absoluto, de la amplitud de onda se representa en color rojo, mientras que el mínimo, 

aproximadamente cero, se representa en color azul. La deformación está dada en milímetros. 
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Esto es, demostramos un atrapamiento de las vibraciones en los resonadores, un 

decaimiento exponencial fuera de estos y un acoplamiento evanescente entre ellos. Es así 

como establecemos el modelo de amarre fuerte para ondas mecánicas y representa el 

resultado más importante de la presente tesis. En la siguiente sección utilizamos estos 

resultados para emular las propiedades electrónicas de las cintas de grafeno. 

 

 

3.4 Cintas artificiales de grafeno 

Para construir las cintas artificiales mecánicas es importante contar con una brecha de 

frecuencias, de lo enlaces, lo suficientemente grande debido a que las cintas son sistemas 

compuestos de más de dos resonadores. Por cada resonador tenemos un nivel de frecuencias 

que se ubicará dentro de la brecha de frecuencias. Por ejemplo, para una cinta armchair de 

ancho 𝑁 = 30, el sistema está formado por 60 resonadores. Por lo tanto, el tamaño de la 

brecha de frecuencias del sistema localmente periódico es importante, ya que este será un 

factor que determina la cantidad de niveles frecuencias que pueden existir dentro de dicha 

brecha sin que interfieran con los niveles correspondientes al del sistema periódico. 

Para reproducir las propiedades electrónicas de estas cintas análogas, primero es 

necesario establecer la celda unitaria que define a cada una de las cintas. Posteriormente hay 

que aplicar condiciones de frontera periódicas y hacer un barrido paramétrico del vector de 

onda 𝒌 a lo largo de la dirección longitudinal de la celda unitaria en cada caso. Esto con la 

finalidad de emular un sistema periódico infinito. 

 

 



VIBRACIONES MECÁNICAS EN ESTRUCTURAS TIPO ZZ Y AC 51 

 

3.4.1 Celda unitaria de una cinta armchair 

Como en el caso de la sección 2.4.1 definimos de la misma manera la celda unitaria 

para cintas armchair. Ahora estas celdas unitarias están construidas en una placa elástica 

formada de resonadores y sistemas localmente periódicos estudiados en secciones anteriores. 

Para reproducir las propiedades electrónicas de las cintas de grafeno, estudiamos cintas con 

diferentes anchos 𝑁 = 5, 6, y 7, correspondientes a sistemas conductores y semiconductores. 

Las dimensiones de los componentes de estos sistemas son 𝐿ℎ = 20, 𝐿𝑝 = 40, 𝐿𝑐 = 5, 𝐻𝑐 =

12 𝑚𝑚 y 𝑒 = 6.05 𝑚𝑚. Estas celdas unitarias se muestran en la Figura 3.17. Los enlaces 

formados de cuatro celdas los elegimos para evitar efectos de tamaño finito. 

 

Figura 3.17 Celdas unitarias de cintas armchair con (a) N = 5, (b) N = 6, (c) N = 7 y (d) N = 8 

3.4.2 Celda unitaria de una cinta zigzag 

Como en el caso de la sección 2.4.2 definimos de la misma manera la celda unitaria 

para cintas zigzag. Ahora estas celdas unitarias están construidas en una placa elástica 

formada de resonadores y sistemas localmente periódicos estudiados en secciones anteriores.  
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Figura 3.18 Celdas unitarias de cintas zigzag con (a) N = 5, (b) N = 6, (c) N = 7 y (d) N = 8. 

Para reproducir las propiedades electrónicas de estas cintas, analizamos los mismos 

anchos que en la cinta armchair, estos son 𝑁 = 5, 6, y 7, con la finalidad de demostrar que, 

para todos los casos, las cintas zigzag son conductoras, además de contar con la presencia de 

bandas planas, las cuales denotan estados de orilla localizados. Las dimensiones de los 

componentes de estos sistemas son los mismos que para el caso armchair. Las celdas unitarias 

que estudiamos se muestran en los paneles (a), (b) y (c) de la Figura 3.18. 

En el siguiente capítulo analizaremos los resultados obtenidos de ambas cintas con 

anchos antes mencionados. 
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4. Resultados y discusión 

En este capítulo presentamos los resultados obtenidos de las cintas armchair y zigzag 

de diferentes anchos. Mostramos las propiedades electrónicas de las cintas artificiales 

mecánicas las cuales son las análogas de las propiedades de las cintas de grafeno. 

Demostramos las propiedades de conductor y semiconductor para el caso de cintas armchair, 

y las propiedades de conductor con la aparición de estados localizados de orillas para cintas 

zigzag. 

 

 

4.1 Propiedades electrónicas de cintas mecánicas armchair 

Aquí estudiamos las estructuras de bandas de diferentes anchos 𝑁 para emular las 

propiedades de semiconductor y conductor de cintas armchair. Para reproducir estas 

propiedades electrónicas, primero es necesario establecer la celda unitaria que define a cada 

una de las cintas. Posteriormente aplicamos condiciones de frontera periódicas y un barrido 

paramétrico del vector de onda 𝒌 a lo largo de la dirección longitudinal de la celda unitaria en 

cada caso. Esto con la finalidad de emular un sistema periódico infinito. 

Una vez definida la celda unitaria con ancho fijo, en el software COMSOL es 

necesario definir el material, en nuestro caso Aluminio AISI 1145, la geometría de nuestro 

sistema y un mallado. El mallado debe ser simétrico respetando una relación de aspecto de 

1:10, para que los elementos no resulten ser muy alargados. Para los resonadores empleamos 

elementos tetraédricos mientras que para las estructuras localmente periódicas empleamos 

elementos hexaédricos, ver la Figura 4.1. 
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Figura 4.1 Mallado de los resonadores y sistemas localmente periódicos aplicados a todos los 

sistemas que se estudian. 

Las condiciones de frontera periódicas las aplicamos en los bordes de la dirección 

transversal de la cinta, y el vector de onda 𝒌 se barre a lo largo de la dirección longitudinal de 

la celda desde 0 a 1. La longitud de la celda unitaria de esta cinta es de 0.37392 m. 

Estudiamos diferentes casos de cintas armchair con la finalidad de comprobar que 

para diferentes anchos el sistema puede ser conductor o semiconductor. En las Figura 4.2 y 

Figura 4.3 presentamos los resultados obtenidos para casos de cintas con ancho 𝑁 = 5 y 8. 

Ahí observamos la ausencia de una brecha de frecuencias en 𝑘 = 0 en sus correspondientes 

estructuras de bandas (lado izquierdo de cada figura). Esto indica que estas cintas 

corresponden a sistemas conductores. Esto es, para 𝑘 = 0, alrededor de 46150 Hz la banda 

superior de la banda de valencia y la banda inferior de la banda de conducción se tocan en un 

punto. 

En las Figura 4.4 y Figura 4.5, por otro lado, presentamos los resultados obtenidos 

para los casos de cintas con anchos 𝑁 = 6 y 7. En estos casos, observamos que si existe una 

brecha de frecuencias alrededor de 𝑘 = 0, en sus correspondientes estructuras de bandas, ver 

lado izquierdo de cada figura. Esto indica que estas cintas corresponden a sistemas 

semiconductores. 
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Figura 4.2 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta armchair con ancho N = 5. 

 

Figura 4.3 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta armchair con ancho N = 8. 

Para el caso de cintas semiconductoras, el tamaño de la brecha disminuye a medida 

que aumenta el ancho de la cinta, por ejemplo, para cintas con 𝑁 =  6 y 7 las brechas son de 

11.55 y 10.97 Hz respectivamente. Estos efectos también se ven reflejados en la densidad de 

estados, grafico mostrado al lado derecho de cada figura, donde para los casos de sistemas 

semiconductores también se cuenta con la presencia de una brecha en la misma región de la 

brecha de la estructura de bandas. Caso contrario para los sistemas conductores, donde en sus 

densidades de estados no contamos con la presencia de dichas brechas. 
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Figura 4.4 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta armchair con ancho N = 6. 

 

Figura 4.5 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta armchair con ancho N = 7. 

 

 

4.2 Propiedades electrónicas de cintas mecánicas zigzag 

Para el caso de estas celdas, utilizamos el material, mallado y condiciones de frontera 

que en el caso de las cintas armchair, con la diferencia que la longitud de la celda es de 

0.21588 m. 



VIBRACIONES MECÁNICAS EN ESTRUCTURAS TIPO ZZ Y AC 58 

 

 

Figura 4.6 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta zigzag con ancho N = 5. 

 

Figura 4.7 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta zigzag con ancho N = 6. 

Aquí estudiamos diferentes casos de cintas zigzag con la finalidad de comprobar que, 

para diferentes anchos, el sistema siempre tiene comportamiento conductor. De la Figura 4.6 

a la Figura 4.9 presentamos los resultados obtenidos para casos de cintas con anchos 

 𝑁 = 5, 6, 7 y 8.  

En estos casos observamos una brecha de frecuencias de tamaño cero, en sus 

correspondientes estructuras de bandas ubicadas al lado izquierdo de cada figura, en 𝑘 = 1, 

indicando así que corresponden a sistemas conductores.  
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Figura 4.8 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta zigzag con ancho N = 7. 

 

Figura 4.9 Estructura de bandas (lado izquierdo) y densidad de estados (lado derecho) 

correspondiente a una cinta zigzag con ancho N = 8. 

Además, notamos la presencia de dos bandas planas centrales, las cuales 

corresponden a estados de orilla de las cintas (Wakabayashi, Sasaki, Nakanishi, & Enoki, 

2010). Esto es, para 0.66 ≤ 𝑘 ≤ 1, alrededor de 46150 Hz la banda superior de la banda de 

valencia y la banda inferior de la banda de conducción se aplanan y se tocan en esta región. 

La longitud de estas bandas planas es función del ancho de la celda, es decir, conforme 

aumenta 𝑁, aumenta la longitud de las bandas planas. 

Los efectos de orilla localizados también se ven reflejados en la densidad de estados, 

grafica mostrada al lado derecho de cada figura, donde se observa un pico de frecuencias al 

centro de cada gráfico, estos corresponden con los estados de orilla localizados. 
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5. Conclusiones 

En esta tesis, emulamos de forma exitosa el modelo de amarre fuerte en sistemas 

mecánicos. Esto es, emulamos el decaimiento exponencial de la amplitud de onda de una 

vibración fuera de un resonador. Segundo, obtuvimos un acoplamiento evanescente, a 

primeros vecinos, de la amplitud de onda de vibración proveniente de otro resonador. Estas 

son las características principales del modelo de amarre fuerte mecánico, las cuales nos 

permite tener un alto control de las interacciones a primeros vecinos. Esto es muy difícil de 

realizar con sistemas ondulatorios clásicos que se han estudiado hasta ahora, tales como en 

sistemas de microondas o sistemas masa resorte. 

Basados en estos resultados que emulan el modelo de amarre fuerte para ondas 

mecánicas, diseñamos cintas artificiales análogas a cintas de grafeno con orilla zigzag y 

armchair. Logramos reproducir las propiedades electrónicas que determinan si el sistema es 

conductor o semiconductor, en el caso de las cintas armchair, dependiendo del ancho de la 

cinta. Además, observamos que las cintas zigzag tienen comportamiento conductor sin 

importar el ancho que tengan, y una característica sobresaliente de estas y que también 

logramos reproducir, son los estados de orilla localizados, los cuales están ausentes en las 

cintas con orilla armchair.  

Estos resultados son de gran relevancia ya que, en la actualidad, aislar cintas de 

grafeno de anchos pequeños resulta ser todo un reto, esto dificulta tanto la aplicación como la 

comprobación de los modelos teóricos descritos en la literatura científica. 

Los resultados obtenidos en esta tesis dejan el camino abierto y amplía las 

posibilidades de estudiar las propiedades electrónicas u ondulatorias de otros sistemas, a nivel 

microscópico, que se describan por el modelo de amarre fuerte. Ejemplos de ello son, el 

nitruro de boro, defectos en cintas de grafeno y de nitruro de boro, etc. 
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