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Introdución

Sea B(X, Y ) el espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados que actuan del
espacio de Banach X al espacio de Banach Y . Si X = Y , entonces B(X) = B(X,X) es un
álgebra de Banach. Un operador A 2 B(X, Y ) se dice que es invertible por la izquierda (resp.,
por la derecha) si existe un operador B 2 B(Y,X) tal que BA = IX (resp., AB = IY ), donde
IX y IY son los operadores identidad en los espacios X y Y , respectivamente. El operador B
es llamado un inverso izquierdo (resp., derecho) del operador A. Un operador A 2 B(X, Y )
es llamado invertible si es invertible por la izquierda y por la derecha simultaneamente.
Si el operador A es invertible solo por un lado (lateralmente), entonces el inverso lateral
correspondiente no es único, mientras que los inversos bilaterales son únicos

Un operador A 2 B(X) se dice que es n-normal (resp., d-normal) en X si su imagen ImA

es cerrado en X y dimkerA < 1 (resp., dimCokerA < 1), donde CokerA := X/ ImA.
Un operador A 2 B(X) es llamado un operador de Fredholm en X si A es n-normal y d-
normal simultaneamente. Sea K(X) el ideal cerrado bilateralmente de todos los operadores
compactos en B(X). Es bien sabido que un operador A 2 B(X) es de Fredholm sí y solo
si la clase de equivalencia A

⇡ := A + K(X) es invertible en el álgebra de Calkin B⇡(X) :=
B(X)/K(X). Si A 2 B(X) es de Fredholm, Entonces su índice de Fredholm es definido por

indA := dimkerA� dimCokerA.

Dadop 2 [1,1], Consideramos el espacio de Banach l
p = l

p(Z) que consiste de todas las
funciones f : Z ! C equipada con la norma

kfklp =
(�P

n2Z |f(n)|p
�1/p si p 2 [1,1),

supn2Z |f(n)| si p = 1.

Sea l
0 = l

0(Z) el subespacio cerrado de l
1 que consiste de todas las funciones f 2 l

1 tales
que limn!1 |f(n)| = 0. Es sabido que, (lp)⇤ = l

q para toda p 2 [1,1), donde 1/p+1/q = 1,
y (l0)⇤ = l

1.
Sea p 2 {0} [ [1,1] y sea V el isomorfismo isométrico de l

p sobre si mismo, el cual es
dado por (V f)(n) = f(n + 1) para toda n 2 Z. Entonces V

k 2 B(lp) para toda k 2 Z. Un
operador A 2 B(lp) de la forma

A =
X

k2F

akV
k
, con toda ak 2 l

1 y un conjunto finito F ⇢ Z,

es llamado un operador discreto de banda, mientras que el límite uniforma de una sucesión de
operadores discretos de banda en B(lp) es llamado un operador discreto de banda dominada
(sver, [16]). Definimos por Ap ⇢ B(lp) el álbera de Banach de todos los operadores discretos
de banda dominada que actuan en el espacio l

p.
Para p 2 {0}[ [1,1], consideramos la álgebra de Banach con unidad W = Wp ⇢ Ap que

consiste de todos los operadores discretos de banda dominada de la forma

A =
X

k2Z

akV
k 2 B(lp), con ak 2 l

1 y kAkW =
X

k2Z

kakkl1 < 1. (1)
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Por analogía con el álgebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes,
llamamos a W el álgebra de Wiener de operadores discretos de banda dominada.

Motivados por los artículos [1], [24] and [23], estudiamos dos subálgebras de Banach del
álgebra de Banach B(lp), las cuales definimos de la siguiente manera.

Para cualquier mapeo inyectivo ⇡ : Z ! Z, introducimos los operadores E = E⇡ y
E

⇧ = E
⇧
⇡ en B(lp) definido sobre funciones f 2 l

p por

(Ef)(n) = f(⇡(n)), (E⇧
f)(n) =

(
f(m) si n = ⇡(m),

0 si n /2 ⇡(Z),
n 2 Z.

Por lo tanto, EE
⇧ = I y E

⇧
E es una proyección en B(lp). Para todo p 2 {0} [ [1,1],

definimos los operadores discretos de tipo Wiener en el álgebra de Banach B(lp) que tienen
la forma

AE :=
X

k2Z

akEV
k
, bAE :=

X

k2Z

akE
⇧
V

k
, (2)

donde ak 2 l
1 para toda k 2 Z y

P
k2Z kakkl1 < 1. Llamamos a los operadores de la forma

(2) los operadores discretos de tipo wiener E módulo. Si el mapeo inyectivo ⇡ : Z ! Z es
dado por ⇡(n) = mn para toda n 2 Z, donde m 2 Z \ {0}, entonces los operadores (2) con
Em := E⇡ y E

⇧
m := E

⇧
⇡ son llamados los operadores discretos de tipo Wiener de inclinación

dominada. Note que los operadores de banda dominada A 2 Wp son de inclinación dominada
con m = 1.

Un criterio de invertibilidad para un operador discreto binomial de banda A con forma
A = aI � bV con a, b 2 l

1 en cada espacio l
p para p 2 [1,1] fue obtenido en [8, Teorema

17]. Criterios para la invertibilidad lateral de este operador en los espacios lp con p 2 [1,1]
fueron dados en [2, Teoremas 3.8, 3.10]. Por otro lado, la invertibilidad y la invertibilidad
lateral de los operadores discretos de banda dominada A 2 Ap en los espacios l

p fueron
estudiados solo para casos de coeficientes especiales (ver, [5, Secciones 6.3, 6.4]).

El criterio de Fredholm para operadores discretos de banda dominada A 2 Ap en términos
de invertibilidad de todos los operadores límite y la acotación uniforme de sus inversos fueron
obtenidos en [16, Teorema 1] para p 2 {0} [ (1,1) (ver también [17, Teorema 2.5.7] para
p 2 {0} [ [1,1] y A 2 Wp). Posteriormente estos resultados fueron generalizados en [12,
Corolario 10, Teorema 11] y [22, Teoremas 5.6, 5.7] probando que la condición de ser Fredholm
de un operador A 2 Ap es equivalente unicamente a la invertibilidad de todos los operadores
límite.

Los índices de Fredholm para operadores discretos de banda dominada A 2 Ap en los
espacios lp en términos de sus operadores límite fueron calculados en [15, Teorema 1.2] para
p = 2 y en [19, Teorema 2.5] para p 2 (1,1). Por [21, Teorema 3], el índice de Fredholm
de un operador A 2 W es el mismo en todos los espacios l

p para p 2 {0} [ [1,1]. Que un
operador A 2 Ap sea n(d)-normal en l

p para p 2 {0} [ [1,1] es equivalente a que sea de
Fredholm (ver [22, Teorema 4.3]).

Sea �[j,j+1) la función caracteristica del intervalo [j, j + 1) ⇢ R. Los operadores de tipo
Wiener de inclinación dominada son contenidos en la clase de multiplicación por operadores
en B(lp) por matrices infintitas ↵-inclinadas A = (an,m)n,m2Z con entradas an,m 2 C, donde
↵ 2 R \ {0} y para toda j 2 Z, la j-ésima ↵-inclinación de A es la matriz Aj =

�
a
(j)
n,m

�
n,m2Z
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con entradas a
(j)
n,m = an,m�[j,j+1)(↵n � m) (ver [1]). Bajo condiciones de decadencia en

las ↵-inclinaciones fueron obtenidos criterios para la invertibilidad izquierda en B(lp), por
operadores de multiplicación de tipo matriz ↵-inclinadas en [1] en términos de las normas
inferiores de esos operadores. La prueba se basa en demostrar que las normas inferiores para
los operadores considerados sean positivos simultaneamente en todos los espacios l

p para
p 2 [1,1] si esto es cierto para algún p 2 [1,1].

Analogamente criterios de invertibilidad izquierda para operadores de multiplicación en
Blp fueron obtenidos en [24] y [23] en términos de matrices delgadas y dispersas, es decir,
para estas matrices en el caso de l

p existen números N,M 2 N tales que todo renglón de la
matriz admite a lo más N valores diferentes de cero, y cada columna de la matriz admite a lo
más M valores diferentes de cero. Note que, para todo conjunto finito F ⇢ Z, los operadores
discretos E-módulo

AE :=
X

k2F

akEV
k
, bAE :=

X

k2F

akE
⇧
V

k

son operadores de multiplicación por matrices infinitas delgadas y dispersas.
La siguiente tesis obtiene criterios de invertibilidad e invertibilidad lateral para operadores

discretos de banda dominada A 2 Ap en los espacios lp. También se estudian la invertibilidad
lateral de los operadores discretos de tipo wiener en los espacios l

p. Probando que los
operadores AEA

⇧
E, A⇧

EAE, bAE
bA⇧
E y bA⇧

E
bAE son operadores discretos de banda dominada en

Wp, y aplicando el criterio de invertibilidad para esos operadores, obtenemos condiciones
suficientes para la invertibilidad lateral para los operadores discretos de banda dominada
tipo Wiener y E módulo en los espacios l

p.
Sea ↵ un homeorfismo de R+ en si mismo que preserva la orientación, el cual tiene dos

puntos fijos en 0 y 1. Así ↵(0) = 0 y ↵(1) = 1, pero ↵(t) 6= t para toda t 2 R+. La
función ↵ es llamado un cambio, ya que ↵ es monótono creciente en R+, su derivada existe
y es positiva en casi todo R+. Si log↵0 2 L

1(R+), entonces el operador de peso U↵ definido
por

U↵' = (↵0)1/p' � ↵,

es una isometría en el espacio de Lebesgue L
p(R+) para todo p 2 [1,1], y por lo tanto

el operador U↵ es invertible en este espacio. Sea ↵0(t) = t y ↵n(t) = ↵(↵n�1(t)) para
n 2 Z. Entonces Un

↵ (t) = U↵n para n 2 Z. Sea Ap la subálgebra de Banach más pequeña de
B(Lp(R+)) para p 2 [1,1], la cual contiene a los operadores U↵ y U

�1
↵ y todos los operadores

de por funciones en L
1(R+). Los operadores A 2 Ap son llamados operadores funcionales.

Los operadores funcionales junto con sus operadores discretos juegan un rol importante en la
teoría de operadores funcionales diferenciales, teoría de operadores singulares integrales, op-
eradores de tipo convolución y operadores seudo diferenciales con cambio, teoría de sistemas
dinámicos, etc.

Un criterio de invertibilidad para un operador funcional binomial A con forma A =
aI � bU↵ con a, b, log↵0± 2 L

1(R+) fue establecido en [8, Capítulo 5] usando el método de
reducción a operadores de diferencia. Mientras que en [2, Teorema 4.9] fue establecido otro
criterio para estos operadores usando criterios de invertibilidad para operadores discretos
asociados.
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La tesis está organizada de la siguiente manera. En el capítulo 1 se da un breve repaso
de algunos resultados básicos de teoría de operadores, así como técnicas y criterios conoci-
dos para atacar el prolema de invertibilidad de operadores. Todo este matrial comprende lo
aprendido en los primeros dos semestres de la maestría y es de ayuda para comprender el ma-
terial. En el capítulo 2 se definen los operadores discretos en los espacios lp para p 2 [1,1],
se dan varios criterios de invertibilidad lateral de operadores discretos de banda dominada
que tengan series absolutamente convergentes

P
k2Z akV

k o límites uniformes de operadores
de banda de la forma A =

P
k2F akV

k donde F es un subconjunto finito de Z y ak 2 l
1

usando el método de bloques extremos asociados a los índices ind±
p A de A y el rango de la

matriz rectangular central asociada. También se obtiene otro criterio de invertibilidad lateral
(derecha e izquierda, respectivamente) para un operador A 2 Wp basado en la invertibilidad
(bilateral) de los operadores A

⇧
A y AA

⇧ (respectivamente). Se introducen los operadores
discretos de tipo Wiener E-módulo, para los cuales obtenemos condiciones de invertibilidad
lateral. Finalmente, en el capítulo 3 se definen los operadores funcionales con coeficientes
acotados A 2 AW,p a los cuales llamamos operadores funcionales con desplazamientos y estu-
diamos la relación de estos con sus operadores discretos asociados. Utilizando esta relación
obtenemos un criterio para la invertibilidad izquierda (resp. derecha) de estos operadores
mediante la invertibilidad de los operaores A⇤

A (resp. AA⇤). También se introducen los op-
eradores funcionales con coeficientes de oscilación lenta como posible candidato para trabajo
futuro.

6



Índice

Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Preliminares 9

1.1 Espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.1 Norma de un operador en espacios métricos . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.2 Redes y conjuntos dirigidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.3 Espacios cocientes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.4 Subespacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Álgebras de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.1 Teoría espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3 Operadores de Fredholm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.1 Operadores compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.2 Operadores Límite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.3 Operadores de Fredholm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.4 Operadores P-compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2 Invertibilidad lateral de operadores discretos 27

2.1 Invertibilidad lateral de operadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2 Resultados conocidos sobre operadores de Fredholm A 2 Ap . . . . . . . . . 29
2.3 Operadores discretos de banda dominda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.1 Criterios para la invertibilidad lateral de operadores discretos de
banda dominada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4 Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior . . . . . . . . 43
2.4.1 Otros criterios de invertibilidad lateral . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.4.2 Invertibilidad de los operadores A⇧A y AA⇧ . . . . . . . . . . . . . . 47

2.5 Operadores discretos del tipo Wiener E-módulo . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.6 Operadores del tipo Wiener de inclinación dominada . . . . . . . . . . . . . 55

3 Operadores continuos 59

3.1 Operadores continuos con coeficientes acotados . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.1.1 Relación con operadores discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2 Invertibilidad lateral de operadores funcionales . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.3 Operadores continuos con coeficientes de oscilación lenta . . . . . . . . . . . 64
3.4 Funciones de oscilación lenta y cambios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



Índice

Bibliografía 69

8



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Espacios de Banach

Sea F un campo con elemento 0 e identidad 1, en lo que sigue se usará la notación K para
referirse a uno de los campos R o C.

Dado una espacio lineal X decimos que una función || · || : X ! [0,1) es una Norma

sobre X si satisface:

N1. ||x|| = 0 () x = 0, x 2 X.

N2. ||↵x|| = |↵|||x||, ↵ 2 K, x 2 X.

N3. ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y|| 8x, y 2 X(Desigualdad del triángulo).

Un espacio lineal con norma se llama Espacio lineal normado. Decimos que una función
d : X ⇥X ! [0,1) es una Distancia sobre X si satisface

D1. d(x, y) = 0 () x = y.

D2. d(x, y) = d(y, x) (simetría).

D3. d(x, y) 6 d(x, z) + d(z + y) (desigualdad del triángulo).

Si en un espacio lineal normado existe una distancia tal que d(x, y) = ||x � y|| 8 x, y 2 X,
entonces decimos que X es un Espacio métrico.

1.1.1 Norma de un operador en espacios métricos

Decimos que la sucesión {xn}n2N es una Sucesión de Cauchy si, para todo ✏ 2 R+, existe
un entero positivo N 2 N tal que, para todos los números naturales n, m > N implica
|xm�xn| < ✏. Si en un espacio métrico toda sucesión de Cauchy converge, entonces decimos
que es un Espacio métrico completo. Un Espacio de Banach B es un espacio lineal
normado y completo en la métrica definida por su norma, es decir B es un espacio vectorial



1. Preliminares

sobre el campo de los números reales o complejos con una norma || · || tal que toda sucesión
de Cauchy (con respecto a la métrica d(x, y) = ||x� y||) en B tiene un límite en B.

Dado un espacio normado X un Funcional es un mapeo f : X ! C continuo en sentido
epsilon-delta, es decir 8✏ > 0 9 � = �(x, ✏) > 0 tal que 8 x, y 2 X tales que ||x� y|| < � =)
|f(x) � f(y)| < ✏(continuidad en x), si � no depende de la elección de x, entonces se dice
que f es continua uniformemente. La continuidad uniforme del funcional f es equivalente a

9M 2 [0,1) tal que |f(x)� f(y)| 6 M ||x� y|| 8x, y 2 X.

Si un funcional satisface |f(x)| 6 M ||x|| 8x 2 X, entonces decimos que es un Funcional

acotado. Si f es un funcional acotado, entonces definimos la norma de f como:

||f || = sup
x2X\{0}

|f(x)|
||x|| . (1.1)

Si f es un funcional acotado, entonces ||f || < M . Decimos que un funcional es un funcional

lineal si para todos x, y 2 X y para todos ↵, � 2 C se tiene que f(↵x+�y) = ↵f(x)+�f(y).
Si f es un funcional lineal, entonces la definición de norma se puede expresar de la siguiente
manera

||f || = sup
x2X\{0}

|f(x)|
||x|| = sup

x2X\{0}
| 1

||x||f(x)| = sup
x2X\{0}

|f( x

||x||)| = sup
x2X, ||x||=1

|f(x)|. (1.2)

Lema 1.1.1. Si f es un funcional lineal, entonces:

sup
x2X, ||x||=1

|f(x)| = sup
x2X, ||x||61

|f(x)|. (1.3)

Demostración. Sea E1 := {x 2 X : ||x|| = 1} la esfera unitaria centrada en 0 y B1 := {x 2
X : ||x|| 6 1} la bola unitaria centrada en 0, como E1 ⇢ B1 se tiene que

sup
x2X, ||x||=1

|f(x)| 6 sup
x2X, ||x||61

|f(x)|.

Sea x 2 X tal que ||x|| < 1 =) 9↵ 2 C tal que |↵| > 1 y ||↵x|| = 1, entonces:

|f(x)| = |↵|�1|f(↵x)| < |f(↵x)| (↵x 2 E1),

esta ultima ecuación implica que

sup
x2X, ||x||=1

|f(x)| > sup
x2X, ||x||61

|f(x)|

y el lema es probado.
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1.1. Espacios de Banach

Sean X, Y espacios lineales normados, una función A : X ! Y es llamada un Operador,
si el operador A satisface que para todo x, z 2 X y para todos ↵, � 2 C se tiene que
A(↵x+�z) = ↵A(x)+�A(z), entonces decimos que A es un Operador lineal. Un operador
lineal A es un Operador lineal acotado si 9M 2 [0,1) tal que 8x 2 X se tiene que
||A(x)||Y 6 M ||x||X . Definimos la norma de un operador A como:

||A|| = sup
x2X\{0}

||A(x)||Y
||x||X

. (1.4)

Lema 1.1.2. Si A es un operador lineal, entonces

||A|| = sup
x2X\{0}

||A(x)||Y
||x||X

= sup
x2X,||x||X=1

||A(x)||Y = sup
x2X,||x||X61

||A(x)||Y .

La prueba es análoga a la prueba del lema 1.1.1 .

Teorema 1.1.1. Si X es un espacio lineal normado y Y es un álgebra de Banach, entonces
el conjunto B(X, Y ) de todos los operadores lineales y acotados f : X ! Y es un álgebra de
Banach con norma igual a norma del operador.

1.1.2 Redes y conjuntos dirigidos

La topología de un espacio espacio métrico puede ser descrita en términos de las sucesiones
que convergen. Para espacios topológicos más generales una noción más general de sucesiones
convergentes es necesaria. Recordemos que un conjunto dirigido A satisface que para cada
pareja ↵, � 2 A existe � 2 A tal que � > ↵ y � > �. Sea A un conjunto dirigido y X un
espacio topológico una Red es una función de A en X tal que ↵ ! �↵, una red se dice que
es convergente a � en X si para cada vecindad U de � existe ↵U en A tal que �↵ 2 U para
↵ > ↵U . Dos topologías en un espacio X coinciden si tienen las mismas series convergentes.
(ver, [20], pag 3.)

Definición 1.1.1. Una red {f↵}↵2A en un espacio de Banach B se dice que es una Red
de Cauchy si para toda ✏ > 0 existe ↵0 2 A tal que ↵1,↵2 > ↵0 implica ||f↵1 � f↵2 || < ✏.

La definición anterior generaliza el concepto de sucesiones de Cauchy y de este modo
tenemos el concepto de completes.

Proposición 1.1.1. [20, Proposición 1.7.] En un espacio de Banach B toda red de Cauchy
converge.

Definición 1.1.2. Sea {f↵}↵ 2 A un conjunto de vectores en el espacio de Banach B y
sea F = {F ⇢ A : F finito}, entonces F es un conjunto dirigido respecto a la relación ⇢.
Para cada F 2 F, sea gF =

P
↵2F f↵. Si la red {gF}F2F converge a algún g 2 B, entonces

la suma
P

↵2A f↵ se dice que converge y escribimos g =
P

↵2A f↵.

Proposición 1.1.2. [20, Proposición 1.9.] Si {f↵}↵2A es un conjunto de vectores en el
espacio de Banach B tal que

P
↵2A ||f↵|| converge en R, entonces

P
↵2A f↵ converge en B.
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1. Preliminares

Demostración. En la notación de la definición 1.1.2 y por la proposición 1.1.1 basta probar
que la red {gF}F2F es de Cauchy. Ya que

P
↵2A ||f↵|| converge en R, para toda ✏ > 0, existe

una F0 2 F , tal que para cada F � F0 se tiene que
X

↵2F

||f↵||�
X

↵2F0

||f↵|| < ✏.

Por lo tanto, dados F1, F2 � F0 se tiene que

||gF1 � gF2 || = ||
X

↵2F1

f↵ �
X

↵2F2

f↵||

= ||
X

↵2F1\F2

f↵ �
X

↵2F2\F1

f↵||


X

↵2F1\F2

||f↵||+
X

↵2F2\F1

||f↵||


X

↵2F1[F2

||f↵||�
X

↵2F0

||f↵|| < ✏.

Por lo que la red {gF}F2F es de Cauchy y por lo tanto converge.

De la proposición anterior tenemos que si B es un espacio lineal normado, entonces B es
un espacio de Banach si y sólo si para toda sucesión de vectores {fn}1n=1 en B la condiciónP1

n=1 ||fn|| < 1 implica la convergencia de
P1

n=1 fn.

Proposición 1.1.3. Sea � un funcional lineal de un espacio de Banach B, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) � es acotado.

(b) � es continuo.

(c) � es continuo en 0.

Definición 1.1.3. Sea B
⇤ el conjunto de todas las funcionales lineales y acotados de B,

entonces decimos que B
⇤ es el Espacio dual de B.

Si dotamos al espacio dual con la norma definida como la norma del operador, entonces
el espacio dual de B resulta ser un espacio de Banach con esta norma. Sea X un conjunto,
Y un espacio topológico, y sea F la familia de funciones de X a Y . Definimos la topología

débil en X inducida por F como la topología más débil o más pequeña J en X para la cual
cada función en F es continua, es decir, J es la topología generada por los conjuntos

{f�1(U) : f 2 F , U abierto de Y }.
Es sabido que cuando Y es un espacio de Hausdorff y F separa los puntos de X, entonces

la topología débil es Hausdorff. Dado un espacio de Banach B definimos la w
⇤
-topología

de B
⇤ como la topología débil inducida por el conjunto de funciones F = {f̂ : f 2 B, ' 2

B
⇤
, f̂(') = '(f)}.

12



1.1. Espacios de Banach

Proposición 1.1.4. [20, Proposición 1.19.] Si B es un espacio de Banach, entonces la
w

⇤-topología en B
⇤ es de Hausdorff.

Definición 1.1.4. La bola unitaria de un espacio de Banach B es el conjunto {x 2 B :
||x||  1} y es denotado por (B)1.

Teorema 1.1.2 (Alaoglu). La bola unitaria (B⇤)1 del espacio dual de un espacio de Banach
B es compacto en la w

⇤-topología.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, por C(X) denotamos al conjunto de funciones
complejas continuas en X. La importancia del resultado anterior es el teorema de Banach,
el cual establece que todo espacio de Banach es isomorfo a un a un subespacio de C(X) para
algún X.

Definición 1.1.5. Sea X un espacio lineal sobre R y sea ⇢ una función real definida sobre
X. Entonces decimos que ⇢ es un funcional sublineal en X si ⇢(x + y)  ⇢(x) + ⇢(y),
para todos x, y 2 R y si para todo � real positivo se tiene que ⇢(�x) = �⇢(x).

Teorema 1.1.3 (Hahn-Banach). Sea M un subespacio de un espacio de Banach B. Si '
es un funcional lineal y acotado en M, entonces existe � 2 B

⇤ tal que �(m) = '(m) para
toda m 2 M y ||�|| = ||'||.

Un corolario inmediato del resultado anterior es que dado x 2 B, con B un espacio de
Banach, entonces existe un ' 2 B

⇤ tal que '(x) = ||x||.

Teorema 1.1.4 (Banach). Todo espacio de Banach B es isométricamente isomorfo a un
subespacio cerrado de C(X) para algún espacio de Hausdorff X.

1.1.3 Espacios cocientes

Sea B un espacio de Banach y M un subespacio cerrado de B. Sea B/M el espacio lineal
de las clases de equivalencia {f : f 2 B}, donde f = {f + g : g 2 M }, se puede definir una
norma en B/M definido por:

||f || = inf
g2M

||f + g|| = inf
h2f

||h||. (1.5)

Si {fn}1n=1 es una sucesión de Cauchy en B/M, entonces existe una subsucesión {fnk
}1k=1

tal que
||fnk+1

� fnk
|| < 1/2k,

si escogemos h 2 fnk+1
� fnk

, tal que ||h|| < 1/2k, entonces
P1

k=1 ||hk|| < 1 y por la proposi-
ción 1.1.2 existe h =

P1
k=1 hk. De la siguiente ecuación

fnk
� fn1 =

k�1X

i=1

fni+1 � fni =
k�1X

i=1

hi,

13



1. Preliminares

se tiene que lim
k!1

fnk
� fn1 = h y entonces lim

k!1
fnk

= h+ fn1 , luego B/M es un espacio de
Banach. Sea ⇡ : B ! B/M la proyección canónica, entonces ⇡ es una función abierta y es
una contracción.

Definición 1.1.6. Sean B1 y B2 espacios de Banach. Una transformación lineal T : B1 !
B2 se dice que es acotada si

||T || = sup
x2B1

||Tx||B1

||y||B2

< 1.

El espacio de todas las transformaciones lineales y acotadas de B1 a B2 es denotado por
B(B1,B2), si B1 = B2, entonces escribimos B(B1) en lugar de B(B1,B1). Al igual que el
espacio dual de un espacio de Banach tenemos el siguiente resultado

Proposición 1.1.5. Sean B1 y B2, entonces B(B1,B2) es un espacio de Banach con norma
igual a norma del operador.

Teorema 1.1.5 (Teorema de la función inversa). Sean B1 y B2 espacios de Banach y
T 2 B(B1,B2) es biyectivo, entonces T

�1 existe y es acotado.

Un resultado importante del Teorema de la función inversa 1.1.5, es el teorema del mapeo
abierto.

Teorema 1.1.6 (Teorema del mapeo abierto). Sean B1 y B2 espacios de Banach y T 2
B(B1,B2) sobreyectivo, entonces T es un operador abierto.

Demostración. Como el operador T es continuo se tiene que su núcleo kerT es un subespacio
cerrado de B1, deseamos definir una transformación S del espacio B1/ kerT al espacio B2

de tal forma que el siguiente diagrama conmute, es decir S(f) = Tg para f 2 B1/ kerT y
g 2 f

B1/ kerT

S

✏✏

kerT //B1

⇡
::

T %%
B2

Si g1, g2 2 f , entonces g1 � g2 2 kerT , luego Tg1 = Tg2 y por lo tanto S es bien definido.
Claramente S es lineal y la desigualdad:

||S(f)|| = inf
g2f

||Tg|| 6 ||T || inf
g2f

||g|| 6 ||T || ||f || (1.6)

la cual se tiene para f 2 B/ kerT muestra que S es acotado. Más aún, si S(f) = 0, entonces
Tf = 0, lo cual implica que f 2 kerT y f = 0, de donde S es inyectiva. Finalmente S es
sobre, ya que, T lo es y por el teorema de la función inversa 1.1.5 S es un mapeo abierto.
Ya que el morfismo natural ⇡ es abierto y T = S � ⇡, luego T es abierto.
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1.2. Álgebras de Banach

1.1.4 Subespacios

Sea B un espacio de Banach, todo conjunto de B tal que cualesquiera dos de sus elementos
implica que cualquier combinación lineal de estos también esta en este subconjunto, es lla-
mado una variedad lineal. Decimos que una variedad lineal L es un subespacio de B si
es cerrado. Dados dos subespacios L1 y L2 de B, los cuales solo se intersectan en el origen
el conjunto de todos los elementos x de B que se pueden escribir de la forma x = x1 + x2

con x1 2 L1 y x2 2 L2 es llamado la suma directa de L1 y L2, y es denotado como
L = L1+̇L2. Es claro que la suma directa de dos subespacios es una variedad lineal, pero no
necesariamente es un subespacio (es decir, puede no ser cerrado).

Lema 1.1.3. [6, Cap. 2,Teorema 1.1] Sea B un espacio de Banach y L1, L2 dos subespacios
de B que solo se intersectan en el origen. Entonces la suma directa L = L1+̇L2 es un
subespacio de B si y sólo si existe una constante k > 0 tal que

||x1 + x2|| � k(||x1||+ ||x2||) (x1 2 L1, x2 2 L2).

Sea L un subespacio de B un espacio de Banach. Un subespacio N de B es llamado
complemento directo de L en B si B = L+̇N . En general el complemento directo de un
subespacio L de un espacio de Banach B no es único, esto sólo pasa cuando B = H es un
espacio de Hilbert y en este caso nosotros escribimos H = L�N guardando el símbolo �
para el caso de espacios de Hilbert.

Sea L un subespacio de B un espacio de Banach. La dimensión del espacio cociente
B/L es llamada codimensión del subespacio L. La codimensión de L es denotado por
codimL := dimB/L.

Teorema 1.1.7. [6, Cap. 2, Teorema 2.2] Sea L un subespacio de un espacio de Banach
B con dimL < 1, entonces L tiene un complemento en B y además la dimensión del
complemento coincide con la codimensión de L en B.

1.2 Álgebras de Banach

Una álgebra sobre el campo F es un espacio lineal A sobre F junto con una operación
bilineal

A ⇥ A ! A , (a, b) 7! ab,

llamada multiplicación, la cual satisface la ley asociativa

(ab)c = a(bc) para todos a, b, c 2 A .

Álgebras sobre K (K = R o C) serán referidas como álgebras complejas. Una norma || · ||
en A se dice que es submultiplicativa si

||ab||  ||a|| ||b|| (a, b 2 A ).

Si un espacio de Banach B satisface

15
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AB1. 8x, y 2 B ||xy|| 6 ||x|| ||y||,

AB2. 9 e 2 B tal que 8x 2 B xe = ex = x (elemento neutro),

AB3. ||e|| = 1.

entonces decimos que el espacio de Banach B es un Álgebra de Banach. Es importante
recalcar que la operación multiplicación en B no es necesariamente conmutativa, es decir
xy = yx 8x, y 2 B, y que bajo estas condiciones el elemento neutro de B es único.

A veces en ciertos textos es omitido en la definición de álgebra de Banach la existencia
del elemento neutro ver [25] pág. 246.

La propiedad AB1 hace de la multiplicación una operación continua en B, esto es xn ! x

y yn ! y implica xnyn ! xy, esto se sigue de la identidad

xnyn = (xn � x)yn + x(yn � y). (1.7)

En particular la multiplicación es continua por la izquierda y continua por la derecha:

xny ! xy y xyn ! xy cuando xn ! x y yn ! y.

Una subálgebra de A es un subespacio B tal que b, b
0 2 B =) bb

0 2 B. Tomando la
multiplicación en B como la restricción de la multiplicación de A en B, B es en sí mismo
un álgebra. Si (B�)�2⇤ es una familia de subálgebras de una álgebra A , entonces \�2⇤B� es
también una subálgebra de A . Por lo que dado S un subconjunto de A , hay una subálgebra
B de A más pequeña tal que contiene a S. Esta álgebra es llamada la subálgebra de A

generada por S. En el caso en el que S = {a}, entonces B consiste de el espacio generado
por todas las potencias positivas de a.

Definición 1.2.1. Dada una álgebra no conmutativa A , el conjunto

CenA := {c 2 A : ca = ac para todo a 2 A },

forma una subálgebra de A , llamada el centro de A .

Dado un subespacio lineal I de un álgebra A es llamado un ideal izquierdo (resp.
derecho) de A si

aj 2 I (respectivamente ja 2 I ) para todo a 2 A yj 2 I .

Un ideal en A es un subespacio vectorial que es simultáneamente un ideal izquierdo y dere-
cho de A . El álgebra A y {0} son claramente ideales de A , los cuales se llaman ideales

triviales. Un ideal I de A se dice propio si I 6= A . Un ideal maximal es un ideal propio
de A que no es contenido en ningún otro ideal de A , los ideales maximales izquierdos y
derechos son definidos de manera análoga.
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1.2. Álgebras de Banach

Sean A y B dos álgebras, un homomorfismo o simplemente morfismo de A en B es
un mapeo lineal ' : A ! B tal que '(ab) = '(a)'(b) para todo a, b 2 A , es bien sabido
que dado un morfismo se tiene su núcleo

ker' := {a 2 A : '(a) = 0},

es un ideal de A , mientras que su imagen

Im' = '(A ) := {b 2 B : 9 a 2 A tal que '(a) = b},

es una subálgebra de B.
Dado un álgebra A y un ideal I de A , el cociente A /I es definido como el conjunto de
las clases a + I de elementos a 2 A , hay una estructura lineal en A /I el cual hace de
este cociente un espacio de Banach (ver sección 1.1.3), más aún, definiendo la multiplicación
(a+I )(b+I ) := ab+I el cociente se convierte en un álgebra, llamada el álgebra cociente

de A por I .

1.2.1 Teoría espectral

Sea A un álgebra con unidad e sobre el campo F, un elemento a 2 A es invertible por la
izquierda (resp. por la derecha) si existe un elemento b 2 A tal que ba = e (resp. ab = e),
decimos que un elemento a 2 A es invertible si es invertible por la izquierda y por la
derecha al mismo tiempo, en dado caso que el elemento a sea invertible por la izquierda
(resp. por la derecha) pero no sea invertible, entonces decimos que el elemento es invertible

unilateralmente. Es sabido que dado un elemento a invertible lateralmente en un álgebra
A este contiene infinitos inversos laterales (ver, [6] pág. 63), mientras que si el elemento es
invertible en el álgebra A , entonces su inversa es única, más aún si el álgebra A es abeliana
entonces un elemento a invertible unilateralmente es equivalente a que es invertible, mientras
que esto no necesariamente pasa en álgebras no conmutativas.

Definición 1.2.2. Sea A un álgebra de Banach, denotamos al conjunto de todos los ele-
mentos invertibles de A por GA , y sean GAr y GAl

los conjuntos de los elementos de A que
son invertibles a la derecha y a la izquierda en A , respectivamente.

Los conjuntos GA GAl
y GAr son todos grupos respecto a la multiplicación heredada de

A .
Nuestro estudio se basa en la obtención de criterios para saber cuando un elemento de

un álgebra de Banach es invertible y si es posible saber cual es la forma de su inverso. El
siguiente resultado es un excelente criterio.

Teorema 1.2.1 (Series de Neuman). Sea A un álgebra de Banach sobre K.

(i) Si a 2 A y ||a|| < 1, entonces e� a 2 GA y (e� a)�1 =
P1

n=0 a
n.

(ii) Si a 2 A y ||e� a|| < 1, entonces a 2 GA y ||a�1||  1

1� ||1� a|| .
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(iii) Si a 2 GA y b 2 A con ||b|| < 1

||a�1|| , entonces a� b 2 GA , más aún

||(a� b)�1||  ||a�1||
1� ||a�1|| ||b|| (1.8)

y

||(a� b)�1 � a
�1||  ||a�1||2 ||b||

1� ||a�1|| ||b|| . (1.9)

Demostración. Sólo se probará (i), pues demostraciones de (ii) y (iii) son análogas. Ya queP1
n=0 ||an|| 

P1
n=0 ||a||n = (1 � ||a||)�1

< 1 la proposición 1.1.2 garantiza que
P1

n=0 a
n

converge a un b 2 A , y ya que (e� a)(e+ · · ·+ a
n) = e� a

n+1 converge a (e� a)b = b(e� a)
y a e cuando n ! 1, el elemento b es el inverso de e� a .

La propiedad (iii) es conocido como la propiedad de Perturbación pequeña, pues
garantiza que dado un elemento invertible (resp. invertible lateralmente) bajo cierta per-
turbación seguirá siendo invertible (resp. invertible lateralmente), lo cual es descrito en el
siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Si A es un álgebra de Banach, entonces GA , GAl
y GAr son conjuntos

abiertos de A .

Otro corolario del teorema 1.2.1 es

Corolario 1.2.2. [20, Corolario 2.8.] Sea A un álgebra de Banach, entonces el mapeo
x 7! x

�1 es un automorfismo de GA .

Definición 1.2.3. Sea A un álgebra de Banach y a 2 A , el resolvente de a en A es el
conjunto

⇢A (a) := {� 2 C : �e� a 2 GA }.

Su complemento en el plano complejo denotado por �A (a) = C \ ⇢A (a) es llamado el
espectro de a en A . En dado caso que no halla duda en el álgebra en el cuál se calcule el
espectro escribiremos ⇢(a) y �(a) en lugar de ⇢A (a) y �A (a), respectivamente. Si a, b 2 A ,
entonces usando el echo que dados a, b 2 A la invertibilidad del elemento e�ab es equivalente
a la invertibilidad del elemento e � ba (ver [18, Lema 1.2.1]) se tiene que �(ab) \ {0} =
�(ba) \ {0}.
El siguiente resultado lo podemos considerar como el Teorema fundamental de las álgebras
de Banach.

Teorema 1.2.2 (Gelfand). Sea a un elemento de un álgebra de Banach A , entonces el
espectro de a �(a) es un subconjunto compacto no vacío de C.

Para la demostración del Teorema anterior se pueden consultar [20], [13] y [18]. Una
consecuencia del hecho de que el espectro de un elemento no es vacío es el siguiente Corolario.
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Corolario 1.2.3 (Teorema de Gelfand-Mazur ). [18, Corolario 1.2.11] Sea A un álgebra de
Banach, en el cual todo elemento distinto de cero es invertible, entonces A es isomorfo al
campo C.

Sea A un álgebra sobre el campo F y sea a 2 A , entonces el número

rA (a) := sup {|�| : � 2 �A (a)}, (1.10)

es llamado el radio espectral de a. Si el álgebra de Banach es evidente, entonces solo
escribimos r(a) en lugar de rA (a). Así, r(a) es el radio del disco centrado en el origen más
pequeño que contiene el espectro de a. Del Teorema 1.2.2 se sigue que

r(a)  ||a|| para todo a 2 A . (1.11)

Más aún el radio espectral de un elemento se puede calcular mediante la siguiente fórmula.

Teorema 1.2.3 (Beurling). [13, Teorema 1.2.7] Si a es un elemento de una álgebra de
Banach A , entonces:

r(a) = lim
n!1

(||an||) 1
n . (1.12)

Sea A un álgebra de Banach, un morfismo complejo de A es un morfismo entre A y C.
Denotamos por � = �A el conjunto de todos los morfismos complejos de A .

Teorema 1.2.4. Sea A un álgebra de Banach conmutativa.

(i) Si ' 2 �, entonces ||'|| = 1.

(ii) El conjunto � es no vacío, y el mapeo ' 7! ker ' define un biyección entre � y el
conjunto de todos los ideales maximales de A .

(iii) � es un espacio de Hausdorff localmente compacto.

Llamamos a � = �A el espacio de ideales maximales de A .

Definición 1.2.4. Sea A un álgebra de Banach, la Transformada de Gelfand de a
es la función � : A ! C(�) dada por �(a) = â|�, esto es, �(a)(') = â(') = '(a), para
' 2 �.

Es claro que la transformada de Gelfand es un morfismo entre A y �, es decir �(ab)(') =
�(a)(')�(b)(') y que ||�(a)||1  ||a||. Es de nuestro interés la transformada de Gelfand
debido a que es posible saber la invertibilidad de un elemento a de un álgebra de Banach A

conmutativa vía la invertibilidad de su transformada â en C(�).

Teorema 1.2.5 (Gelfand). [20, Teorema 2.35.] Sea A una álgebra de Banach conmutativa
, � el espacio de ideales maximales de A , y � : A ! C(�) la transformada de Gelfand,
entonces:

(1) � no es vacío;
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(2) � es un morfismo algebraico;

(3) ||�a||1  ||a|| para a en A ; y

(4) a es invertible en A si y sólo si �(a) es invertible en C(�).

Unos resultados que son obtenidos del teorema anterior son:

Corolario 1.2.4. [20, Corolario 2.36.] Si A es un espacio de Banach, entonces �(a) =
rank �a y r(a) = ||�a||1.

Dada un función entera con coeficientes complejos f(z) =
P1

n=0 �nz
n es posible extender

la función f(z) de tal manera que ahora actúe sobre A , es decir, dado a 2 A , entonces f(a)
denota al elemento

P1
n=0 �na

n 2 A .

Teorema 1.2.6 (Teorema del Mapeo Espectral). Sea A una álgebra de Banach, a 2 A y
f una función entera en C, entonces:

�(f(a)) = f(�(a)) = {f(�) : � 2 �(a)}.

Un resultado que será necesario en capítulos futuros y como consecuencia del Teorema
del Mapeo Espectral es el siguiente

Corolario 1.2.5. Sea A un álgebra de Banach conmutativa, entonces la transformada de
Gelfand es una isometría sí y sólo si ||a2|| = ||a||2 para todo a 2 A .

1.3 Operadores de Fredholm

Sea A 2 B(Cm
,Cn), donde m y n son números naturales fijos, entonces del álgebra lineal

tenemos que

Proposición 1.3.1. La ecuación Ax = y (x 2 Cm
, y 2 Cn) es soluble si y sólo si f(y) = 0

para toda solución f 2 (Cn)⇤ de la ecuación homogénea adjunta A
⇤
f = 0.

En el caso de espacios de Banach de dimensión infinita B1, B2, la condición f(y) = 0
con f 2 kerA⇤ y y 2 B2 es para el operador A 2 B(B1,B2) una condición necesaria para la
solvencia de la ecuación Ax = y. Decimos que un operador A 2 B(B1,B2) es normalmente

soluble si la ecuación Ax = y (x 2 B1, y 2 B2) es soluble si y sólo si la condición f(y) = 0
se satisface para cada funcional f 2 kerA⇤. Dado un operador A 2 B(B1,B2) denotamos
por A el operador que mapea el espacio cociente B1/ kerA sobre el subespacio imA definido
por Ax = Ax, donde x denota la clase residual de x en B1/ kerA.

Teorema 1.3.1. [6, Cap. 4, Teo. 1.2.] Necesario y suficiente para que el operador A sea
normalmente soluble es la invertibilidad del operador A.
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1.3.1 Operadores compactos

Sea K : B1 ! B2 entre espacios de Banach B1 y B2, decimos que K es compacto

si K((B1)1) es relativamente compacto en B2, donde (B1)1 es la bola unitaria en B1.
Equivalentemente K((B1)1) es totalmente acotado. Otras formas equivalentes de saber si
un operador es compacto vienen dados por el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.2. [13, Teorema 1.4.1.] Sean B1 y B2 espacios de Banach y K 2 B(B1,B2),
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K es compacto;

2. Para cada conjunto compacto S de B1, el conjunto K(S) es relativamente compacto
en B2;

3. Para cada sucesión (xn) en B1, la sucesión (K(xn)) admite una subsucesión que con-
verge en B2.

Dado dos espacios de Banach B1 y B2 denotamos por K(B1,B2) el conjunto de todos
los operadores compactos de B1 a B2. Es sabido que K(B1,B2) es un subespacio cerrado
de B(B1,B2) y que K(B) = B(B) cuando B es un espacio de Banach de dimensión finita.

Definición 1.3.1. Sean B1 y B2 espacios de Banach y sea T 2 B(B1,B2). Definimos el
operador adjunto de T como el operador T

⇤ 2 B(B⇤
2 ,B

⇤
1) tal que

T
⇤ : B

⇤
2 ! B

⇤
1 , ' 7! T

⇤(') = ' � T.

Si un operador K es compacto, entonces es sabido que su operador adjunto K
⇤ : B

⇤
2 ! B

⇤
1

también es un operador compacto. Un operador T 2 B(B1,B2) entre espacios de Banach
se dice que es acotado por abajo si existe una constante positiva � tal que ||T (x)|| �
�||x|| (x 2 B1). En el caso de que un operador T sea acotado por abajo se tiene que T (B1)
es necesariamente cerrado en B2. Es claro que un operador T 2 B(B1,B2) es acotado por
abajo si y sólo si hay una sucesión de vectores unitarios (xn) 2 B1 tal que lim

n!1
T (xn) = 0.

Sea B un espacio de Banach y T 2 B(B), entonces la sucesión de espacios (kerT n)n2N
es una sucesión creciente, es decir kerT n ⇢ kerT n+1. Si kerT n 6= kerT n+1 para todo
n 2 N, entonces decimos que T tiene la propiedad del ascenso infinito y escribimos
asc (T ) = +1, en otro caso decimos que T tiene ascenso finito y definimos su ascenso como
el menor número entero positivo tal que kerT p = kerT p+1. En este caso kerT p = kerT n

para toda n � p.
La sucesión de espacios (T n(B1)) es una sucesión decreciente, es decir T n+1(B1) ⇢ T

n(B1).
Decimos que T tiene la propiedad del descenso infinito si T n(B1) 6= T

n+1(B1) para
todo n entero positivo y escribimos desc(T ) = +1, en otro caso decimos que T tiene
descenso finito y definimos su descenso como el menor número entero positivo p tal que
T

p+1(B1) = T
p(B1). En este caso T

p(B1) = T
n(B1) para toda n � p. De [13, Teorema 1.4.5-

6.] tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.3.3. Sea B un espacio de Banach, K 2 K(B) y � 2 C \ {0}.
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1. Preliminares

1. El espacio ker(K � �I) es de dimensión finita.

2. El espacio (K � �I)(B) es de codimensión finita en B.

3. K � �I tiene finito ascenso y descenso.

1.3.2 Operadores Límite

Dada una sucesión (An) de operadores en B(B) se dice que convergen fuertemente si la
sucesión (Anx) converge en la norma de B para cada x 2 B. Así Ax := limAnx define un
operador en B el cuál es llamado el limite fuerte de la sucesión (An), y es denotado como
s-limAn. En estos casos podemos escribir An

s! A.
En general dada una sucesión (An) que converge fuertemente no implica que la sucesión de
operadores adjuntos (A⇤

n) sea fuertemente convergente, por lo que en dado caso en el que am-
bas sucesiones(An) y (A⇤

n) convergan fuertemente en los espacios B y B
⇤, respectivamente,

y diremos que la sucesión (An) converge ⇤-fuertemente. En este caso tenemos que

s- lim A
⇤
n = (s- lim An)

⇤
,

y escribimos An
s⇤! A.

Teorema 1.3.4 (Banach-Steinhaus). [17, Teorema 1.1.1] Si la sucesión (An) de operadores
en B(B) converge fuertemente a un operador A. Entonces A 2 B(B), la sucesión (An) es
uniformemente acotada y

||A||B(B)  lim inf ||An||B(B).

Dado un conjunto M ⇢ B(B), decimos que es un conjunto de operadores uniforme-

mente invertibles si los operadores en M son invertibles y si las normas de sus inversas
son uniformemente acotadas.

Proposición 1.3.2. [17, Proposición 1.1.2]

(i) Si An
s! A y Bn

s! B, entonces An +Bn
s! A+B y AnBn

s! AB.

(ii) Si An
s! A y los operadores An son uniformemente invertibles, entonces A

�1
n A

s! I.

(iii) Si An
s⇤! A y los operadores An son uniformemente invertibles, entonces A es invertible

y A
�1
n

s⇤! A
�1.

La noción de compacidad y la de convergencia fuerte están relacionadas por medio del
siguiente Teorema.

Teorema 1.3.5. [17, Teorema 1.1.3] Sea An, A 2 B(B), entonces ||Anx�Ax||B ! 0 para
toda x 2 B si y sólo si ||AnK � AK||B(B) ! 0 para toda K 2 K(B).

Por lo que la convergencia fuerte de (An) a A considerados como operadores en B es
equivalente a la convergencia fuerte de (An) a A considerado como un operador de multipli-
cación izquierda en K(B).
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1.3. Operadores de Fredholm

1.3.3 Operadores de Fredholm

Sean B1 y B2 espacios de Banach y sea F 2 B(B1,B2). Decimos que F es un operador de
Fredholm si kerF es de dimensión finita y F (B1) es de codimensión finita en B2. Sean B1

y B2 espacios de Banach, el conjunto de todos los operadores de Fredholm F que actúan de
B1 en B2 es denotado por F(B1,B2)

Definición 1.3.2. Dado un operador de Fredholm F definimos el índice de Fredholm o
solamente índice del operador F como

ind(F ) = dimker(F )� dimCoker(F ). (1.13)

Teorema 1.3.6. [17, Teorema 1.1.5]

(a) Sean A 2 F(B1,B2) y K 2 K(B1,B2), entonces A+K 2 F(B1,B2) y ind(A+K) =
ind(A).

(b) F(B1,B2) es abierto en el espacio B(B1,B2) y la función ind : F(B1,B2) ! Z es
continua.

(c) F(B1,B2) es un semigrupo bajo la multiplicación, y la función ind es un morfismo de
F(B1,B2) en el grupo aditivo Z.

(d) Si A 2 F(B1,B2), entonces A
⇤ 2 F(B⇤

2 ,B
⇤
1), y indA⇤ = � indA.

Teorema 1.3.7. [6, Cap. 4, Teorema 6.2] Sea A 2 B(B1,B2), entonces los siguientes son
equivalentes:

(a) El operador A es un operador de Fredholm.

(b) El operador A puede ser expresado en la forma A = D + T , donde D es un operador de
Fredholm invertible lateralmente y T es un operador compacto.

(c) El operador A puede ser expresado en la forma A = D+K, donde D es un operador de
Fredholm invertible lateralmente y K es un operador de dimensión finita.

Dado que todo operador en un espacio de dimensión finita es de Fredholm podemos
enfocar nuestra atención solamente en los espacios de dimensión infinita.

Teorema 1.3.8 (Atkinson.). Sea B un espacio de Banach de dimensión infinita y sea
u 2 B(B). Entonces u es de Fredholm si y sólo si u + K(B) es invertible en el álgebra
cociente B(B)/K(B), el álgebra de Calkin de B.

Dado un operador A 2 B(B1,B2) decimos que este operador admite un regularizador si
existe un operador M 2 B(B2,B1) tal que cualquiera de los operadores MA� I y AM � I

es compacto. El operador M se dice que es un regularizador de A.

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 7.1-1’] Las siguientes afirmaciones respecto a un operador
A 2 B(B1,B2) son equivalentes:
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1. Preliminares

1. A es un operador de Fredholm.

2. A admite una regularización

3. Existen operadores M1, M2 2 B(B1,B2) tales que los operadores M1A� I y AM2 � I

tienen rango finito.

4. Existen operadores M1, M2 2 B(B1,B2) tales que los operadores M1A� I y AM2 � I

son compactos.

Teorema 1.3.10. Sea B un espacio de Banach, K 2 K(B) y � 2 C \ {0}.

1. El operador K � � es un operador de Fredholm de índice cero.

2. Sea p el ascenso (finito) de K � �, <entonces

B = ker(K � �I)p+̇(K � �I)p(B).

3. El operador K � � es inyectivo si y sólo si es sobreyectivo.

El inciso 3 de este Teorema es conocido como la alternativa de Fredholm. Si B1 y B2

son espacios de Banach directamente complementarios, es decir, B = B1+̇B2 y sean f y g

mapeos lineales en los espacios B1 y B2, respectivamente. Denotamos por f+̇g el mapeo
lineal en B dado por

(f+̇g)(x1 + x2) = f(x1) + g(x2) (x1,2 2 B1,2).

Claramente f+̇g es invertible si y sólo si f y g son invertibles en los espacios B1 y B2,
respectivamente.
Si B es un espacio de Banach y h 2 B(B), entonces �B(B)(h) = �(h). Si B = B1+̇B2 y
h = f+̇g para f 2 B(B1) y g 2 B(B2), entonces �(h) = �(f) [ �(g).

Sea X un espacio vectorial y sea p : X ! X un mapeo lineal, si p2 = p, entonces decimos
que p es un idempotente. En este caso se tiene que ker p = (I � p)(X) y por lo tanto
X = ker p+̇p(X). El reciproco también es cierto, es decir, si X = Y +̇Z donde Y y Z

son subespacios de X, entonces existe un único idempotente P en X tal que P (X) = Y y
kerP = Z, llamamos a este mapeo una proyección de X en Y a lo largo de Z. Es sabido
que si X = Y +̇Z y P es una proyección de X en Y a lo largo de Z, entonces P es acotado.

1.3.4 Operadores P-compactos

Sea B un espacio de Banach y P = (Pn)1n=0 una sucesión acotada de B(B). Decimos que P
es una proyección aproximada creciente si, para toda m 2 N hay un N(m) 2 N tal que

PnPm = PmPn = Pm para toda n � N(m), (1.14)
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1.3. Operadores de Fredholm

y decimos que P es una proyección aproximada decreciente si, para toda m 2 N hay
un N(m) 2 N tal que

PnPm = PmPn = Pn para todo n � N(m). (1.15)

Si P = (Pn) es una proyección aproximada creciente, entonces la sucesión (Qn) con Qn =
I�Pn forma una proyección aproximada decreciente, la cual llamamos la proyección aprox-

imada asociada a P . Una proyección aproximada (creciente o decreciente ) se dice que
es propia si Pn 6= 0 y Pn 6= I para toda n. Si P es una proyección aproximada cre-
ciente propia, entonces ||Pn|| � 1 para toda n suficientemente grande, también es claro
que, si P⇤ := (P ⇤

n)es una proyección aproximada creciente (decreciente) en B(B⇤) cuando
P = (Pn) es un proyección aproximada creciente (decreciente) en B(B). En lo que sigue
las proyecciones aproximadas crecientes propias serán referidas solamente como proyección

aproximada.

Definición 1.3.3. Un operador K 2 K(B) es P-compacto si

||KPn �K|| ! 0 y ||PnK �K|| ! 0 cuando n ! 1

Por K(B,P) denotamos al conjunto de los operadores P-compactos en B y por B(B,P)
al conjunto de los operadores A 2 B(B) para los cuales AK y KA son P-compactos cuando
K es compacto.

Es inmediato de todo esto que todo operador en P es P-compacto y ademas

K(B⇤
,P⇤) := {K⇤ : K 2 K(B,P)}, B(B,P) = {A⇤ : A 2 B(B,P)} (1.16)

Sea A1 una subálgebra de un álgebra de Banach A con identidad, entonces decimos que A1

es inversamente cerrada en A si para todo elemento a 2 A1 invertible en A se tiene que
su inverso a

�1 pertenece a A1. No siempre se tiene que B(B,P) es inversamente cerrado en
B(B), esto solo pasa cuando la proyección aproximada es uniforme (Ver[17, Teorema 1.1.9]).

Definición 1.3.4. Un operador A 2 B(B,P) es llamado un operador P-Fredholm si la
clase A+K(E,P) es invertible en el álgebra cociente B(B,P)/K(B,P).

La norma y el espectro de la clase A + K(B,P) en B(B,P)/K(B,P) son llamados la
norma cp-esencial y el espectro P-esencial
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Capítulo 2

Invertibilidad lateral de operadores

discretos

2.1 Invertibilidad lateral de operadores

Criterios generales para el caso de la invertibilidad lateral de un operador A 2 B(B1,B2)
son dados por los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.1. [6, Teorema 5.1, Cap. 2] Necesario y suficiente para la invertibilidad
izquierda de un operador A 2 B(B1,B2) es la validez de las siguientes condiciones:

1. El espacio lineal imA = AB1 es cerrado y tiene un complemento directo en B2.

2. kerA = {0}.

Si estas condiciones se satisfacen y si el operador A
�1
0 (2 B(B1,B2)) es uno de los inversos

izquierdos de A, entonces la forma general de los inversos izquierdos a A es dada por la
fórmula A

�1
0 P , donde P es una proyección arbitraria con la propiedad imP = imA.

Análogamente al teorema anterior tenemos el caso de la invertibilidad por la derecha.

Teorema 2.1.2. [6, Teorema 5.2, Cap 2] Necesario y suficiente para la invertibilidad derecha
del operador A 2 B(B1,B2) es la validez de las siguientes condiciones:

1. imA = B2.

2. El subespacio kerA tiene complemento directo en B1.

Si las condiciones anteriores se satisfacen y A
�1
0 (2 B(B2,B1)) es uno de los inversos

derechos de A, entonces la forma general de todos los operadores inversos por la derecha a
A es dado por la fórmula PA

�1
0 , donde P es cualquier proyección que satisface la condición

ker P = ker A.

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. [6, Corolarios 5.1-2, Cap 2]



2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

1. Si el operador A 2 B(B1,B2) es invertible por la izquierda, entonces

dimCokerA = dimkerA�1
.

2. Si el operador A 2 B(B1,B2) es invertible por la derecha, entonces

dimkerA = dimCokerA�1
.

Dado p 2 [1,1] consideramos el espacio de Banach l = l
p(Z) el cual consiste de todas

las funciones f : Z ! C equipadas con la norma

||f ||lp =

8
<

:

(
P

n2Z |f(n)|p)1/p si p 2 [1,1)

supn2Z |f(n)| si p = 1.

Sea l
0 = l

0(Z) denota el subespacio de l
1 que consiste de todas las funciones f 2 l

1 tales
que limn!1 |f(n)| = 0.

Sea p 2 {0}[ [1,1] y el operador de cambio de lp en si mismo, denotado por V y definido
por (V f)(n) = f(n+1) para toda n 2 Z, entonces V k 2 B(lp) para toda k 2 Z. Un operador
de la forma

A =
X

n2F

akV
k
, para todo ak 2 l

1 y todo conjunto finito F ⇢ Z,

es llamado un operador discreto de banda, mientras el límite uniforme de una sucesión
de operadores discretos de banda en B(lp) es llamado un operador discreto de banda

dominada. Como en [16] denotamos por Ap ⇢ B(lp) el álgebra de Banach de todos los
operadores discretos de banda dominada actuando en el espacio l

p. Para p 2 {0} [ [1,1]
denotamos al espacio de Banach con unidad W = Wp ⇢ Ap el cual consiste de todos los
operadores discretos de banda dominada de la forma

A =
X

k2Z

akV
k 2 B(lp), con ak 2 l

1 y ||A||W =
X

k2Z

||ak||l1 < 1. (2.1)

Por analogía con el álgebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes, W
es llamado el álgebra de Wiener de operadores discretos de banda dominada.

Sea B un espacio de Banach y sea A 2 B(B1), de [10, Sección 1.3] consideramos la
norma inferior de un operador A definido por

|A|� = inf{||Ax||B : ||x||B = 1}.

Es conocido que si el operador A es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
B, entonces |A|+ > 0 (resp. |A⇤|+ > 0), donde A

⇤ 2 B(B⇤) es el operador adjunto de A.
La afirmación inversa es válida cuando B es un espacio de Hilbert (ver por ejemplo [11,
Lema 2.33 y observación 2.34]) . La implicación inversa también es válida para operadores
discretos de banda

A =
X

k2F

akV
k 2 B(lp), (2.2)
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2.2. Resultados conocidos sobre operadores de Fredholm A 2 Ap

con coeficiente ak 2 l
1, conjuntos finitos F ⇢ Z, el operador de cambio V y p 2 [1,1]. Ya

que la representación matricial del operador A =
P

k2F akV
k en la base estándar de l

1 tiene
solamente un número finito de diagonales distintas de cero se puede considerar como una
matriz inclinada, y usando [1, Teorema 2.11] y [24] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3. Sea F un conjunto finito de Z y sea ak 2 l
1 para toda k 2 F . Para

A =
X

k2F

akV
k sea A

⇧ =
X

k2F

V
�k
ak

el operador formal adjunto del operador A. Si |A|+ > 0 (resp., |A⇧|+ > 0) para el
operador A en el espacio l

p para algún p 2 [1,1], entonces A es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en todos los espacios lp con p 2 [1,1] y uno de sus inversos izquierdos
(resp., derecjos) es dado por A

L = (A⇧
A)�1

A
⇧ (resp., AR = A

⇧(A⇧
A)�1).

Corolario 2.1.2. Si un operador de banda A de la forma 2.1 con coeficientes en l
1 es in-

vertible por la izquierda (resp., por la derecha) para algún p 2 [1,1], entonces A es invertible
por la izquierda (resp., por la derecha) en todos los espacios l

p con p 2 [1,1].

Es de nuestro interés estudiar la invertibilidad lateral de los operadores discretos de banda
dominada A 2 Wp y A 2 Ap con coeficientes en l

1 en los espacios l
p para p 2 [1,1] ya que

este es un estudio todavía abierto.

2.2 Resultados conocidos sobre operadores de Fredholm

A 2 Ap

Dado p 2 {0}[ [1,1] y el espacio de Banach l
p = l

p(Z), consideramos el álgebra de Wiener
W = Wp de operadores discretos de banda dominada de la forma 2.1 que actúan en el espacio
l
p, y el álgebra de Banach Ap ⇢ B(lp) de operadores discretos de banda dominada en l

p, el
cuál es la clausura de Wp.

Por [17][Teorema 2.5.2], el álgebra Wp y por lo tanto Ap son inversamente cerradas en el
álgebra de Banach B(lp) para toda p 2 {0}[ [1,1]. Si p 2 {0}[ (1,1), entonces el álgebra
Ap contiene al ideal K(lp) [17][Proposición2.1.7].

Dado p 2 {0} [ [1,1], sea A 2 B(lp) y sea h = {hm}m2N ⇢ Z una sucesión que tiende a
infinito. Por [16], el operador Ah 2 B(lp) es llamado el operador límite de A respecto a h si

lim
m!1

||(V hmAV
�hm � Ah)�I||B(lp) = 0

y
lim

m!1
||�(V hmAV

�hm � Ah)||B(lp) = 0

para toda función � 2 l
1 de soporte finito. El conjunto �op(A) de todos los operadores

límite de A es llamado el espectro operador de A y este se puede representar de la siguiente
forma

�op(A)) = �+(A) [ ��(A, )
donde �+(A) y ��(A) son los los conjuntos de todos los operadores límite de A, los cuales
corresponden a sucesiones que tienden a +1 y �1, respectivamente.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Proposición 2.2.1. [16][Proposición 29] Sea A 2 W y sea h ⇢ Z una sucesión que tiende
al infinito, entonces existe una subsucesión g de h tal que el operador límite Ag existe con
respecto a todos los espacios l

p con p 2 {0} [ [1,1]. Este operador límite pertenece a W y
||Ag||W 6 ||A||W .

La proposición 2.2.1 sigue siendo válida para todos los operadores discretos de banda
dominada A 2 Ap para p 2 {0} [ [1,1], en tal caso el operador A es llamado un oper-
ador abundante (ver [17][sección 2.1.6]). El siguiente teorema generaliza [16][Teorema 1] y
[19][Teorema 2.4]

Teorema 2.2.1. [22][Teorema 5.6] Sea p 2 {0} [ [1,1] y sea A 2 Ap, entonces A es un
operador de Fredholm en el espacio l

p sí y sólo si todos sus operadores límites son invertibles
en el espacio l

p. En tal caso sus inversas son uniformemente acotadas.

Teorema 2.2.2. [21][Teorema 3] Un operador A 2 W es de Fredholm en uno de los espacios
l
p sí y sólo si A es de Fredholm en todos los espacios l

p con p 2 {0} [ [1,1]. En este caso
el índice de Fredholm del operador A es el mismo en todos los espacios.

Teorema 2.2.3. [22][Teorema4.3] Sea p 2 {0}[ [1,1], entonces cualquier operador A 2 Ap

es n(d)-normal en el espacio l
p sí y sólo si A es de Fredholm en este espacio.

Sean Z+ y Z� los conjuntos de los enteros no negativos y negativos, respectivamente, P
y Q las proyecciones de l

p(Z) en l
p(Z+) y l

p(Z�) de l
p(Z), respectivamente, donde l

p(Z+) y
l
p(Z�) son identificados con los subespacios correspondientes de l

p(Z).
Si A es un operador de banda dominada en l

p, donde p 2 {0}[ (1,1), entonces cada uno
de los operadores PAQ y QAP son compactos (son de rango finito si A es un operador de
banda). Por lo tanto los operadores A� (PAP +Q)(P +QAQ) y A� (P +QAQ)(PAP +
Q) también son compactos, y así probamos que un operador de banda dominada A es de
Fredholm sí y sólo si los operadores PAP +Q y P +QAQ son de Fredholm, en este caso los
números enteros

ind +
p A := ind p(PAP +Q) y ind �

p A := ind p(P +QAQ)

son llamados el índice positivo y el índice negativo de A, los cuales son locales en +1 y
�1, respectivamente.

Claramente
ind pA = ind +

p A+ ind �
p A

para todo operador de Fredholm A 2 Ap,

Teorema 2.2.4. [19][Teorema 2.5] Sea p 2 (1,1) y sea A un operador de Fredholm de
banda dominada en el espacio l

p

(a) Para toda B± 2 �±(A), ind ±
p (B±) = ind ±

p ;

(b) todos los operadores en �+A tienen el mismo índice positivo, y todos los operadores en
��(A) tienen el mismo índice negativo;
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(c) para elecciones arbitrarias de los operadores B+ 2 �+A y B� 2 ��A,

ind pA = ind +
p (B+) + ind �

p (B�).

Este teorema sigue siendo válido para el caso de p = 0 (ver [19]).

Corolario 2.2.1. [17][Proposiciones2.1.7-2.1.9] Sea p 2 {0}(1,1), entonces:

(a) el álgebra Ap contiene al ideal K(lp);

(b) el álgebra Ap es inversamente cerrada en B(lp);

(c) el álgebra cociente Ap/K(lp) es inversamente cerrada en el álgebra de Calkin B(lp)/K(lp).

Sea B una álgebra c
⇤ con unidad, por [4][Sección4.7] y [7][Sección] un elemento a 2 B se

dice que invertible según Moore-Penrose si existe un elemento b 2 B tal que

aba = a, bab = b, (ab)⇤ = ab, (ba)+ba. (2.3)

Si a 2 B es invertible según Moore-Penrose, entonces existe un único elemento b 2 B que
satisface las condiciones anteriores (ver [4][Proposición4.20]). Si tal elemento b 2 B existe,
entonces es llamado el inverso de Moore-Penrose de a y es denotado por a

+.

Teorema 2.2.5. [4][Teorema 4.21] Un elemento a 2 B es invertible según Moore-Penrose
sí y sólo si existe un número d � 0 tal que el espectro del elemento a

⇤
a es contenido en el

conjunto {0} [ [d2,1).

Así todo elemento a 2 B invertible es ainvertible según Moore-Penrose, pero la impli-
cación inversa no es cierta en general. Un inverso izquierdo (resp. derecho) b 2 B de a 2 B
es el inverso de Moore-Pemrose de a si la proyección ab (resp. ba ) es ortogonal. Si a⇤a es
invertible, entonces b = (a⇤a)�1

a
⇤ es inverso de Moore-Penrose de a.

Un operador A 2 B(H) es llamado normal mente soluble en el espacio de Hilbert H si el
rango del operador A Im(A) es cerrado.

Teorema 2.2.6. [4][Teorema 4.24] Un elemento A 2 B(H) es invertible según Moore-
Penrose sí y sólo si es normalmente soluble. En este caso A

⇤
A + P es invertible y A

+ =
(A⇤

A+ P )�1A⇤, donde P es la proyección ortogonal de H en kerA.

Si un un operador A 2 B(H) es autoadjunto y normalmente soluble en el espacio d e
Hilbert H, entonces el inverso de Moore-Perose A

+ de A es dado por

A
+ = (A+ PkerA)

�1
PImA, (2.4)

donde PkerA y PImA = I � PkerA son las proyecciones ortogonales de H en kerA y Im A,
respectivamente (ver [7][Ejemplo 2.17]) y (A+)⇤ = A

+.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

2.3 Operadores discretos de banda dominda

Sea p 2 (1,1) y sea A 2 Ap. Si A es invertible por la izquierda (resp. derecha) en el espacio
l
p, Entonces A es n-normal (resp., d-normal) en este espacio por los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.
Por lo tanto, por Teorema 2.2.3, el operador A es de fradholm en el espacio l

p, y por lo
tanto los operadores PAP + Q y QAQ + P también son de Fredholm en el espacio l

p. Por
el Teorema 2.2.4, podemos definir unívocamente los números

N± := ind±
p (B±) = ind±

p (A). (2.5)

para toda n 2 Z, consideramos las proyecciones

P
±
n = �

±
n I 2 B(lp), (2.6)

donde �+
n y ��

n son las funciones características de los conjuntos

Z+
n = {k 2 Z : k � n} y Z�

n = {k 2 Z : k  �n},

y los operadores
A

+
n := P

+
n AP

+
n+N+

, A
�
n := P

�
n AP

�
n�N�

. (2.7)

Teorema 2.3.1. Si p 2 (1,1), un operador A 2 Ap invertible lateralmente en el espacio
l
p, y los números N± dados por (2.5), entonces existe un número n0 2 N tal que para todo
n � n0 los operadores

A
+
n : P+

n+N+
l
p ! P

+
n l

p and A
�
n : P�

n�N�
l
p ! P

�
n l

p
, (2.8)

definidas por (2.6) y (2.7) son operadores de Fredholm de índice cero, y sus regularizadores
(A±

n )
(�1) pertenecen al conjunto P

±
n±N±

ApP
±
n , respectivamente.

Demostración. Ya que P = P
+
0 y Q = P

�
1 , podemos reescribir los operadores PAP + Q y

QAQ+ P en la forma
P

+
0 AP

+
0 + P

�
1 and P

�
1 AP

�
1 + P

+
0 , (2.9)

respectivamente, y por lo tanto

N+ = indp(P
+
0 AP

+
0 + P

�
1 ) y N� = indp(P

�
1 AP

�
1 + P

+
0 ).

Como P
⌥
1�n = I � P

±
n para toda n 2 Z, respectivamente, es fácil ver que, para toda n 2 Z,

los operadores
P

+
n AP

+
n + P

�
1�n y P

�
n AP

�
n + P

+
1�n

son de Fredholm en el espacio l
p junto con los operadores en (2.9), y

indp(P
+
n AP

+
n + P

�
1�n) = N+ y indp(P

�
n AP

�
n + P

+
1�n) = N�

por que los operadores P
+
n AP

+
n + P

�
1�n tienen el mismo espectro operador �+(A) para toda

n 2 Z y los operadores P
�
n AP

�
n + P

+
1�n tienen el mismo espectro operador ��(A) para toda

n 2 Z. En efecto, los operadores

K
+
n := (P+

n AP
+
n + P

�
1�n)� (P+

0 AP
+
0 + P

�
1 ),

K
�
n := (P�

n AP
�
n + P

+
1�n)� (P�

1 AP
�
1 + P

+
0 )
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

son compactos en el espacio l
p, y por lo tanto (K±

n )h = 0 para toda sucesión h = {hm}m2N ⇢
Z tendiendo a ±1, respectivamente, como m ! 1 (ver [16, Proposition 7]).

Es suficiente probar el teorema para el operador A
+
n (la prueba para el operador A

�
n es

análoga). Más aún, podemos suponer sin pérdida de generalidad que N+ = 0. En efecto,
sea N+ � 0. Aplicando entonces las igualdades

P
+
n V

k
P

+
n+k = P

+
n V

k = V
k
P

+
n+k para toda n, k 2 Z, (2.10)

vemos que el operador

P
+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n = P

+
n+N+

V
�N+P

+
n + P

�
1�n

actúa del espacio l
p en el espacio (P+

n+N+
+ P

�
1�n)l

p y es inyectiva. Por lo tanto, el operador
P

+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n es de Fredhoilmn y su índice es igual a �N+. Aplicando la igualdad

P
+
n V

�N+ = V
�N+P

+
n�N+

(ver (2.10)),obtenemos que

(P+
n AP

+
n + P

�
1�n)(P

+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n) = P

+
n AP

+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n

= P
+
n AV

�N+P
+
n�N+

P
+
n + P

�
1�n

= P
+
n AV

�N+P
+
n + P

�
1�n.

Solo resta observar que el operador P
+
n+N+

V
�N+P

+
n es invertible en el espacio P

+
n l

p en el
espacio P

+
n+N+

l
p, y que su inversa actua del espacio P

+
n+N+

l
p en el espacio P

+
n l

p es dado por

(P+
n+N+

V
�N+P

+
n )�1 = P

+
n V

N+P
+
n+N+

. (2.11)

Consecuentemente, de la igualdad

P
+
n AV

�N+P
+
n = (P+

n AP
+
n+N+

)(P+
n+N+

V
�N+P

+
n ) (2.12)

obtenemos que el operador A+
n = P

+
n AP

+
n+N+

es de Fredholm en el espacio P
+
n+N+

l
p al espacio

P
+
n l

p y tiene índice cero junto con el operador P
+
n AV

�N+P
+
n .

El operador de Fredholm P
+
n AV

�N+P
+
n +P

�
1�n tiene índice cero y pertenece al álgebra de

Banach Ap de operadores de banda dominada. Entonces este operador es de la forma W+K,
donde W es un operador invertible en el espacio l

p y K es un operador compacto en el espacio
l
p (ver [6][p. 167]). Ya que K 2 Ap por el Corolario 2.2.1(a), concluimos que el operador
W pertenece a Ap también. Entonces, por Corolario 2.2.1(b), el operador W

�1 también
pertenece al álgebra Ap. Ya que W

�1 es un regularizador del operador P+
n AV

�N+P
+
n +P

�
1�n,

concluimos que todo regularizador (P+
n AV

�N+P
+
n + P

�
1�n)

(�1) del operador P+
n AV

�N+P
+
n +

P
�
1�n pertenece al álgebra Ap y puede ser representado de la forma P

+
n DP

+
n +P

�
1�n+K, donde

D 2 Ap y K 2 K(lp) ⇢ Ap. Por lo tanto, existe un regularizador, el cual pertenece al álgebra
P

+
n ApP

+
n + P

�
1�n. Entonces el regularizador (P+

n AV
�N+P

+
n )(�1) del operador P

+
n AV

�N+P
+
n

pertenecen al álgebra de Banach P
+
n ApP

+
n . Claramente el operador (P+

n+N+
V

�N+P
+
n )�1

dado por (2.11) pertenece al conjunto P
+
n ApP

+
n+N+

. Entonces, por (2.12), el regularizador
(P+

n AP
+
n+N+

)(�1) del operador P
+
n AP

+
n+N+

dado por

(P+
n AP

+
n+N+

)(�1) = (P+
n+N+

V
�N+P

+
n )(P+

n AV
�N+P

+
n )(�1)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

pertenece al conjunto P
+
n+N+

ApP
+
n , el cual completa la prueba para N+ � 0.

Si N+ < 0, entonces de (2.10) el operador

P
+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n = P

+
n V

�N+P
+
n�N+

+ P
�
1�n

actua del espacio l
p en el espacio l

p, y el kernel de este operador es (I � P
+
n�N+

� P
�
1�n)l

p.
Por lo tanto el operador P+

n V
�N+P

+
n +P

�
1�n es nuevamente de Fredholm y su índice es igual

a �N+. Aplicando nuevamente (2.10), obtenemos

(P+
n V

�N+P
+
n + P

�
1�n)(P

+
n AP

+
n + P

�
1�n) = P

+
n V

�N+P
+
n AP

+
n + P

�
1�n

= P
+
n P

+
n+N�

V
�N+AP

+
n + P

�
1�n

= P
+
n V

�N+AP
+
n + P

�
1�n.

Así, el operador P+
n V

�N+AP
+
n +P

�
n�1 es de Fredholm en el espacio l

p, y su índice es igual
a cero en este espacio. Por lo tanto, el operador P+

n V
�N+AP

+
n es de Fredholm en el espacio

P
+
n l

p, y su índice es igual a cero, lo cual implica las mismas propiedades para el operador
P

+
n+N+

V
�N+AP

+
n+N+

en el espacio P
p
n+N+

l
p. Finalmente, por la invertibilidad del operador

P
+
n+N+

V
�N+P

+
n : P+

n l
p ! P

+
n+N+

l
p debido a (2.11), obtenemos por la igualdad

P
+
n+N+

V
�N+AP

+
n+N+

= (P+
n+N+

V
�N+P

+
n )(P+

n AP
+
n+N+

) (2.13)

que el operador P
+
n AP

+
n+N+

: P+
n+N+

l
p ! P

+
n l

p también es de Fredholm para N+ < 0 y su
índice es cero.

Además de la igualdad (2.13) se tiene que cualquier regularizador (P+
n AP

+
n+N+

)(�1) del
operador P

+
n AP

+
n+N+

para N+ < 0 tiene la forma

(P+
n AP

+
n+N+

)(�1) = (P+
n+N+

V
�N+AP

+
n+N+

)(�1)(P+
n+N+

V
�N+P

+
n ).

Consecuentemente, por analogía con el caso N+ � 0, concluimos que el regularizador
(P+

n AP
+
n+N+

)(�1) pertenece al conjunto P
+
n+N+

ApP
+
n , lo cual completa la prueba.

Consideremos el operador diagonal por bloques

A = diag{. . . , B,B,B, . . .} 2 W con B =


0 1
1 0

�
. (2.14)

Este operador es auto adjunto e invertible en el espacio l
2, y sus índices N± dados por (2.5)

iguales a cero. Por otro lado, para toda n0 2 N existen números naturales n± > n0 tales que
los operadores A+

n+
y A

�
n� no son invertibles en los espacios P

+
n+
l
2 y P

�
n�l

2, respectivamente.
Así, en contraste con Teorema 2.3.1, uno no puede esperar la invertibilidad de los operadores
(2.8) para toda n 2 N suficientemente grande en lugar de su propiedad de ser Fredholm con
índices cero.

Para p 2 (1,1) y operadores A 2 Wp invertibles lateralmente, podemos especificar
regularizadores para el operador A

±
n .
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

Teorema 2.3.2. Si p 2 (1,1), un operador A 2 Wp es invertible lateralmente en el espacio
l
p, y los números N± son dados por (2.5), entonces para toda n los operadores A

±
n dados por

(2.8) son de Fredholm de indice cero, y sus regularizadores (A±
n )

(�1) son de la forma

(A+
n )

(�1) =
�
Ŵ

+
n

��1
: P

+
n l

p ! P
+
n+N+

l
p
,

(A�
n )

(�1) =
�
Ŵ

�
n

��1
: P

�
n l

p ! P
�
n�N�

l
p
,

donde Ŵ
±
n son operadores invertibles en los espacios de Banach B(P±

n+N±
l
p
, P

±
n l

p), respecti-
vamente, y posee las propiedades:

Ŵ
±
n 2 P

±
n WpP

±
n+N±

y
�
Ŵ

±
n

��1 2 P
±
n+N±

WpP
±
n . (2.15)

Demostración. Probaremos el teorema para A
+
n (la prueba para A

�
n es análoga). Por el

Teorema 2.3.1, para toda n 2 N el operador A
+
n es de Fredholm con índice cero y actúa

del espacio P
+
n+N+

l
p al espacio P

+
n l

p. Entonces A
+
n = W

+
n + K

+
n , donde el operador W

+
n :

P
+
n+N+

l
p ! P

+
n l

p es invertible y el operador K
+
n : P+

n+N+
l
p ! P

+
n l

p es compacto. Ya que
s� limn!1 P

+
n = 0, y debido a [18, Lemma 1.4.7] se tiene que

lim
m!1

kP+
mK

+
n kB(P+

n+N+
lp, P+

n lp) = lim
m!1

kK+
n P

+
m+N+

kB(P+
n+N+

lp, P+
n lp) = 0.

Por lo tanto, existe un número m > n tal que
��(W+

n )�1
��
B(P+

n lp, P+
n+N+

lp)

��K+
n � K̂

+
n

��
B(P+

n+N+
lp, P+

n lp)
< 1 (2.16)

para el operador compacto

K̂
+
n := K̂

+
n,m := (P+

n � P
+
m)K+

n (P
+
n+N+

� P
+
m+N+

) 2 B(P+
n+N+

l
p
, P

+
n l

p).

Por (2.16), el operador Ŵ+
n := W

+
n +(K+

n � K̂
+
n ) 2 B(P+

n+N+
l
p
, P

+
n l

p) es invertible junto con
W

+
n , y A

+
n = Ŵ

+
n + K̂

+
n . Como K̂

+
n 2 P

+
n WpP

+
n+N+

, se sigue que Ŵ
+
n 2 P

+
n WpP

+
n+N+

junto
con A

+
n 2 P

+
n WpP

+
n+N+

. Sólo resta probar la segunda propiedad en (2.15). Similarmente a
(2.12),

Ŵ
+
n (P+

n+N+
V

�N+Pn⇤+) = P
+
n Ŵ

+
n V

�N+P
+
n , (2.17)

donde el operador P+
n+N+

V
�N+P

+
n es invertible del espacio P

+
n l

p en el espacio P
+
n+N+

l
p debido

a (2.11). Ya que Ŵ
+
n 2 P

+
n WpP

+
n+N+

es invertible desde el espacio P
+
n+N+

l
p en el espacio

P
+
n l

p, concluimos de (2.17) que el operador P+
n Ŵ

+
n V

�N+P
+
n es invertible en el espacio P

+
n l

p

y pertenece al álgebra de Banach P
+
n WpP

+
n . Por lo tanto, se sigue de [17][Teorema 2.5.2] que

el operador inverso
�
P

+
n Ŵ

+
n V

�N+P
+
n

��1 2 B(P+
n l

p) también pertenece al álgebra de Banach
P

+
n WpP

+
n , el cual implica junto con (2.17) que

�
Ŵ

+
n

��1 2 P
+
n+N+

WpP
+
n . Entonces

A
+
n = Ŵ

+
n

�
I
+
n+N+

+
�
Ŵ

+
n

��1
K̂

+
n

�
, A

+
n =

�
I
+
n + K̂

+
n

�
Ŵ

+
n

��1�
Ŵ

+
n ,

donde I
+
n+N+

y I
+
n son los operadores identidad en los espacios P

+
n+N+

l
p y P

+
n l

p, y los oper-
adores compactos

�
Ŵ

+
n

��1
K̂

+
n y K̂

+
n

�
Ŵ

+
n

��1 están en las álgebras de Banach P
+
n+N+

WpP
+
n+N+

y P
+
n WpP

+
n , respectivamente. Esto significa que (A+

n )
(�1) :=

�
Ŵ

+
n

��1 es un regularizador
obligatorio de A

+
n .
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Dado p 2 [1,1], para todo operador A =
P

k2Z akV
k 2 Wp, introducimos su operador

formal adjunto A
⇧ dado por

A
⇧ :=

X

k2Z

V
�k
akI 2 Wp. (2.18)

Corolario 2.3.1. Si un operador A 2 Wp satisface A = A
⇧ y es invertible lateralmente

en el espacio l
p para algún p 2 (1,1), entonces A es invertible en el espacio l

p para toda
p 2 [1,1], los números N± dados por (2.5) son iguales a cero, y para suficientemente grande
n 2 N los operadores

A
+
n = P

+
n AP

+
n 2 B(P+

n l
p) y A

�
n = P

�
n AP

�
n 2 B(P�

n l
p)

son representados en la forma A
±
n = Ŵ

±
n + K̂

±
n , donde los operadores Ŵ

±
n son invertibles en

los espacios P±
n l

p, los operadores K̂±
n son compactos en los espacios P±

n l
p, y Ŵ

±
n ,

�
Ŵ

±
n

��1
, K̂

±
n 2

P
±
n WpP

±
n , respectivamente.

Demostración. La primera afirmación es obvia, ya que |A|+ = |A⇧|+ > 0. Más aún, ya que
A 2 Wp es invertible en el espacio l

p, concluimos que su inversa A
�1 pertenece a Wp también

(ver, [17] [Teorema 2.5.2]), y por lo tanto el operador A es invertible en todos los espacios lp
con p 2 [1,1].

Como A = A
⇧, es fácil ver que N± = 0. En efecto N+ = ind +

p (P
+
0 AP

+
0 + P

�
1 ) = 0 para

A = A
⇧, esto debido a la siguiente igualdad

P
+
0 AP

+
0 + P

�
1 = P

+
0 A

⇧
P

+
0 + P

�
1 = (P+

0 AP
+
0 + P

�
1 )⇧,

entonces N+ = ind +
p (P

+
0 AP

+
0 + P

�
1 ) = � ind p + (P+

0 AP
+
0 + P

�
1 ) = �N+. Fijando n 2 N y

tomando A
+
n (la prueba para A

�
n es análoga). Por el Teorema 2.3.2, A+

n = Ŵ
+
n + K̂

+
n , donde

el operador Ŵ
+
n es invertible en el espacio P

+
n l

p y pertenece junto con su inversa al álgebra
de Banach P

+
n WpP

+
n , de donde el operador compacto K̂

+
n pertenece a P

+
n WpP

+
n junto con

A
+
n .

El siguiente lema permite construir descomposiciones A
±
n = W

±
n + K

±
n en términos de

operadores invertibles W±
n y operadores compactos K±

n para los operadores autoadjuntos de
Fredholm A

±
n 2 P

±
n A2P

±
n con índices cero.

Lema 2.3.1. Si A = A
⇤ es un operador invertible lateralmente de A2, n 2 N, y A

±
n =

P
±
n AP

±
n , entonces A±

n = W
±
n +K

±
n , donde los operadores W±

n := A
±
n +PkerA±

n
son invertibles

en los espacios P
±
n l

2, PkerA±
n

son proyecciones ortogonales de P
+
n l

2 en kerA±
n , los operadores

K
±
n := PkerA±

n
son operadores con rango finito en los espacios P

±
n l

2, y W
±
n ,

�
W

±
n

��1
, K

±
n 2

P
±
n A2P

±
n .

Demostración. Por el corolario 2.3.1 y el teorema 2.3.1, para toda n 2 N, el operador A+
n es

de Fredholm de índice cero en el espacio P
+
n l

2. Entonces

dimkerA+
n < 1. (2.19)
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Usando que el operador de Fredholm A
+
n 2 B(P+

n l
2) es normalmente soluble, tenemos por el

Teorema 2.3.1 y (2.4) que el operador A+
n = (A+

n )
⇤ es Moore-Penrose invertible en el espacio

P
+
n l

2, y el inverso de Moore-Penrose es dado por

(A+
n )

+ := (A+
n + PkerA+

n
)�1(I � PkerA+

n
),

donde el operador A
+
n + PkerA+

n
es invertible en el espacio P

+
n l

2 y PkerA+
n

es la proyección
ortogonal de P

+
n l

2 en kerA+
n que pertenece al C⇤-algebra generado por la unidad P

+
n y el

autoadjunto y normalmente soluble operador A+
n . Por lo tanto, el inverso de Moore-Penrose

de (A+
n )

+ es un operador autoadjunto junto con A
+
n . Ya que A

+
n y por lo tanto PkerA+

n

pertenece al C⇤-algebra P
+
n A2P

+
n , y también el operador W

+
n = A

+
n + PkerA+

n
pertenece al

C
+- álgebra P

+
n A2P

+
n .

Además, por (2.19), el operador K
+
n = �PkerA+

n
es un operador de rango finito. Por

lo tanto W
+
n = A

+
n � K

+
n . Entonces el operador compacto K

+
n pertenece al C

⇤-álgebra
P

+
n A2P

+
n junto con W

+
n y A

+
n . Como el operador W+

n es invertible en la C
⇤-álgebra P

±
n A2P

±
n ,

concluimos que
�
W

+
n

��1 2 P
+
n A2P

+
n también.

La prueba para A
�
n es análoga.

Aunque los operadores A±
n no son en general invertibles para toda n 2 N suficientemente

grande, incluso si A 2 A2 son autoadjuntas [ver (3.10)], la situación para los operadores
positivos A 2 A2 es mucho mejor.

Teorema 2.3.3. Si un operador positivo A 2 A2 es Fredholm en el espacio l
2, entonces

para todo n 2 N suficientemente grande, los operadores A
±
n = P

±
n AP

±
n son invertibles en

los espacios P
±
n l

2, respectivamente, y los operadores A
±
n pertenecen con sus inversas a las

C
⇤-álgebras P

±
n A2P

±
n , respectivamente.

Demostración. Probamos para A
+
n ( la prueba para A

�
n es análoga). Ya que la condición de

que el operador A 2 A2 sea de Fredholm en el espacio l
2 es equivalente a que los operadores

P
�
1�n+P

+
n AP

+
n y P

�
1�nAP

�
1�n+P

+
n lo sean, podemos concluir que el operador A+

n = P
+
n AP

+
n

es de Fredholm en el espacio P
+
n l

2. Como A � 0 vive en la C
⇤-álgebra B(l2) existe un

único operador positivo B 2 B(l2) tal que B
2 = A (ver [13][Teorema 2.2.1]). Entonces el

operador A+
n = P

+
n B

2
P

+
n también es posititvo, y por lo tanto hay un único operador positivo

B
+
n 2 B(P+

n l
2) tal que A

+
n = (B+

n )
2, más aún, los operadores A+

n � 0 y B
+
n � 0 pertenecen al

C
⇤-álgebra con unidad P

+
n A2P

+
n con unidad I

+
n = P

+
n . Ya que A+

n = (B+
n )

2 es de Fredholm en
el espacio P

+
n l

2, se tiene que el operador B+
n lo es, y su ídices es igual a cero. En particular el

operador B+
n es normalmente soluble. Sea PkerB+

n
la proyección ortogonal del operador P+

n l
2

sobre kerB+
n , entonces se sigue del Teorema 2.2.6 que el operador W+

n := (B+
n )

2 + PkerB+
n

es
invertible en el espacio P

+
n l

2. Por la prueba del Teorema 2.2.5, la proyección PkerB+
n
es positiva

y pertenece al C+-álgebra P
+
n A2P

+
n junto con A

+
n = (B+

n )
2. Entonces el operador W

+
n es

un operador positivo e invertible en la C
+-álgebra P

+
n A2P

+
n , y A

+
n = W

+
n +K

+
n , donde K

+
n

es un operador compacto en P
+
n l

2 que pertenece a la C
⇤-álgebra P

+
n A2P

+
n . Representando

W
+
n � 0 en la forma W

+
n = (C+

n )
2, donde C

+
n � 0 es un operador invertible en P

+
n A2P

+
n ,

obtenemos

A
+
n = C

+
n (I

+
n + K̃+

n )C
+
n , K̃+

n := (C+
n )

�1
K

+
n (C

+
n )

�1 2 K(P+
n l

2). (2.20)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Simlarmente a la prueba del Teorema 2.3.2, escogemos números naturales suficientemente
grandes m > n para los cuales los operadores compactos

ˆK+
n,m := (P+

n � P
+
m)K̃+

n (P
+
n � P

+
m), K̂+

m := P
+
mK̃+

n P
+
m ,

Kn,m := P
+
mK̃+

n (P
+
n � P

+
m), Kn,m := (P+

n � P
+
m)K̃+

n P
+
m .

satisfacen K̂
+
n,m � 0, K̂+

m � 0, Kn,m = K
⇤
n,m y los operadores I

+
mK̂

+
m son invertibles en los

espacios P
+
m l

2. Tomando I
+
n,m = P

+
n � P

+
m y aplicando las representaciones matriciales

C
+
n =


D F

F
⇤

G

�
, I

+
n + K̃

+
n =


I
+
n,mK̃

+
n,m Kn,m

K
⇤
n,m I

+
m + K̃

+
m

�

de los operadores C
+
n y I

+
n + K̃

+
n en P

+
n l

2 = (P+
n � P

+
m)l2 � P

+
m l

2, obtenemos que

A
+
n =


D F

F
⇤

D

� 
I
+
n,mK̃

+
n,m Kn,m

K
⇤
n,m I

+
m + K̃

+
m

� 
D F

F
⇤

D

�
=


⇤ ⇤
⇤ A

+
m

�
, (2.21)

donde D � 0, G � 0, I+n,mK̃+
n,m � 0, I+m + K̃

+
m � 0, y

A
+
m = F

⇤(I+n,mK̃
+
n,m)F +GK

⇤
n,mF + F

⇤
Kn,mG

⇤ +G(I+m + K̃
+
m)G. (2.22)

Ya que F
⇤(I+n,mK̃

+
n,m)F � 0, el operador G(I+m + K̃

+
m)G � 0 es invertible y la norma del

operador hermitiano GK
⇤
n,mF +F

⇤
Kn,mG

⇤ tiende a cero cuando m ! 1, concluimos que el
operador A

+
m es invertible en el espacio P

+
m l

2 para toda m > n suficientemente grande. Por
último, el operador A+

m es invertible y pertenece al C⇤-álgebra P
+
mA2P

+
m .

2.3.1 Criterios para la invertibilidad lateral de operadores discretos

de banda dominada.

. Un espacio de Banach X es la suma directa de X = X1+̇X2+̇X3 de sus subespacios X1, X2

and X3, si todo elemento x 2 X se puede representar de manera única como x = x1+x2+x3,
donde x1 2 X1, x2 2 X2 y x3 2 X3. Claramente, en este caso las intersecciones por parejas
de esos subespacios consta solamente del elemento cero.

Dadop 2 (1,1), consideramos la siguiente representación de un operador discreto de
banda dominada A 2 Ap como el operador matricial

A =

2

4
P

�
n AP

�
n�N�

P
�
n AP

0
n�N�,n+N+

P
�
n AP

+
n+N+

P
0
nAP

�
n�N�

P
0
nAP

0
n�N�,n+N+

P
0
nAP

+
n+N+

P
+
n AP

�
n�N�

P
+
n AP

0
n�N�,n+N+

P
+
n AP

+
n+N+

3

5 (2.23)

actuando del espacio P
�
n�N�

l
p +̇ P

0
n�N�,n+N+

l
p +̇ P

+
n+N+

l
p al espacio P

�
n l

p +̇ P
0
n l

p +̇ P
+
n l

p,
donde P

0
n�N�,n+N+

:= I � P
�
n�N�

� P
+
n+N+

y P
0
n := I � P

�
n � P

+
n . Si los operadores A

±
n :

P
±
n AP

±
n±N±

son de Fredholm de los espacios P
±
n±N±

l
p a los espacios P

±
n l

p, respectivamente,
y tienen índices cero por el Teorema 2.3.1, concluimos de [6][p. 167] que

A
±
n = W

±
n +K

±
n ,
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

donde los operadores W±
n : P±

n±N±
l
p ! P

±
n l

p son invertibles en los espacios K±
n : P±

n±N±
l
p !

P
±
n l

p son compactos. Como K
±
n 2 P

±
n ApP

±
n±N±

, y por lo tanto W
±
n 2 P

±
n ApP

±
n±N±

también,
por el Corolario 2.2.1(b) tenemos que los operadores inversos (W±

n )�1 : P±
n l

p ! P
±
n±N±

l
p

pertenecen al conjunto P
±
n±N±

ApP
±
n . Por lo que, tenemos cuatro casos:

1) N± � 0, 2) N±  0, 3) N�  0  N+, 4) N� � 0 � N+.

En cada uno de esos casos introducimos los operadores los cuales son invertibles lateralmente
simultáneamente con A y del mismo lado que A:

1) A++ := diag{P�
n , P

0
n , (W

+
n )�1}

⇥

2

4
P

�
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n AP

0
n�N�,n+N+

P
�
n AP

+
n+N+

P
0
nAP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
0
nAP

0
n�N�,n+N+

P
0
nAP

+
n+N+

P
+
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
+
n AP

0
n�N�,n+N+

P
+
n AP

+
n+N+

3

5 ,

2) A�� := diag{(W�
n )�1

, P
0
n , P

+
n }

⇥

2

4
P

�
n AP

�
n�N�

P
�
n AP

0
n�N�,n+N+

P
�
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
0
nAP

�
n�N�

P
0
nAP

0
n�N�,n+N+

P
0
nAP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n AP

�
n�N�

P
+
n AP

0
n�N�,n+N+

P
+
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

3

5 ,

3) A�+ := diag{(W�
n )�1

, P
0
n , (W

+
n )�1}

⇥

2

4
P

�
n AP

�
n�N�

P
�
n AP

0
n�N�,n+N+

P
�
n AP

+
n+N+

P
0
nAP

�
n�N�

P
0
nAP

0
n�N�,n+N+

P
0
nAP

+
n+N+

P
+
n AP

�
n�N�

P
+
n AP

0
n�N�,n+N+

P
+
n AP

+
n+N+

3

5 ,

4) A+� :=

2

4
P

�
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n AP

0
n�N�,n+N+

P
�
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
0
nAP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
0
nAP

0
n�N�,n+N+

P
0
nAP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
+
n AP

0
n�N�,n+N+

P
+
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

3

5. (2.24)

Claramente, estos operadores actúan como sigue:

A++ : (P�
n + P

0
n�N�,n+N+

+ P
+
n+N+

)lp ! (P�
n + P

0
n + P

+
n+N+

)lp,

A�� : (P�
n�N�

+ P
0
n�N�,n+N+

+ P
+
n )lp ! (P�

n�N�
+ P

0
n + P

+
n )lp,

A�+ : l
p = (P�

n�N�
+ P

0
n�N�,n+N+

+ P
+
n+N+

)lp ! (P�
n�N�

+ P
0
n + P

+
n+N+

)lp,

A+� : (P�
n + P

0
n�N�,n+N+

+ P
+
n )lp ! (P�

n + P
0
n + P

+
n )lp = l

p
,
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

y sus bloques más extremos tienen, respectivamente, la forma:

A
�
++ := P

�
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n = I

�
n + K̃

�
n ,

A
+
++ := P

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n AP

+
n+N+

= I
+
n+N+

+ K̃
+
n+N+

,

A
�
�� := P

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n AP

�
n�N�

= I
�
n�N�

+ K̃
�
n�N�

,

A
+
�� := P

+
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n = I

+
n + K̃

+
n ,

A
�
�+ := P

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n AP

�
n�N�

= I
�
n�N�

+ K̃
�
n�N�

,

A
+
�+ := P

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n AP

+
n+N+

= I
+
n+N+

+ K̃
+
n+N+

,

A
�
+� := P

�
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n = I

�
n + K̃

�
n ,

A
+
+� := P

+
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n = I

+
n + K̃

+
n ,

donde los operadores I±n y In±N± son los operadores identidad en los espacios P±
n l

p y Pn±N±l
p,

respectivamente, y K̃
±
n y K̃n±N± son operadores compactos en los espacios P

±
n l

p y Pn±N±l
p,

respectivamente.
Es fácil ver que los operadores A++, A��, A�+ y A+� pertenecen al álgebra de Banach

Ap ya que A 2 Ap y (W±
n )�1 2 P

±
n±N±

ApP
±
n . Además, para toda m > n suficientemente

grande, los subbloques (A±
++)m, (A±

��)m, (A±
�+)m y (A±

+�)m de A
±
++, A

±
��, A

±
�+ y A

±
+�,

respectivamente, los cuales son obtenidos de A
±
++, A±

��, A±
�+ y A

±
+� reemplazando n por m

son operadores invertibles en los espacios correspondientes.
En efecto, tomando, por ejemplo, el operador A

+
+� = I

+
n + K̃

+
n , donde K̃

+
n 2 K(P+

n l
p).

Ya que s-limm!1 P
+
m = 0, de [18][Lemma 1.4.7] tenemos

lim
m!1

kP+
mK̃

+
n P

+
mkB(P+

n lp) = 0,

y por lo tanto el operador P
+
mA

+
+�P

+
m = P

+
m(I+n + K̃

+
n )P

+
m es invertible en el espacio P

+
m l

p

para toda m > n suficientemente grande.
Representando los operadores A++, A��, A�+ y A+� de la forma de operador matricial

de 3 ⇥ 3 con bloques más extremos (A±
++)m, (A±

��)m, (A±
�+)m y (A±

+�)m, respectivamente,
podemos estudiar la invertibilidad lateral de los operadores A++, A��, A�+ y A+�, y por lo
tanto la invertibilidad lateral de el operador inicial A en los espacios l

p con p 2 (1,1).
Por ejemplo, vamos a estudiar la invertibilidad lateral de el operador A+� relacionado al

cuarto caso N� � 0 � N+. Este operador es representado en la forma

D := A+� =

2

64
P

�
mA+�P

�
m P

�
mA+�P

0
m�N�,m+N+

P
�
mA+�P

+
m

P
0
mA+�P

�
m P

0
mA+�P

0
m�N�,m+N+

P
0
mA+�P

+
m

P
+
mA+�P

�
m P

+
mA+�P

0
m�N�,m+N+

P
+
mA+�P

+
m

3

75 , (2.25)

Donde los bloques más extremos son invertibles y tienen la forma

D
�
m := P

�
mA+�P

�
m = P

�
mAP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
m ,

D
+
m := P

+
mA+�P

+
m = P

+
mAP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
m .

(2.26)
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

Por el Corolario 2.2.1(b), los bloques D
±
m están en el álgebra de Banach P

±
mApP

±
m y son

invertibles en esas álgebras, respectivamente. Por lo tanto, el operador

Dm,1 :=


P

�
mA+�P

�
m P

�
mA+�P

+
m

P
+
mA+�P

�
m P

+
mA+�P

+
m

�
, (2.27)

el cual actua del espacio P
�
m l

p +̇ P
+
m l

p en el espacio P
�
m l

p +̇ P
+
m l

p y pertenece al álgebra de
Banach (P�

m + P
+
m)Ap(P�

m + P
+
m), también es invertible para m 2 N suficientemente grande

junto con los operadores (2.26), ya que

lim
m!1

��P�
mA+�P

+
m

��
B(P+

mlp,P�
m lp)

= 0,

lim
m!1

��P+
mA+�P

�
m

��
B(P�

m lp,P+
mlp)

= 0.

Así, por el Corolario 2.2.1(b),el operador inverso D
�1
m,1 está en el álgebra B((P�

m + P
+
m)lp)

también está en (P�
m + P

+
m)Ap(P�

m + P
+
m).

Definiendo D̃m,0 := P
0
mA+�P

0
m�N�,m+N+

,

Dm,1 :=
⇥
P

0
mA+�P

�
m P

0
mA+�P

+
m

⇤
, Dm,2 :=

"
P

�
mA+�P

0
m�N�,m+N+

P
+
mA+�P

0
m�N�,m+N+

#
,

Podemos reescribir el operador matricial A+� dado por (2.25) en la forma

D =

"
D̃m,0 Dm,1

Dm,2 Dm,1

#
,

con los bloques D̃m,0 2 P
0
mApP

0
m�N�,m+N+

, Dm,1 2 P
0
mAp(P�

m+P
+
m), Dm,2 2 (P�

m+P
+
m)ApP

0
m�N�,m+N+

,
y Dm,1 2 (P�

m + P
+
m)Ap(P�

m + P
+
m). Ya que el bloque Dm,1 es invertible, obtenemos que

D =

"
D̃m,0 Dm,1

Dm,2 Dm,1

#
=


I Dm,1

0 Dm,1

� "
D̃m,0 �Dm,1D

�1
m,1Dm,2 0

D
�1
m,1Dm,2 I

#
. (2.28)

Por lo que, la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador D es equivalente a la
invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador

Dm,0 := D̃m,0 �Dm,1D
�1
m,1Dm,2 2 P

0
mApP

0
m�N�,m+N+

, (2.29)

donde N+  0  N� en el caso de invertibilidad izquierda, y N� en el caso de la invertibilidad
derecha, el cual es posible en el caso 4) sólo si N+ = N� = 0. Entonces nuevamente
concluimos que el inverso lateral correspondiente del operador D

L
m,0 o D

R
m,0 pertenece al

conjunto P
0
m�N�,m+N+

ApP
0
m. Por lo tanto, el operador inverso por la izquierda D̃ = D

L

(resp., el operador inverso por la derecha D̃ = D
R) para el operador D puede ser escrito en

la forma

D̃ =

2

64
P

�
mD̃P

�
m P

�
mD̃P

0
m P

�
mD̃P

+
m

P
0
m�N�,m+N+

D̃P
�
m P

0
m�N�,m+N+

D̃P
0
m P

0
m�N�,m+N+

D̃P
+
m

P
+
mD̃P

�
m P

+
mD̃P

0
m P

+
mD̃P

+
m

3

75 ,
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

donde para cada ⌫ 2 {�,+, 0},

P
±
mD̃P

⌫
m 2 P

±
mApP

⌫
m, P

0
m�N�,m+N+

D̃P
⌫
m 2 P

0
m�N�,m+N+

ApP
⌫
m.

Ya que todo operador A 2 Ap es el límite uniforme de una sucesión de operadores discretos
de banda en B(lp), se sigue que D̃ 2 (P�

m + P
0
m�N�,m+N+

+ P
+
m)Ap. Por lo tanto el operador

inverso por la izquierda (resp., por la derecha) D̃ a el operador D = A+� pertenece al
conjunto (P�

m + P
0
m�N�,m+N+

+ P
+
m)Ap. Tomando los operadores (W±

n )�1 2 P
±
n±N±

ApP
±
n ,

concluimos que el operador

diag
�
(W�

n )�1
, P

0
n�N�,n+N+

, (W+
n )�1

 
D̃

pertenece al álgebra de Banach Ap y es un operador inverso por la izquierda (resp., por la
derecha) del operador A en el caso N+  0  N�, donde N± = 0 para la invertibilidad
derescha.

Identificando el operador Dm,0 2 P
0
mApP

0
m�N�,m+N+

con la correspondiente matriz de
tamaño (2m � 1) ⇥ (2m � 1 + N+ � N�), denotamos por %(Dm,0) el rango de esta matriz.
Así el operador A es invertible por la izquierda en el espacio l

p en el caso 4) sí y sólo si
N+  0  N� y %(Dm,0) = 2m � 1 + N+ � N�. El operador A es invertible por la derecha
en el espacio l

p en el caso 4) sí y sólo si N± = 0 y %(Dm,0) = 2m � 1 (en este caso A es
invertible en el espacio l

p).
Similarmente, en los casos 1)–3) los operadores

D := A++ : (P�
n + P

0
n�N�,n+N+

+ P
+
n+N+

)lp ! (P�
n + P

0
n + P

+
n+N+

)lp,

D := A�� : (P�
n�N�

+ P
0
n�N�,n+N+

+ P
+
n )lp ! (P�

n�N�
+ P

0
n + P

+
n )lp,

D := A�+ : l
p ! (P�

n�N�
+ P

0
n + P

+
n+N+

)lp

pueden ser representados en la forma (2.25), y entonces su inversa por la izquierda (resp.,
por la derecha) es equivalente a la invertibilidad izquierda (resp. derecha) del operador Dm,0

definido por (2.29) para cada D 2 {A++ A��, A�+}, donde, respectivamente,

1) N± � 0, 2) N±  0, 3) N�  0  N+.

La invertibilidad lateral del operador (2.29) es equivalente a la igualdad

%(Dm,0) = min{2m� 1 +N+ �N�, 2m� 1}. (2.30)

Por lo tanto, el operador A es invertible por la izquierda en el espacio l
p sí y sólo si (2.30)

se tiene y 0  N+  N� en el caso 1), N+  N�  0 en el caso 2), y N+ = N� = 0 en el
caso 3). Análogamente, el operador A es invertible por la derecha en el espacio l

p sí y sólo si
(2.30) se tiene y N+ � N� � 0 in the case 1), 0 � N+ � N� en el caso 2), y N+ � 0 � N�
en el caso 3). Claramente un inverso lateral del operador A pertenece al álgebra de Banach
Ap en todos los casos.

En lo que sigue, Dm,0(A) denotará a ambos, el operador Dm,0 definido por (2.29) para
toda D 2

�
A++, A��, A�+, A+�

 
y su matriz asociada, donde los operadores A++, A��, A�+

y A+� son dados para A por (2.24).
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Teorema 2.3.4. Sea p 2 (1,1) y sea A 2 Ap un operador de Fredholm. Entonces A es
invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio l

p sí y sólo si N+  N� (resp.,
N+ � N�) y para toda m 2 N suficientemente grande, el rango de la matriz Dm,0(A) es
igual a 2m�1+N+�N� (resp., 2m�1). Bajo esas condiciones existe un inverso izquierdo
(resp., derecho) de A el cual pertenece al álgebra de Banach Ap.

Corolario 2.3.2. Sea p 2 (1,1) y sea A 2 Ap. Si el operador A es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio l

p, entonces cualquier inverso izquierdo (resp. derecho)
pertenece al álgebra de Banach Ap.

Demostración. Sea p 2 (1,1) y sea A 2 Ap un operador A invertible por la izquierda en el
espacio l

p. Por el Teorema 2.3.4, hay un inverso izquierdo A
L
0 de A que pertenece al álgebra

de Banach Ap. Entonces cualquier inverso izquierdo de A es de la forma A
L = A

L
0P , donde

P es una proyección de l
p en Im A (ver [6] Capítulo 2, Teorema 5.1). Por lo tanto

A
L = A

L
0P = A

L
0 � A

L
0 P̃ , (2.31)

donde P̃ = I � P es una proyección de rango finito en B(lp) ya que dimCokerA < 1.
Entonces AL

0 P̃ 2 K(lp), el cuál implica por el Corolario 2.2.1 (a) que A
L
0 P̃ 2 Ap. Por (2.31),

A
L 2 Ap junto con A

L
0 y A

L
0 P̃ .

Pasando a operadores adjuntos, concluimos que cualquier inverso derecho de A 2 Ap (si es
que existe) también pertenece a Ap

De esto sigue que el Teorema 2.2.2 admite la siguiente generalización: El álgebra de
Banach Ap para p 2 (1,1) es lateral inversamente cerrada.

2.4 Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma

inferior

Proposición 2.4.1. Sean Xj para j = 1, 2, 3, 4 espacios de Banach, A1 2 B(X2, X1), A2 2
B(X3, X2), A3 2 B(X4, X3), y los operadores A1 y A3 invertibles, entonces la norma inferior
del operador A = A1A2A3 es positivo sí y sólo si la norma inferior del operador A2 es
positivo.

Demostración. Supongamos que la norma inferior |A2|+ del operador A2 es positivo. Ya que
|A1|+ > 0 y |A3|+ > 0 para los operadores invertibles A1 y A3, concluimos que kerAj = {0}
para toda j = 1, 2, 3. Entonces

|A|+ = inf
0 6=x2X4

kAxkX1

kxkX4

= inf
0 6=x2X4

✓
kA1A2A3xkX1

kA2A3xkX2

kA2A3xkX2

kA3xkX3

kA3xkX3

kxkX4

◆

� |A1|+|A2|+|A3|+ > 0.

Inversamente, si |A|+ > 0, entonces A2 = A
�1
1 AA

�1
3 , y por lo tanto |A2|+ > 0 por la parte

ya probada.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Teorema 2.4.1. Sea p 2 (1,1) y sea A 2 Ap. Entonces el operador A es invertible por la
izquierda (resp., por la derecha) en el espacio l

p sí y sólo si |A|+ > 0 en el espacio l
p (resp.,

|A⇤|+ > 0 en el espacio l
q), donde 1/p+ 1/q = 1.

Demostración. Suficiencia. Si |A|+ > 0, entonces la imagen de A es cerrada en el espacio l
p, y

kerA = {0}. Por lo tanto el operador A 2 Ap es n-normal. Entonces, por el Teorema 2.2.3,
el operador A es de Fredholm en el espacio l

p. Siguiendo la prueba del Teorema 2.3.4,
tomamos uno de los operadores A++, A��, A�+, A+� dependiendo de los números N± 2 Z.
Sea D = A+� este operador. Por la construcción de A+� y por la Proposición 2.4.1, |D|+ =
|A+�|+ > 0 junto con |A|+ > 0. Entonces, tomando el operador invertible Dm,1 dado por
(2.27) y aplicando la descomposición (2.28) y Proposición 2.4.1, obtenemos que |Dm,0|+ > 0
junto con |Dm,1|+ > 0, donde el operador Dm,0 2 B(P 0

m�N�,m+N+
l
p
, P

0
ml

p) es dado por (2.29).
Ya que |Dm,0|+ > 0 y el operador Dm,0 tiene rango finito, su imagen tiene un complemento
directo de dimensión finita. Así, el operador Dm,0 es invertible por la izquierda y actúa del
espacio P

0
m�N�,m+N+

l
p al espacio P

0
ml

p, el cual implica la invertibilidad izquierda del operador
D = A+� del espacio (P�

n +P
0
n�N�,n+N+

+P
+
n )lp en el espacio (P�

n +P
0
n +P

+
n )lp = l

p, y por
lo tanto la invertibilidad izquierda del operador A en el espacio l

p.
Pasando al operador adjunto A

⇤ y aplicando la parte ya probada, obtenemos la invert-
ibilidad izquierda del operador A

⇤ en el espacio l
q si |A⇤|+ > 0, el cual es equivalente a la

invertibilidad derecha del operador A en el espacio l
p.

Necesidad es evidente.

Considere el operador discreto de banda dominada

A = P
�
0 + V

�1
P

+
1 , B = P

�
0 + V P

+
2 + yP

0
0,2 (2.32)

en la C
⇤-álgebra A2, donde la columna y :=

�
(|n|+1)�1

�
n2Z esta en l

2\ l1. Entonces A 2 W2,
B 2 A2\W2, y B es un inverso izquierdo de A en A2 que no pertenece a W2. Así, en contraste
con el Corolario 2.3.2, no podemos garantizar que para toda p 2 (1,1) y cualquier operador
invertible por la izquierda (resp., derecha) A 2 Wp, todos sus inversos izquierdos (resp.,
derechos) pertenecen al álgebra Wp.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. Si p 2 (1,1) y un operador A 2 Wp es invertible por la izquierda (resp.,
derecha) en el espacio l

p, entonces existe un inverso izquierdo (resp., derecho) de A que
pertenece al álgebra de Banach Wp.

Proof. Reemplazando Ap por Wp y aplicando el Teorema 2.3.2, podemos modificar la prueba
del Teorema 2.3.4. Por el teorema Teorema 2.3.1, tenemos que para toda n 2 N los operadores

A
+
n : P+

n+N+
l
p ! P

+
n l

p y A
�
n : P�

n�N�
l
p ! P

�
n l

p
,

son operadores de Fredholm de índices cero. Por la prueba del Teorema 2.3.2, A±
n = Ŵ

±
n +

K̂
±
n , donde los operadores Ŵ

±
n : P

±
n±N±

l
p ! P

±
n l

p son invertibles, los operadores K̂
±
n :

P
±
n±N±

l
p ! P

±
n l

p son compactos debido a (2.15),

Ŵ
±
n , K̂

±
n 2 P

±
n WpP

±
n+N±

y
�
Ŵ

±
n

��1 2 P
±
n+N±

WpP
±
n . (2.33)
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Similarmente a la prueba del Teorema 2.3.4,consideramos los casos N� � 0 � N+ (los casos
N± � 0, N±  0 y N�  0  N+ son análogos). Sea W

±
n := Ŵ

±
n , K±

n := K̂
±
n y siguiendo

la prueba de Teorema 2.3.4, como A 2 Wp obtenemos que los bloques más extremos A
�
+� y

A
+
+� del operador

A+� : (P�
n + P

0
n�N�,n+N+

+ P
+
n )lp ! (P�

n + P
0
n + P

+
n )lp = l

p

definido por (2.24) tienen la forma

A
�
+� := P

�
n AP

�
n�N�

(W�
n )�1

P
�
n = I

�
n + K̃

�
n ,

A
+
+� := P

+
n AP

+
n+N+

(W+
n )�1

P
+
n = I

+
n + K̃

+
n ,

donde I
±
n son los operadores identidad en los espacios P

±
n l

p, K̃±
n son operadores compactos

en esos espacios y K̃
±
n 2 P

±
n WpP

±
n , respectivamente. Entonces escogemos las proyecciones

P
±
m tal que para toda m > n suficientemente grande los operadores

P
�
mA

�
+�P

�
m = P

�
m(I�n + K̃

�
n )P

�
m ,

P
+
mA

+
+�P

+
m = P

+
m(I+n + K̃

+
n )P

+
m

(2.34)

son invertibles en los espacios P
+
m l

p y P
�
m l

p, respectivamente. Más aún, esos operadores y
sus inversas pertenecen a las álgebras de Banach P

±
mWpP

±
m , respectivamente.

De A+� 2 (P�
n + P

0
n + P

+
n )Wp(P�

n + P
0
n�N�,n+N+

+ P
+
n ), y de la representación (2.25)

del operador D = A+� que el operador Dm,1 dado por (2.27) pertenece al álgebra de
Banach (P�

m + P
+
m)Wp(P�

m + P
+
m)y es invertible en el espacio P

�
m l

p +̇ P
+
m l

p para toda m > n

suficientemente grande, junto con los operadores (2.34). Por lo tanto el operador inverso
D

�1
m,1 que está en el álgebra B((P�

m +P
+
m)lp) también pertenece al álgebra de Banach (P�

m +
P

+
m)Wp(P�

m + P
+
m).

Representando el operador matricial D = A+� en la forma

D =

"
D̃m,0 Dm,1

Dm,2 Dm,1

#
,

donde

D̃m,0 2 P
0
mWpP

0
m�N�,m+N+

, Dm,1 2 P
0
mWp(P

�
m + P

+
m),

Dm,2 2 (P�
m + P

+
m)WpP

0
m�N�,m+N+

, Dm,1 2 (P�
m + P

+
m)Wp(P

�
m + P

+
m),

y tomando en cuenta la invertibilidad del bloque Dm,1 en el álgebra de Banach (P�
m +

P
+
m)Wp(P�

m + P
+
m), y (2.28) obtenemos que la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del

operador D es equivalente a la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador

Dm,0 := D̃m,0 �Dm,1D
�1
m,1Dm,2 2 P

0
mWpP

0
m�N�,m+N+

. (2.35)

Similarmente a la prueba del Teorema 2.3.4, concluimos que el inverso lateral correspondiente
del operador D

L
m,0 o D

R
m,0 está en el conjunto P

0
m�N�,m+N+

WpP
0
m. Por lo tanto el inverso
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

izquierdoD̃ = D
L (resp., el inverso derecho D̃ = D

R) del operador D = A+� pertenece
al conjunto (P�

m + P
0
m�N�,m+N+

+ P
+
m)Wp. Finalmente, ya que (W±

n )�1 2 P
±
n±N±

WpP
±
n ,

concluimos que el operador

diag
�
(W�

n )�1
, P

0
n�N�,n+N+

, (W+
n )�1

 
D̃

pertenece al álgebra de Banach Wp y es un inverso izquierdo (resp., derecho) del operador
A en el caso N� � 0 � N+, donde N± = 0 para el caso de la invertibilidad derecha, lo cual
completa la prueba.

El Teorema 2.4.2 inmediatamente implica el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. Si el operador A 2 W es invertible por la izquierda (resp., por la derecha)
en el espacio l

p con p 2 (1,1), entonces es invertible por la izquierda (resp., por la derecha
) en todos los espacios l

p con p 2 {0} [ [1,1].

2.4.1 Otros criterios de invertibilidad lateral

Para un operador A 2 Wp, sea A
⇧ 2 Wp su operador formalmente adjunto dado por (2.18).

Teorema 2.4.3. Dado p 2 (1,1), un operador A 2 Wp es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio l

p sí y sólo el operador A
⇧
A (resp., AA⇧) es invertible

en el espacio l
p. En este caso uno de los inversos izquierdos (resp., derechos) es dado

porAL = (A⇧
A)�1

A
⇧ (resp., por A

R = A
⇧(AA⇧)�1) y pertenece al álgebra de Banach Wp.

Demostración. Los operadores A
⇧
A y AA

⇧ pertenecen al álgebra de Banach Wp junto con
A. Por lo tanto, si el operador A

⇧
A (resp., AA⇧) es invertible en el espacio l

p, entonces por
[17, Teorema 2..5.2] que el operador inverso (A⇧

A)�1 (resp., (AA⇧)�1) también pertenece al
álgebra de Banach Wp. Obviamente, los operadores AL = (A⇧

A)�1
A

⇧ and A
R = A

⇧(AA⇧)�1,
los cuales pertenecen al álgebra de Banach Wp son inversos izquierdo y derecho de A, re-
spectivamente en el espacio l

p.
Inversamente, si A 2 Wp es invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio

l
p, entonces existe su inverso izquierdo A

L (resp., su inverso derecho A
R) que pertenece al

álgebra de Banach Wp por el Teorema 2.4.2. Entonces el operador AL (resp., AR) pertenece
al álgebra de Banach W2 contenido en la C

⇤-algebra B(l2). Acorde a [14, § 23, Corolario 2], la
invertibilidad izquierda (resp., derecha) de un elemento b en una C

⇤-algebra B es equivalente
a la invertibilidad del elemento b

⇤
b (respectivamente, bb

⇤) en la C
⇤-algebra B. Aplicando

este heho a la C
⇤-algebra B(l2), inmediatamente tenemos que el operador A

⇧
A = A

⇤
A

(resp., AA
⇧ = AA

⇤) es invertible en el espacio l
2. Ya que el álgebra de Banach W2 es

inversamente cerrada en la C
⇤-algebra B(l2), concluimos que el operador inverso (A⇧

A)�1

(resp., (AA⇧)�1) pertenece al álgebra de Banach W2, y por lo tanto al álgebra de Banach Wp.
Consecuentemente el operador A

⇧
A (resp., AA⇧) es invertible en el espacio l

p y su inversa
pertenece al álgebra de Banach Wp para toda p 2 (1,1).

El Teorema 2.4.3 y el Corolario 2.4.1 inmediatamente implican el siguiente resultado.
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Teorema 2.4.4. Si |A|+ > 0 (resp., |A⇧|+ > 0) para un operador A 2 Wp en el espacio
l
p para algún p 2 (1,1), entonces |A|+ > 0 (resp.,|A⇧|+ > 0) para el operador A 2 Wp en
todos los espacios lp con p 2 {0}[ [1,1]. En este caso A es invertible por la izquierda (resp.,
por la derecha) en los espacios lp para toda p 2 {0}[ [1,1], y uno de sus inversos izquierdos
(resp., derechos) es dado por A

L = (A⇧
A)�1

A
⇧ (resp., by A

R = A
⇧(AA⇧)�1).

El Teorema 2.4.4 es relacionado con los temas estudiados en los artículos: [1], [23] y [24].

2.4.2 Invertibilidad de los operadores A⇧A y AA⇧

Dado p 2 (1,1), sea A 2 Wp. Si A es de Fredholm en el espacio l
p, entonces los números

N± 2 Z son dados por (2.5). Sea Dm,0(A) la matriz Dm,0 definida en (2.35) para toda
N± 2 Z.

Teorema 2.3.4 combinado con el Teorema 2.4.2 implican inmediatamente la siguiente
analogía tipo Wiener del Teorema 2.3.4.

Teorema 2.4.5. Sea p 2 (1,1) y A 2 Wp un operaor de Fredholm. Entonces el operador
A es invertible por la izquierda en el espacio l

p sí y sólo si N+  N� y para toda m 2 N
suficientemente grande, el rango de la matriz Dm,0(A) es igual a 2m � 1 + N+ � N�, y el
operador A es invertible por la derecha en el espacio l

p sí y sólo si N+ � N� y para toda
m 2 N suficientemente grande, el rango de la matriz Dm,0(A) es igual a 2m� 1. Bajo esas
condiciones existe un inverso izquierdo (resp., derecho) de A el cual pertenece al álgebra de
Banach Wp.

Asi, la invertibilidad lateral de el operador A 2 Wp en Teorema 2.4.5 depende del rango
de la matriz finita Dm,0(A) para toda n 2 N suficientemente grande. La construcción de esta
matriz es relacionada con la invertibilidad de las matrices infinitas de la forma D

±
m = P

±
mDP

±
m

asociadas con los bloques más extremos modificados de las matrices iniciales. En el otro lado,
para el operador de Fredholm A, las matrices infinitas D

±
m son invertibles para toda m 2 N

suficientemente grande, y por lo tanto el criterio de invertibilidad lateral puede ser escrita
en términos de los rangos de las matrices finitas Dm,0(·) solamente.

Este enfoque se basa en representar matrices infinitas de operadores A en álgebras de
Banach Ap o Wp como matrices de 3 ⇥ 3 bloques y el estudio posterior de su invertibil-
idad lateral e invertibilidad permite establecer los criterios de de invertibilidad lateral de
operadores A 2 Ap en términos de sus normas inferiores para toda p 2 (1,1) (ver Teo-
rema 2.4.1), a mostrar la existencia de inversos laterales en las álgebras de Banach Wp para
todos los operadores A 2 Wp y toda p 2 (1,1) (ver Teorema 2.4.2), a probar la equivalencia
de la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador A 2 Wp y la invertibilidad de los
operadores A

⇧
A (resp., AA⇧) para toda p 2 (1,1) en lugar de p = 2 (ver Teorema 2.4.3).

Sea p 2 (1,1). Aplicando el Teorema 2.3.3 podemos mejorar el criterio de invertibil-
idad para los operadores A

⇧
A 2 Wp y AA

⇧ 2 Wp en términos de sus bloques, donde el
operador A

⇧ relacionado con A es dado por (2.18). Además, en ese criterio seguido del
Teorema 2.4.5, podemos simplificar la contrucción de las matrices Dm,0(B) para los op-
eradores B 2 {AA⇧

, A
⇧
A{ mediante el uso de la invertibilidad los bloques más extremos
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

B
±
n = P

±
n BP

±
n en los espacios P

±
n l

p, respectivamente. Sea B 2 {AA⇧
, A

⇧
A{. Por el Coro-

lario 2.4.1 el operador B 2 Wp es invertible en el espacio l
p para p 2 (1,1) sí y solo si es

invertible en el espacio l
2. Más aún, sus inversas en el espacio l

p y l
2 coinciden y pertenecen al

álgebra W . Por el Corolario 2.3.1, N± = 0 para B. Ya que B es positivo en el espacio l
2, esto

sigue del Teorema 2.3.3 que toda n 2 N suficientemente grande los operadores B±
n = P

±
n BP

±
n

son invertibles en los espacios P
±
n l

2, respectivamente. Ya que B
±
n 2 P

±
n WP

±
n , se tiene que

(B±
n )

�1 2 P
±
n WP

±
n , y por lo tanto los operadores B

±
n son invertibles en los espacios Pn ± l

p

para toda n 2 N suficientemente grande.
Representando al operador B de manera similar como en (2.23)

B =

2

4
P

�
n BP

�
n P

�
n BP

0
n P

�
n AP

+
n

P
0
nAP

�
n P

0
nAP

0
n P

0
nAP

+
n

P
+
n AP

�
n P

+
n AP

0
n P

+
n AP

+
n

3

5 (2.36)

obtenemos de la invertibilidad de los bloques más extremos P
�
n BP

�
n y P

+
n BP

+
n y de la

igualdad
lim

m!1
||P�

n BP
+
n ||B(P+

n lp,P�n�lp) = lim
n!1

||P+
n BP

�
n ||B(P�

n lP ,P+
n lp) = 0

que para toda n 2 N suficientemente grande el operador

Bn,1 :=


P

�
n BP

�
n P

�
n BP

+
n

P
+
n BP

�
n P

+
n BP

+
n

�
, (2.37)

es invertible en el espacio P
�
n l

p+̇P
+
n l

P . Definiendo B̃n,0 := P
0
nBP

0
n ,

Bn,1 :=
⇥
P

0
nBP

�
n P

0
nBP

+
n

⇤
, Bn,2 :=


P

�
n BP

0
n

P
+
n BP

0
n

�

podemos reescribir el operador matricial B dado por (2.36) de la forma

B =


B̃n,0 Bn,1

Bn,2 Bn,1

�
.

Ya que el bloque Bn,1 dado por (2.37) es invertible, concluimos que la invertibilidad del
operador B en el espacio l

p es equivalente a la invertibilidad de la matriz de tamaño (2n�
1)⇥ (2n� 1) identificado con el operador

Bn,0 := B̃n,0 � Bn,1B
�1
n,1Bn,2 (2.38)

B(lp), el operador inverso B
�1 pertenece a cwp y B(lp). Ya que la álgebra de Banach Wp es

inversamente cerrada en el álgebra de Banach

Teorema 2.4.6. Si p 2 (1,1) y A 2 Wp, entonces el operador B 2 {A⇧
A, AA

⇧} es
invertible en el espacio l

p sí y solo si para suficientemete grande n 2 N los operadores
B

±
n = P

±
n BP

±
n son invertibles en los espacios P

±
n l

p, respectivamente, y la matriz Bn,0 de
tamaño (2n� 1)⇥ (2n� 1) definida por (2.38)es invertible. En este caso B

�1 2 Wp.
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-módulo

Teoremas 2.3.4, 2.4.3 y 2.4.6 implican inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. Si p 2 (1,1) y A 2 Wp es un operador de Fredhol, entonces A es in-
vertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio l

p sí y sólo si para todo m 2 N
suficientemente grande la matriz Bn,0(B) de tamaño (2n�1)⇥ (2n�1) dado por (2.38) para
B = A

⇧
A (resp., para B = AA

⇧) es invertible. En este caso uno de sus inversos izquierdos
(resp., derechos) es dado por A

L = (A⇧
A)�1

A
⇧ (resp., por A

R = A
⇧(AA⇧)�1) y pertenece al

álgebra de Banach Wp.

2.5 Operadores discretos del tipo Wiener E-módulo

Sea ⇧ el conjunto de todos los mapeos inyectivos ⇡ : Z ! Z y sea l
p = l

p(Z) para p 2
{0} [ [1,1]. Introducimos el conjunto E de todos los operadores E = E⇡ 2 B(lp) y E

⇧ =
E

⇧
⇡ 2 B(lp) para ⇡ 2 ⇧, los cuales son dados para funciones f 2 l

p por la regla:

(Ef)(n) = f(⇡(n)), (E⇧
f)(n) =

(
f(m) if n = ⇡(m),

0 if n /2 ⇡(Z),
n 2 Z. (2.39)

De donde, EE
⇧ = I y E

⇧
E = d⇡I, donde d⇡ 2 l

p y d⇡(n) = 1 si n 2 ⇡(Z) y d⇡(n) = 0
si n 62 ⇡(Z). En particular E permuta los valores de f(n) si ⇡ es una biyección de Z en sí
mismo.

Para E,E
⇧ 2 E y para todo p 2 {0} [ [1,1], definimos el operador discreto de tipo

Wiener actuando en el espacio l
p dado por

AE :=
X

k2Z

akEV
k
, ÃE :=

X

k2Z

akE
⇧
V

k
,

A
⇧
E :=

X

k2Z

V
�k
E

⇧
akI, Ã

⇧
E :=

X

k2Z

V
�k
EakI,

(2.40)

donde el operador isométrico V 2 B(lp) es dado por (V f)(n) = f(n+1) para f 2 l
p y n 2 Z,

los coeficientes ak 2 l
1 para todo k 2 Z y

kAIkW :=
X

k2Z

kakkl1 < 1 para AI :=
X

k2Z

akV
k
. (2.41)

Ya que ⇡ es un mapeo inyectivo de Z en sí mismo, es fácil checar que las funciones ak 2 l
1son

definidas de forma única para cada operador en (2.40). Como ||E||{B(lp)} = 1 y ||E⇧||B(lp) =
1, se sigue de (2.41) y de la estimación

max
n
kAEkB(lp), kÃEkB(lp), kA⇧

EkB(lp), kÃ⇧
EkB(lp)

o
 kAIkW

que los operadores en (2.40) son acotados en los espacios l
p para p 2 {0} [ [1,1].

Llamamos a los operadores AE y ÃE dados por (2.40) y satisfaciendo (2.41) los operadores
discretos del tipo Wiener E-módulo, mientras los operadores A

⇧
E y Ã

⇧
E en (2.40) son los

operadores formales adjuntos a los operadores AE y ÃE, respectivamente.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Claramente los operadores AE y ÃE dados por (2.40) y satisfaciendo (2.41) pueden ser
escritos formalmente como operadores discretos de banda dominada del tipo Wiener

AE =
X

k2Z

bkV
k
, ÃE =

X

k2Z

ckV
k (con bk, ck 2 l

1),

sin embargo estos operadores no pertenecen al álgebra de Banach W porque puede pasar
que

kAEkW :=
X

k2Z

kbkkl1 = 1, kÃEkW :=
X

k2Z

kckkl1 = 1. (2.42)

En efecto, tomando ⇡(n) = nm y ak(n) = 2�|k| para toda n, m, k 2 Z, donde |m| > 1
podemos obtener (2.41) y (2.42). Es claro que (2.41) se tiene y para probar que (2.42) se
obtiene, podemos considerar las matrices (gi,j)i,j2Z y (g̃i,j)i,j2Z de los operadores AE y ÃE,
respectivamente. Ya que a0(n) = 1 para toda n 2 Z, podemos concluir que gn,mn = g̃mn,n = 1
para toda n 2 Z. Tomando s = (m � 1)n, deducimos que bs(n) = gn,mn = 1 y c�s(mn) =
g̃mn,n = 1. Por lo tanto, kbskl1 = 1 y kc�skl1 = 1 para todo s en el conjunto contable
(m� 1)Z, el cual prueba (2.42). Más aún, si

⇡(p) = p
2
, ⇡(p2) = p para p primo y ⇡(n) = n para todos los otros enteros, (2.43)

entonces el operador A := E no es de banda dominada.
Para cada a 2 l

1 notamos que EaE
⇧
, E

⇧
aE 2 l

1, donde

(EaE
⇧)(k) = (a � ⇡)(k), (E⇧

aE)(k) = (a � ⇡�1)(k) para toda k 2 Z, (2.44)

y (a � ⇡�1)(k) = 0 si k 2 Z \ ⇡(Z).
Lema 2.5.1. Los operadores A

⇧
EAE y Ã

⇧
EÃE son operadores discretos de banda dominada

de la forma
A

⇧
EAE =

X

n2Z

dnV
n 2 W y Ã

⇧
EÃE =

X

n2Z

d̃nV
n 2 W

con coeficientes dn, d̃n 2 l
1 dados por

dn(k) =
X

l2Z

(alal+n � ⇡�1)(k � l), d̃n(k) =
X

l2Z

(alal+n � ⇡)(k � l) (2.45)

para toda n, k 2 Z, y las siguientes estimaciones se tienen:

kA⇧
EAEkW  kAIk2W , kÃ⇧

EÃEkW  kAIk2W . (2.46)

Demostración. Por (2.44), las funciones hl,n := V
�l
E

⇧
alal+nEV

l 2 l
1 son dadas por

hl,n(k) = (alal+n � ⇡�1)(k � l) para toda l, n, k 2 Z,

y por lo tanto dn =
P

l2Z hl,n para toda n 2 Z en vista de (2.45). Ya que
X

l2Z

X

n2Z

khl,nkl1 
X

l2Z

X

n2Z

kalkl1kal+nkl1

=
X

l2Z

kalkl1
X

k2Z

kakkl1 = kAIk2W < 1, (2.47)
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-módulo

concluimos que dn 2 l
1 para todo n 2 Z y

P
n2Z kdnkl1 < 1.

Aplicando (2.40) y (2.47), obtenemos

A
⇧
EAE =

X

l2Z

X

k2Z

V
�l
E

⇧
alakEV

k =
X

l2Z

X

n2Z

(V �l
E

⇧
alal+nEV

l)V n

=
X

l2Z

X

n2Z

hl,nV
n =

X

n2Z

X

l2Z

hl,nV
n =

X

n2Z

dnV
n
, (2.48)

Donde el operador A
⇧
EAE =

P
n2Z dnV

n 2 W es de banda dominada debido a la siguiente
estimación

kA⇧
EAEkW =

X

n2Z

kdnkl1  kAIk2W < 1. (2.49)

Por (2.40), obtenemos similarmente a (2.48) que

Ã
⇧
EÃE =

X

l2Z

X

k2Z

V
�l
EalakE

⇧
V

k =
X

l2Z

X

n2Z

h̃l,nV
n =

X

n2Z

d̃nV
n
, (2.50)

donde las funciones h̃l,n := V
�l
Ealal+nE

⇧
V

l 2 l
1 son dadas en (2.44) por

h̃l,n(k) = (alal+n � ⇡)(k � l) para toda l, n, k 2 Z,

y d̃n =
P

l2Z h̃l,n para todo n 2 Z por (2.45). Entonces, similarmente a (2.47), obtenemos
X

l2Z

X

n2Z

kh̃l,nkl1 
X

l2Z

X

n2Z

kalkl1kal+nkl1 = kAIk2W < 1. (2.51)

Por lo tanto d̃n 2 l
1 para toda n 2 Z y, en vista de (2.50) y de (2.51),

kÃ⇧
EÃEkW =

X

n2Z

kd̃nkl1 
X

n2Z

X

l2Z

kh̃l,nkl1  kAIk2W < 1. (2.52)

Por lo tanto, el operador Ã
⇧
EÃE =

P
n2Z d̃nV

n 2 W es de banda dominada, y (2.49) junto
con (2.52) dan (2.46).

Sea ⇡ : Z ! Z un mapeo inyectivo que satisface alguna de las siguientes condiciones:

(A) existe un número mínimo M 2 {0} [ N y números distintos por parejas nj 2 Z para
toda j 2 Z tal que

sup
i2Z

|⇡(i+ j)� ⇡(i)� nj|  M ; (2.53)

(B) existe un número mínimo M 2 {0} [ N y números distintos por parejas nj 2 Z para
toda j 2 Z tal que

sup
i2⇡(Z), i+j2⇡(Z)

|⇡�1(i+ j)� ⇡
�1(i)� nj|  M. (2.54)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Para todos i, j, n 2 Z, definimos los números

d
(n)
i,j :=

(
1 si ⇡(i) + n = ⇡(j),

0 si ⇡(i) + n 6= ⇡(j);
(2.55)

d̃
(n)
i,j :=

(
1 si i, j 2 ⇡(Z) y ⇡

�1(i) + n = ⇡
�1(j),

0 en otro caso.
(2.56)

Lema 2.5.2. El operador AEA
⇧
E bajo la condición (A) y el operador ÃEÃ

⇧
E bajo la condición

(B) son operadores discretos de banda dominada de la forma AEA
⇧
E =

P
j2Z bjV

j 2 W y
ÃEÃ

⇧
E =

P
j2Z b̃jV

j 2 W con coeficientes dados por

bj(i) =
X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

al(i)d
(nj+k)
i,i+j al�nj�k(i+ j),

b̃j(i) =
X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

al(i)d̃
(nj+k)
i,i+j al�nj�k(i+ j)

para todos j, i 2 Z, y

kAEA
⇧
EkW  (2M + 1)kAIk2W , kÃEÃ

⇧
EkW  (2M + 1)kAIk2W . (2.57)

Demostración. Aplicando (2.39) y (2.55), obtenemos

(EV
n
E

⇧
f)(i) = (V n

E
⇧
f)(⇡(i)) = (E⇧

f)(⇡(i) + n) = d
(n)
i,j f(j), (2.58)

and therefore EV
n
E

⇧ =
�
d
(n)
i,j

�
i,j2Z.

Ahora vamos a probar que AEA
⇧
E es un operador de tipo Wiener de banda dominada

bajo la condición (A). Haciendo uso de (2.40), obtenemos

AEA
⇧
E =

X

l2Z

X

k2Z

alEV
l�k

E
⇧
akI =

X

l2Z

X

n2Z

alEV
n
E

⇧
al�nI. (2.59)

Representando al operador AEA
⇧
E, el cuál satisface (2.53) como un operador de multiplicación

por una matriz infinita B = (bi,j)i,j2Z, de (2.58) y (2.59) obtenemos que

bi,j =
X

l2Z

X

n2Z

al(i)d
(n)
i,j al�n(j) para toda i, j 2 Z. (2.60)

donde los números d
(n)
i,j son dados por (2.55). Definiendo las funciones bj : Z ! C por

bj(i) = bi,i+j para todas i, j 2 Z, concluimos que

AEA
⇧
E =

X

j2Z

bjV
j
. (2.61)

Para probar que el operador (2.61) es de banda dominada, sólo resta mostrar que

bj 2 l
1 para toda j 2 Z y

X

j2Z

kbjkl1 < 1. (2.62)
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-módulo

Por (2.53) y (2.55), para toda j 2 Z existe un número nj 2 Z tal que la igualdad d
(n)
i,i+j = 1

se tiene sólo para los números n = nj + k 2 Z con |k|  M . Por lo tanto, de (2.60) y (2.55),
concluimos que

bj(i) = bi,i+j =
X

l2Z

X

n2Z

al(i)d
(n)
i,i+jal�n(i+ j)

=
X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

al(i)d
(nj+k)
i,i+j al�nj�k(i+ j) para toda i, j 2 Z. (2.63)

De (2.63) obtenemos

kbjkl1 = sup
i2Z

|bi,i+j|  sup
i2Z

X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

|al(i)|d
(nj+k)
i,i+j |al�nj�k(i+ j)|


X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

sup
i2Z

�
|al(i)||al�nj�k(i+ j)|

�


X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

kalkl1kal�nj�kkl1 . (2.64)

Por lo que, obtenemos
X

j2Z

kbjkl1 
X

j2Z

X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

kalkl1kal�nj�kkl1

=
X

k2{�M,...,M}

X

l2Z

⇣
kalkl1

X

j2Z

kal�nj�kkl1
⌘
, (2.65)

donde, para toda l 2 Z, toda k 2 {�M, . . . ,M} y toda j 2 Z, los números l�nj�k 2 Z son
distintos por parejas por la condición (A), y por lo tanto

P
j2Z kal�nj�kkl1 

P
j2Z kajkl1 .

Entonces, por (2.65) y (2.41)
X

j2Z

kbjkl1 
X

k2{�M,...,M}

⇣X

l2Z

kalkl1
⌘⇣X

j2Z

kajkl1
⌘
= (2M + 1)kAIk2W ,

lo cual prueba (2.62) e implica la priera igualdad en (2.57) en vista de (2.61). Por lo tanto,
AEA

⇧
E =

P
j2Z bjV

j 2 W .
Ahora, bajo la condición (B) probamos que ÃEÃ

⇧
E es también un operador de banda

dominada en W . Similarmente a (2.59), obtenemos de (2.40) que

ÃEÃ
⇧
E =

X

l2Z

X

k2Z

alE
⇧
V

l�k
EakI =

X

l2Z

X

n2Z

alE
⇧
V

n
Eal�nI. (2.66)

Aplicando (2.39) y (2.56), obtenemos que

(E⇧
V

n
Ef)(i) =

(
(V n

Ef)(s) si i = ⇡(s),

0 si i /2 ⇡(Z),
=

(
(Ef)(s+ n) si i = ⇡(s),

0 si i /2 ⇡(Z),

=

(
f(⇡(s+ n)) si i = ⇡(s),

0 si i /2 ⇡(Z),
=

(
f(j) si i = ⇡(s), j = ⇡(s+ n),

0 si i, j /2 ⇡(Z),

= d̃
(n)
i,j f(j), (2.67)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

por lo tanto E
⇧
V

n
E =

�
d̃
(n)
i,j

�
i,j2Z.

Representando el operador ÃEÃ
⇧
E, el cual satisface (2.54) como un operador de multipli-

cación por una matriz infinita B̃ = (b̃i,j)i,j2Z, obtenemos de (2.66) y de (2.67) que

b̃i,j =
X

l2Z

X

n2Z

al(i)d̃
(n)
i,j al�n(j), (2.68)

donde los números d̃
(n)
i,j son dados por (2.56). Definiendo las funciones b̃j : Z ! C por

b̃j(i) = b̃i,i+j para todo i, j 2 Z, obtenemos

ÃEÃ
⇧
E =

X

j2Z

b̃jV
j
. (2.69)

Por (2.54) y (2.56), para toda j 2 Z hay un número nj 2 Z tal que la igualdad d̃
(n)
i,i+j = 1

se tiene sólo para los números n = nj + k 2 Z con |k|  M . Entonces, por analogía con
(2.63), obtenemos de (2.68)

b̃j(i) = b̃i,i+j =
X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

al(i)d̃
(nj+k)
i,i+j al�nj�k(i+ j), (2.70)

donde similarmente a (2.64),

kb̃jkl1 = sup
i2Z

|b̃i,i+j|  sup
i2Z

X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

|al(i)|d̃
(nj+k)
i,i+j |al�nj�k(i+ j)|


X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

kalkl1kal�nj�kkl1 . (2.71)

Consecuentemente, de (2.71) y (2.41) obtenemos
X

j2Z

kb̃jkl1 
X

j2Z

X

l2Z

X

k2{�M,...,M}

kalkl1kal�nj�kkl1

=
X

k2{�M,...,M}

X

l2Z

⇣
kalkl1

X

j2Z

kal�nj�kkl1
⌘
,


X

k2{�M,...,M}

⇣X

l2Z

kalkl1
⌘⇣X

j2Z

kajkl1
⌘

= (2M + 1)kAIk2W ,

pues, de la condición (B), para todo l 2 Z, para todo k 2 {�M, . . . ,M} y toda j 2 Z, los
números l�nj � k 2 Z son distintos por parejas. Esto prueba la segunda igualdad en (2.57)
en vista de (2.69). Por lo tanto, ÃEÃ

⇧
E =

P
j2Z b̃jV

j 2 W , lo cual completa la prueba.

Ya que b̃j(i) = 0 para toda j 2 Z y toda i /2 ⇡(Z) debido a (2.56) y a (2.70), se sigue que
el operador ÃEÃ

⇧
E puede ser invertible en espacio l

p para p 2 (1,1) solo sí E es una matriz
de permutación.
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2.6. Operadores del tipo Wiener de inclinación dominada

Sea p 2 (1,1). Bajo las condiciones de los Lemas 2.5.1–2.5.2, los operadores

A
⇧
EAE, Ã

⇧
EÃE, AEA

⇧
E, ÃEÃ

⇧
E (2.72)

Son operadores de banda dominada en W . Más aún por el Corolario 2.3.1,

N± = ind±
p (A

⇧
EAE) = 0, N± = ind±

p (Ã
⇧
EÃE) = 0,

N± = ind±
p (AEA

⇧
E) = 0, N± = ind±

p (ÃEÃ
⇧
E) = 0.

Por Teorema 2.4.3, el operador AE es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
el espacio l

p si el operador A
⇧
EAE 2 W (resp., AEA

⇧
E 2 W) es invertible en este espacio.

Análogamente, el operador ÃE es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en el
espacio l

p si el operador Ã
⇧
EÃE 2 W (resp., ÃEÃ

⇧
E 2 W) es invertible en este espacio.

Aplicando Corolario 2.4.2 a los operadores (2.72), inmediatamente establecemos las siguientes
condiciones de suficiencia para la invertibilidad izquierda y para la invertibilidad derecha de
los operadores AE y ÃE en el espacio l

p con p 2 (1,1).

Teorema 2.5.1. El operador AE dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) es invertible por la
izquierda en el espacio l

p para p 2 (1,1) si es un operador de Fredholm y la matriz Bn,0

de tamaño (2n � 1) ⇥ (2n � 1) definida por B = A
⇧
EAE por (2.38) es invertible para toda

n 2 N suficientemente grande. El operador AE dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) y
condición (A) es invertible por la derecha en el espacio l

p para p 2 (1,1) si es un operador
de Fredholm y la matriz Bn,0 de tamaño (2n � 1) ⇥ (2n � 1) definida por B = AEA

⇧
E por

(2.38) es invertible para toda n 2 N suficientemente grande. Bajo esas condiciones, uno
de los inversos izquierdos (resp. derecho) del operador AE es dado por A

L
E = (A⇧

EAE)�1
A

⇧
E

(resp., por A
R
E = A

⇧
E(AEA

⇧
E)

�1).

Teorema 2.5.2. El operador ÃE dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) es invertible por la
izquierda en el espacio l

p para p 2 (1,1) si es un operador de Fredholm y la matriz Bn,0

de tamaño (2n � 1) ⇥ (2n � 1) definida por B = Ã
⇧
EÃE por (2.38) es invertible para toda

n 2 N suficientemente grande . El operador ÃE dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) y la
condición (B) es invertible por la derecha en el espacio l

p para p 2 (1,1) si es un operador
de Fredholm, E es un operador de permutación y la matriz Bn,0 de tamaño (2n�1)⇥(2n�1)
definida por B = ÃEÃ

⇧
E por (2.38) es invertible para toda n 2 N suficientemente grande.

Bajo esas condiciones uno de los inversos izquierdos (resp., derechos) del operador ÃE es
dado por Ã

L
E = (Ã⇧

EÃE)�1
Ã

⇧
E (resp., por Ã

R
E = Ã

⇧
E(ÃEÃ

⇧
E)

�1).

2.6 Operadores del tipo Wiener de inclinación dominada

Dado m 2 N, consideramos la matriz de tamaño 1⇥m Sm :=
�
1 0 . . . 0

�
y las matrices

infinitas de inclinación dominada

Em :=
�
Sm�k,j

�
k,j2Z , E�m :=

�
Sm�k,�j

�
k,j2Z , (2.73)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

donde �k,j es la delta de Kronecker. Para toda m 2 Z\{0} y toda p 2 [1,1], introducimos el
operador Em = EmI 2 B(lp) asociado con el mapeo inyectivo ⇡ : Z ! Z dado por ⇡(n) = mn

para toda n 2 Z, y consideramos los operadores

AEm :=
X

k2Z

akEmV
k
, ÃEm :=

X

k2Z

akE
⇧
mV

k
, (2.74)

donde ak 2 l
1 para toda k 2 Z, E

⇧
m = E t

mI 2 B(lp), E t
m es la matriz transpuesta a Em

dada por (2.73) para m 2 Z \ {0}, y
P

k2Z kakkl1 < 1. Entonces los operadores (2.74) son
acotados en todo espacio l

p con p 2 [1,1], y

kAEmkB(lp) 
X

k2Z

kakkl1 < 1, kÃEmkB(lp) 
X

k2Z

kakkl1 < 1. (2.75)

Llamamos a los operadores AEm y ÃEm dados por (2.74) para toda m 2 Z\{0} y satisfaciendo
(2.75) los operadores de tipo Wiener de inclinación dominada. Esos operadores forman un
subconjunto de los operadores del tipo Wiener E-módulo. Los operadores AEm y ÃEm son
los operadores de multiplicación por matrices infinitas de inclinación dominada AEm y ÃEm ,
respectivamente. Directamente se puede probar que

EmV
k
E

⇧
m =

(
V

k/m si k/m 2 Z,
0 en otro caso.

(2.76)

Para toda m 2 Z \ {0}, consideremos los operadores (AEm)
⇧
, Ã

⇧
Em

2 B(lp), los cuales son los
operadores formalmente adjuntos de los operadores AEm , ÃEm dados por

A
⇧
Em

:=
X

k2Z

V
�k
E

⇧
makI, Ã

⇧
Em

:=
X

k2Z

V
�k
EmakI. (2.77)

Aplicando (2.77), para toda p 2 [1,1], obtenemos

kA⇧
Em

kB(lp) 
X

k2Z

kakkl1 < 1, kÃ⇧
Em

kB(lp) 
X

k2Z

kakkl1 < 1.

De (2.74) y (2.77) se sigue que

A
⇧
Em

AEm =
X

l2Z

X

k2Z

V
�l
E

⇧
malakEmV

k
, (2.78)

Ã
⇧
Em

ÃEm =
X

l2Z

X

k2Z

V
�l
EmalakE

⇧
mV

k
, (2.79)

AEmA
⇧
Em

=
X

l2Z

X

k2Z

alEmV
l�k

E
⇧
makI, (2.80)

ÃEmÃ
⇧
Em

=
X

l2Z

X

k2Z

alE
⇧
mV

l�k
EmakI. (2.81)

Ya que Em = E⇡ y E
⇧
m = E

⇧
⇡ para el mapeo inyectivo ⇡ : Z ! Z dado por ⇡(n) = mn para

toda n 2 Z, inmediatamente deducimos del Lema 2.5.1 y (2.76) el siguiente.
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2.6. Operadores del tipo Wiener de inclinación dominada

Lema 2.6.1. Los operadores A⇧
Em

AEm y Ã
⇧
Em

ÃEm dados por (2.78) y (2.79), respectivamente,
son operadores discretos de banda dominada de la forma

A
⇧
Em

AEm =
X

n2Z

dnV
n 2 W , Ã

⇧
Em

ÃEm =
X

n2Z

d̃nV
n 2 W ,

donde las funciones dn, d̃n 2 l
1 para toda n 2 Z son dadas por

dn(k) =
X

l2Z

(alal+n)((k � l)/m), d̃n(k) =
X

l2Z

(alal+n)(m(k � l))

para toda k 2 Z, y al(k/m) = 0 para toda l 2 Z y tada k /2 mZ.

Sea ⇡ : Z ! Z el mapeo inyectivo dado por ⇡(n) = mn para toda n 2 Z. Entonces la
condición (A) junto con las desigualdades (2.53) se satisface para M = 0 y nj = mj, mientras
la condición (B) junto con las desigualdades (2.54) se tienen para M = 0 y nj = j/m. En
este caso d

(mj)
i,i+j = 1 para toda i, j 2 Z en vista de (2.55), mientras, por (2.56), d̃(j/m)

i,i+j = 1

si i, j 2 mZ, y d̃
(j/m)
i,i+j = 0 en otro caso. Por lo tanto, inmediatamente de Lemma 2.5.2 y

fórmulas (2.61), (2.63), (2.69) y (2.70) obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.2. Los operadores AEmA
⇧
Em

y ÃEm(ÃEm)
⇧ dados por (2.80) y (2.81), respectiva-

mente, son operadores discretos de banda dominada de la forma

AEmA
⇧
Em

=
X

j2Z

bjV
j 2 W , ÃEmÃ

⇧
Em

=
X

j2Z

b̃jV
j 2 W , (2.82)

donde las funciones bj, b̃j 2 l
1 son dadas por

bj(i) =
X

l2Z

al(i)al�mj(i+ j) para toda i, j 2 Z,

b̃j(i) =

(P
l2Z al(i)al�j/m(i+ j) para toda i, j 2 mZ,

0 en otro caso .

(2.83)

Por (2.82) y (2.83), el operador ÃEmÃ
⇧
Em

2 W no puede ser invertible en el espacio l
p

con p 2 [1,1] si |m| > 1.
Ahora vamos aplicar los resultados de la sección anterior al estudio de la invertibilidad

lateral de operadores discretos del tipo Wiener de inclinación dominada en el espacio l
p con

p 2 (1,1). Lemas 2.6.1, 2.6.2, Teorema 2.5.1 y 2.5.2 nos permite establecer condiciones
suficientes para la invertibilidad lateral de los operadores AEm y ÃEm dados por (2.74) y
satisfaciendo (2.75).

Teorema 2.6.1. Sea p 2 (1,1) y m 2 Z \ {0}. Entonces el operador discreto del tipo
Wiener de inclinación dominada AEm es invertible por la izquierda (resp. derecha) en el
espacio l

p si es un operador de Fredholm y la matriz Bn,0 de tamaño (2n � 1) ⇥ (2n � 1)
definida en (2.38) y dada por B = A

⇧
Em

AEm (resp., por B = AEmA
⇧
Em

) es invertible para
toda n 2 N suficientemente grande. Bajo esas condiciones, unos de los inversos izquierdos
(resp. derechos) del operador AEm es dado por A

L
Em

= (A⇧
Em

AEm)
�1
A

⇧
Em

(resp., por A
R
Em

=
A

⇧
Em

(AEmA
⇧
Em

)�1).
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Teorema 2.6.2. Sea p 2 (1,1) y m 2 Z \ {0}. Entonces el operador discreto del tipo
Wiener de inclinación dominada ÃEm es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
el espacio l

p si es un operador de Fredholm y la matriz Bn,0 de tamaño (2n� 1)⇥ (2n� 1)
definida en (2.38) y dada por B = Ã

⇧
Em

ÃEm (resp., por B = ÃEmÃ
⇧
Em

) es invertible para
toda n 2 N suficientemente grande, donde |m| = 1 en el caso de la invertibilidad derecha.
Bajo esas condiciones, uno de los inversos izquierdos (resp. derechos) del operador ÃEm es
dado por Ã

L
Em

= (Ã⇧
Em

ÃEm)
�1
Ã

⇧
Em

(resp., por Ã
R
Em

= Ã
⇧
Em

(ÃEmÃ
⇧
Em

)�1).
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Capítulo 3

Operadores continuos

3.1 Operadores continuos con coeficientes acotados

Sea ↵ un homeomorfismo que preserva la orientación de R+ = [0,+1] en sí mismo, el cuál
tiene dos puntos fijos, el 0 y el 1. Así ↵(0) = 0 y ↵(1) = 1, pero ↵(t) 6= t para toda
t 2 (0,1). La función ↵ es llamada un cambio. Como la función ↵ es monóticamente
creciente en R+, se tiene que la derivada ↵0 existe y es positiva en casi todo R+. Definimos
↵0(t) := t y ↵n(t) = ↵[↵n�1(t)] para toda n 2 Z y t 2 R. Sea G := {↵n}n2Z el grupo cíclico
generado por el cambio ↵. Entonces G es isomorfo al grupo Z. Dado ⌧ 2 R+ definimos

⌧� := lim
n!�1

↵n(⌧), ⌧+ := lim
n!1

↵n(⌧).

Los puntos ⌧+ y ⌧� son llamados atractor y repulsor, respectivamente. Entonces puede
pasar que ⌧� = 0 y ⌧+ = 1 o ⌧� = 1 y ⌧+ = 0.

Fijado ⌧ 2 R+ y sea � un semisegmento de R+ con puntos finales ⌧ y ↵(⌧), donde ⌧ 2 �

y ↵(⌧) /2 �. Obtenemos la siguiente descomposición orbital de R+

R+ = [n2Z↵n(�), ↵i(�) \ ↵j(�) = ;, para i 6= j. (3.1)

Lema 3.1.1. Sean p 2 [1,1] y ↵ un cambio con log↵0 2 L
1(R+), entonces el operador de

peso U↵ 2 L
1(R+) definido por

U↵f := (↵0)1/p(f � ↵), para f 2 L
p(R+). (3.2)

es una isometría en el espacio de Lebesgue L
p(R+).

Demostración. Sea p 2 [1,1)

||U↵f ||pLp =

Z

R+

�
(↵0)1/p(f � ↵)

�p
(t)dt

=

Z

R+

((↵0)1/p(t))p(f � ↵)p(t)dt

=

Z

R+

↵
0(t)f p(↵(t))dt



3. Operadores continuos

realizando el cambio de variable u = ↵(t) y considerando que ↵ es un cambio que preserva
la orientación de R+ tenemos que la última igualdad de la ecuación anterior es equivalente a

Z

R+

f
p(u)du = ||f ||Lp(R+),

lo cual implica que el cambio U
↵ es una isometría.

El lema anterior implica que U↵ es invertible en el espacio L
p(R+) para p 2 [1,1].

Podemos pensar al operador U↵ : Lp ! L
p como la versión continua del operador V : lp ! l

p,
(V f)(n) = f(n+ 1) para toda n 2 Z que estudiamos en el capítulo 2, por lo que, en lo que
sigue los operadores U↵ y V estarán relacionados. Dada una función a 2 L

1(R+) y debido
a que ↵n son funciones absolutamente continuas para toda n 2 Z se tiene que a es medible
en R+ si y sólo si a � ↵n lo es.

Sea AW,p el álgebra de Banach con unidad que consiste de todos los operadores de la
forma

A =
X

k2Z

akU
k
↵ 2 B(Lp(R+)), (3.3)

donde ak 2 L
1(R+) para toda k 2 Z, ↵ 2 L

1(R+), p 2 [1,1] y satisfaciendo

||A||W :=
X

k2Z

||ak||L1(R+) < 1. (3.4)

por la analogía con el álgebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes
llamamos al álgebra AW,p el álgebra de operadores funcionales del tipo Wiener.

Teorema 3.1.1. [2, Teorema 4.1.] El álgebra de Wiener AW,p es inversamente cerrada en
el álgebra de Banach B(Lp(R+)) para toda p 2 [1,1].

Dado p 2 [1,1] consideramos el álgebra unitaria de Banach W = Wp el cual consiste de
todos los operadores discretos del tipo Wiener de la forma

D =
X

k2Z

dkV
k 2 B(lp), con dk 2 l

1 y ||D||W =
X

k2Z

||dk||l1 < 1,

definida en el capítulo 2.
Sea p 2 [1,1], por analogía con [14, Capítulo V, Sección 26.5], decimos que una función

f : t 7! f(t) con valores en l
p y definida para casi toda t 2 R+ es medible en R+ si para

cualquier ⌘ 2 l
q (1/p + 1/q = 1) la función compleja t 7! (f(t), ⌘) :=

P
n2Z[f(t)(n)]⌘(n) es

Lebesgue medible en R+, la función A⇠ : t 7! A(t)⇠(t) con valores en l
p definida para casi

toda t 2 R+ es medible en R+. Es sabido que si A : R+ ! B(lp) es una función medible en
R+, entonces la función t 7! ||A(t)||B(lp) es medible en R+ también.
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3.1. Operadores continuos con coeficientes acotados

3.1.1 Relación con operadores discretos

Siguiendo la línea como en [8, Sección 3.2] consideramos el isomorfismo isométrico

� : Lp(R) ! L
p(�, lp), f 7!  donde  : � ! l

p
, t 7! {(Un

↵f)(t)}n2Z. (3.5)

Lema 3.1.2. [8, Lema 7] Sea A 2 Ap, entonces el operador Â := �A�
�1 2 B(Lp(�, lp)) es

dado por (Â )(t) = A(t) (t) para casi toda t 2 �, donde A es una función con valores en
L
1(�,B(lp)) el cual tiene la forma

A = (aj�i[↵i(t)])i,j2Z para casi toda t 2 �. (3.6)

El operador A es llamado el operador discreto asociado al operador continuo A. La
importancia de estos operadores radica en el siguiente hecho.

Teorema 3.1.2. Un operador A 2 Ap es invertible en L
p si y sólo si para casi toda t 2 �

los operadores A(t) dados en el lema 3.1.2, son invertibles en l
p y la función A�1 : � !

B(Lp), t 7! (A(t))�1 pertenece a L
1(�,B(lp)).

Ahora consideramos a el espacio de Banach L
p(�, lp) de todas las funciones medibles con

valores en l
p definidas en � con la norma

||f ||Lp(�,lp) :=

(
(
R
� ||f(t)||

p
lpdt)

1/p si p 2 [1,1),

ess supt2� ||f(t)||l1 si p = 1.

Reemplazando (1, 0) por R+ y del mismo modo que en [2, Lema 4.2] tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.3. Sea p 2 [1,1] y A =
P

k2Z akU
k
↵ 2 AW,p ⇢ B(Lp(R+)), entonces el

operador A : t 7! A(t) definido por

A(t) :=
X

k2Z

ak,tV
k 2 W ⇢ B(lp) para todo t 2 R+, (3.7)

donde ak,t(n) := ak[↵n(t)] para toda k, n 2 Z y t 2 R+ es una función acotada medible con
valores en B(lp) definida en R+ y

||A||B(Lp(R+) = ess sup
t2�

||A(t)||B(lp) = ess sup
t2R+

||A(t)||B(lp) 6 ||A||W .

Más aún A|�I = �A�
�1 2 B(Lp(�, lp)), donde � : Lp(R+) ! L

p(�, lp) es el isomorfismo
isométrico dado para f 2 L

p(R+) por

�f : � ! l
p
, t 7! (�f)(t), [�f(t)](n) = (Un

↵f(t)) (n 2 Z).

Teorema 3.1.4. [2, Teorema 4.3] Un operador A 2 AW,p dado por 3.3 y satisfaciendo 3.4
es invertible en el espacio L

p(R+) si y sólo si para casi toda t 2 � los operadores discretos
A(t) 2 W dados por 3.7 son invertibles en los espacios l

p y la función A�1 : � ! B(lp), t 7!
A(t)�1 pertenece al álgebra de Banach L

1(�,B(lp)).
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3. Operadores continuos

3.2 Invertibilidad lateral de operadores funcionales

Lema 3.2.1. [2, Lema 4.5] Sea p 2 [1,1], un operador A 2 AW,p dado por 3.3 y satis-
faciendo 3.4 es invertible por la izquierda en el espacio L

P (R+) si para casi toda t 2 � los
operadores discretos asociados A(t) 2 W dados por 3.7 son invertibles por la izquierda en el
espacio l

p y existen inversos izquierdos A(t)L tal que la función AL : � ! B(lp), t 7! A(t)L

pertenece al álgebra de Banach L
1(�,B(lp)).

Dado un operador A 2 B(Lp(R+) definimos su norma inferior |A|+ por

|A|+ := inf
f2Lp(R+),||f ||Lp(R+)=1

||Af ||Lp(R+).

Lema 3.2.2. Sea p 2 [1,1) y sea A 2 B(Lp(R+)) de la forma

A =
X

k2Z

akU
k
↵

con ak 2 L
1(R+), entonces las normas inferiores de A y de los operadores discretos asociados

A(t) son relacionadas por la fórmula

|A|+ = ess inf
t2�

|A(t)|+. (3.8)

Demostración. Sea p 2 [1,1), f 2 L
p(R+), ||f ||Lp(R+) = 1 y ' = �f 2 L

p(�, lp) definida por
t 7! '(t) = {Un

↵f(t)}n2Z 2 l
p,

||A(t)'(t)||lp > |A(t)|+||'(t)||lp > ess inf
t2�

|A(t)|+||'(t)||lp . (3.9)

||Af ||pLp(R+) = ||�(Af)||pLp(�,lp) =

Z

�

||A(t)(�f)(t)||plpdt

=

Z

�

||A(t)'(t)||plpdt > (ess inf
t2�

|A(t)|+)p
Z

�

||'(t)||plpdt

= (ess inf
t2�

|A(t)|+)p||f ||pLp(R+),

(3.10)

|A|+ = ess inf
f2Lp(R+), ||f ||Lp(R+)=1

||Af ||LP (R+) > ess inf
t2�

|A(t)|+,

el cual en vista de [2, Lema 4.6] implican (3.8).

Teorema 3.2.1. Sea p 2 (1,1) y sea A 2 AW,p, entonces el operador A dado por (3.3) y
satisfaciendo (3.4) es invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio l

p sí y
sólo si |A|+ > 0 en el espacio l

p (resp., |A⇤|+ > 0 en el espacio l
q) donde 1/p+ 1/q = 1.

Demostración . Suficiencia. Solo probaremos el caso de |A|+ > 0, el caso |A⇤|+ > 0 es
tratado similarmente.
Si |A|+ > 0, entonces por propiedades del ínfimo esencial y por Lema 3.2.2 obtenemos

|A(t)|+ � ess inf
t2�

|A(t)|+ = |A|+ > 0, 8t 2 �,
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3.2. Invertibilidad lateral de operadores funcionales

donde A(t) 2 Ap, 8t 2 �, entonces concluimos por Teorema 2.4.1 que A(t) es invertible por
la izquierda en el espacio l

p. Por Lema 3.2.1 concluimos que A es invertible por la izquierda.

Necesidad. es evidente.

Dado p 2 (1,1) y un operador A 2 AW,p dado por (3.3) definimos su operador adjunto
A

⇤ 2 AW,q de la forma

A
⇤ :=

X

k2Z

U
�k
↵ akI 2 B(Lq(R+)), 1/p+ 1/q = 1. (3.11)

Lema 3.2.3. Sea p 2 (1,1) y A 2 AW,p un operador de la forma (3.3) y satisfaciendo (3.4),
entonces los operadores A

⇤
A y AA

⇤ pertenecen al álgebra AW,p, y son dados por

A
⇤
A =

X

n2Z

dnU
n
↵ 2 AW,p y AA

⇤ =
X

n2Z

d̃nU
n
↵ 2 AW,p, (3.12)

con coeficientes dn 2 L
1(R+) dados por

dn =
X

l2Z

(alal+n) � ↵�l y d̃n =
X

l2Z

al+n(al � ↵n). (3.13)

Demostración. Haciendo las multiplicaciones correspondientes obtenemos

A
⇤
A =

X

l2Z

X

k2Z

U
�l
↵ alakU

k
↵ =

X

l2Z

X

n2Z

U
�l
↵ alal+nU

(l+n)
↵

=
X

n2Z

X

l2Z

�
U

�l
↵ alal+nU

l
↵

�
U

n
↵ =

X

n2Z

X

l2Z

(alal+n) � ↵�lU
n
↵ .

AA
⇤ =

X

l2Z

X

k2Z

akU
k�l
↵ al =

X

l2Z

X

n2Z

al+nU
n
↵al =

X

n2Z

X

l2Z

al+n(al � ↵n)U
n
↵ .

(3.14)

Definiendo los operadores

dn =
X

l2Z

(alal+n) � ↵�l y d̃n =
X

l2Z

al+n(al � ↵n). (3.15)

obtenemos(3.13). Calculado sus normas

||dn||L1(R+) = sup
t2�

X

l2Z

(alal+n) � ↵�l(t) 6
X

l2Z

||al||L1(R+)||al+n||L1(R+)


�X

l2Z

||al||L1(R+)

��X

l2Z

||al+n||L1(R+)

�
 ||A||2W < 1.

||d̃n||L1(R+) = sup
t2�

X

l2Z

al+n[al � ↵n](t) 
X

l2Z

||al+n||L1(R+)||al||L1(R+)


�X

l2Z

||al+n||L1(R+)

��X

l2Z

||al||L1(R+)

�
 ||A||2W < 1.

(3.16)

63



3. Operadores continuos

Por último calculando las normas de los operadores A⇤
A y AA

⇤

||A⇤
A||W =

X

n2Z

||dn||L1(R+) 
X

n2Z

X

l2Z

||al||L1(R+)||al+n||L1(R+)  ||A||2W , (3.17)

lo que termina la prueba.

Teorema 3.2.2. Sea p 2 (1,1), entonces un operador A 2 AW,p es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio L

p(R+) si y sólo si el operador A
⇤
A (resp., AA

⇤) es
invertible en el espacio L

p(R+), en este caso uno de sus inversos izquierdos (resp., derechos)
tiene la forma A

L = (A⇤
A)�1

A
⇤ (resp., AR = A

⇤(AA⇤)�1) y pertenece al álgebra de Banach
AW,p.

Demostración. Los operadores A
⇤
A y AA

⇤ pertenecen al álgebra AW,p junto con A, por lo
que si A⇤

A (resp., AA
⇤) es invertible en el espacio L

P (R+) por [2, Teorema 4.1] se tiene
que su inverso (A⇤

A)�1 (resp., (AA⇤)�1) también pertenece al álgebra AW,p. Claramente
A

L = (A⇤
A)�1

A
⇤ (resp., AR = A

⇤(AA⇤)�1) es un inverso izquierdo de A (resp., derecho).
Inversamente. Si A 2 AW,p es invertible por la izquierda, entonces |A|+ > 0, por Lema

3.2.2 y por propiedades de ínfimo esencial tenemos que |A(t)|+ > 0 lo cual implica que
A(t) 2 Ap es invertible por la izquierda en el espacio l

p para casi todo t 2 �. Por lo tanto
A(t) es invertible por la izquierda en todos los espacios l

p con p 2 {0} [ [1,1], tomando
p = 2 y en vista de [14, Sección 2, Corolario 2] la invertibilidad izquierda de un elemento b

en una C
⇤-álgebra es equivalente a la invertibilidad del elemento b

⇤
b en la C

⇤- álgebra, así
el operador A(t)⇤A(t) es invertible en el espacio l

2 para casi toda t 2 � y como el álgebra
W2 es inversamente cerrada en la C

⇤-álgebra B(l2) tenemos que (A(t)⇤A(t))�1 pertenece al
álgebra Wp para toda p 2 {0}[ [1,1]. Por último el operador discreto asociado al operador
A

⇤
A es dado por A(t)⇤A(t) y como este último es invertible para casi todo t 2 � concluimos

por Teorema 3.1.4 que A
⇤
A es invertible en el espacio L

p(R+).
El caso de invertibilidad derecha es tratado de forma análoga.

3.3 Operadores continuos con coeficientes de oscilación

lenta

Sea Cb(R+) el C⇤-álgebra de todas las funciones acotadas en R+ := (0,1), una función
' 2 Cb(R+) es llamada de oscilación lenta (en 0 y 1) si para cada (equivalentemente, para
algún) � 2 (0, 1)

lim
r!s

osc(f, [�r, r]) = 0, s 2 {0,1},

donde
osc(f, [�r, r]) := sup{|f(t)� f(⌧)| : t, ⌧ 2 [�r, r]}

es la oscilación de la función f en el segmento [�r, r] ⇢ R+. Obviamente el conjunto SO(R+)
de todas las funciones de oscilación lenta (en 0 y 1) en Cb(R+) es una C⇤-álgebra conmutativa
con unidad. Esta álgebra contiene propiamente a C(R+), la C

⇤-álgebra de todas las funciones
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continuas en R+ := [0,+1].
Si log↵0 2 L

1(R+), entonces el operador peso de cambio U↵ definido por

U↵' = (↵0)1/p(' � ↵), (3.18)

es una isometría en el espacio de Lesbesgue L
p(R+) para todo p 2 [1,1], y por lo tanto

el operador U↵ es invertible en este espacio.
Decimos que el homeomorfismo considerado ↵ : R+ ! R+ es un cambio de oscilación lenta
si su restricción a R+ es un un difeomorfismo y log↵0 2 SO(R+). El conjunto de todos los
cambios de todos los cambios de oscilación lenta es denotado por SOS(R+).
Dado p 2 [1,1], sea Ap,SO el subálgebra de Banach unitaria de B(Lp(R+)), el cual es generado
por todos los operadores de multiplicación por funciones en SO(R+) y por los operadores U↵

y U
�1
↵ , donde ↵ 2 SO(R+). Los operadores A 2 Ap,SO son llamados operadores funcionales.
Sea AW := Wp,SO el álgebra unitaria de Banach de todos los operadores de la forma:

A =
X

k2Z

akU
k
↵ 2 B(Lp(R+)) (3.19)

donde ak 2 SO(R+) y norma dada por

||A||W :=
X

k2Z

||ak||Cb(R+) < 1. (3.20)

Por la analogía con el álgebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes,
llamamos a AW el álgebra de Wiener de operadores funcionales con coeficientes de oscilación
lenta.

3.4 Funciones de oscilación lenta y cambios

Sea M(A) el espacio de ideales maximales de un álgebra unitaria conmutativa de Banach
A. Identificamos los puntos t 2 R+ con las funcionales de evaluación t(f) = f(t) para
f 2 C(R+), y obtenemos M(C(R+)) = R+. Consideremos las fibras

Ms(SO(R+)) := {⇠ 2 M(SO(R+)) : ⇠|C(R+) = s}

del espacio de ideales maximales M(SO(R+)) sobre los puntos s 2 {0,1}. Como Mt(SO(R+)) =
{t} para toda t 2 R+, obtenemos M(SO(R+)) = � [ R+, donde � := M0(SO(R+)) [
M1(SO(R+)). En lo que sigue escribiremos a(⇠) = ⇠(a) para toda a 2 SO(R+) y toda
⇠ 2 �.

Lema 3.4.1. [16, Proposición 2.1] El conjunto � := M0(SO(R+)) [M1(SO(R+)) coincide
con el conjunto closSO

⇤R+ \ R+, donde closSO
⇤R+ es la clausura asterisco-débil de R+ en el

espacio dual de SO(R+).

Lema 3.4.2. [16, Proposición 2.2] Suponga que {ak}k2Z es un subconjunto contable del
espacio SO(R+) y s 2 {0,1}. Para cada ⇠ 2 Ms(SO(R+)) existe una sucesión {tn}n2N ⇢ R+

tal que tn ! s cuando n ! 1 y

⇠(ak) = ak(⇠) = lim
n!1

ak(tn) para toda k 2 N. (3.21)
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Inversamente, si {tn} ⇢ R+ es una sucesión tal que tn ! s cuando n ! 1 y los límites
limn!1 ak(tn) existen para toda k 2 N, entonces existe una funcional ⇠ 2 Ms(SO(R+)) tal
que (3.21) se tiene.

Lema 3.4.3. [14, Lema 2.2] Las fibras M0(SO(R+)) y M1(SO(R+)) son espacios conexos
y compactos de Hausdorff.

Para los resultados siguientes se asume que ↵ 2 SOS(R+), esto es, la restricción de ↵ a
R+ es un diffeomorfismo y log↵0 2 SO(R+).

Lema 3.4.4. [13, Lemas 2.3-4] Si c 2 SO(R+) y ↵ 2 SOS(R+), entonces ↵�1 2 SOS(R+),
c � ↵ pertenece a SO(R+) y

lim
r!s

[c(t)� c(↵(t))] = 0, para s 2 {0,1}.

Lema 3.4.5. [5, Corolario 2.5] Si ↵ 2 SOS(R+), entonces ↵j 2 SOS(R+) para toda j 2 Z.

Sea p 2 [1,1], y sea AW = Wp,SO ⇢ Cb(R+) el álgebra unitaria de Banach que consiste
de todos los operadores de la forma 3.19 con norma 3.20, donde ak 2 SO(R+) para toda
k 2 Z y ↵ 2 SOS(R+). Claramente AW ⇢ Ap,SO ⇢ Cb(R+) para toda p 2 [1,1], donde Ap,SO

es la clausura de AW en Cb(R+).
Dado p 2 [1,1], consideramos el espacio de Banach l

p y definimos el álgebra de Banach
conmutativa con unidad D̂ ⇢ B(lp) dado por

D̂ := {d = diag{dj}j nZI : dj 2 C, lim
n!±1

(dn+j � dn) = 0, para toda j 2 Z,

||d||B(lp) = sup
j2Z

|dj| < 1}. (3.22)

Es claro que para toda a 2 SO(R+) y toda t 2 R+ los operadores asociados d = diag{a[↵j(t)]}j2ZI
pertenecen al álgebra D̂.

Nuevamente, considerando el isomorfismo isométrico

� : Lp(R+) ! L
p(�, lp), f 7!  ;

 : � ! l
p
, t 7! {(Un

↵f)(t)}n2Z
(3.23)

Definimos �n, (n 2 Z) como la función caracterista de ↵n(�) y dada una función inyectiva
⇡ : Z ! Z definimos el operador E = E⇡ 2 B(Lp(R+)) dado por

E =
X

n2Z

�nU
⇡(n)�n
↵ �⇡(n) (3.24)

donde U
⇡(n)�n
↵ es definido como en 3.18. Al igual que el operador U↵ es la versión continua

del operador V , podemos pensar al operador E como la versión continua del operador E

definido en el capítulo anterior por 2.39 y entonces podemos definir el álgebra de Banach de
todos los operadores de la forma

A =
X

k nZ

akEUk
↵ (3.25)
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y deforma análoga a [8], definimos el operador discreto A asociado al operador A definido
en 3.25 como el operador dado por

A(t) =
X

n2Z

diag{di(t)}i2ZIEV
n
, di(t) = {ai[↵j(t)]}j2Z (3.26)

En contraste con [5, Teorema 3.1] el operador discreto adjunto puede no ser un operador
acotado, ver ejemplo 2.43

Teorema 3.4.1. Sea A =
P

k nZ akEUk
↵, entonces el operador Â := �A�

�1 es dado por
(Â )(t) = A(t) (t) para casi toda t 2 �, donde A es un operador de la forma

A(t) =
X

n2Z

diag{di(t)}i2ZIEV
n
, di(t) = {ai[↵j(t)]}j2Z (3.27)

Demostración. Para  2 L
p(�, lp) y casi toda t 2 �, tenemos que

(Â )(t) = (�A��1
 )(t) = {U i

↵(Af(t))}i2Z = {U i
↵(
X

k2Z

akE⇡Uk
↵f(t))}i2Z

= {
X

k2Z

ak[↵i(t)]U
i
↵EUk

↵f(t)}i2Z = {
X

k2Z

ak[↵i(t)]U
i
↵

X

n2Z

�nU
⇡(n)�n
↵ �⇡(n)U

k
↵f(t)}i2Z

= {
X

k2Z

ak[↵i(t)]
X

n2Z

�nU
⇡(n)�n+i+k
↵ �⇡(n)f(t)}i2Z = {

X

k2Z

ak[↵i(t)]U
⇡(i+k)
↵ f(t)}i2Z

= {
X

k2Z

ak[↵i(t)] ⇡(i+k)(t)}i2Z

(3.28)

Por otro lado

A(t) (t) = (
X

k2Z

akE⇡V
k)(t) (t) =

X

k2Z

ak[↵i(t)]E⇡V
k
 (t) = {

X

k2Z

ak[↵i(t)]E⇡V
k
 i(t)}i2Z

= {
X

k2Z

ak[↵i(t)]E⇡ i+k(t)}i2Z = {
X

k2Z

ak[↵i(t)] ⇡(i+k)(t)}i2Z

(3.29)
Esto es el operador Â es el operador de multiplicación por la función matriz de la forma
3.27, donde los coeficientes ak son los coeficientes del operador A.

El Teorema 3.4.1 junton con el Teorema 3.1.2 da la posibilidad de estudiar la invertibilidad
de estos nuevos operadores en términos de los operadores discretos tipo Wiener E- módulo
definidos en la sección 2.5.
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