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Introducion

Sea B(X,Y) el espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados que actuan del
espacio de Banach X al espacio de Banach Y. Si X =Y, entonces B(X) = B(X, X) es un
algebra de Banach. Un operador A € B(X,Y) se dice que es invertible por la izquierda (resp.,
por la derecha) si existe un operador B € B(Y, X) tal que BA = Ix (resp., AB = Iy ), donde
Ix y Iy son los operadores identidad en los espacios X y Y, respectivamente. El operador B
es llamado un inverso izquierdo (resp., derecho) del operador A. Un operador A € B(X,Y)
es llamado invertible si es invertible por la izquierda y por la derecha simultaneamente.
Si el operador A es invertible solo por un lado (lateralmente), entonces el inverso lateral
correspondiente no es nico, mientras que los inversos bilaterales son tnicos

Un operador A € B(X) se dice que es n-normal (resp., d-normal) en X si su imagen Im A
es cerrado en X y dimker A < oo (resp., dim Coker A < o0), donde Coker A := X/Im A.
Un operador A € B(X) es llamado un operador de Fredholm en X si A es n-normal y d-
normal simultaneamente. Sea (X)) el ideal cerrado bilateralmente de todos los operadores
compactos en B(X). Es bien sabido que un operador A € B(X) es de Fredholm si y solo
si la clase de equivalencia A™ := A + IC(X) es invertible en el algebra de Calkin B™(X) :=
B(X)/K(X). Si A € B(X) es de Fredholm, Entonces su indice de Fredholm es definido por

ind A := dimker A — dim Coker A.

Dadop € [1, 0], Consideramos el espacio de Banach [P = [P(Z) que consiste de todas las
funciones f : Z — C equipada con la norma

[ f 1w = {(Znez Fm)P)" s pe1,00),

sup,,cz | f(n)] si p = oo.

Sea [° = [°(Z) el subespacio cerrado de [ que consiste de todas las funciones f € [* tales
que lim,, o | f(n)] = 0. Es sabido que, (I?)* = 9 para toda p € [1,00), donde 1/p+1/q =1,
y (%) =1

Sea p € {0} U[1,00] y sea V el isomorfismo isométrico de [P sobre si mismo, el cual es
dado por (V f)(n) = f(n + 1) para toda n € Z. Entonces V¥ € B(IP) para toda k € Z. Un
operador A € B(I?) de la forma

A= Z arV*  con toda a, € 1°° y un conjunto finito F C Z,
keF

es llamado un operador discreto de banda, mientras que el limite uniforma de una sucesion de
operadores discretos de banda en B({?) es llamado un operador discreto de banda dominada
(sver, [16]). Definimos por 2(, C B(I?) el albera de Banach de todos los operadores discretos
de banda dominada que actuan en el espacio [P.

Para p € {0} U[1, 00, consideramos la dlgebra de Banach con unidad W =W, C 2, que
consiste de todos los operadores discretos de banda dominada de la forma

A= "aVh € B(IP), con ap €™y |Alw = llaklli < oo. (1)

kEZ kEZ



Por analogia con el algebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes,
llamamos a W el algebra de Wiener de operadores discretos de banda dominada.
Motivados por los articulos [1], [24] and [23], estudiamos dos subélgebras de Banach del
algebra de Banach B(IP), las cuales definimos de la siguiente manera.
Para cualquier mapeo inyectivo m : Z — Z, introducimos los operadores £ = E. y
E° = E? en B(IP) definido sobre funciones f € [P por

fm) s n=mn(m),

n € 7.
0 si n¢n(Z),

(EF)m) = fxm), (E°F)(n) = {

Por lo tanto, EE® = [ y E°E es una proyeccion en B(IP). Para todo p € {0} U [1, 0],
definimos los operadores discretos de tipo Wiener en el dlgebra de Banach B(IP) que tienen
la forma R

Ap = ZakEVk, Ap = ZakEQVk, (2)

kEZ kEZ

donde ay, € [* paratoda k € Zy Y, |lax|li~ < co. Llamamos a los operadores de la forma
(2) los operadores discretos de tipo wiener E mddulo. Si el mapeo inyectivo 7 : Z — 7 es
dado por m(n) = mn para toda n € Z, donde m € Z \ {0}, entonces los operadores (2) con
E,, = E;y E} = E? son llamados los operadores discretos de tipo Wiener de inclinacion
dominada. Note que los operadores de banda dominada A € W, son de inclinacién dominada
con m = 1.

Un criterio de invertibilidad para un operador discreto binomial de banda A con forma
A =al — bV con a,b € [* en cada espacio [ para p € [, o0] fue obtenido en [8, Teorema
17]. Criterios para la invertibilidad lateral de este operador en los espacios [P con p € [1, 0]
fueron dados en [2, Teoremas 3.8, 3.10]. Por otro lado, la invertibilidad y la invertibilidad
lateral de los operadores discretos de banda dominada A € 2, en los espacios [? fueron
estudiados solo para casos de coeficientes especiales (ver, [5, Secciones 6.3, 6.4]).

El criterio de Fredholm para operadores discretos de banda dominada A € 2, en términos
de invertibilidad de todos los operadores limite y la acotacién uniforme de sus inversos fueron
obtenidos en [16, Teorema 1| para p € {0} U (1,00) (ver también [17, Teorema 2.5.7| para
p e {0}U[l,00] y A € W,). Posteriormente estos resultados fueron generalizados en [12,
Corolario 10, Teorema 11| y [22, Teoremas 5.6, 5.7| probando que la condicién de ser Fredholm
de un operador A € 2, es equivalente unicamente a la invertibilidad de todos los operadores
limite.

Los indices de Fredholm para operadores discretos de banda dominada A € 2, en los
espacios [P en términos de sus operadores limite fueron calculados en |15, Teorema 1.2| para
p =2y en [19, Teorema 2.5] para p € (1,00). Por |21, Teorema 3|, el indice de Fredholm
de un operador A € W es el mismo en todos los espacios [? para p € {0} U[1,00]. Que un
operador A € 2, sea n(d)-normal en ¥ para p € {0} U [1,00] es equivalente a que sea de
Fredholm (ver [22, Teorema 4.3|).

Sea x[;,j+1) la funciéon caracteristica del intervalo [j,j + 1) C R. Los operadores de tipo
Wiener de inclinacién dominada son contenidos en la clase de multiplicacién por operadores
en B(I?) por matrices infintitas a-inclinadas A = (@ m)n.mez con entradas a, ., € C, donde

(4)

a € R\ {0} y para toda j € Z, la j-ésima a-inclinacién de A es la matriz A; = (amn)nmeZ
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con entradas af), = anmXpij+1)(an —m) (ver [1]). Bajo condiciones de decadencia en
las a-inclinaciones fueron obtenidos criterios para la invertibilidad izquierda en B(I?), por
operadores de multiplicacion de tipo matriz a-inclinadas en [1] en términos de las normas
inferiores de esos operadores. La prueba se basa en demostrar que las normas inferiores para
los operadores considerados sean positivos simultaneamente en todos los espacios [P para
p € [1,00] si esto es cierto para algin p € [1, 0.

Analogamente criterios de invertibilidad izquierda para operadores de multiplicacion en
BIP fueron obtenidos en [24] y [23] en términos de matrices delgadas y dispersas, es decir,
para estas matrices en el caso de [P existen ntimeros N, M € N tales que todo renglon de la
matriz admite a lo mas N valores diferentes de cero, y cada columna de la matriz admite a lo
mas M valores diferentes de cero. Note que, para todo conjunto finito F' C Z, los operadores
discretos EF-modulo

AE = ZakEVk, A\E = ZakEOVk
keF kel
son operadores de multiplicaciéon por matrices infinitas delgadas y dispersas.

La siguiente tesis obtiene criterios de invertibilidad e invertibilidad lateral para operadores
discretos de banda dominada A € 2, en los espacios [P. También se estudian la invertibilidad
lateral de los operadores discretos de tipo wiener en los espacios [P. Probando que los
operadores ApAS, AL AR, ApAS, v A% Ap son operadores discretos de banda dominada en
W,, v aplicando el criterio de invertibilidad para esos operadores, obtenemos condiciones
suficientes para la invertibilidad lateral para los operadores discretos de banda dominada
tipo Wiener y £ moédulo en los espacios [P.

Sea o un homeorfismo de R, en si mismo que preserva la orientacién, el cual tiene dos
puntos fijos en 0 y co. Asi a(0) = 0 y a(oco) = oo, pero a(t) # t para toda t € R.. La
funciéon a es llamado un cambio, ya que « es monétono creciente en R, su derivada existe
y es positiva en casi todo R,. Siloga’ € L>°(R.), entonces el operador de peso U, definido
por

Uatp = (O/)l/pgp °a,

es una isometria en el espacio de Lebesgue LP(R,) para todo p € [1, 0], y por lo tanto
el operador U, es invertible en este espacio. Sea ag(t) = ty a,(t) = ala,_1(t)) para
n € Z. Entonces Ul(t) = Uyn para n € Z. Sea 2, la subalgebra de Banach mas pequeiia de
B(LP(R,)) para p € [1,00], la cual contiene a los operadores U, y U, ' y todos los operadores
de por funciones en L>(Ry). Los operadores A € 2, son llamados operadores funcionales.
Los operadores funcionales junto con sus operadores discretos juegan un rol importante en la
teoria de operadores funcionales diferenciales, teoria de operadores singulares integrales, op-
eradores de tipo convolucién y operadores seudo diferenciales con cambio, teoria de sistemas
dinamicos, etc.

Un criterio de invertibilidad para un operador funcional binomial A con forma A =
al —bU, con a,b,loga’* € L=(R,) fue establecido en [8, Capitulo 5| usando el método de
reduccion a operadores de diferencia. Mientras que en |2, Teorema 4.9] fue establecido otro
criterio para estos operadores usando criterios de invertibilidad para operadores discretos
asociados.



La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1 se da un breve repaso
de algunos resultados basicos de teoria de operadores, asi como técnicas y criterios conoci-
dos para atacar el prolema de invertibilidad de operadores. Todo este matrial comprende lo
aprendido en los primeros dos semestres de la maestria y es de ayuda para comprender el ma-
terial. En el capitulo 2 se definen los operadores discretos en los espacios [? para p € [1, o],
se dan varios criterios de invertibilidad lateral de operadores discretos de banda dominada
que tengan series absolutamente convergentes ), _, a,V* o limites uniformes de operadores
de banda de la forma A =}, _» a;V* donde F es un subconjunto finito de Z y a; € (*®
usando el método de bloques extremos asociados a los indices ind;t A de Ay el rango de la
matriz rectangular central asociada. También se obtiene otro criterio de invertibilidad lateral
(derecha e izquierda, respectivamente) para un operador A € W, basado en la invertibilidad
(bilateral) de los operadores A°A y AA® (respectivamente). Se introducen los operadores
discretos de tipo Wiener E-moédulo, para los cuales obtenemos condiciones de invertibilidad
lateral. Finalmente, en el capitulo 3 se definen los operadores funcionales con coeficientes
acotados A € 2y, a los cuales llamamos operadores funcionales con desplazamientos y estu-
diamos la relacion de estos con sus operadores discretos asociados. Utilizando esta relacion
obtenemos un criterio para la invertibilidad izquierda (resp. derecha) de estos operadores
mediante la invertibilidad de los operaores A*A (resp. AA*). También se introducen los op-
eradores funcionales con coeficientes de oscilacion lenta como posible candidato para trabajo
futuro.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacios de Banach

Sea [F un campo con elemento 0 e identidad 1, en lo que sigue se usara la notacion K para
referirse a uno de los campos R o C.

Dado una espacio lineal X decimos que una funcion || - || : X — [0,00) es una Norma
sobre X si satisface:

NI ||z|]| =0 <= =0,z € X.
N2. ||azx|| = |o||z]], « € K, =€ X.
N3. ||z +y|| < ||=|] + ||ly]| Vz, y € X (Desigualdad del triangulo).

Un espacio lineal con norma se llama Espacio lineal normado. Decimos que una funcién
d: X x X — [0,00) es una Distancia sobre X si satisface

DIl. d(z,y) =0 < z=y.
D2. d(xz,y) = d(y,x) (simetria).
D3. d(z,y) < d(x,z) +d(z+y) (desigualdad del triangulo).

Si en un espacio lineal normado existe una distancia tal que d(x,y) = ||z — y||Vx,y € X,
entonces decimos que X es un Espacio métrico.

1.1.1 Norma de un operador en espacios métricos

Decimos que la sucesion {z, },en es una Sucesion de Cauchy si, para todo € € R existe
un entero positivo N € N tal que, para todos los ntumeros naturales n, m > N implica
|z — 2] < €. Sien un espacio métrico toda sucesion de Cauchy converge, entonces decimos
que es un Espacio métrico completo. Un Espacio de Banach # es un espacio lineal
normado y completo en la métrica definida por su norma, es decir & es un espacio vectorial



1. Preliminares

sobre el campo de los nimeros reales o complejos con una norma || - || tal que toda sucesion
de Cauchy (con respecto a la métrica d(z,y) = ||z — y||) en £ tiene un limite en A.

Dado un espacio normado X un Funcional es un mapeo f : X — C continuo en sentido
epsilon-delta, es decir Ve > 03 = 6(x,¢) > 0 tal que Va,y € X tales que ||z —y|| <§ =
|f(z) — f(y)| < €e(continuidad en x), si § no depende de la eleccion de z, entonces se dice
que f es continua uniformemente. La continuidad uniforme del funcional f es equivalente a

AM €0,00) tal que|f(z) = f(y)| < M|z —y[|V2,y € X.

Si un funcional satisface |f(x)| < M||z||Vx € X, entonces decimos que es un Funcional
acotado. Si f es un funcional acotado, entonces definimos la norma de f como:

= sup 2 (1.1)

zeX\{0} ||| '

Si f es un funcional acotado, entonces || f|| < M. Decimos que un funcional es un funcional
lineal si para todos x,y € X y para todos a, § € C se tiene que f(az+Py) = af(z)+8f(y).
Si f es un funcional lineal, entonces la definiciéon de norma se puede expresar de la siguiente
manera

= s YO Gn w2 s 1S = s f@)L (12)

zeX\{0} ||| _:ceX\{O} ||| zeX\{0} IEdl _zGX,H:cH:I

Lema 1.1.1. Si f es un funcional lineal, entonces:

sup - |f(z)| = sup |f(z)]. (1.3)
z€X, [|z||=1 veX, ||z||<1
Demostracion. Sea FEy := {x € X : ||z|| = 1} la esfera unitaria centrada en 0y By := {x €

X :||z|| < 1} la bola unitaria centrada en 0, como E; C Bj se tiene que

sup  [f(z)| < sup  [f(z)].
zeX, ||z||=1 zeX,||z||<1

Sea xz € X tal que ||z]|] <1 = Ja € C tal que |a| > 1y ||az|| = 1, entonces:
[f(@)] = |al™'f(az)| < |f(az)] (az € E),

esta ultima ecuacion implica que

sup |f(z)| = sup [f(z)
zeX,||z||=1 zeX, ||z]|<1

y el lema es probado. O
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1.1. Espacios de Banach

Sean X, Y espacios lineales normados, una funcion A : X — Y es llamada un Operador,
si el operador A satisface que para todo z,z € X y para todos a, € C se tiene que
Alax+pz) = aA(z)+ FA(z), entonces decimos que A es un Operador lineal. Un operador
lineal A es un Operador lineal acotado si 3M € [0,00) tal que Yx € X se tiene que
||A(x)||ly < M]||z||x. Definimos la norma de un operador A como:

Al = sup MA@y (1.4)

zeX\{0} l|2[|x .

Lema 1.1.2. Si A es un operador lineal, entonces

Alx
A= sup @I A@Iy = s AWy

sexvioy zllx  sexalix=t zeX ||z x<1
La prueba es analoga a la prueba del lema 1.1.1 .

Teorema 1.1.1. Si X es un espacio lineal normado y Y es un dlgebra de Banach, entonces
el congunto B(X,Y) de todos los operadores lineales y acotados f: X —Y es un dlgebra de
Banach con norma igual a norma del operador.

1.1.2 Redes y conjuntos dirigidos

La topologia de un espacio espacio métrico puede ser descrita en términos de las sucesiones
que convergen. Para espacios topologicos méas generales una nociéon mas general de sucesiones
convergentes es necesaria. Recordemos que un conjunto dirigido A satisface que para cada
pareja o, € A existe v € A tal que vy > ay v > . Sea A un conjunto dirigido y X un
espacio topoldgico una Red es una funcion de A en X tal que a — A, una red se dice que
es convergente a A en X si para cada vecindad U de \ existe apy en A tal que A\, € U para
a = ay. Dos topologias en un espacio X coinciden si tienen las mismas series convergentes.
(ver, [20], pag 3.)

Definiciéon 1.1.1. Una red {fo}aca en un espacio de Banach A se dice que es una Red
de Cauchy si para toda € > 0 existe ag € A tal que oy, 0 = g implica || fo, — fao|| < €.

La definicién anterior generaliza el concepto de sucesiones de Cauchy y de este modo
tenemos el concepto de completes.

Proposicion 1.1.1. /20, Proposicion 1.7.] En un espacio de Banach A toda red de Cauchy
converge.

Definicion 1.1.2. Sea {f,}a € A un conjunto de vectores en el espacio de Banach % y
sea § = {F C A : F finito}, entonces § es un conjunto dirigido respecto a la relacion C.
Para cada F € §, sea gr = Y cp fa- Sila red {gr}pey converge a alqin g € A, entonces
la suma ) 4 fo se dice que converge y escribimos g = Y .4 fa-

Proposicion 1.1.2. /20, Proposicion 1.9.] Si {fa}laca €s un conjunto de vectores en el
espacio de Banach % tal que Y .4 ||fal| converge en R, entonces ) . 4 fo converge en 5.

11



1. Preliminares

Demostracion. En la notacion de la definicion 1.1.2 y por la proposicion 1.1.1 basta probar
que la red {gr}reg es de Cauchy. Ya que ) ., ||fo|| converge en R, para toda e > 0, existe
una Fy € F, tal que para cada F' > Fj se tiene que

Sl = D0 llfall < e

acF acFy

Por lo tanto, dados Fi, Fy > F| se tiene que

lgr = grll =11 Y fa= D fall

acF; acky
=1 Y fam D Sl
CYEFl\FQ CYEFQ\Fl
< D i+ D lifl
aGFl\Fz aGFQ\Fl
< >l =D Iall <e
ac€F1UFy acly
Por lo que la red {gr}rez es de Cauchy y por lo tanto converge. O

De la proposicién anterior tenemos que si 4 es un espacio lineal normado, entonces % es
un espacio de Banach si y solo si para toda sucesion de vectores {f,}°°; en A la condicion
Yoo L Ifnll < oo implica la convergencia de Y, fy.

Proposicion 1.1.3. Sea ¢ un funcional lineal de un espacio de Banach A, entonces los
siguientes son equivalentes:

(a) ¢ es acotado.
(b) & es continuo.
(c) ¢ es continuo en 0.

Definicion 1.1.3. Sea Z* el conjunto de todas las funcionales lineales y acotados de A,
entonces decimos que B* es el Espacio dual de A.

Si dotamos al espacio dual con la norma definida como la norma del operador, entonces
el espacio dual de £ resulta ser un espacio de Banach con esta norma. Sea X un conjunto,
Y un espacio topologico, y sea F la familia de funciones de X a Y. Definimos la topologia
débil en X inducida por F como la topologia mas débil o mas pequena J en X para la cual
cada funciéon en F es continua, es decir, J es la topologia generada por los conjuntos

{f~Y(U): f € F,U abierto de Y}.

Es sabido que cuando Y es un espacio de Hausdorff y F separa los puntos de X, entonces
la topologfa débil es Hausdorff. Dado un espacio de Banach % definimos la w*-topologia
de #* como la topologia débil inducida por el conjunto de funciones F = {f : f € B, ¢ €

#*, f(0) = o(f)}.

12



1.1. Espacios de Banach

Proposicion 1.1.4. [20, Proposicion 1.19.] Si B es un espacio de Banach, entonces la
w*-topologia en AB* es de Hausdorff.

Definicion 1.1.4. La bola unitaria de un espacio de Banach % es el conjunto {x € A :
||z|] <1} y es denotado por ().

Teorema 1.1.2 (Alaoglu). La bola unitaria (9*); del espacio dual de un espacio de Banach
B es compacto en la w*-topologia.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, por C'(X) denotamos al conjunto de funciones
complejas continuas en X. La importancia del resultado anterior es el teorema de Banach,
el cual establece que todo espacio de Banach es isomorfo a un a un subespacio de C'(X) para
algin X.

Definicion 1.1.5. Sea X un espacio lineal sobre R y sea p una funcion real definida sobre
X. Entonces decimos que p es un funcional sublineal en X si p(x +vy) < p(x) + ply),
para todos x,y € R y si para todo A real positivo se tiene que p(Ax) = A\p(x).

Teorema 1.1.3 (Hahn-Banach). Sea M un subespacio de un espacio de Banach 9B. Si ¢
es un funcional lineal y acotado en M, entonces existe ® € B* tal que ®(m) = o(m) para
toda m € M y [|2]| = [[¢]|.

Un corolario inmediato del resultado anterior es que dado x € %, con 4 un espacio de
Banach, entonces existe un ¢ € #* tal que ¢(x) = ||z||.

Teorema 1.1.4 (Banach). Todo espacio de Banach A es isométricamente isomorfo a un
subespacio cerrado de C(X) para algin espacio de Hausdorff X.

1.1.3 Espacios cocientes

Sea % un espacio de Banach y . un subespacio cerrado de #. Sea % /A el espacio lineal
de las clases de equivalencia {f : f € A}, donde f ={f +g: g € .4}, se puede definir una
norma en % /.4 definido por:

fll = inf ||f + g|| = inf ||A]]. 1.5
(711 = jnf I1f + gll = int |12l (1.5)

Si {f,}22, es una sucesion de Cauchy en /M, entonces existe una subsucesion {f,, }72,
tal que

HTnkJrl _?nkH < 1/2k7

si escogemos b € fo, ., — fu, tal que [|R|| < 1/2%, entonces Y77 ||| < 1y por la proposi-
cion 1.1.2 existe h = Y.~ | hy. De la siguiente ecuacion

k—1
fnk - fn1 = an7;+1 - fnl = Zh_za
i=1 j
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se tiene que lim f,, — f,, = h y entonces lim f,, = h+ f,,, luego %/ M es un espacio de
k—o0 k—o0

Banach. Sea m: # — % /M la proyeccion canonica, entonces m es una funcion abierta y es
una contraccion.

Definicion 1.1.6. Sean %, y PBo espacios de Banach. Una transformacion lineal T : %, —
By se dice que es acotada si

Tx B
7] = sup Ll

< 0
T€EH HyH%2

El espacio de todas las transformaciones lineales y acotadas de %; a %, es denotado por
B(%,, %), st B, = P, entonces escribimos B(HA;) en lugar de B(HA;, $1). Al igual que el
espacio dual de un espacio de Banach tenemos el siguiente resultado

Proposicion 1.1.5. Sean B, y B, entonces B(HB1, By) es un espacio de Banach con norma
1qual a norma del operador.

Teorema 1.1.5 (Teorema de la funcion inversa). Sean %, y Py espacios de Banach y
T € B(%,,%,) es biyectivo, entonces T~ existe y es acotado.

Un resultado importante del Teorema de la funcién inversa 1.1.5, es el teorema del mapeo
abierto.

Teorema 1.1.6 (Teorema del mapeo abierto). Sean %, y Py espacios de Banach y T €
B(%,, %) sobreyectivo, entonces T es un operador abierto.

Demostracion. Como el operador T es continuo se tiene que su nucleo ker 7" es un subespacio
cerrado de %, deseamos definir una transformacion S del espacio % / ker T" al espacio %,
de tal forma que el siguiente diagrama conmute, es decir S (f) =Tg para f € B/ kerT y

gef

P/ ker T

|
P
|
1S

|
\ |

T

Y
Py

ker T'—— %,

Si g1,92 € f, entonces g; — go € ker T, luego T'g; = Tgo v por lo tanto S es bien definido.
Claramente S es lineal y la desigualdad:

IS(H)I| = inf ||Tgl| < [|T]|inf |lg]| < ||TI[F]] (1.6)
gef gef

la cual se tiene para f € & / ker T muestra que S es acotado. Méas aun, si S (7) = 0, entonces
Tf =0, lo cual implica que f € ker Ty f = 0, de donde S es inyectiva. Finalmente S es
sobre, ya que, T' lo es y por el teorema de la funcién inversa 1.1.5 S es un mapeo abierto.
Ya que el morfismo natural 7 es abierto y T'= S o 7, luego T es abierto. O
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1.2. Algebras de Banach

1.1.4 Subespacios

Sea # un espacio de Banach, todo conjunto de % tal que cualesquiera dos de sus elementos
implica que cualquier combinaciéon lineal de estos también esta en este subconjunto, es lla-
mado una variedad lineal. Decimos que una variedad lineal £ es un subespacio de 4 si
es cerrado. Dados dos subespacios £ v Lo de A, los cuales solo se intersectan en el origen
el conjunto de todos los elementos x de # que se pueden escribir de la forma z = z; + x5
con 1 € L1y x9 € Ly es llamado la suma directa de £ y L5, y es denotado como
L = L1+L,. Es claro que la suma directa de dos subespacios es una variedad lineal, pero no
necesariamente es un subespacio (es decir, puede no ser cerrado).

Lema 1.1.3. /6, Cap. 2, Teorema 1.1] Sea B un espacio de Banach y Ly, Lo dos subespacios
de B que solo se intersectan en el origen. Entonces la suma directa L = L14+Ls es un
subespacio de B si y solo si existe una constante k > 0 tal que

|z 4 @a| = E([[z1|] + |[z2]]) (21 € Ly, 22 € La).

Sea £ un subespacio de Z£ un espacio de Banach. Un subespacio N’ de £ es llamado
complemento directo de £ en & si & = L+N. En general el complemento directo de un
subespacio £ de un espacio de Banach & no es tinico, esto sélo pasa cuando & = ¢ es un
espacio de Hilbert y en este caso nosotros escribimos 7 = £ @ N guardando el simbolo @
para el caso de espacios de Hilbert.

Sea £ un subespacio de Z un espacio de Banach. La dimensiéon del espacio cociente
AL es llamada codimensién del subespacio £. La codimension de £ es denotado por
codim £ := dim A/ L.

Teorema 1.1.7. [6, Cap. 2, Teorema 2.2] Sea L un subespacio de un espacio de Banach
B con dim L < oo, entonces L tiene un complemento en B y ademds la dimension del
complemento coincide con la codimension de L en AB.

1.2 Algebras de Banach

Una algebra sobre el campo F es un espacio lineal o/ sobre F junto con una operacién
bilineal

g X — o, (a,b)— ab,
llamada multiplicacién, la cual satisface la ley asociativa
(ab)e = a(bc) para todos a, b,c € o .

Algebras sobre K (K = R o C) seran referidas como &lgebras complejas. Una norma || - ||
en &/ se dice que es submultiplicativa si

ladl| < lall[lol]  (a, b€ &).

Si un espacio de Banach 4 satisface
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ABL Va,y € B eyl < [z [yl
AB2. Je € A tal que Vo € #  xe = ex = x (elemento neutro),
AB3. |le|| = 1.

entonces decimos que el espacio de Banach % es un Algebra de Banach. Es importante
recalcar que la operaciéon multiplicaciéon en % no es necesariamente conmutativa, es decir
xy =yxVr,y € B, y que bajo estas condiciones el elemento neutro de & es tnico.

A veces en ciertos textos es omitido en la definicion de algebra de Banach la existencia
del elemento neutro ver [25] pag. 246.

La propiedad AB1 hace de la multiplicaciéon una operacién continua en %4, esto es x,, — x
y Y, — y implica x,y, — xy, esto se sigue de la identidad

TnYn = (Tn — 2)Yn + 2(Yn — Y). (1'7)
En particular la multiplicaciéon es continua por la izquierda y continua por la derecha:
TpY = TY Y xY, > xy cuando T, > TY Y, — Y.

Una subélgebra de &7 es un subespacio 4 tal que b, b’ € # =— bb € 4. Tomando la
multiplicacion en & como la restriccion de la multiplicacion de &7 en %, A es en si mismo
un algebra. Si (%))aea es una familia de subalgebras de una élgebra o7, entonces Nyep %) es
también una subalgebra de 7. Por lo que dado S un subconjunto de 47, hay una subalgebra
A de o/ mas pequena tal que contiene a S. Esta algebra es llamada la subalgebra de 7
generada por S. En el caso en el que S = {a}, entonces # consiste de el espacio generado
por todas las potencias positivas de a.

Definicion 1.2.1. Dada una dlgebra no conmutativa <, el conjunto
Ceno = {c € o : ca=acpara todo a € o},

forma una subdlgebra de <7, llamada el centro de <f .

Dado un subespacio lineal .# de un algebra o/ es llamado un ideal izquierdo (resp.
derecho) de &7 si

aj € S (respectivamente ja € &) para todo a € &/ yj € .Z.

Un ideal en &7 es un subespacio vectorial que es simultaneamente un ideal izquierdo y dere-
cho de 7. El algebra o/ y {0} son claramente ideales de o7, los cuales se llaman ideales
triviales. Un ideal .# de &7 se dice propio si .# # /. Un ideal maximal es un ideal propio
de &/ que no es contenido en ningin otro ideal de o, los ideales maximales izquierdos y
derechos son definidos de manera analoga.

16



1.2. Algebras de Banach

Sean o/ y A dos algebras, un homomorfismo o simplemente morfismo de &7 en % es
un mapeo lineal ¢ : &/ — A tal que p(ab) = p(a)p(b) para todo a, b € &7, es bien sabido
que dado un morfismo se tiene su nicleo

ker ¢ := {a € & : p(a) = 0},
es un ideal de &7, mientras que su imagen
Imep=yp() ={be B:3ac o tal que p(a) = b},

es una subélgebra de 4.

Dado un &algebra &7 y un ideal .# de &7, el cociente o7 /.# es definido como el conjunto de
las clases a + .# de elementos a € o7, hay una estructura lineal en &7/.% el cual hace de
este cociente un espacio de Banach (ver seccion 1.1.3), mas atn, definiendo la multiplicacion
(a+.7)(b+-7) := ab+.7 el cociente se convierte en un algebra, llamada el lgebra cociente
de o7 por .Z.

1.2.1 Teoria espectral

Sea ./ un algebra con unidad e sobre el campo F, un elemento a € o7 es invertible por la
izquierda (resp. por la derecha) si existe un elemento b € o tal que ba = e (resp. ab = e),
decimos que un elemento a € & es invertible si es invertible por la izquierda y por la
derecha al mismo tiempo, en dado caso que el elemento a sea invertible por la izquierda
(resp. por la derecha) pero no sea invertible, entonces decimos que el elemento es invertible
unilateralmente. Es sabido que dado un elemento a invertible lateralmente en un algebra
2/ este contiene infinitos inversos laterales (ver, [6] pag. 63), mientras que si el elemento es
invertible en el algebra <7, entonces su inversa es tnica, mas aun si el dlgebra &7 es abeliana
entonces un elemento a invertible unilateralmente es equivalente a que es invertible, mientras
que esto no necesariamente pasa en algebras no conmutativas.

Definicion 1.2.2. Sea o7 un dlgebra de Banach, denotamos al conjunto de todos los ele-
mentos invertibles de o/ por G, y sean Yo y Yoy los conjuntos de los elementos de o/ que
son invertibles a la derecha y a la izquierda en <f , respectivamente.

Los conjuntos ¥, 9., y 9., son todos grupos respecto a la multiplicacion heredada de
o .

Nuestro estudio se basa en la obtencién de criterios para saber cuando un elemento de
un algebra de Banach es invertible y si es posible saber cual es la forma de su inverso. El
siguiente resultado es un excelente criterio.

Teorema 1.2.1 (Series de Neuman). Sea &7 un dlgebra de Banach sobre K.

o

(1) Siae o ylla|| <1, entoncese —a € Gy y (e —a) ' =30 a™.

1

(1) Siae o ylle—al| <1, entonces a € Gy y [la || < T=—al
— 1 —a
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1
(i) Sia €Yy ybe o con ||b)| < T entonces a —b € 9./, mds aun
a

[la~]]

(@ =07 < ———m (1.8)
1 —[la= ][ ][]|
’ [a™"[[*]]0]]
a” b
@ =b)"" —a™|| £ ——107 (1.9)
1 —[la=t][][]|

Demostracion. Solo se probara (i), pues demostraciones de (ii) y (ii7) son anilogas. Ya que
S olla™] < 3o llall™ = (1= |lal])™" < oo la proposicién 1.1.2 garantiza que Y o a”
converge aun b € &7, y ya que (e —a)(e+---+a") = e—a""! converge a (e —a)b = b(e — a)
y a e cuando n — oo, el elemento b es el inverso de e — a . O]

La propiedad (7i7) es conocido como la propiedad de Perturbaciéon pequena, pues
garantiza que dado un elemento invertible (resp. invertible lateralmente) bajo cierta per-
turbacion seguira siendo invertible (resp. invertible lateralmente), lo cual es descrito en el
siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Si &/ es un dlgebra de Banach, entonces Yoy, 9oy y Yoy son conjuntos
abiertos de < .

Otro corolario del teorema 1.2.1 es

Corolario 1.2.2. /20, Corolario 2.8.] Sea </ un dlgebra de Banach, entonces el mapeo
x> x71 es un automorfismo de 4.,.

Definiciéon 1.2.3. Sea &7 un dlgebra de Banach y a € o, el resolvente de a en </ es el
conjunto

pas(a) ={AeC:e—a€ Yy}

Su complemento en el plano complejo denotado por o, (a) = C\ py(a) es llamado el
espectro de a en /. En dado caso que no halla duda en el dlgebra en el cuél se calcule el
espectro escribiremos p(a) y o(a) en lugar de p.(a) y 0 (a), respectivamente. Si a,b € o7,
entonces usando el echo que dados a, b € o7 la invertibilidad del elemento e—ab es equivalente
a la invertibilidad del elemento e — ba (ver [18, Lema 1.2.1]) se tiene que o(ab) \ {0} =
o(ba) \ {0}.

El siguiente resultado lo podemos considerar como el Teorema fundamental de las algebras
de Banach.

Teorema 1.2.2 (Gelfand). Sea a un elemento de un dlgebra de Banach </, entonces el
espectro de a o(a) es un subconjunto compacto no vacio de C.

Para la demostracion del Teorema anterior se pueden consultar [20], [13] y [18]. Una
consecuencia del hecho de que el espectro de un elemento no es vacio es el siguiente Corolario.
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1.2. Algebras de Banach

Corolario 1.2.3 (Teorema de Gelfand-Mazur ). [18, Corolario 1.2.11] Sea </ un dlgebra de
Banach, en el cual todo elemento distinto de cero es invertible, entonces </ es isomorfo al
campo C.

Sea o/ un algebra sobre el campo F y sea a € o7, entonces el nimero
ro(a) :=sup{|A|: A € 04(a)}, (1.10)

es llamado el radio espectral de a. Si el adlgebra de Banach es evidente, entonces solo
escribimos r(a) en lugar de r.(a). Asi, r(a) es el radio del disco centrado en el origen més
pequeno que contiene el espectro de a. Del Teorema 1.2.2 se sigue que

r(a) < lla|| para todo a € . (1.11)

Mas atin el radio espectral de un elemento se puede calcular mediante la siguiente formula.
Teorema 1.2.3 (Beurling). [13, Teorema 1.2.7] Si a es un elemento de una dlgebra de
Banach <f , entonces: .
() = lim (|[a"[])*. (1.12)
Sea &7 un algebra de Banach, un morfismo complejo de &7 es un morfismo entre o7 y C.
Denotamos por A = A, el conjunto de todos los morfismos complejos de 7.
Teorema 1.2.4. Sea o/ un dlgebra de Banach conmutativa.

(i) Sip € A, entonces ||p]| = 1.

(73) El conjunto A es no vacio, y el mapeo @ +— ker ¢ define un biyeccion entre A y el
conjunto de todos los ideales maximales de <f .

(1i1) A es un espacio de Hausdorff localmente compacto.
Llamamos a A = A, el espacio de ideales maximales de o7.

Definicion 1.2.4. Sea o/ un dlgebra de Banach, la Transformada de Gelfand de a
es la funcion T’ : of — C(A) dada por I'(a) = a|a, esto es, I'(a)(p) = a(p) = ¢(a), para
v e A.

Es claro que la transformada de Gelfand es un morfismo entre &7 y A, es decir I'(ab)(y) =
C(a)(e)T(b) () v que ||T'(a)||so < |lal|- Es de nuestro interés la transformada de Gelfand
debido a que es posible saber la invertibilidad de un elemento a de un algebra de Banach &7
conmutativa via la invertibilidad de su transformada a en C'(A).

Teorema 1.2.5 (Gelfand). [20, Teorema 2.35.] Sea o/ una dlgebra de Banach conmutativa
, A el espacio de ideales maximales de o7, y I : of — C(A) la transformada de Gelfand,
entonces:

(1) A no es vacio;
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(2) T es un morfismo algebraico;

(3) [IPallos < llall para a en o/; y

(4) a es invertible en o si y solo si I'(a) es invertible en C'(A).
Unos resultados que son obtenidos del teorema anterior son:

Corolario 1.2.4. /20, Corolario 2.36.] Si o/ es un espacio de Banach, entonces o(a) =
rankTa y r(a) = ||lal|c.

Dada un funcién entera con coeficientes complejos f(z) = >~ A\,2" es posible extender
la funcion f(z) de tal manera que ahora acttie sobre <7, es decir, dado a € &7, entonces f(a)
denota al elemento )" > \,a" € <.

Teorema 1.2.6 (Teorema del Mapeo Espectral). Sea o/ una dlgebra de Banach, a € o y
f una funcion entera en C, entonces:

o(f(a)) = flo(a)) = {f(A) : A € a(a)}.

Un resultado que sera necesario en capitulos futuros y como consecuencia del Teorema
del Mapeo Espectral es el siguiente

Corolario 1.2.5. Sea o/ un dlgebra de Banach conmutativa, entonces la transformada de
Gelfand es una isometria si y sdlo si ||a*|| = ||a||* para todo a € o .

1.3 Operadores de Fredholm

Sea A € B(C™,C"), donde m y n son ntumeros naturales fijos, entonces del algebra lineal
tenemos que

Proposicion 1.3.1. La ecuacion Az =y (x € C™, y € C") es soluble si y sdlo si f(y) =0
para toda solucion f € (C")* de la ecuacion homogénea adjunta A* f = 0.

En el caso de espacios de Banach de dimension infinita %;, %, la condicion f(y) = 0
con f € ker A* y y € %, es para el operador A € B(%;, B>) una condicion necesaria para la
solvencia de la ecuacion Az = y. Decimos que un operador A € B(%;, %>) es normalmente
soluble si la ecuacion Az =y (x € By, y € HBs) es soluble si y solo si la condicion f(y) =0
se satisface para cada funcional f € ker A*. Dado un operador A € B(%4;, %) denotamos
por A el operador que mapea el espacio cociente %, / ker A sobre el subespacio im A definido
por Ax = Az, donde x denota la clase residual de x en %/ ker A.

Teorema 1.3.1. [6, Cap. J, Teo. 1.2.] Necesario y suficiente para que el operador A sea
normalmente soluble es la invertibilidad del operador A.
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1.3.1 Operadores compactos

Sea K : %A1 — Py entre espacios de Banach #; y Hy, decimos que K es compacto
si K((%1)1) es relativamente compacto en s, donde (%)), es la bola unitaria en ;.
Equivalentemente K ((%))1) es totalmente acotado. Otras formas equivalentes de saber si
un operador es compacto vienen dados por el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.2. [13, Teorema 1.4.1.] Sean By y By espacios de Banach y K € B(%,, %s),
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K es compacto;

2. Para cada conjunto compacto S de By, el conjunto K(S) es relativamente compacto

en Bsy;

3. Para cada sucesion (x,) en A, la sucesion (K(x,)) admite una subsucesion que con-
verge en HBs.

Dado dos espacios de Banach %, y %> denotamos por K(%;, %5) el conjunto de todos
los operadores compactos de #; a HBs. Es sabido que K(%, Bs) es un subespacio cerrado
de B(%1,Bs) y que K(B) = B(A) cuando A es un espacio de Banach de dimension finita.

Definiciéon 1.3.1. Sean %, y Bo espacios de Banach y sea T € B(ABy, PBs). Definimos el
operador adjunto de T como el operador T* € B(%5, A7) tal que

T By — KBy, o—T"(p)=¢pol.

Siun operador K es compacto, entonces es sabido que su operador adjunto K* : %5 — %7
también es un operador compacto. Un operador T' € B(%;, %B>) entre espacios de Banach
se dice que es acotado por abajo si existe una constante positiva § tal que ||T'(x)|| >
Sl|z|| (x € H). En el caso de que un operador T' sea acotado por abajo se tiene que T'(%)
es necesariamente cerrado en %,. Es claro que un operador T' € B(%,, %) es acotado por
abajo si y solo si hay una sucesion de vectores unitarios (x,,) € % tal que T}Lrgo T(x,) = 0.

Sea % un espacio de Banach y T' € B(%), entonces la sucesion de espacios (ker 7™),en

es una sucesion creciente, es decir ker 7" C ker T"*. Si ker T" # kerT™! para todo
n € N, entonces decimos que T tiene la propiedad del ascenso infinito y escribimos
asc (T) = +o0, en otro caso decimos que T tiene ascenso finito y definimos su ascenso como
el menor nimero entero positivo tal que ker 7? = ker T?*!. En este caso ker TP = ker T™
para toda n > p.
La sucesion de espacios (T™(%,)) es una sucesion decreciente, es decir 7" (%) C T"(%,).
Decimos que 7T tiene la propiedad del descenso infinito si T"(%,) # T (%) para
todo n entero positivo y escribimos desc(T) = +o00, en otro caso decimos que T tiene
descenso finito y definimos su descenso como el menor niimero entero positivo p tal que
TP B,) = TP(%,). En este caso TP (%) = T"(%,) paratodan > p. De [13, Teorema 1.4.5-
6.] tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.3.3. Sea Z un espacio de Banach, K € K(#) y A € C\ {0}.
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1. FEl espacio ker(K — \I) es de dimension finita.
2. El espacio (K — A\ )(%) es de codimension finita en 4.

3. K — M tiene finito ascenso y descenso.

1.3.2 Operadores Limite

Dada una sucesion (A,) de operadores en B(ZA) se dice que convergen fuertemente si la
sucesion (A,z) converge en la norma de & para cada v € #. Asi Ax := lim A,z define un
operador en A el cual es llamado el limite fuerte de la sucesion (A,,), y es denotado como
s-lim A,. En estos casos podemos escribir 4,, = A.

En general dada una sucesion (A,) que converge fuertemente no implica que la sucesion de
operadores adjuntos (A?) sea fuertemente convergente, por lo que en dado caso en el que am-
bas sucesiones(A,) y (Af) convergan fuertemente en los espacios & y HB*, respectivamente,
y diremos que la sucesion (A,) converge x-fuertemente. En este caso tenemos que

s-lim A? = (s-lim A,)",

y escribimos A, = A.

Teorema 1.3.4 (Banach-Steinhaus). [17, Teorema 1.1.1] Si la sucesion (A,) de operadores
en B(#) converge fuertemente a un operador A. Entonces A € B(A), la sucesion (A,) es
uniformemente acotada y

| Alls#) < liminf |[A,|[5)-

Dado un conjunto M C B(%), decimos que es un conjunto de operadores uniforme-
mente invertibles si los operadores en M son invertibles y si las normas de sus inversas
son uniformemente acotadas.

Proposicion 1.3.2. [17, Proposicion 1.1.2]
(i) Si A, > Ay B, > B, entonces A, + B, > A+ B y A,B, > AB.
(ii) Si A, > A y los operadores A, son uniformemente invertibles, entonces A71A > 1.
(1ii) Si A, A y los operadores A,, son uniformemente invertibles, entonces A es invertible
y A7V S A

La nocién de compacidad y la de convergencia fuerte estan relacionadas por medio del
siguiente Teorema.

Teorema 1.3.5. [17, Teorema 1.1.3] Sea A,,, A € B(#), entonces ||A,x — Az||z — 0 para
toda x € B siy solo si ||A, K — AK||p#) — 0 para toda K € K(2%).

Por lo que la convergencia fuerte de (A,) a A considerados como operadores en % es
equivalente a la convergencia fuerte de (A,) a A considerado como un operador de multipli-
cacion izquierda en K(4%).
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1.3.3 Operadores de Fredholm

Sean %, y A, espacios de Banach y sea F' € B(%;, Bs). Decimos que F es un operador de
Fredholm si ker F' es de dimension finita y F/(%;) es de codimension finita en %,. Sean %

y %y espacios de Banach, el conjunto de todos los operadores de Fredholm F' que acttan de
P, en Ay es denotado por F (%, %Bs)

Definiciéon 1.3.2. Dado un operador de Fredholm F' definimos el indice de Fredholm o
solamente indice del operador F' como

ind(F") = dimker(F') — dim Coker(F). (1.13)
Teorema 1.3.6. [17, Teorema 1.1.5]

(a) Sean A € F(HBy,Bs) y K € K(HB1, Bs), entonces A+ K € F(Hy, %) yind(A+ K) =
ind(A).

(b) F(H$1, %) es abierto en el espacio B(Hy, HB2) y la funcion ind : F(HBy, Bs) — L es

continua.

(c) F(HBy, PBs) es un semigrupo bajo la multiplicacion, y la funcidn ind es un morfismo de
F(PB1,Bs) en el grupo aditivo Z.

(d) Si A€ F(%B,R), entonces A* € F(By, $;), yind A* = —ind A.

Teorema 1.3.7. [6, Cap. 4, Teorema 6.2] Sea A € B(%, %B>), entonces los siguientes son
equivalentes:

(a) El operador A es un operador de Fredholm.

(b) El operador A puede ser expresado en la forma A = D + T, donde D es un operador de
Fredholm invertible lateralmente y T es un operador compacto.

(c) El operador A puede ser expresado en la forma A = D+ K, donde D es un operador de
Fredholm invertible lateralmente y K es un operador de dimension finita.

Dado que todo operador en un espacio de dimension finita es de Fredholm podemos
enfocar nuestra atencién solamente en los espacios de dimensién infinita.

Teorema 1.3.8 (Atkinson.). Sea & un espacio de Banach de dimension infinita y sea
u € B(AB). Entonces u es de Fredholm si y solo si u + K(AB) es invertible en el dlgebra
cociente B(AB)/K(AB), el dlgebra de Calkin de A.

Dado un operador A € B(%;, %) decimos que este operador admite un regularizador si
existe un operador M € B(%s, $1) tal que cualquiera de los operadores MA — Iy AM — I
es compacto. El operador M se dice que es un regularizador de A.

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 7.1-1°] Las siguientes afirmaciones respecto a un operador
A € B(%,, PB,) son equivalentes:
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1. A es un operador de Fredholm.
2. A admite una reqularizacion

3. Ezisten operadores My, My € B(%y, Bs) tales que los operadores MyA — T y AMy — 1
tienen rango finito.

4. Existen operadores My, My € B(%,, %Bs) tales que los operadores MyA — 1 y AMy — 1
son compactos.

Teorema 1.3.10. Sea % un espacio de Banach, K € K(%#) y A € C\ {0}.
1. El operador K — X\ es un operador de Fredholm de indice cero.

2. Sea p el ascenso (finito) de K — X\, <entonces

B = ker(K — N)PH(K — \I)P(B).

3. El operador K — X es inyectivo si y solo si es sobreyectivo.

El inciso 3 de este Teorema es conocido como la alternativa de Fredholm. Si %, y %,
son espacios de Banach directamente complementarios, es decir, = %,+%, y sean f vy g
mapeos lineales en los espacios %, y %, respectivamente. Denotamos por f+4g¢ el mapeo
lineal en % dado por

(f+9) (@1 +22) = f(z1) + g(2z2) (112 € PBr2).

Claramente f-+g es invertible si y soélo si f y g son invertibles en los espacios %, y %,
respectivamente.
Si % es un espacio de Banach y h € B(#), entonces opz)(h) = o(h). St B = B1+B> y

h = f+g para f € B(%,) y g € B(%,), entonces a(h) = o(f)Ua(g).

Sea X un espacio vectorial y sea p : X — X un mapeo lineal, si p?> = p, entonces decimos
que p es un idempotente. En este caso se tiene que kerp = (I — p)(X) y por lo tanto
X = kerp+p(X). El reciproco también es cierto, es decir, si X = Y+Z donde Y y Z
son subespacios de X, entonces existe un tnico idempotente P en X tal que P(X) =Y y
ker P = Z, llamamos a este mapeo una proyeccion de X en Y a lo largo de Z. Es sabido
que si X = Y+Z y P es una proyeccion de X en Y a lo largo de Z, entonces P es acotado.

1.3.4 Operadores P-compactos

Sea % un espacio de Banach y P = (P,)%°, una sucesion acotada de B(#). Decimos que P
es una proyeccion aproximada creciente si, para toda m € N hay un N(m) € N tal que

P,P, = P,P, =P, paratodan> N(m), (1.14)
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y decimos que P es una proyeccion aproximada decreciente si, para toda m € N hay
un N(m) € N tal que

P,P, = P,P,= P, paratodon > N(m). (1.15)

Si P = (P,) es una proyeccion aproximada creciente, entonces la sucesion (@) con @, =
I — P, forma una proyeccion aproximada decreciente, la cual llamamos la proyeccién aprox-
imada asociada a P. Una proyeccion aproximada (creciente o decreciente ) se dice que
es propia si B, # 0y P, # [ para toda n. Si P es una proyeccion aproximada cre-
ciente propia, entonces ||P,|| > 1 para toda n suficientemente grande, también es claro
que, si P* := (P})es una proyeccion aproximada creciente (decreciente) en B(%*) cuando
P = (P,) es un proyeccion aproximada creciente (decreciente) en B(Z#). En lo que sigue
las proyecciones aproximadas crecientes propias seran referidas solamente como proyecciéon
aproximada.

Definiciéon 1.3.3. Un operador K € K(A) es P-compacto si
|KP,— K| =0 y ||[P.K—K||—=0 cuandon — oo

Por K(#,P) denotamos al conjunto de los operadores P-compactos en &y por B(%4,P)
al conjunto de los operadores A € B(%) para los cuales AK y K A son P-compactos cuando
K es compacto.

Es inmediato de todo esto que todo operador en P es P-compacto y ademas
K%, P*) ={K": K € K(%,P)}, B(ABP)={A":AcB(A,P)} (1.16)

Sea /] una subalgebra de un algebra de Banach & con identidad, entonces decimos que @7
es inversamente cerrada en 7 si para todo elemento a € o7 invertible en .o/ se tiene que
su inverso a~! pertenece a 7. No siempre se tiene que B(%, P) es inversamente cerrado en
B(%), esto solo pasa cuando la proyeccion aproximada es uniforme (Ver[17, Teorema 1.1.9]).

Definicion 1.3.4. Un operador A € B(%,P) es llamado un operador P-Fredholm si la
clase A+ K(E,P) es invertible en el dlgebra cociente B(B,P)/K(%4,P).

La norma y el espectro de la clase A+ (%, P) en B(A,P)/K(%,P) son llamados la
norma cp-esencial y el espectro P-esencial
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Capitulo 2

Invertibilidad lateral de operadores
discretos

2.1 Invertibilidad lateral de operadores

Criterios generales para el caso de la invertibilidad lateral de un operador A € B(%;, %>)
son dados por los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.1. [6, Teorema 5.1, Cap. 2/ Necesario y suficiente para la invertibilidad
izquierda de un operador A € B(%1, PBs) es la validez de las siguientes condiciones:

1. El espacio lineal im A = A%, es cerrado y tiene un complemento directo en ABs.
2. ker A = {0}.

Si estas condiciones se satisfacen y si el operador Ay* (€ B(#,,PB>)) es uno de los inversos
1zquierdos de A, entonces la forma general de los inversos izquierdos a A es dada por la
formula Ay P, donde P es una proyeccion arbitraria con la propiedad im P = im A.

Anéalogamente al teorema anterior tenemos el caso de la invertibilidad por la derecha.

Teorema 2.1.2. [6, Teorema 5.2, Cap 2] Necesario y suficiente para la invertibilidad derecha
del operador A € B(%,, %2) es la validez de las siguientes condiciones:

2. El subespacio ker A tiene complemento directo en 9.

Si las condiciones anteriores se satisfacen y Ay' (€ B(%Ba, B1)) es uno de los inversos
derechos de A, entonces la forma general de todos los operadores inversos por la derecha a
A es dado por la formula PAy*, donde P es cualquier proyeccion que satisface la condicion
ker P = ker A.

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. /6, Corolarios 5.1-2, Cap 2]
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1. Si el operador A € B(%,,Bs) es invertible por la izquierda, entonces

dim Coker A = dim ker A",

2. Si el operador A € B(%#B1,PBs) es invertible por la derecha, entonces
dimker A = dim Coker A~

Dado p € [1,00] consideramos el espacio de Banach [ = [P(Z) el cual consiste de todas
las funciones f : Z — C equipadas con la norma

(Pnez [f()P)Psi p el 00)
V=

Sup,ez | f (1) si p= o0,

Sea [° = [°(Z) denota el subespacio de [*® que consiste de todas las funciones f € [* tales
que lim, o | f(n)] = 0.

Sea p € {0}U[1, 00] y el operador de cambio de [” en si mismo, denotado por V' y definido
por (Vf)(n) = f(n+1) para toda n € Z, entonces V¥ € B(IP) para toda k € Z. Un operador
de la forma

A= Z aV*, para todo a; € [ y todo conjunto finito F' C Z,
ner

es llamado un operador discreto de banda, mientras el limite uniforme de una sucesiéon
de operadores discretos de banda en B(I?) es llamado un operador discreto de banda
dominada. Como en [16] denotamos por 2, C B(l?) el algebra de Banach de todos los
operadores discretos de banda dominada actuando en el espacio [P. Para p € {0} U [1, <]
denotamos al espacio de Banach con unidad W = W, C 2, el cual consiste de todos los
operadores discretos de banda dominada de la forma

A= "aV* e B(IP), conap € 1%y ||Allw =Y [lar]i=~ < oo. (2.1)

keZ kEZ

Por analogia con el dlgebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes, W
es llamado el algebra de Wiener de operadores discretos de banda dominada.

Sea Z un espacio de Banach y sea A € B(%,), de [10, Seccion 1.3] consideramos la
norma inferior de un operador A definido por

Al = inf{[|Az||s : [Jels = 1}.

Es conocido que si el operador A es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
B, entonces |A|; > 0 (resp. |A*|y+ > 0), donde A* € B(%*) es el operador adjunto de A.
La afirmacion inversa es vélida cuando % es un espacio de Hilbert (ver por ejemplo [11,
Lema 2.33 y observacion 2.34]) . La implicacion inversa también es valida para operadores
discretos de banda

A= "aVh e B(I?), (2.2)

keF
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con coeficiente ay € [*°, conjuntos finitos F' C Z, el operador de cambio V' y p € [1,00]. Ya
que la representacion matricial del operador A =, a,V* en la base estandar de [ tiene
solamente un numero finito de diagonales distintas de cero se puede considerar como una
matriz inclinada, y usando [1, Teorema 2.11] y [24] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3. Sea F' un conjunto finito de Z y sea ay € I*° para toda k € F'. Para

A= Zakvk sea A° = Z V=,

keF keF

el operador formal adjunto del operador A. Si |Alx > 0 (resp., |A°| > 0) para el
operador A en el espacio IP para algin p € [1,00], entonces A es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en todos los espacios P con p € [1,00] y uno de sus inversos izquierdos

(resp., derecjos) es dado por AL = (A°A)"LA® (resp., AR = A°(A°A)71).

Corolario 2.1.2. Si un operador de banda A de la forma 2.1 con coeficientes en I*° es in-
vertible por la izquierda (resp., por la derecha) para algin p € [1,00], entonces A es invertible
por la izquierda (resp., por la derecha) en todos los espacios [P con p € [1, ).

Es de nuestro interés estudiar la invertibilidad lateral de los operadores discretos de banda
dominada A € W, y A € 2, con coeficientes en [* en los espacios P para p € [1,00] ya que
este es un estudio todavia abierto.

2.2 Resultados conocidos sobre operadores de Fredholm

Aei,

Dado p € {0} U[1, o0] y el espacio de Banach [P = [P(Z), consideramos el algebra de Wiener
W =W, de operadores discretos de banda dominada de la forma 2.1 que actian en el espacio
[P, y el algebra de Banach 2(, C B(I?) de operadores discretos de banda dominada en [?, el
cuél es la clausura de W,.

Por [17][Teorema 2.5.2|, el algebra W, y por lo tanto 2, son inversamente cerradas en el
algebra de Banach B(I?) para toda p € {0} U[1,00]. Sip € {0} U(1,00), entonces el algebra
2(, contiene al ideal IC({?) [17][Proposicion2.1.7].

Dado p € {0} U [1,00], sea A € B(IP) y sea h = {h,, }men C Z una sucesion que tiende a
infinito. Por [16], el operador Aj, € B(I?) es llamado el operador limite de A respecto a h si

lim ||(V* AV~ — Ap)xI||pary = 0

m— 00

im I (VP AV =" — Ap)||saey = 0

para toda funcion x € [* de soporte finito. El conjunto 0,,(A) de todos los operadores
limite de A es llamado el espectro operador de A y este se puede representar de la siguiente
forma

Top(A)) = 04 (A) U (4,)

donde o, (A) y 0_(A) son los los conjuntos de todos los operadores limite de A, los cuales
corresponden a sucesiones que tienden a +00 y —oo, respectivamente.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Proposicion 2.2.1. [16]/[Proposicion 29/ Sea A € W y sea h C Z una sucesion que tiende
al infinito, entonces existe una subsucesion g de h tal que el operador limite A, existe con
respecto a todos los espacios P con p € {0} U [1,00]. Este operador limite pertenece a W y
1 Aglbw < [[A]w-

La proposiciéon 2.2.1 sigue siendo vélida para todos los operadores discretos de banda
dominada A € 2, para p € {0} U[1,00], en tal caso el operador A es llamado un oper-
ador abundante (ver [17][seccion 2.1.6]). El siguiente teorema generaliza [16|[Teorema 1] y
[19]|Teorema 2.4]

Teorema 2.2.1. [22][Teorema 5.6] Sea p € {0} U [1,00] y sea A € A,, entonces A es un
operador de Fredholm en el espacio [P siy solo si todos sus operadores limites son invertibles
en el espacio [P. En tal caso sus inversas son uniformemente acotadas.

Teorema 2.2.2. [21][Teorema 3] Un operador A € W es de Fredholm en uno de los espacios
P sty sdlo si A es de Fredholm en todos los espacios I[P con p € {0} U[1,00]. En este caso
el indice de Fredholm del operador A es el mismo en todos los espacios.

Teorema 2.2.3. [22][Teoremay.3] Sea p € {0}U[1, 0], entonces cualquier operador A € U,
es n(d)-normal en el espacio IP siy solo si A es de Fredholm en este espacio.

Sean Z, y Z_ los conjuntos de los enteros no negativos y negativos, respectivamente, P
y @ las proyecciones de (P(Z) en (P(Z,) y IP(Z-) de IP(Z), respectivamente, donde IP(Z) y
[P(Z_) son identificados con los subespacios correspondientes de (P(Z).

Si A es un operador de banda dominada en [?, donde p € {0} U (1, 00), entonces cada uno
de los operadores PAQ y QAP son compactos (son de rango finito si A es un operador de
banda). Por lo tanto los operadores A — (PAP + Q)(P + QAQ) y A— (P + QAQ)(PAP +
() también son compactos, y asi probamos que un operador de banda dominada A es de
Fredholm si y solo si los operadores PAP +Q y P+ QAQ son de Fredholm, en este caso los
nameros enteros

indtA:=ind (PAP+Q) y ind,A:=ind,(P+QAQ)

son llamados el indice positivo y el indice negativo de A, los cuales son locales en +o0o y
—00, respectivamente.
Claramente
ind ,A = ind;AJrind;A

para todo operador de Fredholm A € 2,

Teorema 2.2.4. [19/[Teorema 2.5] Sea p € (1,00) y sea A un operador de Fredholm de
banda dominada en el espacio [P

(a) Para toda B: € 0+(A), indj(B:) = ind};

(b) todos los operadores en o A tienen el mismo indice positivo, y todos los operadores en
o_(A) tienen el mismo indice negativo;
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(¢) para elecciones arbitrarias de los operadores B, € 04, Ay B_ € 0_A,

ind ,A = ind ; (By) + ind ; (B_).

Este teorema sigue siendo valido para el caso de p = 0 (ver [19]).
Corolario 2.2.1. [17][Proposiciones2.1.7-2.1.9] Sea p € {0}(1,00), entonces:
(a) el dlgebra 2L, contiene al ideal KC(IP);
(b) el dlgebra A, es inversamente cerrada en B(IP);
(c) el dlgebra cociente 2, /KC(IP) es inversamente cerrada en el dlgebra de Calkin B(IP)/IC(IP).

Sea B una algebra ¢* con unidad, por [4|[Secciond.7| y [7][Seccion| un elemento a € B se
dice que invertible segiin Moore-Penrose si existe un elemento b € B tal que

aba =a, bab=0b, (ab)* =ab, (ba)*ba. (2.3)

Si a € B es invertible segiin Moore-Penrose, entonces existe un tnico elemento b € B que
satisface las condiciones anteriores (ver [4]|[Proposicion4.20]). Si tal elemento b € B existe,
entonces es llamado el inverso de Moore-Penrose de a y es denotado por a™.

Teorema 2.2.5. [4[[Teorema 4.21] Un elemento a € B es invertible segin Moore-Penrose
sty solo si existe un numero d > 0 tal que el espectro del elemento a*a es contenido en el
conjunto {0} U [d?, 00).

Asi todo elemento a € B invertible es ainvertible segin Moore-Penrose, pero la impli-
cacion inversa no es cierta en general. Un inverso izquierdo (resp. derecho) b € Bde a € B
es el inverso de Moore-Pemrose de a si la proyeccion ab (resp. ba ) es ortogonal. Si a*a es
invertible, entonces b = (a*a)'a* es inverso de Moore-Penrose de a.

Un operador A € B(H) es llamado normal mente soluble en el espacio de Hilbert H si el
rango del operador A Im(A) es cerrado.

Teorema 2.2.6. [//[Teorema 4.24] Un elemento A € B(H) es invertible segin Moore-
Penrose si y sélo si es normalmente soluble. En este caso A*A + P es invertible y AT =
(A*A+ P)—1A*, donde P es la proyeccion ortogonal de H en ker A.

Si un un operador A € B(H) es autoadjunto y normalmente soluble en el espacio d e
Hilbert H, entonces el inverso de Moore-Perose AT de A es dado por

A+ = (A + PkerA)_lplmA7 (24)

donde Piera ¥y Prpya = I — Piera son las proyecciones ortogonales de H en ker Ay Im A,
respectivamente (ver [7][Ejemplo 2.17]) y (AT)* = AT,
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2.3 Operadores discretos de banda dominda

Sea p € (1,00) y sea A € 2,. Si A es invertible por la izquierda (resp. derecha) en el espacio
[P, Entonces A es n-normal (resp., d-normal) en este espacio por los Teoremas 2.1.1 y 2.1.2.
Por lo tanto, por Teorema 2.2.3, el operador A es de fradholm en el espacio I, y por lo
tanto los operadores PAP + Q y QAQ + P también son de Fredholm en el espacio [P. Por
el Teorema 2.2.4, podemos definir univocamente los niimeros
Ny :=ind,; (By) = ind; (A). (2.5)
para toda n € Z, consideramos las proyecciones
Py =x,1 € B(lY), (2.6)
donde x;7 y x;, son las funciones caracteristicas de los conjuntos
ZF={keZ:k>n} vy Z,={keZ:k<-n},
y los operadores
Ay =PfAP) v, A, =P AP . (2.7)

Teorema 2.3.1. Sip € (1,00), un operador A € 2, invertible lateralmente en el espacio
I, y los nimeros Ny dados por (2.5), entonces existe un nimero ng € N tal que para todo
n > ng los operadores

AP PE P — PHP and A, P,y 1P — PP, (2.8)

n+N+
definidas por (2.6) y (2.7) son operadores de Fredholm de indice cero, y sus regularizadores

(AERYEY pertenecen al conjunto PfiNinani, respectivamente.

Demostracion. Ya que P = Py y Q = P, podemos reescribir los operadores PAP + Q y
QAQ + P en la forma
Py AP + Py and P AP +F), (2.9)

respectivamente, y por lo tanto
N, = indp(POJDélPOJr +P7) y N_=ind, (Pl AP] + P&“).

Como P, = I — P* para toda n € Z, respectivamente, es facil ver que, para toda n € Z,
los operadores
PrAPf+P_, v P,AP, + P,

son de Fredholm en el espacio ? junto con los operadores en (2.9), y
ind,(PYAPS +P_,)=N, vy ind,(P, AP, +P,)=N_

por que los operadores P AP, + P,_, tienen el mismo espectro operador o (A) para toda
n € Z y los operadores P, AP, + P, tienen el mismo espectro operador o_(A) para toda
n € Z. En efecto, los operadores

K= (PFAPY + Pr,) — (Bf AR} + Py),

K, = (P, AP, + P,) — (P AP[ + P)

n
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son compactos en el espacio [P, y por lo tanto (KF);, = 0 para toda sucesion h = {h, }men C
Z tendiendo a £o0, respectivamente, como m — oo (ver [16, Proposition 7]).

Es suficiente probar el teorema para el operador Al (la prueba para el operador A es
anéaloga). Mas atun, podemos suponer sin pérdida de generalidad que Ny = 0. En efecto,
sea N, > 0. Aplicando entonces las igualdades

pPrvkph, = PHvh =vipy

., Dbaratoda n,k € Z, (2.10)

vemos que el operador

PV pr4 pr = PF

TL+N+

VPl + P,

acttia del espacio [? en el espacio (P, N, T P )P y es inyectiva. Por lo tanto, el operador
PrV-N+pPt + P es de Fredhoilmn y su indice es igual a —N,. Aplicando la igualdad

Prv—+ = V*NHD;“_N+ (ver (2.10)),0obtenemos que
(PEARS + P )PEV NP 4 PL,) = PYAPIV-N Y 4 P,
= PfAV-NepY  PF+ P,

=PrAV NPt 4P

Solo resta observar que el operador P " N+V_N+P;r es invertible en el espacio P[P en el

espacio P ~. [P, ¥y que su inversa actua del espacio Pt v, [ en el espacio PP es dado por
(Pry VB =BHvY™pPr . (2.11)

Consecuentemente, de la igualdad
PYAV-YPF = (PTAP! \ )Py VP (2.12)

obtenemos que el operador A} = PrAP, n, ¢s de Fredholm en el espacio P ., [P al espacio
PFIP y tiene indice cero junto con el operador P AV N+ Pr.

El operador de Fredholm P AV N+ P+ P tiene indice cero y pertenece al algebra de
Banach 2, de operadores de banda dominada. Entonces este operador es de la forma W+ K,
donde W es un operador invertible en el espacio [P y K es un operador compacto en el espacio
[P (ver [6][p. 167]). Ya que K € 2, por el Corolario 2.2.1(a), concluimos que el operador
W pertenece a 2, también. Entonces, por Corolario 2.2.1(b), el operador W~! también
pertenece al dlgebra 21,. Ya que W' es un regularizador del operador P, AV N+ Pr 4+ P
concluimos que todo regularizador (P AV N+ P+ + P (=1 del operador P} AV N+ P+ 4
P, pertenece al algebra 2, y puede ser representado de la forma P DPF+ P, + K, donde
Ded,y K € K(I") C 2,. Por lo tanto, existe un regularizador, el cual pertenece al algebra
PP + Py, Entonces el regularizador (P AV N+ P+)(=1 del operador P, AV N+ PF
pertenecen al &lgebra de Banach PR(,PF. Claramente el operador (P, y V~+PF)™!

dado por (2.11) pertenece al conjunto P, 2(,P Entonces, por (2.12), el regularizador

n+Ni
(PFAPY y, )™ del operador PY AP/, dado por
)Y =

(PAP, o, VI RD(PFAV Y PR

n+N4
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pertenece al conjunto P Ny 2, P, el cual completa la prueba para N, > 0.
Si N, < 0, entonces de (2.10) el operador

PIVNR 4 P, = PIVNRE 4P

actua del espacio [? en el espacio [P, y el kernel de este operador es (I — P\ N, — P DIP.
Por lo tanto el operador P,"V ="+ P+ P_ = es nuevamente de Fredholm y su indice es igual
a —N,. Aplicando nuevamente (2.10), obtenemos

(PFV=Nepr 4+ Pr W(PFAPS + P,) = PV Nt PFAPT + P

=PrPl VN AP+ P

=PIV N AP+ P

Asi, el operador PV N+ APF 4+ P, | es de Fredholm en el espacio [7, y su indice es igual
a cero en este espacio. Por lo tanto, el operador P,"V ="+ AP es de Fredholm en el espacio
PlP) y su indice es igual a cero, lo cual implica las mismas propiedades para el operador
Pl n VTNt APS . en el espacio Py, v IP. Finalmente, por la invertibilidad del operador
Py VNP PIIP — Py I debido a (2.11), obtenemos por la igualdad

P;+N+V7N+AP;+N+ =(Pln,

VI PH(PAP ) (2.13)

+ A p+ . p+
que el operador PAPT v« Py,
indice es cero.

Ademés de la igualdad (2.13) se tiene que cualquier regularizador (P AP, N+)(_1) del

[P — PfI? también es de Fredholm para N, < 0y su

operador PFAPY, ~, bara N <0 tiene la forma

_ N - -N

(BFAPR v )Y = (B, VAR V(P VP,
Consecuentemente, por analogia con el caso Ny > 0, concluimos que el regularizador
(PFAP], N+)(*1) pertenece al conjunto P ~, 2P, lo cual completa la prueba. O

Consideremos el operador diagonal por bloques

A=diag{...,B,B,B,...} €W con B:[(l) (ﬂ (2.14)

Este operador es auto adjunto e invertible en el espacio 2, y sus indices N+ dados por (2.5)
iguales a cero. Por otro lado, para toda ng € N existen niimeros naturales n. > ng tales que
los operadores Af;r y A no son invertibles en los espacios PL [> y P, % respectivamente.
Asi, en contraste con Teorema 2.3.1, uno no puede esperar la invertibilidad de los operadores
(2.8) para toda n € N suficientemente grande en lugar de su propiedad de ser Fredholm con
indices cero.

Para p € (1,00) y operadores A € W, invertibles lateralmente, podemos especificar
regularizadores para el operador A,
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

Teorema 2.3.2. Sip € (1,00), un operador A € W, es invertible lateralmente en el espacio
[P, y los nimeros Ny son dados por (2.5), entonces para toda n los operadores AE dados por
(2.8) son de Fredholm de indice cero, y sus reqularizadores (AX)=Y son de la forma

(AN = (WH ™ PR — Py I,

(A)CY = (W)™ Prr = Py 1P,

n n

donde Wf son operadores invertibles en los espacios de Banach B(PjiNilp, PEIP), respecti-
vamente, y posee las propiedades:

W* e PEW, Pt

vy (W) e PE LW, P (2.15)
Demostracion. Probaremos el teorema para A7 (la prueba para A, es analoga). Por el
Teorema 2.3.1, para toda n € N el operador A} es de Fredholm con indice cero y actua
del espacio P, v I? al espacio P/IP. Entonces A} = W\ 4+ K, donde el operador W,f
Pl N [P — PP es invertible y el operador K : Pl N [P — PP es compacto. Ya que

s —lim,, o P =0, y debido a [18, Lemma 1.4.7] se tiene que
- + o+ T +p+ _
W}lj%o 1Py K, ||B(P;+N+ZP,PJW) = ngréo [ Pm+N+||B(Pj+N+ZP,Pmp) = 0.
Por lo tanto, existe un ntimero m > n tal que

low.r lp)HKI—K:HB( <l (2.16)

pt

2l
) B(P;fiP, P:+N+ v P Pip)

para el operador compacto
Kr =K}, = (Pf = POK (P, — Pron,) € B(PLy, P, PITP).

Por (2.16), el operador W := W + (K —K7) e B(P/ 17, PFIP) es invertible junto con
Wi,y Af =W+ K. Como K} € PIW,P/, ., se sigue que Wit e PIW,P/, y, junto
con At € PFW,P, v . Solo resta probar la segunda propiedad en (2.15). Similarmente a

(2.12), )
W (P

A VNP st = PRV N P (2.17)

donde el operador P, \, V~N+ P es invertible del espacio P, I” en el espacio P}, v, [ debido

n+N.
a (2.11). Ya que W g PIW,P/, n, s invertible desde el espacio Pl ~, [ en el espacio
PP, concluimos de (2.17) que el operador P WV =N+ Pt es invertible en el espacio PP
y pertenece al algebra de Banach P,"W, P,F. Por lo tanto, se sigue de [17]||Teorema 2.5.2| que
el operador inverso (P, Wiv-Ne pt )_1 € B(P;IP) también pertenece al algebra de Banach

PIW, P}, el cual implica junto con (2.17) que (VAVJ)_l € Py x W,P;. Entonces
~ ~ 1~ ~ ~ -1 A
A=W Lo, + (W) KD, A= (I + K (W) )W,
donde I}, n. ¥ I son los operadores identidad en los espacios P N Py PP,y los oper-

adores compactos (1W,}) Ky K (W) ! estén en las algebras de Banach P N PN,

y PSW, P}, respectivamente. Esto significa que (A})Y = (Wj )_1 es un regularizador
obligatorio de A O
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Dado p € [1,00], para todo operador A = Y, , a; V" € W, introducimos su operador
formal adjunto A dado por
A= "VmI e W, (2.18)

keZ

Corolario 2.3.1. Si un operador A € W, satisface A = A° y es invertible lateralmente
en el espacio IP para algin p € (1,00), entonces A es invertible en el espacio I’ para toda
p € [1,00], los nimeros Ny dados por (2.5) son iguales a cero, y para suficientemente grande
n € N los operadores

Af =PrAPY € B(PIIP) y A, = PrAP; € B(P,IP)

son representados en la forma AX = W=+ KZ, donde los operadores W= son invertibles en

. ~ 3 A A -1 A
los espacios PEIP, los operadores KX son compactos en los espacios PEIP, y W=, (Wf) ,KE
PIW,PE, respectivamente.

Demostracion. La primera afirmacion es obvia, ya que |A|, = |A°|, > 0. Méas aun, ya que
A € W, es invertible en el espacio [P, concluimos que su inversa A~! pertenece a W, también
(ver, [17] [Teorema 2.5.2]), y por lo tanto el operador A es invertible en todos los espacios [P
con p € [1, 00].

Como A = A°, es facil ver que N: = 0. En efecto Ny = ind [ (P APy + P) = 0 para
A = A°, esto debido a la siguiente igualdad

PFAPY + P = P A°P + P = (P AP + P)°,

entonces Ny = ind [ (PAPy + P{) = —ind , + (P APy + P ) = —N,. Fijandon € Ny
tomando A (la prueba para A, es analoga). Por el Teorema 2.3.2, A} = W+ + K, donde
el operador W,I es invertible en el espacio PP y pertenece junto con su inversa al algebra

de Banach PfW, P, de donde el operador compacto K,  pertenece a P,/ W, P} junto con
At O

El siguiente lema permite construir descomposiciones A* = W+ + KF en términos de
operadores invertibles W= y operadores compactos K= para los operadores autoadjuntos de
Fredholm AE € PEA, PF con indices cero.

Lema 2.3.1. Si A = A* es un operador invertible lateralmente de Ay, n € N, y AX =
PEAPZE, entonces AX = WE+ KZE, donde los operadores WE := A+ P, ,+ son invertibles

n ’
en los espacios PEI%, P, X Son proyecciones ortogonales de PF1% en ker A=, los operadores

€
‘ . -1

K+ = Pyrer 4z son operadores con rango finito en los espacios PE2, 4y W2, (Wni) JKE e

PEA, PE.

Demostracion. Por el corolario 2.3.1 y el teorema 2.3.1, para toda n € N, el operador A} es
de Fredholm de indice cero en el espacio P;I?. Entonces

dim ker A} < oo. (2.19)
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

Usando que el operador de Fredholm A} € B(P;l?) es normalmente soluble, tenemos por el
Teorema 2.3.1 y (2.4) que el operador A = (AF)* es Moore-Penrose invertible en el espacio
PFI% y el inverso de Moore-Penrose es dado por

(A1J1r>+ = (A:lr + PkerA;‘{)il(I - PkerAﬂ{)’

donde el operador A} + P, 4+ es invertible en el espacio PfI* y P, 4+ es la proyeccion
ortogonal de P;I? en ker A que pertenece al C*-algebra generado por la unidad P, y el
autoadjunto y normalmente soluble operador A;'. Por lo tanto, el inverso de Moore-Penrose
de (A;)* es un operador autoadjunto junto con Af. Ya que A y por lo tanto P, 4+
pertenece al C*-algebra PR%, P, y también el operador W, = AF + B, 4+ pertenece al
C*- algebra PfAs P

Ademas, por (2.19), el operador K;f = —P,_, 4+ es un operador de rango finito. Por
lo tanto W;F = AF — K;7. Entonces el operador compacto K, pertenece al C*-algebra
P2, PF junto con W,F y Af. Como el operador W es invertible en la C*-algebra P, P,
concluimos que (W,f )_1 € P, Pt también.

La prueba para A, es analoga. O

Aunque los operadores AX no son en general invertibles para toda n € N suficientemente
grande, incluso si A € 2y son autoadjuntas [ver (3.10)], la situaciéon para los operadores
positivos A € Ay es mucho mejor.

Teorema 2.3.3. Si un operador positivo A € Ay es Fredholm en el espacio 12, entonces
para todo n € N suficientemente grande, los operadores AX = PEAPE son invertibles en
los espacios PEI%, respectivamente, y los operadores AX pertenecen con sus inversas a las
C*-dlgebras PEAyPE | respectivamente.

Demostracion. Probamos para A} ( la prueba para A es analoga). Ya que la condicion de
que el operador A € 2, sea de Fredholm en el espacio [? es equivalente a que los operadores
P_,+PFAPYy P, AP, + P, lo sean, podemos concluir que el operador A7 = P, AP
es de Fredholm en el espacio P, I2. Como A > 0 vive en la C*-algebra B(I?) existe un
tinico operador positivo B € B(I?) tal que B> = A (ver [13][Teorema 2.2.1]). Entonces el
operador At = P B?P7 también es posititvo, y por lo tanto hay un tinico operador positivo
B € B(Pi?) tal que A} = (B,5)?, més atn, los operadores A} > 0y B} > 0 pertenecen al
C*-algebra con unidad P20, P con unidad I7 = P. Ya que A} = (B;7)? es de Fredholm en
el espacio P12, se tiene que el operador B lo es, y su idices es igual a cero. En particular el
operador B, es normalmente soluble. Sea P, z+ la proyeccion ortogonal del operador P71
sobre ker B;Y, entonces se sigue del Teorema 2.2.6 que el operador W, := (B;)* 4+ P, g+ es
invertible en el espacio P [, Por la prueba del Teorema 2.2.5, la proyeccion P, p:+€s positiva
y pertenece al CT-algebra P21, P junto con A = (B;)?. Entonces el operador W, es
un operador positivo e invertible en la C'*-algebra P, PF vy AT =W F + K;F, donde K-
es un operador compacto en P;i? que pertenece a la C*-algebra PR, P, Representando
W5 > 0 en la forma W,5 = (C;F)?, donde C;” > 0 es un operador invertible en P2l P,

obtenemos

AT =CHIT+ KNG, Kf = (CHT'EH(CH™ e K(PFP). (2.20)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Simlarmente a la prueba del Teorema 2.3.2, escogemos ntimeros naturales suficientemente
grandes m > n para los cuales los operadores compactos

K, = (Pf—POKHP —P}), K :=PIKIP],
Knm = PIKH(PS —P}), K,n:=(PfH—-PHK+P!.

satisfacen [A(,J{m >0, Kjf >0, Ky = K} . v los operadores I+ K son invertibles en los
espacios Pf1?. Tomando I}, = P — P; y aplicando las representaciones matriciales

D F
F* G

ci-|

|, rpee = [Fpfin B ]

K, Ii+K;
de los operadores CF y It + Kt en PH1? = (P — P1)I> @ P12, obtenemos que

D F\[Ir Kt K D F %
+ _ n,m>*nm n,m —
=i [ ] e b= e

donde D >0,G >0, I} K/, >0, I; + K}, >0,y
Al = FY (L5 K} ) F +GK;,  F + F*K, ,G* + G(I,} + K,})G. (2.22)

Ya que F*(If[mf(f[m)F > 0, el operador G(I;} + KX)G > 0 es invertible y la norma del
operador hermitiano GK, , F' + F*K,, ,,G* tiende a cero cuando m — oo, concluimos que el
operador A} es invertible en el espacio PI? para toda m > n suficientemente grande. Por
ultimo, el operador A es invertible y pertenece al C*-algebra P} Pt. ]

2.3.1 Criterios para la invertibilidad lateral de operadores discretos
de banda dominada.

. Un espacio de Banach X es la suma directa de X = X;+X,+X5 de sus subespacios X1, X
and X3, si todo elemento x € X se puede representar de manera tinica como x = x1+ 2+ 3,
donde x; € X7, x5 € Xy y 23 € X3. Claramente, en este caso las intersecciones por parejas
de esos subespacios consta solamente del elemento cero.

Dadop € (1,0), consideramos la siguiente representaciéon de un operador discreto de
banda dominada A € 2, como el operador matricial

P AP,y P AP) v . n. P7AP] .

A= | P°AP, P}BAPT(LLN_’nJrNJr PSAP;+N+ (2.23)
PrAP PJARQ—N,,MNJF PJAP;+N+

actuando del espacio P, I? + P?_ NN, P + Pf ~, [P al espacio P[P + POIP + Pfip,
donde Pfl]fj\,_’nﬂ\hr =I1—-P N — P;+N+ y P :=1— P, — Pr. Silos operadores AE :
P,;'EAPTE ~. son de Fredholm de los espacios Pnii ~. P alos espacios PE[P| respectivamente,

y tienen indices cero por el Teorema 2.3.1, concluimos de [6][p. 167] que

Ay =Wr+ K,
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

donde los operadores W : PX_ = PEIP son invertibles en los espacios K : P, Ny P =
P[P son compactos. Como K+ € Pf%laniiNi, y por lo tanto W= € P,f%lpriNi también,
por el Corolario 2.2.1(b) tenemos que los operadores inversos (W)™ : PEIP — Py 1P
pertenecen al conjunto Pnii Ny 2, PE. Por lo que, tenemos cuatro casos:

1) N. >0, 2) Ny <0, 3) N.<0<N,, 49 N_>0>N,.

En cada uno de esos casos introducimos los operadores los cuales son invertibles lateralmente
simultdaneamente con A y del mismo lado que A:

]') A++
2) A
3) A,
4) A+_:

= diag{P, , Py, (W,))~"}

[P, AP,y (W,)™" P AP) v, PrAPS ]
x | PYAP, v (W)™ PSAPS—N,,n+N+ P7?AP7j—+N+ 5
| PrAP, v (W)™t PTTAPT?—N,,MM PJAP;;M_
= diag{(W,)"', P%, P}
[Py AP, . P,AP) n ,..n, PyAPf, N+(W,j)‘1'
X Pr?APn_—N, P?SAPr(L)—N_,n+N+ PSAP;;NJWJ)A 3
_P;L‘FAP”__Ni P?;,’—APT?—N, ,7’L+N+ ‘PT—I,"_AP7TL~_+N+<WT—L‘F)_1_
= diag{(W,)"', P, (W.H)~11
[P AP\ PyAP) N P{APJ+N+
X Pr?AP;N_ PSAPr(L)fN_,n+N+ PSAP;;NJF )
|PTAP, v PrAP) n ..n, PFAP[ .
PyAP, v (W)™ PrAP) v, Py APy, (W)™
=|PYAP, x (W,)™" PJAP) .. n, PJAPS v (W5 (2.24)
PYAP, v (W,)™" BFAP) y .., BIAP y (W)™

Claramente, estos operadores actiian como sigue:

D (P4 Py in,
D (Pn t ngz\/_,nJFNJr + PO = (P, y + P+ BI)P,
P = (P N+ ngN_,n+N+ +
D (Pr 4 Py in, + PO = (P + PR+ PP =17,

Prn )P = (Py + P+ Py )P,

P7L++N+)lp — (P n + P+ PJ+N+)ZP>
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

y sus bloques més extremos tienen, respectivamente, la forma:

AL =P AP v (W) 'Py =1, + K,
A, = PBh N, (W TIPFAPS y = IY

7’L+N+ TL+N+
A:—::Pn_N(W 1P APy =1, n +K;N_
At = P’LAPJr

) + K
)"

n+N( )1P+:]++KI,
)
(
(

TL+N+7

A; =P W) 'PrAP =1 v +K, y
AT = PBhy WHT'PFARH y =Ty, +K;+N+,
A, =P AP, v (W) 'P; =1, + K,

Al = PrAPY \ WP =1F+ K},
donde los operadores Ity ]ni ~, son los operadores identidad en los espacios PPy Py, [P,
respectivamente, y K = v Koan . son operadores compactos en los espacios PEIP y P,y [P,
respectivamente.

Es fécil ver que los operadores A, ,, A__, A, y A,  pertenecen al élgebra de Banach
A, yaque A e,y (WH™ e PfiNiQIpr. Ademas, para toda m > n suficientemente
grande, los subbloques (AT, )., (AX ), (AZ ), v (AT)), de AT, AT | AT y AT
respectivamente, los cuales son obtenidos de Af 4 A* A Ly Ai_ reemplazando n por m
son operadores invertibles en los espacios correspondientes.

En efecto, tomando, por ejemplo, el operador AT_ = 7 + f(j{, donde f(; e K(PfP).
Ya que s-lim,, .o P =0, de [18]|[Lemma 1.4.7] tenemos

- +jo+ pt _
n”lbl—r>noo HPmKn PmHB(P{L"lP) - 07

y por lo tanto el operador P AT P+ = PH(IF + K})P? es invertible en el espacio P;1?
para toda m > n suficientemente grande.

Representando los operadores A, ,, A, A, y A, _ de la forma de operador matricial
de 3 x 3 con bloques més extremos (AT )., (AX ), (A%,)m v (AT_),,, respectivamente,
podemos estudiar la invertibilidad lateral de los operadores A, A, A .y A, _,yporlo
tanto la invertibilidad lateral de el operador inicial A en los espacios [P con p € (1, 00).

Por ejemplo, vamos a estudiar la invertibilidad lateral de el operador A, _ relacionado al
cuarto caso N_ > 0 > N,. Este operador es representado en la forma

PoAi Py PrArP) n in, PnAi-Py

D:=A,_=|P°A,_ P, P°A, P° Ny PYA, _PH|, (2.25)
PrA,. P, PFA,_P° man, PrALPF
Donde los bloques mas extremos son invertibles y tienen la forma
Dy = PoA P, =P APy (W;)"'P,,
D} = PiA,_ Pl =PrAP! (W) 'Rl (2:26)
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2.3. Operadores discretos de banda dominda

Por el Corolario 2.2.1(b), los bloques DZ estéan en el algebra de Banach PE2,P: y son
invertibles en esas algebras, respectivamente. Por lo tanto, el operador

_ [PRAP, PLAL B

Do = , 2.27
’ PrA, P> PtA, Pt (227)

el cual actua del espacio P, IP + PFIP en el espacio P I[P + PP y pertenece al algebra de

Banach (P, + P),(P,, + P;), también es invertible para m € N suficientemente grande

junto con los operadores (2.26), ya que
lim || P, As-

m—o0
' +
lim HPm Ay
m—0o0

PT:HB(P,MP,P;LZP) =0,

Pﬂ;HB(P;lP,Pﬂth) =0.

Asi, por el Corolario 2.2.1(b),el operador inverso D! esta en el algebra B((P,, + P})I")
también estd en (P, + P1)A,(P, + Py).
Definiendo D,, := P%AJF,PT?L_NﬂmJFNP

Dm,l = [P’V(T)lA'i‘_PT; P?S)IA+_PT—:L_] ) Dm,2 =

— 0
Pm A+—Pm—N7,m+N+
+ 0 ’
Pm A+—Pm—N7,m+N+

Podemos reescribir el operador matricial A, _ dado por (2.25) en la forma

Dm,O Dm,l
Dm,? Dm,oo

D —

)

con los bloques D, o € POA,P° Ny Dma € PoRA,(Py+Pl), Do € (P +P)A,P) n in, s
Y Dimoo € (P, + P2, (P, + P). Ya que el bloque D,,  es invertible, obtenemos que

I Dm,l Dm,O_Dm,lD;L}ooDm,Q 0
0 Dpoo D;l,looDmQ I

(2.28)

Do D
D= m,0 m,1
Dm,2 Dm,oo

Por lo que, la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador D es equivalente a la
invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador

Dino = Ding — Dy Dy Dy € POAPY (2.29)

donde N, <0 < N_ en el caso de invertibilidad izquierda, y N_ en el caso de la invertibilidad
derecha, el cual es posible en el caso 4) sélo si Ny = N_ = 0. Entonces nuevamente
concluimos que el inverso lateral correspondiente del operador D,Ln’0 0 Dfﬁb’o pertenece al
conjunto P9_y . .n 2A,PY. Por lo tanto, el operador inverso por la izquierda D = D*
(resp., el operador inverso por la derecha D = D) para el operador D puede ser escrito en
la forma

P-DP; P-DP° P-DP?
D = Pr(;)@fN_,erN.;.DPn; Pr?qu_,m+N+DP791 P79LfN_,m+N+DPn—i: ’
PrDP; PDP° PDPY
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

donde para cada v € {—, +,0},
PEDPY € PEAPY, Poy ioni DPLE Py o 2P

Ya que todo operador A € 2, es el limite uniforme de una sucesién de operadores discretos
de banda en B(I?), se sigue que D € (P, + P) N min, T P72, Por lo tanto el operador
inverso por la izquierda (resp., por la derecha) D a el operador D = A, _ pertenece al
conjunto (P, + Py yn, + P52, Tomando los operadores (W)™ € Py, A, PE,
concluimos que el operador

diag{a/vni)il? P??—N_,n-i-N_p (er)il}[)

pertenece al algebra de Banach 2, y es un operador inverso por la izquierda (resp., por la
derecha) del operador A en el caso Ny < 0 < N_, donde N. = 0 para la invertibilidad
derescha.

Identificando el operador D,,, € P22L,P° N_m+n, con la correspondiente matriz de
tamano (2m — 1) x (2m — 1 + Ny — N_), denotamos por o(D,,0) el rango de esta matriz.
Asi el operador A es invertible por la izquierda en el espacio [P en el caso 4) si y solo si
Ny <0< N_y o(Dpo) =2m—1+4+ N — N_. El operador A es invertible por la derecha
en el espacio [” en el caso 4) si y s6lo si Ny = 0y o(Dy,0) = 2m — 1 (en este caso A es
invertible en el espacio (P).

Similarmente, en los casos 1)-3) los operadores

D = A-H— : (Pn_ + PS—N,,n—&-NJr + P7—Li_+N+)lp — (P”_ + PS + P;+N+)lp’
D:i=A_: (P +P' y nin, + PO = (P + P+ PP,

n

Di=A_,: 1" (P_y +P)+Pf )

pueden ser representados en la forma (2.25), y entonces su inversa por la izquierda (resp.,
por la derecha) es equivalente a la invertibilidad izquierda (resp. derecha) del operador D,
definido por (2.29) para cada D € {A; A__, A_.}, donde, respectivamente,

1) Ny >0, 2) Np <0, 3) N.<0<N;.
La invertibilidad lateral del operador (2.29) es equivalente a la igualdad
(Do) =min{2m — 1+ Ny — N_, 2m — 1}. (2.30)

Por lo tanto, el operador A es invertible por la izquierda en el espacio [? si y solo si (2.30)
se tieney 0 < N, < N_enelcaso 1), Ny <N_ <O0Oenelcaso?2),y N, = N_=0enel
caso 3). Analogamente, el operador A es invertible por la derecha en el espacio [P si y so6lo si
(2.30) se tiene y Ny > N_ >0 in the case 1), 0 > N, > N_enelcaso 2),y N, > 0> N_
en el caso 3). Claramente un inverso lateral del operador A pertenece al algebra de Banach
20, en todos los casos.

En lo que sigue, D,,0(A) denotard a ambos, el operador D,, definido por (2.29) para
toda D € {A++, A__J A4, A+_} y su matriz asociada, donde los operadores A, ., A A |
y A, _ son dados para A por (2.24).
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Teorema 2.3.4. Sea p € (1,00) y sea A € U, un operador de Fredholm. Entonces A es
invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio [P siy sdlo si Ny < N_ (resp.,
Ny > N_) y para toda m € N suficientemente grande, el rango de la matriz D,,o(A) es
igual a 2m—1+4+ Ny — N_ (resp., 2m —1). Bajo esas condiciones existe un inverso izquierdo
(resp., derecho) de A el cual pertenece al dlgebra de Banach 2.

Corolario 2.3.2. Seap € (1,00) y sea A € 2,. Si el operador A es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio [P, entonces cualquier inverso izquierdo (resp. derecho)
pertenece al dlgebra de Banach 2L,.

Demostracion. Sea p € (1,00) y sea A € 2, un operador A invertible por la izquierda en el
espacio [P. Por el Teorema 2.3.4, hay un inverso izquierdo A} de A que pertenece al algebra
de Banach 2(,. Entonces cualquier inverso izquierdo de A es de la forma A* = AL P, donde
P es una proyeccion de [P en Im A (ver [6] Capitulo 2, Teorema 5.1). Por lo tanto

Al = ALlp = AL — ALP, (2.31)

donde P = I — P es una proyeccion de rango finito en B(l”) ya que dim Coker A < 0.
Entonces A5 P € K(I7), el cual implica por el Corolario 2.2.1 (a) que AYP € 2,. Por (2.31),
AF € 20, junto con Al y ALP.

Pasando a operadores adjuntos, concluimos que cualquier inverso derecho de A € 2, (si es
que existe) también pertenece a 2, O]

De esto sigue que el Teorema 2.2.2 admite la siguiente generalizacion: El algebra de
Banach 2, para p € (1,00) es lateral inversamente cerrada.

2.4 Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma
inferior

Proposicion 2.4.1. Sean X; para j = 1,2,3,4 espacios de Banach, A; € B(Xs, X1), Az €
B(X3,X3), Az € B(X4, X3), y los operadores Ay y Ag invertibles, entonces la norma inferior
del operador A = A1A3Asz es positivo si y sdlo si la norma inferior del operador As es
positivo.

Demostracion. Supongamos que la norma inferior |As|, del operador As es positivo. Ya que
|Ai|4+ > 0y |As|l+ > 0 para los operadores invertibles A; y Ajs, concluimos que ker A; = {0}
para toda 7 = 1,2,3. Entonces

. |Az||x, . | A1 Ar Az || x, || A2 Az | x, || Asz| x,
|Al, = inf -
ofeeXs ||xflx,  0FeeXs | [[AoAsx|x, [ Aszllx, 7]|x,
> |A|+]Az]4 A5+ > 0.

Inversamente, si |A|, > 0, entonces Ay = A]'AAZ", y por lo tanto |Ay|, > 0 por la parte
ya probada. O
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Teorema 2.4.1. Seap € (1,00) y sea A € A,. Entonces el operador A es invertible por la
izquierda (resp., por la derecha) en el espacio IP si y sdlo si |Aly > 0 en el espacio [P (resp.,
|A*|; > 0 en el espacio 19), donde 1/p+1/q = 1.

Demostracion. Suficiencia. Si|A|; > 0, entonces la imagen de A es cerrada en el espacio (7, y
ker A = {0}. Por lo tanto el operador A € 2, es n-normal. Entonces, por el Teorema 2.2.3,
el operador A es de Fredholm en el espacio [P. Siguiendo la prueba del Teorema 2.3.4,
tomamos uno de los operadores A, ,, A__, A_,, A, dependiendo de los nimeros Ny € Z.
Sea D = A, _ este operador. Por la construccion de A, _ y por la Proposicion 2.4.1, |D|, =
|A;_|+ > 0 junto con |A|; > 0. Entonces, tomando el operador invertible D,, ., dado por
(2.27) y aplicando la descomposicion (2.28) y Proposici(’)n 2.4.1, obtenemos que |Dy, 0]+ > 0
junto con | Dy, 0| > 0, donde el operador Dy € B(PY),_x iy, 1P, PoIP) es dado por (2.29).
Ya que |D,, 0|+ > 0y el operador D, tiene rango finito, su imagen tiene un complemento
directo de dimension finita. Asi, el operador D,, es invertible por la izquierda y actia del
espacio P%_ mn, [F al espacio PY 1P, el cual implica la invertibilidad izquierda del operador
D = A, _ del espacio (P, + P,y . n, +P)I” en el espacio (P, + P+ P;)I” = [P, y por
lo tanto la invertibilidad izquierda del operador A en el espacio [P.

Pasando al operador adjunto A* y aplicando la parte ya probada, obtenemos la invert-
ibilidad izquierda del operador A* en el espacio 17 si |A*|, > 0, el cual es equivalente a la
invertibilidad derecha del operador A en el espacio [P.

Necesidad es evidente. O

Considere el operador discreto de banda dominada
A=PF; +V'P, B=Py +VP; +yPy, (2.32)

en la C*-élgebra Ay, donde la columna y := ((|n|+1)7") _, estaen *\I'. Entonces A € W,
B € A3 \Wh», y B es un inverso izquierdo de A en s que no pertenece a W,. Asi, en contraste
con el Corolario 2.3.2, no podemos garantizar que para toda p € (1, 00) y cualquier operador
invertible por la izquierda (resp., derecha) A € W,, todos sus inversos izquierdos (resp.,
derechos) pertenecen al dlgebra W,.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. Si p € (1,00) y un operador A € W, es invertible por la izquierda (resp.,
derecha) en el espacio [P, entonces existe un inverso izquierdo (resp., derecho) de A que
pertenece al dlgebra de Banach W,.

Proof. Reemplazando 2, por W, y aplicando el Teorema 2.3.2, podemos modificar la prueba
del Teorema 2.3.4. Por el teorema Teorema 2.3.1, tenemos que para todan € N los operadores

A+ P+

P PPy AL Py P PP

son operadores de Fredholm de indices cero. Por la prueba del Teorema 2.3.2, AX = Wi
K, donde los operadores W PfiNilp — PE[P son invertibles, los operadores Kf ;

Pﬁtﬂvi [P — P[P son compactos debido a (2.15),
Wi, K e PEW,PE ., v (W) ' e PE W,PL. (2.33)

n
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Similarmente a la prueba del Teorema 2.3.4,consideramos los casos N_ > 0 > N, (los casos
Ni >0, Ny <0y N_ <0< N, son andlogos). Sea Wf = VAVni, Kff = [A(,f y siguiendo
la prueba de Teorema 2.3.4, como A € W, obtenemos que los bloques mas extremos A,y
A7 del operador

Ayt (P + Py, + PO = (Py + Py + POIP =17
definido por (2.24) tienen la forma

AT =P AP, (W) 'Py =1, + K,
At = PFAPS  (WHT'P =1} + K
donde I; son los operadores identidad en los espacios P17, K* son operadores compactos
en esos espacios y KX € PFW,P¥, respectivamente. Entonces escogemos las proyecciones
PZ tal que para toda m > n suficientemente grande los operadores
P.A; P, =P. (I, + K;)P;,
N ( N ) (2.34)
PLAT_PY = Pr(IF + KR}
son invertibles en los espacios PP y P, [P, respectivamente. Mas atn, esos operadores y
sus inversas pertenecen a las dlgebras de Banach PEW, P~ respectivamente.

De Ay € (Py + P)+ PIYW, (P, + P) x .in, + BY), v de la representacion (2.25)
del operador D = A, _ que el operador D, dado por (2.27) pertenece al algebra de
Banach (P, + PLYW,(P,, + P})y es invertible en el espacio P, * + PP para toda m > n
suficientemente grande, junto con los operadores (2.34). Por lo tanto el operador inverso
D;.l. que esta en el algebra B((P,, + P,})I”) también pertenece al algebra de Banach (P, +
PEW, (P, + Py,

Representando el operador matricial D = A, _ en la forma

D =

Dm,O Dm,l
Dm,2 Dm,oo ’

donde

Dino € PaWoPo n min,: Dima € PaWy(By + ),
Dinp € (P + Po)WoPr N min,: Do € (B + Pr)Wy(P + P,

y tomando en cuenta la invertibilidad del bloque D,, - en el dlgebra de Banach (P, +
PIW,(P,, + P}), v (2.28) obtenemos que la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del
operador D es equivalente a la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador

Dino = Dyng — DDyl Dy € POW, PO (2.35)

Similarmente a la prueba del Teorema 2.3.4, concluimos que el inverso lateral correspondiente
del operador D}, o D ; esta en el conjunto P)_y .. N WPy, Por lo tanto el inverso
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

izquierdoD = DT (resp., el inverso derecho D = D®) del operador D = A, _ pertenece
al conjunto (P, + Py n_in, + P5)W,. Finalmente, ya que (W)™ € Py W, PE,
concluimos que el operador

diag{a/vni)ila Pr?fN_,nJrN_p (er)il}D

pertenece al algebra de Banach W, y es un inverso izquierdo (resp., derecho) del operador
Aenel caso N >0 > N, donde N = 0 para el caso de la invertibilidad derecha, lo cual
completa la prueba. O

El Teorema 2.4.2 inmediatamente implica el siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. Si el operador A € W es invertible por la izquierda (resp., por la derecha)
en el espacio [P con p € (1,00), entonces es invertible por la izquierda (resp., por la derecha
) en todos los espacios [P con p € {0} U[1, o0].

2.4.1 Otros criterios de invertibilidad lateral

Para un operador A € W, sea A° € W, su operador formalmente adjunto dado por (2.18).

Teorema 2.4.3. Dado p € (1,00), un operador A € W, es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio IP si y sélo el operador A°A (resp., AA®) es invertible
en el espacio IP. En este caso uno de los inversos izquierdos (resp., derechos) es dado
porAl = (A°A)7LA® (resp., por ATt = A°(AA®)™1) y pertenece al dlgebra de Banach W,.

Demostracion. Los operadores A°A y AA® pertenecen al algebra de Banach W, junto con
A. Por lo tanto, si el operador A°A (resp., AA®) es invertible en el espacio [P, entonces por
[17, Teorema 2..5.2] que el operador inverso (A°A)~! (resp., (AA°)~!) también pertenece al
dlgebra de Banach W,. Obviamente, los operadores AY = (4°A)~1A® and A% = A°(AA°)™!,
los cuales pertenecen al élgebra de Banach W, son inversos izquierdo y derecho de A, re-
spectivamente en el espacio [P.

Inversamente, si A € W, es invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio
[P, entonces existe su inverso izquierdo AL (resp., su inverso derecho A¥) que pertenece al
dlgebra de Banach W, por el Teorema 2.4.2. Entonces el operador A" (resp., A) pertenece
al dlgebra de Banach W, contenido en la C*-algebra B(I?). Acorde a |14, § 23, Corolario 2], la
invertibilidad izquierda (resp., derecha) de un elemento b en una C*-algebra B es equivalente
a la invertibilidad del elemento b*b (respectivamente, bb*) en la C*-algebra B. Aplicando
este heho a la C*-algebra B(/?), inmediatamente tenemos que el operador A°A = A*A
(resp., AA° = AA*) es invertible en el espacio 2. Ya que el algebra de Banach W, es
inversamente cerrada en la C*-algebra B(I?), concluimos que el operador inverso (A°A)~!
(resp., (AA°)™1) pertenece al dlgebra de Banach W, y por lo tanto al algebra de Banach W,
Consecuentemente el operador A°A (resp., AA®) es invertible en el espacio [P y su inversa
pertenece al algebra de Banach W, para toda p € (1, 00). ]

El Teorema 2.4.3 y el Corolario 2.4.1 inmediatamente implican el siguiente resultado.
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2.4. Criterios de invertibilidad lateral en términos de norma inferior

Teorema 2.4.4. Si |Al+ > 0 (resp., |A®|+ > 0) para un operador A € W, en el espacio
P para algin p € (1,00), entonces |A|L > 0 (resp.,|A°|+ > 0) para el operador A € W, en
todos los espacios [P conp € {0}U[1,00]. En este caso A es invertible por la izquierda (resp.,

por la derecha) en los espacios [P para toda p € {0} U[1,00], y uno de sus inversos izquierdos
(resp., derechos) es dado por A = (A°A)7LA® (resp., by AR = A°(AA°)7!).

El Teorema 2.4.4 es relacionado con los temas estudiados en los articulos: [1], [23] y [24].

2.4.2 Invertibilidad de los operadores A°A y AA®

Dado p € (1,00), sea A € W,. Si A es de Fredholm en el espacio [P, entonces los nimeros
Ny € Z son dados por (2.5). Sea D,,0(A) la matriz D,,, definida en (2.35) para toda
Ny e Z.

Teorema 2.3.4 combinado con el Teorema 2.4.2 implican inmediatamente la siguiente
analogia tipo Wiener del Teorema 2.3.4.

Teorema 2.4.5. Sea p € (1,00) y A € W, un operaor de Fredholm. Entonces el operador
A es nvertible por la izquierda en el espacio [P si y solo si Ny < N_ y para toda m € N
suficientemente grande, el rango de la matriz D,,0(A) es igual a 2m — 1+ Ny — N_, y el
operador A es invertible por la derecha en el espacio [P si y solo si Ny > N_ y para toda
m € N suficientemente grande, el rango de la matriz D,, o(A) es igual a 2m — 1. Bajo esas
condiciones existe un inverso izquierdo (resp., derecho) de A el cual pertenece al dlgebra de

Banach W,.

Asi, la invertibilidad lateral de el operador A € W, en Teorema 2.4.5 depende del rango
de la matriz finita D,, o(A) para toda n € N suficientemente grande. La construcciéon de esta
matriz es relacionada con la invertibilidad de las matrices infinitas de la forma DE = PEDP=*
asociadas con los bloques més extremos modificados de las matrices iniciales. En el otro lado,
para el operador de Fredholm A, las matrices infinitas D son invertibles para toda m € N
suficientemente grande, y por lo tanto el criterio de invertibilidad lateral puede ser escrita
en términos de los rangos de las matrices finitas D,, o() solamente.

Este enfoque se basa en representar matrices infinitas de operadores A en &lgebras de
Banach 2, o W, como matrices de 3 x 3 bloques y el estudio posterior de su invertibil-
idad lateral e invertibilidad permite establecer los criterios de de invertibilidad lateral de
operadores A € 2(, en términos de sus normas inferiores para toda p € (1,00) (ver Teo-
rema 2.4.1), a mostrar la existencia de inversos laterales en las algebras de Banach W, para
todos los operadores A € W, y toda p € (1,00) (ver Teorema 2.4.2), a probar la equivalencia
de la invertibilidad izquierda (resp., derecha) del operador A € W, y la invertibilidad de los
operadores A°A (resp., AA®) para toda p € (1,00) en lugar de p = 2 (ver Teorema 2.4.3).

Sea p € (1,00). Aplicando el Teorema 2.3.3 podemos mejorar el criterio de invertibil-
idad para los operadores A°’A € W, y AA® € W, en términos de sus bloques, donde el
operador A° relacionado con A es dado por (2.18). Ademads, en ese criterio seguido del
Teorema 2.4.5, podemos simplificar la contruccion de las matrices D,,(B) para los op-
eradores B € {AA°, A°A{ mediante el uso de la invertibilidad los bloques més extremos
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

BE = PEBPF en los espacios PP, respectivamente. Sea B € {AA®, A°A{. Por el Coro-
lario 2.4.1 el operador B € W, es invertible en el espacio [P para p € (1,00) si y solo si es
invertible en el espacio [2. Mé&s atn, sus inversas en el espacio [P y [? coinciden y pertenecen al
algebra W. Por el Corolario 2.3.1, N = 0 para B. Ya que B es positivo en el espacio 12, esto
sigue del Teorema 2.3.3 que toda n € N suficientemente grande los operadores B = PEBP*
son invertibles en los espacios PF[?, respectivamente. Ya que B¥ € PFWPE, se tiene que
(BX)™!' € PEWPE y por lo tanto los operadores B son invertibles en los espacios P, =+ I?
para toda n € N suficientemente grande.
Representando al operador B de manera similar como en (2.23)

P-BP, P;BP’ P,APf
B=|P°AP, PYAPY PYAP} (2.36)
PFAP; PrAPY PrAPF

obtenemos de la invertibilidad de los bloques més extremos P, BP, y PfBP} y de la
igualdad
lim. 1Py BE || sptio pon-1r) = Jim |Py BP, s(pzie pimy = 0

que para toda n € N suficientemente grande el operador

B =

-Rp- pP-RpP+
PrBP: P; BPn} | (2.37)

P+*BP- PfBP}

es invertible en el espacio P; 1P+ P17, Definiendo B, := POBP?,

- 0
B,y = [P°BP; P°BPY], By := {P n 8L n}

P BP"

podemos reescribir el operador matricial B dado por (2.36) de la forma

_ Bn,o Bn,l
b= |:Bn,2 Bn,oo:| .

Ya que el bloque B, dado por (2.37) es invertible, concluimos que la invertibilidad del
operador B en el espacio [P es equivalente a la invertibilidad de la matriz de tamano (2n —
1) x (2n — 1) identificado con el operador

B = Bngy — BB, 5B (2.38)

B(1*), el operador inverso B! pertenece a cw, y B(I?). Ya que la algebra de Banach W, es
inversamente cerrada en el algebra de Banach

Teorema 2.4.6. Sip € (l,00) y A € W,, entonces el operador B € {A°A, AA®} es
invertible en el espacio [P si y solo si para suficientemete grande n € N los operadores
BE = PEBPZ son invertibles en los espacios PEIP, respectivamente, y la matriz B, de
tamano (2n — 1) x (2n — 1) definida por (2.38)es invertible. En este caso B~ € W),.
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-mo6dulo

Teoremas 2.3.4, 2.4.3 y 2.4.6 implican inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. Sip € (1,00) y A € W, es un operador de Fredhol, entonces A es in-
vertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio IP si y sdlo si para todo m € N
suficientemente grande la matriz B, o(B) de tamano (2n—1) x (2n—1) dado por (2.38) para
B = A°A (resp., para B = AA®) es invertible. En este caso uno de sus inversos izquierdos
(resp., derechos) es dado por AL = (A°A)"TA° (resp., por AR = A°(AA°)~Y) y pertenece al
dalgebra de Banach WW,.

2.5 Operadores discretos del tipo Wiener E-médulo

Sea II el conjunto de todos los mapeos inyectivos 7 : Z — Z y sea [P = [P(Z) para p €
{0} U [1, 00]. Introducimos el conjunto £ de todos los operadores £ = E, € B(I’) y E® =
E¢ € B(IP) para 7 € 11, los cuales son dados para funciones f € [P por la regla:

f(m) if n=mn(m),

. i ngnz), "C Z. (2.39)

(Ef)(n) = f(x(n), (E°f)(n) = {
De donde, FE® = [ y E°E = d,I, donde d, € I? y d.(n) = 1sin € n(Z) y d:(n) =0
sin & w(Z). En particular E' permuta los valores de f(n) si m es una biyeccion de Z en si
mismo.

Para E,E® € £ y para todo p € {0} U [1,00], definimos el operador discreto de tipo
Wiener actuando en el espacio [P dado por

AE’ = ZakEVk, AE = ZakEQVk,
keZ keZ

Ag =) VREI, A3 =) VFEaI,

keZ k€EZ

(2.40)

donde el operador isométrico V' € B(IP) es dado por (V f)(n) = f(n+1) para f € P yn € Z,
los coeficientes a; € [*° para todo k € Z y

[Arlw = llaglle < 0o para A;:=Y a V" (2.41)
keZ keZ

Ya que 7 es un mapeo inyectivo de Z en si mismo, es facil checar que las funciones a; € [*son
definidas de forma tinica para cada operador en (2.40). Como ||E||{B(I")} = 1y ||E°||pu) =
1, se sigue de (2.41) y de la estimacion

max { | Apllse), | Apllse), 145150, 14315 } < 1Ay

que los operadores en (2.40) son acotados en los espacios I para p € {0} U1, o0].
Llamamos a los operadores Ap y Ap dados por (2.40) y satisfaciendo (2.41) los operadores

discretos del tipo Wiener E-mo6dulo, mientras los operadores Ag y A% en (2.40) son los
operadores formales adjuntos a los operadores Ag y Ag, respectivamente.
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Claramente los operadores Ap y Ap dados por (2.40) y satisfaciendo (2.41) pueden ser
escritos formalmente como operadores discretos de banda dominada del tipo Wiener

Ap =) _bV* Ap=> V" (con bycp €1%),
keZ kEZ

sin embargo estos operadores no pertenecen al algebra de Banach W porque puede pasar
que

1Agllw =Y Ibelle = 00,  [[Aplw = llexllie = oo. (2.42)

keZ keZ

En efecto, tomando 7(n) = nm y ax(n) = 27* para toda n, m, k € Z, donde |m| > 1
podemos obtener (2.41) y (2.42). Es claro que (2.41) se tiene y para probar que (2.42) se
obtiene, podemos considerar las matrices (g; ;)ijez ¥ (§i;)ijez de los operadores Ag y Ap,
respectivamente. Ya que ag(n) = 1 para toda n € Z, podemos concluir que g, mn = Gmnn = 1
para toda n € Z. Tomando s = (m — 1)n, deducimos que bs(n) = gnmn = 1y c_s(mn) =
Gmnn = 1. Por lo tanto, [|bs]j;e = 1y |lc_s|]li= = 1 para todo s en el conjunto contable
(m — 1)Z, el cual prueba (2.42). Mas aun, si

7(p) = p?, w(p?) =p para p primo y m(n) =n para todos los otros enteros,  (2.43)

entonces el operador A := E no es de banda dominada.
Para cada a € [*° notamos que FaFE°, E°aF € [*°, donde

(EaE°)(k) = (aom)(k), (E°aE)(k)=(aom ')(k) paratoda k€ Z, (2.44)
y(aom ) (k)=0sikeZ\n(Z).
Lema 2.5.1. Los operadores A3 Ag y ASAp son operadores discretos de banda dominada
de la forma

AGAp =Y " d,V"eW y AyAp=> dV"eW
nez nez
con coeficientes d,, d, € 1™ dados por
dn(k) = (@ar o Yk —1), du(k) =) (@apmom)(k—1) (2.45)
17 I€Z

para toda n, k € 7, y las siquientes estimaciones se tienen:
IAZAEIw < [|Ary: AR AW < [IAr]5y- (2.46)
Demostracion. Por (2.44), las funciones hy,, := V' E°@a;,, EV' € [ son dadas por
hin(k) = (@ay,om 1) (k—1) paratoda [,n k€ Z,

y por lo tanto d,, = Y., Iy, para toda n € Z en vista de (2.45). Ya que

SN Ml <0 Ml | aipnlli

I€Z neZ €7 neZ
= @il Y llarliee = 1ALy < oo, (2.47)
leZ keZ
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-mo6dulo

concluimos que d,, € [*° para todon € Zy Y, ||dy1~ < cc.
Aplicando (2.40) y (2.47), obtenemos

ApAp =Y Y VIEGaEV* =Y ) (V'E*GapEV)V"

l€Z keZ l€Z neZ
=D D) V=YY haVh=) dVn (2.48)
IEZ neZ neZ leZ neZ

Donde el operador A A = >

estimacion

nez @ V" € W es de banda dominada debido a la siguiente

|45 Asllw =Y ldulli= < [[Ally < oo. (2.49)

nel

Por (2.40), obtenemos similarmente a (2.48) que

AGAp =3 VI EGaEVE =YY hy, vt =) d v (2.50)

€2 kel 1€Z neZ nez
donde las funciones ﬁlm = V- Eaa;,,E°V' € [* son dadas en (2.44) por
hin(k) = (@ajsn o w)(k — 1) para toda [, n, k€ Z,

y d, = Y ez hi., para todo n € Z por (2.45). Entonces, similarmente a (2.47), obtenemos

YD Mhuallie <303 @l lacen i = | Arly < oo (2.51)

IEZ neZ IEZ n€EZ

Por lo tanto d,, € [ para toda n € Z y, en vista de (2.50) y de (2.51),

1ARAplw =D Idalli= <D > Nl < 1A7]y < oo, (2.52)

nez nez leZ

Por lo tanto, el operador flji;flE = ez d, V" € W es de banda dominada, y (2.49) junto
con (2.52) dan (2.46). O

Sea 7 : Z — Z un mapeo inyectivo que satisface alguna de las siguientes condiciones:

(A) existe un nimero minimo M € {0} UN y nimeros distintos por parejas n; € Z para
toda 7 € 7Z tal que
sup (i + ) — (i) — ny| < M; (2.53)
i€z,
(B) existe un nimero minimo M € {0} UN y nimeros distintos por parejas n; € Z para
toda j € 7Z tal que

sup |77 i+ 5) — 7 HE) — ny| < M. (2.54)
ien(2), i+jen(Z)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Para todos ¢, j,n € Z, definimos los nmeros

m ._ J1 st w(@)+n=mn(j),
i = {0 si w(i) +n#n(j); (2.55)

g )b st djen(z) y mi@) +n=m()), (2.56)
" ]0 en otro caso. '

Lema 2.5.2. El operador AgA$, bajo la condicion (A) y el operador AEA% bajo la condicion
(B) son operadores discretos de banda dominada de la forma ApA§, = 3., b,V € Wy

AgAs, = >jez BjVj € W con coeficientes dados por

=3 §j a (i) i + ),

l€Z ke{—M,...,
=2 > az<z'>ci£?2ﬁ’%fnfk<z'+j>
IeZ ke{—M,...,
para todos j,1 € Z, y
[AsAGllw < @M + D[ Arly,  [[AsA%G[lw < M + 1)[|Af]y- (2.57)
Demostracion. Aplicando (2.39) y (2.55), obtenemos
(BVE*1)(i) = (VE*F)(x(0)) = (E°1)(x(0) + n) = % 1(5), (2.58)
and therefore EV"E® = (dZ(Z))ijGZ'

Ahora vamos a probar que ApA% es un operador de tipo Wiener de banda dominada
bajo la condiciéon (A). Haciendo uso de (2.40), obtenemos

ApAy =) > aBEVTREGI =Y > aEV'E G, (2.59)
leZ kel l€Z neZ

Representando al operador A A%, el cual satisface (2.53) como un operador de multiplicacion
por una matriz infinita B = (b;;); jez, de (2.58) y (2.59) obtenemos que

ZZ@Z d( )al »(j) paratoda i,j € Z. (2.60)

I€Z n€eZ

donde los nimeros dgz) son dados por (2.55). Definiendo las funciones b; : Z — C por
b;(i) = b;;4+; para todas i, j € Z, concluimos que

ApA3 = bV (2.61)

JEL
Para probar que el operador (2.61) es de banda dominada, solo resta mostrar que

bj €™ paratoda jE€Z y Z [16;]|10e < 00. (2.62)

JEZ
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2.5. Operadores discretos del tipo Wiener E-mo6dulo

Por (2.53) y (2.55), para toda j € Z existe un nimero n; € Z tal que la igualdad dZ =1
se tiene solo para los ntimeros n = n; +k € Z con |k| < M. Por lo tanto, de (2.60) y (2 55),
concluimos que

bi(1) = biipj = ZZ‘” H-Hal n(i +7)

I€EZ neZ
= Z Z al(z')dg;f;k)al,nj,k(i +j) paratoda i,j € Z. (2.63)
I€EZ ke{—M,...,

k . .
1b; Hzoo—suprb”ﬂxsupz Z raz<>rdz’zﬁ>razfnfk<z+y>r

l€Z ke{—M,...,
<> Z sup (|az(i)||az—nj—k(i +)1)
12 ke{-M,...M} "€*
< Z Z ||al||l°°||al—n]-—k||l°°- (2.64)
leZ ke{-M,...,

Por lo que, obtenemos

S bl <> Z ||az||l°°||al—nj—k||l°°

JEZ JE€Z I€Z ke{—M,...,
= > ¥ (||az||loo S -l ). (2.65)
ke{—M,....M} I€Z JEZ

donde, para toda | € Z, toda k € {—M,..., M} y toda j € Z, los niimeros [ —n; —k € Z son
distintos por parejas por la condicion (A), y por lo tanto 3, [[a1—n;—kllie < 3 cs [lajllie.
Entonces, por (2.65) y (2.41)

Sl <Y (ZHalle)(ZH%sz) (2M + 1) Ay,
JEL ke{-M,..M} I€Z

lo cual prueba (2.62) e implica la priera igualdad en (2.57) en vista de (2.61). Por lo tanto,
ApAG =3, bV €W,

Ahora, bajo la condicién (B) probamos que /NlEfljg es también un operador de banda
dominada en W. Similarmente a (2.59), obtenemos de (2.40) que

ApAy =3 B VTFEGI =) > a BV EaS, ] (2.66)

I€Z kel IEZ nel
Aplicando (2.39) y (2.56), obtenemos que

- ~_ JWVTEf)(s) sidi=mw(s), J(Ef)(s+n) sii=m(s),
(BVEENE) = {o sii¢n(Z), {0 si i ¢ n(2),

_Jfm(s+n) sii=mw(s), ) f0) sii=mn(s), j=7(s+n)
i 0 siij¢n(Z),

=d") f(j), (2.67)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

oy — (g
por lo tanto E°V"E = (d;; )”ez

Representando el operador Ay AS %, el cual satisface (2.54) como un operador de multipli-
cacion por una matriz infinita B = (b; ;); jez, obtenemos de (2.66) y de (2.67) que

ZZ@Z al n ) (268)

lEZ nEZ

donde los ntmeros d son dados por (2.56). Definiendo las funciones Bj : Z — C por
b;(i) = b;;,; para todo i,J € Z, obtenemos

ApA3 = bV (2.69)
jez
Por (2.54) y (2.56), para toda j € Z hay un nimero n; € Z tal que la igualdad dZ i =1

se tiene soélo para los nimeros n = n; + k € Z con |k| < M. Entonces, por analogia con
(2.63), obtenemos de (2.68)

bi()) = bissy = > Z <>d£’2ﬁ’“>—al,nj,k<z‘ +3), (2.70)

I€Z ke{—M,...,
donde similarmente a (2.64)
n;i+k . .
Bl = s bi| < sup > Z | ()25 G+ )]
€2 ez ke{—M,...,
< Z Z ||al||loo||al_nj_k||loo. (271)
lE€Z ke{—M.,...,

Consecuentemente, de (2.71) y (2.41) obtenemos

> bl <Y Z HalleHal—nj—kHloo

JEL JEZ €L ke{—M,...,
= X Z(||al||loo2||az_nj_k||loo),
ke{—M,....M} I€Z JEZ
< Y (Xlale) (X llashe)
ke{—M,...M} I€Z JEZ
= (2M + || Al

pues, de la condicion (B), para todo [ € Z, para todo k € {—M,..., M} y toda j € Z, los
numeros [ —n; — k € Z son distintos por parejas. Esto prueba la segunda igualdad en (2.57)
en vista de (2.69). Por lo tanto, ApAg =3 ., b;V7 € W, lo cual completa la prueba. [

Ya que EL(Z) = 0 para toda j € Zy toda i ¢ (Z) debido a (2.56) y a (2.70), se sigue que
el operador ApA$, puede ser invertible en espacio [P para p € (1,00) solo si F es una matriz
de permutacion.
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2.6. Operadores del tipo Wiener de inclinaciéon dominada

Sea p € (1,00). Bajo las condiciones de los Lemas 2.5.1-2.5.2, los operadores
ASAp, AS AR, ApgAS, ApAs, (2.72)

Son operadores de banda dominada en VW. Més atun por el Corolario 2.3.1,

Ni = indF(A4Ap) =0, Ny = ind*(A%AR) =0,
Ny = ind*(AgA3) =0, Ny =ind*(AgA%) =0

Por Teorema 2.4.3, el operador Ag es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
el espacio [P si el operador A%, Ap € W (resp., AgAS, € W) es invertible en este espacio.
Analogamente, el operador AE es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en el
espacio [P si el operador A9 AE € W (resp., AEA° € W) es invertible en este espacio.
Aplicando Corolario 2.4.2 a los operadores (2.72), inmediatamente establecemos las siguientes
condiciones de suficiencia para la invertibilidad izquierda y para la invertibilidad derecha de
los operadores Ag v Ap en el espacio [P con p € (1,00).

Teorema 2.5.1. El operador A dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) es invertible por la
izquierda en el espacio IP para p € (1,00) si es un operador de Fredholm y la matriz By,
de tamarno (2n — 1) x (2n — 1) definida por B = A% Agp por (2.38) es invertible para toda
n € N suficientemente grande. FEl operador Ag dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) y
condicion (A) es invertible por la derecha en el espacio P para p € (1,00) si es un operador
de Fredholm y la matriz B,y de tamano (2n — 1) x (2n — 1) definida por B = AgA$, por
(2.38) es invertible para toda n € N suficientemente grande. Bajo esas condiciones, uno

de los inversos izquierdos (resp. derecho) del operador Ag es dado por Ak = (A% AR)~1AS
(resp., por AR = AS(ARAS)™1).

Teorema 2.5.2. El operador Ag dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) es invertible por la
izquierda en el espacio IP para p € (1,00) si es un operador de Fredholm y la matriz By,
de tamario (2n — 1) x (2n — 1) definida por B = A3 Ag por (2.38) es invertible para toda
n € N suficientemente grande . El operador Ag dado por (2.40) y satisfaciendo (2.41) y la
condicion (B) es invertible por la derecha en el espacio IP para p € (1,00) si es un operador
de Fredholm, E es un operador de permutacion y la matriz B, de tamano (2n—1) x (2n—1)
definida por B = AEAE por (2.38) es invertible para toda n € N suficientemente grande.
Bajo esas condiciones uno_de los inversos izquierdos (resp derechos) del operador Ap es
dado por Al = (A4 AR) YA, (resp., por AR = AS,(AgAS)).

2.6 Operadores del tipo Wiener de inclinacién dominada

Dado m € N, consideramos la matriz de tamano 1 x m S, := (1 0 ... O) y las matrices
infinitas de inclinaciéon dominada

Em 1= (Smék,j)k,jez’ Eom 1= (Smé’“’*j>k,jez’ (2.73)
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

donde Jy ; es la delta de Kronecker. Para toda m € Z\ {0} y toda p € [1, oo], introducimos el
operador E,, = &,,I € B(I?) asociado con el mapeo inyectivo 7 : Z — 7Z dado por w(n) = mn
para toda n € Z, y consideramos los operadores

Ap, =Y aBEVF Ap, =Y BV (2.74)

keZ kEZ

donde ay € [ para toda k € Z, E5, = £ T € B(IP), &' es la matriz transpuesta a &,
dada por (2.73) para m € Z\ {0}, v > _,cz llak|li= < co. Entonces los operadores (2.74) son
acotados en todo espacio [P con p € [1,00], y

1AE, sy <D larllie < 00, Az, ey < llaxllie < oo (2.75)
keZ keZ

Llamamos a los operadores A,y A dados por (2.74) para todam € Z\{0} y satisfaciendo
(2.75) los operadores de tipo Wiener de inclinacién dominada. Esos operadores forman un
subconjunto de los operadores del tipo Wiener EF-mo6dulo. Los operadores Ag, vy flEm son
los operadores de multiplicacion por matrices infinitas de inclinaciéon dominada Ag, vy .ZlEm,
respectivamente. Directamente se puede probar que

VEm s k/m € Z,

(2.76)
0 en otro caso.

EnVFE;, = {

Para toda m € Z\ {0}, consideremos los operadores (Ap,,)°, A3, € B(I?), los cuales son los
operadores formalmente adjuntos de los operadores Ag,  , Ap, dados por

Ay = VESmI, Ay =Y VFE.al (2.77)
keZ keZ

Aplicando (2.77), para toda p € [1, 00|, obtenemos

145, sy < llarlie < 0o, 1A, Ilser) < lagll < oo
kezZ keZ
De (2.74) y (2.77) se sigue que

Ay Ap, =Y V'E,maE,VF, (2.78)

I€Z kel
Ag Ap, => Y VT 'E,marEVF, (2.79)

I€Z kel
Ap, Ay, =Y Y wE V' E G, (2.80)

I€Z ke
Ap, A5 =3 aE VT E, @l (2.81)

1€Z kel
Ya que E,, = E, y E° = E° para el mapeo inyectivo 7 : Z — Z dado por 7(n) = mn para

toda n € Z, inmediatamente deducimos del Lema 2.5.1 y (2.76) el siguiente.
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2.6. Operadores del tipo Wiener de inclinaciéon dominada

Lema 2.6.1. Los operadores A}, Ag,, y fl}}mflEm dados por (2.78) y (2.79), respectivamente,
son operadores discretos de banda dominada de la forma

A Ap, =Y dV'eW, Ay Ap =) d,V"eW,

ne’l ne’

donde las funciones d,,,d,, € I° para toda n € Z son dadas por
dn(k) = (@arn) (k= 1)/m),  dn(k) = (@aym)(m(k 1))
l€Z leZ

para toda k € Z, y a;(k/m) = 0 para toda | € Z y tada k ¢ mZ.

Sea 7 : Z — 7 el mapeo inyectivo dado por 7(n) = mn para toda n € Z. Entonces la
condicion (A) junto con las desigualdades (2.53) se satisface para M = 0y n; = mj, mientras
la condiciéon (B) junto con las desigualdades (2.54) se tienen para M =0y n; = j/m. En

este caso dﬁﬁ = 1 para toda i,j € Z en vista de (2.55), mientras, por (2.56), JEJZ/JZ) =1
sii,j € mZ,y CZZ(JZ/I;) = 0 en otro caso. Por lo tanto, inmediatamente de Lemma 2.5.2 y

formulas (2.61), (é.GS), (2.69) y (2.70) obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.2. Los operadores Ag, A%y Ap, (Ag,)® dados por (2.80) y (2.81), respectiva-
mente, son operadores discretos de banda dominada de la forma

Ap, Ay =D bV eWw, Ag Ay => bView, (2.82)
JEL JEZ
donde las funciones b;,b; € 1°° son dadas por
bi(i) = Z ai(i)aj—m;(i +J) para toda i,j € Z,
lez

bi(i) = Yoen(@)a—jm(i+j)  para toda i,j € mZ,
! 0 en otro caso .

(2.83)

Por (2.82) y (2.83), el operador AEMA%W € W no puede ser invertible en el espacio [P
con p € [1,00] si |m| > 1.

Ahora vamos aplicar los resultados de la secciéon anterior al estudio de la invertibilidad
lateral de operadores discretos del tipo Wiener de inclinacién dominada en el espacio (P con
p € (1,00). Lemas 2.6.1, 2.6.2, Teorema 2.5.1 y 2.5.2 nos permite establecer condiciones
suficientes para la invertibilidad lateral de los operadores Ag, vy /IEm dados por (2.74) y
satisfaciendo (2.75).

Teorema 2.6.1. Sea p € (1,00) y m € Z \ {0}. Entonces el operador discreto del tipo
Wiener de inclinacion dominada Ag, es invertible por la izquierda (resp. derecha) en el
espacio I si es un operador de Fredholm y la matriz B, o de tamano (2n — 1) x (2n — 1)
definida en (2.38) y dada por B = A}, Ag,, (resp., por B = Ap, A% ) es invertible para
toda n € N suficientemente grande. Bajo esas condiciones, unos de los inversos izquierdos
(resp. derechos) del operador Ag,, es dado por Ay = (A3, Ag,) 'A% (resp., por AR =
A5 (Ag, A5, ) ).
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2. Invertibilidad lateral de operadores discretos

Teorema 2.6.2. Sea p € (1,00) y m € Z \ {0}. Entonces el operador discreto del tipo
Wiener de inclinacion dominada flE es invertible por la izquierda (resp. por la derecha) en
el espacio P si es un operador de Fredholm y la matriz B, de tamano (2n — 1) x (2n — 1)
definida en (2.38) y dada por B = A Ap, (resp., por B = Ap, A% ) es invertible para
toda n € N suficientemente grande, donde Im| =1 en el caso de la invertibilidad derecha.
Bajo esas condiciones, uno de los inversos izquierdos (resp derechos) del operador AE es

dado por AL (A° Ag )~ IA<> (resp., por AR = A3, (AE As, 7).
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Capitulo 3

Operadores continuos

3.1 Operadores continuos con coeficientes acotados

Sea o un homeomorfismo que preserva la orientacion de Ry = [0, +0o] en si mismo, el cudl
tiene dos puntos fijos, el 0 y el co. Asi a(0) = 0y a(o0) = oo, pero a(t) # t para toda
t € (0,00). La funcién a es llamada un cambio. Como la funcién a es monoticamente
creciente en R, se tiene que la derivada o existe y es positiva en casi todo R,. Definimos
ap(t) ==ty an(t) = afo,—1(t)] paratodan € Zy t € R. Sea G := {a, }nez €l grupo ciclico
generado por el cambio . Entonces G es isomorfo al grupo Z. Dado 7 € R, definimos

7_ = lim a,(7), 7= lim a,(7).
n——oo n—oo

Los puntos 7 y 7_ son llamados atractor y repulsor, respectivamente. Entonces puede
pasar que - =0y 7 =00 07 =00y 74 = 0.

Fijado 7 € R, y sea 7 un semisegmento de R, con puntos finales 7 y «(7), donde 7 € v
y a(7) ¢ 7. Obtenemos la siguiente descomposicion orbital de R

Ry =Unezan(7),  ai(v)Naj(y) =0, parai# j. (3.1)

Lema 3.1.1. Sean p € [1,00] y a un cambio con loga’ € L*(R,), entonces el operador de
peso U, € L>®(R,) definido por

Udf = (a)?(foa), para f € LP(R,). (3.2)
es una isometria en el espacio de Lebesgue LP(R.).

Demostracion. Sea p € [1,00)

U fIE, = / ((@)7(f 0 )" (t)dt
- / () (0P (f o a)P (t)dt
- / o/ (1) f7(a(t)) dt



3. Operadores continuos

realizando el cambio de variable u = a(t) y considerando que « es un cambio que preserva
la orientacion de R, tenemos que la dltima igualdad de la ecuaciéon anterior es equivalente a

fPu)du = | f]] o),
Ry
lo cual implica que el cambio U® es una isometria. O

El lema anterior implica que U, es invertible en el espacio LP(R,) para p € [1,00].
Podemos pensar al operador U, : LP — LP como la version continua del operador V' : [P — [P,
(Vf)(n) = f(n+ 1) para toda n € Z que estudiamos en el capitulo 2, por lo que, en lo que
sigue los operadores U, y V estaran relacionados. Dada una funcion a € L>°(R,) y debido
a que «, son funciones absolutamente continuas para toda n € 7Z se tiene que a es medible
en R, siy soélosiaoa, loes.

Sea Ay, el algebra de Banach con unidad que consiste de todos los operadores de la
forma

A= aUk € B(L*(R,)), (3.3)

kEZ

donde ay € L*(R,) para toda k € Z, a € L*(R,), p € [1, 00] y satisfaciendo

1AIw = llar]lzeg,) < 0. (3.4)

keZ

por la analogia con el algebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes
llamamos al algebra 2y, el algebra de operadores funcionales del tipo Wiener.

Teorema 3.1.1. [2, Teorema 4.1.] El dlgebra de Wiener Ay, es inversamente cerrada en
el dlgebra de Banach B(LP(R.)) para toda p € [1,00].

Dado p € [1, o] consideramos el algebra unitaria de Banach YW = W, el cual consiste de
todos los operadores discretos del tipo Wiener de la forma

D=) dV¥eB(l), cond,cl®y|Dlw=>_Idl~ < o0,

keZ keZ

definida en el capitulo 2.

Sea p € [1, 00|, por analogia con [14, Capitulo V, Seccion 26.5], decimos que una funcion
f it~ f(t) con valores en [? y definida para casi toda t € R, es medible en R, si para
cualquier n € 17 (1/p+1/q = 1) la funcién compleja t — (f(t),n) = >,z [f(t)(n)]n(n) es
Lebesgue medible en R, la funcion A : ¢ — A(t)&(t) con valores en [P definida para casi
toda t € R, es medible en R, . Es sabido que si A : R, — B(I?) es una funciéon medible en
R, entonces la funcion ¢ — ||A(t)||par) es medible en R, también.
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3.1. Operadores continuos con coeficientes acotados

3.1.1 Relacién con operadores discretos

Siguiendo la linea como en [8, Seccion 3.2| consideramos el isomorfismo isométrico
o: LP(R) — LP(v,17), fr=1 donde p:y—IP, t—={UX)() }nez-  (3.5)

Lema 3.1.2. /8, Lema 7] Sea A € 2, entonces el operador A :== g Ac=" € B(LP(v,17)) es
dado por (AY)(t) = A(t)(t) para casi toda t € vy, donde A es una funcion con valores en
L>(~,B(I?)) el cual tiene la forma

A= (aj—i[ci(t)])ijez  para casi toda t € 7. (3.6)

El operador A es llamado el operador discreto asociado al operador continuo A. La
importancia de estos operadores radica en el siguiente hecho.

Teorema 3.1.2. Un operador A € 2, es invertible en LP si y solo si para casi toda t € vy
los operadores A(t) dados en el lema 3.1.2, son invertibles en P y la funcion A7' : v —

B(LP), tw (A(t))™" pertenece a L (v, B(IF)).

Ahora consideramos a el espacio de Banach LP(~,[P) de todas las funciones medibles con
valores en [P definidas en 7 con la norma

S NF@lmdt) P siop e 1, 00),
1| zoy ey =

esssupye, |[f(t)|[ie  si p=oo.

Reemplazando (1,0) por R, y del mismo modo que en [2, Lema 4.2] tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.3. Sea p € [l,00] y A = Y, ,aUF € Ay, C B(LP(Ry)), entonces el
operador A : t — A(t) definido por

A(t) = Zamvk eW C B(I?) para todot € R, (3.7)
keZ

donde ay(n) := ago,(t)] para toda k,n € Z yt € Ry es una funcion acotada medible con
valores en B(IP) definida en Ry y

| Al|Brrm,) = esssup [ A(t)||Bary = esssup [[A(t)||sar) < [|A]|w-
ey

teRy
Mads ain A|,I = cAoc™" € B(LF(v,1?)), donde o : LP(Ry) — LP(v,I?) es el isomorfismo
isométrico dado para f € LP(Ry) por
of iy =10t (af)t), [of(B)](n) = (U3f() (neZ).

Teorema 3.1.4. [2, Teorema 4.3] Un operador A € Uy, dado por 3.3 y satisfaciendo 3.4
es invertible en el espacio LP(R,) si y sdlo si para casi toda t € 7 los operadores discretos
A(t) € W dados por 3.7 son invertibles en los espacios [P y la funcion A™' : v — B(IP), t
A(t)~! pertenece al dlgebra de Banach L™ (v, B(IP)).
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3. Operadores continuos

3.2 Invertibilidad lateral de operadores funcionales

Lema 3.2.1. /2, Lema 4.5] Sea p € [1,00], un operador A € Ay, dado por 3.3y satis-
faciendo 3.4 es invertible por la izquierda en el espacio LT (R, ) si para casi toda t € v los
operadores discretos asociados A(t) € W dados por 3.7 son invertibles por la izquierda en el
espacio [P y existen inversos izquierdos A(t)* tal que la funcion A* : v — B(IP), t — A(t)F
pertenece al dlgebra de Banach L*(~, B(I?)).

Dado un operador A € B(LP(R, ) definimos su norma inferior |A|, por

|A|_|_ = iIlf |’Af‘|Lp(R+).

FELP @) [Ifllr @, )=1

Lema 3.2.2. Seap € [1,00) y sea A € B(LP(R,)) de la forma

A = ZakUi

keZ

con ay € L*(R,), entonces las normas inferiores de A y de los operadores discretos asociados
A(t) son relacionadas por la formula

|A|; = essinf |A(t)|. (3.8)
tey
Demostracion. Seap € [1,00), f € LP(Ry), ||f|leryy =1y ¢ =0 f € LP(v,IP) definida por
t—=o(t) ={U5f ()} nez € 17,
1A @O = A+l @)l > essinf LA [lo ()] |- (3.9)

Ay = o (ADIE i = / LA@) (@ f) (1) [t

/ AWl > (essint | )7 / lo(®) 1t (3.10)

= (eSSgM( NPz wy s
Al = ess inf Afll PR,y = estseivnf |A()|+,

FELP(Ry), [IfllLpwy)=1

el cual en vista de |2, Lema 4.6] implican (3.8). O

Teorema 3.2.1. Sea p € (1,00) y sea A € Ay, entonces el operador A dado por (3.3) y
satisfaciendo (3.4) es invertible por la izquierda (resp., por la derecha) en el espacio IP siy
solo si |Aly > 0 en el espacio P (resp., |A*|+ > 0 en el espacio 19) donde 1/p+1/q = 1.

Demostracion . Suficiencia. Solo probaremos el caso de |A]; > 0, el caso |A*|. > 0 es
tratado similarmente.
Si |A]4 > 0, entonces por propiedades del infimo esencial y por Lema 3.2.2 obtenemos

[A@)]+ = essinf [A(t)]1 = |A]+ >0, Vvt e,
v
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3.2. Invertibilidad lateral de operadores funcionales

donde A(t) € 2,,Vt € 7, entonces concluimos por Teorema 2.4.1 que A(t) es invertible por
la izquierda en el espacio [P. Por Lema 3.2.1 concluimos que A es invertible por la izquierda.

Necesidad. es evidente. O

Dado p € (1,00) y un operador A € 2y, dado por (3.3) definimos su operador adjunto
A* € Ay, de la forma

A" = U kel € B(LY(Ry)), 1/p+1/g=1. (3.11)
keZ

Lema 3.2.3. Seap € (1,00) y A € Ly, un operador de la forma (3.3) y satisfaciendo (3.4),
entonces los operadores A*A y AA* pertenecen al dlgebra Ay, y son dados por
AA=) dUr ey, y AL =D dUl € Ay, (3.12)

neZ nel

con coeficientes d,, € L>(R,) dados por

d, = Z(a_laHn) oa, y d,= Zal+n(a_lo ap). (3.13)

leZ leZ

Demostracion. Haciendo las multiplicaciones correspondientes obtenemos

A A=Y U ma Ul = 3N U wag U

€7 k€EZ IEZ neZ
—l— ! n — n
= E E (Ua alaHnUa)Ua = E E (alal+n) OOé,an. (314)
neZ e neZ leZ
* k—l— n— — n
AA* = E E a U@ = E E ar Ula; = E E (@ 0 a,)UL.
lEZ keZ lEZ nEZ neZ €L

Definiendo los operadores

d, = Z(a_laHn) oa, y d,= ZaHn(a_lo ). (3.15)

IEZ leZ

obtenemos(3.13). Calculado sus normas

||dn| Loy ) = sup Z(a_lal-i-n) oa(t) < Z @] | oo () [ @rn | oo )

7 ez ez
< O l@llzomny) (O Navnlle@,) < 1Al < oo
) IEZ _lEZ B (316)
1| oe ) = 5up > argn(@ o on](t) <Y |laven| |z @ @l Lz,
&Y ez =
< (Z Haz+n||L°°(R+))(Z @] e r,)) < [|Allfy < oo
lez lez
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3. Operadores continuos

Por tltimo calculando las normas de los operadores A*A y AA*

1A Allw = Y [ldallze@y < DD @il @il le @, < Al (3.17)
nez nez lez
lo que termina la prueba. O]

Teorema 3.2.2. Sea p € (1,00), entonces un operador A € Ay, es invertible por la izquierda
(resp., por la derecha) en el espacio LP(R,) si y solo si el operador A*A (resp., AA*) es
invertible en el espacio LP(R.), en este caso uno de sus inversos izquierdos (resp., derechos)
tiene la forma A = (A*A)7LA* (resp., AR = A*(AA*)~!) y pertenece al dlgebra de Banach
Ay p.

)

Demostracion. Los operadores A*A y AA* pertenecen al dlgebra 24y, junto con A, por lo
que si A*A (resp., AA*) es invertible en el espacio L¥(R,) por |2, Teorema 4.1] se tiene
que su inverso (A*A)™! (resp., (AA*)™!) también pertenece al algebra 2Ay,,. Claramente
Al = (A*A)71A* (resp., AR = A*(AA*)™!) es un inverso izquierdo de A (resp., derecho).

Inversamente. Si A € Ay, es invertible por la izquierda, entonces |A|. > 0, por Lema
3.2.2 y por propiedades de infimo esencial tenemos que |A(t)|; > 0 lo cual implica que
A(t) € 2, es invertible por la izquierda en el espacio [P para casi todo ¢ € . Por lo tanto
A(t) es invertible por la izquierda en todos los espacios I? con p € {0} U [1, o0], tomando
p =2y en vista de [14, Seccion 2, Corolario 2| la invertibilidad izquierda de un elemento b
en una C*-algebra es equivalente a la invertibilidad del elemento b*b en la C*- &lgebra, asi
el operador A(t)*A(t) es invertible en el espacio [? para casi toda t € v y como el algebra
W, es inversamente cerrada en la C*-algebra B(I?) tenemos que (A(t)*A(t))~! pertenece al
algebra W, para toda p € {0} U[1, oo]. Por tltimo el operador discreto asociado al operador
A*A es dado por A(t)*A(t) y como este ultimo es invertible para casi todo ¢ € v concluimos
por Teorema 3.1.4 que A*A es invertible en el espacio LP(R.).

El caso de invertibilidad derecha es tratado de forma analoga. O]

3.3 Operadores continuos con coeficientes de oscilaciéon
lenta

Sea Cy(R,) el C*-algebra de todas las funciones acotadas en R, := (0,00), una funcion
¢ € Cp(R;) es llamada de oscilacion lenta (en 0 y 0o) si para cada (equivalentemente, para
algin) A € (0,1)

limosc(f, [Ar,7]) =0, s &€ {0,00},

r—>s
donde
osc(f, [Ar,r]) :=sup{|f(t) — f(7)| : t, 7 € [Ar, 7]}
es la oscilacion de la funcion f en el segmento [Ar, 7] C Ry. Obviamente el conjunto SO(R )

de todas las funciones de oscilacion lenta (en 0y 0o) en Cy(R ) es una C*-édlgebra conmutativa
con unidad. Esta élgebra contiene propiamente a C (R ), la C*-algebra de todas las funciones
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3.4. Funciones de oscilacion lenta y cambios

continuas en Ri:: [0, 400].
Si loga’ € L>®(R,), entonces el operador peso de cambio U, definido por

Uy = (a)P(p o a), (3.18)

es una isometria en el espacio de Lesbesgue LP(R.) para todo p € [1,00], y por lo tanto
el operador U, es invertible en este espacio.
Decimos que el homeomorfismo considerado a : Ry — R, es un cambio de oscilacion lenta
si su restriccion a Ry es un un difeomorfismo y log o’ € SO(R,). El conjunto de todos los
cambios de todos los cambios de oscilacion lenta es denotado por SOS(R, ).
Dado p € [1, 00], sea 2, s, €l subalgebra de Banach unitaria de B(LP(R)), el cual es generado
por todos los operadores de multiplicacion por funciones en SO(R,) y por los operadores U,
y U, ', donde a € SO(R,). Los operadores A € 2,5, son llamados operadores funcionales.
Sea Ay 1= W50 el algebra unitaria de Banach de todos los operadores de la forma:

A=>"aUL € B(LP(Ry)) (3.19)
kez
donde a; € SO(R,) y norma dada por

A[lw = Z laxllc,®y) < oo (3.20)

keZ

Por la analogia con el algebra de Wiener de series de Fourier absolutamente convergentes,
llamamos a Ay el algebra de Wiener de operadores funcionales con coeficientes de oscilacion
lenta.

3.4 Funciones de oscilacién lenta y cambios

Sea M (%) el espacio de ideales maximales de un dlgebra unitaria conmutativa de Banach
2l. Identificamos los puntos ¢ € R, con las funcionales de evaluacién ¢(f) = f(¢) para
f € C(R,), y obtenemos M(C(R;)) =R,. Consideremos las fibras

M;(SO(R4)) :={£ € M(SOR,)) : {lom,) = s}

del espacio de ideales maximales M (SO(RR.)) sobre los puntos s € {0, 00}. Como M;(SO(R))
{t} para toda t € R,, obtenemos M(SO(R;)) = AUR,, donde A := My(SO(R,)) U
Mo (SO(R,)). En lo que sigue escribiremos a(§) = £(a) para toda a € SO(R,) y toda
¢ e A

Lema 3.4.1. [16, Proposicion 2.1] El conjunto A := My(SO(R4)) U Mo (SO(R,)) coincide
con el conjunto clossoRy \ Ry, donde closso-Ry es la clausura asterisco-débil de Ry en el
espacio dual de SO(R,).

Lema 3.4.2. [16, Proposicion 2.2] Suponga que {ay}rez es un subconjunto contable del
espacio SO(Ry) y s € {0,00}. Para cada § € Ms(SO(R,.)) existe una sucesion {t,}nen C Ry
tal que t, — s cuando n — oo y

E(ag) = ar(§) = le ax(t,) para toda k € N. (3.21)
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3. Operadores continuos

Inversamente, si {t,} C Ry es una sucesion tal que t, — s cuando n — oo y los limites
lim,, o ar(t,) existen para toda k € N, entonces existe una funcional & € My(SO(R,)) tal
que (3.21) se tiene.

Lema 3.4.3. [14, Lema 2.2] Las fibras My(SO(R})) v M (SO(R,)) son espacios conexos
y compactos de Hausdorff.

Para los resultados siguientes se asume que a € SOS(R,), esto es, la restriccion de « a
R, es un diffeomorfismo y log o/ € SO(R,).

Lema 3.4.4. [13, Lemas 2.3-4] Si c € SOR}) y a € SOS(R,), entonces a_y € SOS(R,),
coa pertenece a SOR,) y
lim[c(t) — c¢(a(t))] =0, para s € {0,00}.

r—s
Lema 3.4.5. [5, Corolario 2.5] Si a € SOS(R.), entonces o; € SOS(Ry) para toda j € Z.

Sea p € [1,00], y sea Ay = W, 50 C Cp(Ry) el dlgebra unitaria de Banach que consiste
de todos los operadores de la forma 3.19 con norma 3.20, donde a; € SO(R,) para toda
keZyaeSOS(R,). Claramente 20y C 2,50 C Cp(R.) para toda p € [1, 00|, donde A, 50
es la clausura de 2y en Cy(Ry).

Dado p € [1, 0], consideramos el espacio de Banach [? y definimos el algebra de Banach
conmutativa con unidad D C B(I?) dado por

D = {d = diag{d;}; nzI : d; € C, lir:il (dy4j —dy) =0, paratoda j € Z,
n—xroo

3.22
||d|| 5wy = sup|d;| < oo} (3.22)
jez

Es claro que para toda a € SO(R;) y todat € R, los operadores asociados d = diag{a[o;(t)]};ez!

pertenecen al algebra D.
Nuevamente, considerando el isomorfismo isométrico

0 LP<R+) — Lp(77lp)7 f = ¢;
by =P b= {(UL)(E) ez

Definimos x,, (n € Z) como la funciéon caracterista de a, () y dada una funcion inyectiva
7 : Z — Z definimos el operador € = &, € B(LP(R.)) dado por

E=> XaUI" " Xu(n) (3.24)

nel

(3.23)

donde Usy (=" o5 definido como en 3.18. Al igual que el operador U, es la versiéon continua
del operador V', podemos pensar al operador £ como la version continua del operador F
definido en el capitulo anterior por 2.39 y entonces podemos definir el algebra de Banach de
todos los operadores de la forma

A=) alUS (3.25)

k nZ
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3.4. Funciones de oscilacion lenta y cambios

y deforma anéloga a [8], definimos el operador discreto A asociado al operador A definido
en 3.25 como el operador dado por

= "diag{di(t) }iez [ EV",  di(t) = {asla;(1)]}jez (3.26)

neL

En contraste con |5, Teorema 3.1] el operador discreto adjunto puede no ser un operador
acotado, ver ejemplo 2.43

Teorema 3.4.1. Sea A =), ., arEUE, entonces el operador A = cAc™! es dado por
(Ap)(t) = A(t)b(t) para casi toda t € v, donde A es un operador de la forma

= diag{di() ez [EV™,  di(t) = {ai[; ()]} ez (3.27)

ne”

Demostracion. Para ¢ € LP(v,IP) y casi toda t € v, tenemos que

(Ap)(t) = (A" 9)(t) = {UL(ASf (t) hiez = {Ua(Y_ ar€xUSF (D) }iez

keZ
= {Z ag Oél Ungk zeZ = {Z ag OZZ U; Z XnU;r(n)_nXﬂ(n)Ucl:f(t)}iEZ
kEZ kEZ nez (3.28)
= {3 aulos()] D xalZ ™ Xy f(O}ien = (3 alas (VTP f ()i
keZ nez kEZ
= {Z ag Oéz %r z—|—k)( )}iEZ
kezZ

Por otro lado

)= anBE V) (0)(t) =Y arlaaWEV* (1) = D arleu(t) BV (1) biez

keZ keZ keZ

- {Z Qg Oé@ wwerk 1€Z - {Z Qg az wﬂ(z—‘rk)( )}ieZ

keZ keZ
(3.29)

Esto es el operador A es el operador de multiplicacion por la funcion matriz de la forma
3.27, donde los coeficientes a; son los coeficientes del operador A.
O

El Teorema 3.4.1 junton con el Teorema 3.1.2 da la posibilidad de estudiar la invertibilidad
de estos nuevos operadores en términos de los operadores discretos tipo Wiener F- médulo
definidos en la seccion 2.5.
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17bilw3zSckPcGpsGA3KxdbdimJjCG+46mL8XrsB3VoFemalenfaTryOF8z+wHW8PBJgpR99jnDANekwno1/FL/I12rZJg6tJfCvi5+YH1fbxee8r1slEkpdMalgo7pWifYg9mRghEsWt+b
XC+/dAOR1LfOXIIH30tYb4Zw1Gfko+jQtvbBRwjuolYOVUV/uOmY FElupCB8+fSTmr8ovgjbiKywP8+rg5bHey0lszNZBwoMNYZb5YioitxOyqDx1ujoF8+mdo/9AVVaQE3n7jKb4kAE
OUO6/KWYvk4VB7CUEOxtzp/t2BOA87NpHhL4YkhahyzhJ193Y0oGIZR3N8OEw==

NATIG ATAKISHIYEV . | Fecha:2022-10-27 14:39:41 | Firmante
O/NRr51cPppmw3HKgA3UddUmHjHXWPYDJQwLKUNQLh+j3TBQ91NxOaBA1KBq8x9/Lr4B2221d76em2m/zD2V53i409r2iKoB/PgL6Si6dt4KcFSOYr+7u+MIjfCzbFDXzk01bDk
XZma6tAc4cEDrYwtxnlePnavXcBD5GquX8sKCrerrDz6 MXgEnKs53JoW3iEHyY75Y9vitZksVGILYyQJ16d6V2fFWRSK6EGrWiMipAyZP8r2yzXECOISqvoqV1bobpi8OnG9y6sn/29pK
gqC5w2Hi2509qSK2iBmAaSkhhbXo+VqU6++IMMyBoC49Pj2/GR16CRvnJMOuWKdbFYyaRA==

Puede verificar la autenticidad del documento en la siguiente direccion electrénica o
escaneando el cédigo QR ingresando la siguiente clave:

gECSbpGmf

1 .
https://efirma.uaem.mx/noRepudio/KLDF4DcDYCRDyZghobJuQN7NiTh4HOP2
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