
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DEL ESTADO DE MORELOS

INSTITUTO DE INVESTIGACIÓN EN CIENCIAS BÁSICAS Y
APLICADAS

CENTRO DE INVESTIGACIÓN EN CIENCIAS

CONTRIBUCIÓN AL ESTUDIO MATEMÁTICO DE LA
PROPAGACIÓN DE DIVERSAS EXCITACIONES EN

SISTEMAS A CAPAS

T e s i s
Para obtener el título de

Licenciado en Ciencias (Física)

PRESENTA
Oscar Eduardo Nazario Sanchez

Director de Tesis
Dr. Rolando Pérez Álvarez

Cuernavaca, Morelos, Junio del 2018





Dedicada a mis padres y a mi hermana.





Agradecimientos

Primero que todo quiero agradecer a mis padres y a mi hermana por ser el apoyo más
grande que he tenido en la carrera y en la vida; sin ustedes este logro no sería posible. A
mi familia, quienes ajenos a la Universidad, me ayudaron a superar las dudas y los malos
momentos, y quienes me motivaron a seguir adelante. Le agradezco también a todos mis
compañeros y amigos, en especial a Brandon Bautista, José Tapia y Roel Rivas, quienes de
primera mano, con palabras o acciones, me enseñaron a seguir adelante en la física.

Sin restar importancia, le agradezco a mi tutor, el Dr. Rolando Pérez Álvarez por su
paciencia, sus consejos y por facilitarme los medios para este proyecto. A mi compañera
Miladys Despaigne por sus comentarios y complementos para este documento.

v





Resumen

Cuando se estudia la propagación de diversas excitaciones en sistemas a capas, dentro de
diferentes áreas de la física, aparece una ecuación diferencial matricial similar a la forma de
Sturm-Liouville, pero con un término extra añadido. Por esa razón, en esta tesis se presen-
ta un breve compendio de problemas actuales de la física que conducen a esa ecuación de
movimiento. Dicho acopio pretende plantear la necesidad de introducir una pequeña gene-
ralización al problema de Sturm-Liouville clásico, cuando se tiene en cuenta la propagación
oblicua a las intercaras del sistema estratificado. También se buscan soluciones linealmente
independientes, algunas de las matrices de transferencia más importantes y la función de
Green regular en el infinito para el problema homogéneo (coeficientes constantes).
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Sistema a capas

Una de las estructuras más estudiadas con gran interés teórico y práctico, es conocida
como sistema a capas. Este tipo de sistema consiste en placas bidimensionales que están
apiladas a lo largo de una dirección perpendicular a sus caras, digamos, la coordenada z.
Cada capa puede tener diferentes anchos y sus puntos están localizados por un vector en el
plano (x, y). Esto se muestra con más detalle en la figura 1.1.

Figura 1.1: Forma general de un sistema a capas con dominios externos L (izquierdo) y R (derecho).

El material con el que se construyen las capas de esta estructura, es decir, el medio
constitutivo, en principio es diferente para todas, aunque si resulta de interés pueden existir
algunas con el mismo. Además, independientemente que sea o no del mismo material, cada
capa representa un dominio de constitución, el cual queda definido dando los puntos z en
donde empieza y en donde termina. Por ejemplo, supongamos un sistema compuesto por tres
capas, en donde la primera está etiquetada con la letra L, la de en medio con la letra M y la
tercera con la letra R. Si L y R están construidas con el mismo material y la de en medio M
con uno diferente, entonces tenemos dos medios constitutivos y tres dominios de constitución.
Siguiendo esta idea, se pueden construir diferentes configuraciones como las que se muestran
es la siguiente lista, que es breve y para nada exhaustiva:
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2 1.2. Ecuación de movimiento

LMR (capa L, capa M, capa R).

LABR (capa L, capa A, capa B, capa R).

LAB...ABR (capa L, sistema periódico de dos capas A y B como periodo, capa R).

Cualquiera que sea la combinación elegida para el sistema, las capas pueden estar cons-
truidas por un medio homogéneo, esto significa que todas las cantidades involucradas, como
la velocidad de propagación, no dependen de la dirección. Por otra parte, si se tratara de un
medio inhomogéneo, entonces existiría una dependencia con la posición, en particular, con
la dirección de propagación del campo. En adelante, también vamos a considerar capas que
pueden estar construidas por un medio isótropo, esto es, aquél cuyas propiedades físicas son
idénticas en todas las direcciones. Esto se traduce en cantidades escalares que no cambian
con el sistema de referencia. Por último, hay problemas que exigen tomar un medio anisó-
tropo. En ellos, las cantidades relacionadas se caracterizan por ser tensores, que en caso de
ser homogéneo o inhomogéneo, dependerá o no de la posición.

1.2. Ecuación de movimiento

Al estudiar la propagación de diversas excitaciones en un sistema a capas, como el descrito
anteriormente, el problema se puede abordar atendiendo a las propiedades de simetría de la
estructura, las cuales nos permiten justificar que la solución sea de la forma:

F(r⃗, t) = F(z) ei(κ⃗·ρ⃗−ωt), (1.1)

en donde κ⃗ = (κx, κy), ρ⃗ = (x, y) y F(r⃗, t) es una matriz columna de N componentes,
las cuales representan amplitudes de la magnitud de interés, como pueden ser los campos
eléctrico o magnético en el caso de ondas electromagnéticas.

Con esta solución se puede encontrar que las ecuaciones de movimiento, para diferentes
excitaciones en áreas como el electromagnetismo, la teoría de la elasticidad, la mecánica
cuántica y otras, obtienen la misma forma particular. En efecto, para todos esos casos se
puede demostrar que la ecuación de movimiento es de la forma [1, 2]:

d

dz

[
B(z) · dF(z)

dz
+ P(z) · F(z)

]
+ Y(z) · dF(z)

dz
+ W(z) · F(z) = 0, (1.2)

en donde los coeficientes B, P, Y y W son matrices de N × N , en cuyas componentes se
incluyen parámetros relacionados con las propiedades del material. Aquí tengamos cuidado,
pues el punto en la ecuación anterior se refiere a la multiplicación de una matriz N × N y
una matriz columna de N componentes, no al producto escalar.

Dentro de los corchetes en la ecuación (1.2) se observa una forma lineal que será parte
importante en próximos análisis, por lo que es conveniente definir un campo auxiliar como
sigue:

A(z) = B(z) · dF(z)
dz

+ P(z) · F(z). (1.3)



Capítulo 1. Introducción 3

La importancia de esta cantidad radica en que es continua en z, lo cual se puede demostrar
haciendo una integración entre z − ε y z + ε, para posteriormente tomar el límite en el que
ε → 0.

1.3. Hermiticidad de la ecuación de movimiento

Como es natural, la ecuación de movimiento (1.2) se puede escribir en términos de un
operador matricial diferencial, el cual se define como:

L̂ =
d

dz

[
B(z) · d

dz
+ P(z)·

]
+ Y(z) · d

dz
+ W(z)· (1.4)

Este operador actúa sobre funciones que dependen de z y que pertenecen a un espacio dado,
de modo que L̂ F(z) = 0. De esta forma no podemos evitar preguntarnos qué condiciones
debe cumplir L̂ para que los valores propios asociados a la ecuación de movimiento sean
reales. De hecho, sabemos de la teoría de operadores que lo anterior ocurre cuando L̂ es
hermitiano, es decir, cuando L̂ = L̂

†
. Esta igualdad nos conduce a imponer condiciones sobre

las matrices B y W, las cuales también deben ser hermitianas, y que P sea el negativo de la
matriz Y conjugada, es decir

B = B†, W = W†, P = −Y†. (1.5)

Estas relaciones se cumplen en muchos problemas de interés físico y establecen que el operador
L̂ sea formalmente hermitiano [1].

En este punto es importante mencionar que, de ahora en adelante, vamos a suponer que
el parámetro W contiene el valor propio, que denotaremos por ΩIN , en donde IN es la matriz
identidad de N × N . También es relevante señalar que los valores propios reales se definen,
dentro de la teoría de dispersión, como

Ω = ĺım
η→0

(
Ω + iη

)
, (1.6)

que es conocida como formulación causal.
Dentro de lo mencionado en párrafos anteriores, no hemos atendido a las condiciones de

frontera asociadas a la ecuación de movimiento, las cuales, por supuesto, están presentes en
la manera de operar de L̂. Por ello, consideramos ahora que S1 es un espacio de funciones
definidas sobre un intervalo finito [a, b], con ciertas condiciones de frontera asociadas y que S2

es otro espacio de funciones definidas en el mismo intervalo, pero con condiciones de frontera
que en principio pueden ser iguales o diferentes. Si denotamos a F1(z) y F2(z) como funciones
representativas de esos espacios, respectivamente, entonces usando las relaciones de (1.5) se
puede demostrar que [1]:

⟨F2 | L̂1 F1 ⟩ = ⟨F1 | L̂2 F2 ⟩† +R(b)−R(a), (1.7)
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en donde L̂1 y L̂2 actúan sobre las funciones F1(z) y F2(z) de manera similar a como lo hace
L̂, mientras que R(z) está dado por

R(z) = F†
2(z) · A1(z)− A†

2(z) · F1(z). (1.8)

Esto quiere decir que la descripción completa del operador incluye la especificación del espacio
funcional sobre el que actúa, lo que significa determinar las condiciones en los extremos del
intervalo de definición. En ese sentido las condiciones sobre F1 y A1 en los puntos a y b
determinan S1 y de la misma manera las condiciones sobre F2 y A2 determinan S2. Si con
ellas se anula el término R(b)−R(a), entonces L̂2 será el conjugado de L̂1; más aún, si S1 y
S2 son iguales, se dice que el operador L̂ es totalmente hermitiano. En nuestro caso, para que
lo anterior se cumpla, vamos a considerar que las placas a los extremos del sistema a capas,
que estamos designando con las letras L y R, son semiinfinitas, de modo que los campos y
sus derivadas se anulan cuando z → ±∞.

Puesto que los dominios que se encuentran entre las placas L y R son piezas finitas, es
necesario establecer condiciones adicionales en sus extremos, en otras palabras, debemos agre-
gar relaciones de continuidad en las interfaces en las que se encuentran dos medios diferentes.
Estas relaciones son conocidas como condiciones de empalme.

1.4. Matrices de transferencia

Para resolver la ecuación de movimiento se pueden utilizar diferentes técnicas matemá-
ticas, en particular nos interesan dos métodos: el de la función de Green (FG) y el de las
matrices de transferencia (MT). La razón de seguir estos dos enfoques es que a pesar de que
la función de Green es de gran utilidad física, es probable que obtener una forma analítica
sea muy complicado, por lo que debemos recurrir a métodos numéricos. Esto puede resultar
más sencillo cuando se trata con matrices y es por eso la importancia de estudiar las dos
soluciones, y sobre todo, cómo se relacionan.

En este apartado vamos a discutir las matrices de transferencia que se utilizarán a lo largo
del trabajo, pues en realidad se pueden definir muchas diferentes, esto dependiendo de qué
cantidades son conocidas o cuáles son más útiles. Para ello comencemos diciendo que una
MT es aquella que nos permite conocer la cantidad de interés F(z) en un punto cualquiera,
dada su forma en un punto inicial. En otras palabras, permite resolver el sistema dadas sus
condiciones iniciales . Es importante mencionar que la generalización del siguiente contenido
y mucho más se puede encontrar en [1]. Aquí presentamos los asuntos requeridos para este
documento.

1.4.1. Matriz de transferencia completa

Consideremos un dominio de constitución fijo del sistema a capas. Cuando N = 1 nuestro
problema se reduce a una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, por lo que podemos
obtener una base con dos soluciones linealmente independientes (LI), que denotaremos por
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Fj(z), en donde el índice j toma los valores 1 y 2. Entonces podemos escribir el campo y su
derivada en términos de esta base, como una combinación lineal:

F (z) =
2∑

j=1

aj Fj(z) y F ′(z) =
2∑

j=1

aj F
′
j(z), (1.9)

en donde las aj son constantes. Las dos ecuaciones anteriores se pueden resumir en una sola
expresión del tipo matricial:

Φ(z) =

(
F (z)
F ′(z)

)
= a1

(
F1(z)
F ′
1(z)

)
+ a2

(
F2(z)
F ′
2(z)

)
=

(
F1(z) F2(z)
F ′
1(z) F ′

2(z)

)
·
(
a1
a2

)
≡ N · a. (1.10)

Con esta cantidad podemos definir una matriz M(z, z0), que llamaremos matriz de transfe-
rencia completa (FTM del inglés «full transfer matrix»), que justo transfiere las amplitudes
y sus derivadas de un punto z0 a otro punto z, como [1]:

Φ(z) = M(z, z0) ·Φ(z0). (1.11)

Si expresamos esta ecuación en términos de la matriz N podemos eliminar a, de modo que
al despejar la FTM encontramos que

M(z, z0) = N(z)
[
N(z0)

]−1
. (1.12)

Esta ecuación es útil pues nos permite conocer M(z, z0) en términos del producto de matrices
cuyas componentes son las soluciones Fj(z) y sus derivadas F ′

j(z).

1.4.2. Matriz de transferencia asociada

Dado que pueden existir problemas en los que la derivada del campo F (z) no es continua,
es conveniente buscar otra manera de construir una matriz de transferencia. Ante esto, en
lugar de la derivada del campo, vamos ahora a considerar la forma lineal (1.3) asociada
a la ecuación de movimiento, que como hemos mencionado anteriormente, es continua. En
esa situación podemos definir una matriz T(z, z0), llamada matriz de transferencia asociada
(ATM del inglés «associated transfer matrix»), como aquella que transfiere a F (z) y A(z) de
un punto z0 a un punto z, de la forma [1]:

Ψ(z) = T(z, z0) ·Ψ(z0), (1.13)

en donde

Ψ(z) =

(
F (z)
A(z)

)
= a1

(
F1(z)
A1(z)

)
+ a2

(
F2(z)
A2(z)

)
=

(
F1(z) F2(z)
A1(z) A2(z)

)
·
(
a1
a2

)
≡ Q · a. (1.14)

Aquí hemos expresado el campo F (z) y la forma lineal A(z) en términos de las soluciones
LI, según la ecuación (1.9). Entonces al sustituir lo anterior y eliminar a de (1.13) tendremos
que

T(z, z0) = Q(z)
[
Q(z0)

]−1
. (1.15)

De nuevo obtenemos una ecuación en términos de las funciones Fj(z) y Aj(z). Esto es de
particular importancia porque ambas son cantidades continuas.
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1.4.3. Matriz de rigidez

Una pequeña variante en la forma de transferir las cantidades A(z) y F (z) en la ATM, es
pasar de los campos evaluados en z0 y z a las formas lineales en esos mismos puntos. Esto es
lo que hace la llamada matriz de rigidez (StM del inglés «stiffness matrix»), que denotamos
por E(z, z0) y la cual se define como:(

A(z0)
A(z)

)
= E(z, z0) ·

(
F (z0)
F (z)

)
. (1.16)

Para hallar una expresión de la matriz que buscamos, debemos notar que las matrices columna
de la izquierda y la derecha en la ecuación anterior, se pueden escribir en términos de las
soluciones LI según las relaciones de (1.9):(

A(z0)
A(z)

)
= a1

(
A1(z0)
A1(z)

)
+ a2

(
A2(z0)
A2(z)

)
=

(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)
·
(
a1
a2

)
(1.17)

y (
F (z0)
F (z)

)
= a1

(
F1(z0)
F1(z)

)
+ a2

(
F2(z0)
F2(z)

)
=

(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)
·
(
a1
a2

)
(1.18)

Al usar estos resultados en la ecuación (1.16) podemos eliminar a en esa relación, por lo que
al hacer un despeje obtenemos una expresión para la matriz de rigidez en términos de las
soluciones LI del sistema:

E(z, z0) =

(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)
·
(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)−1

. (1.19)

Esta ecuación es la que vamos a utilizar para encontrar la matriz E(z, z0).

1.4.4. Matriz de compliance

Hemos visto que la matriz de rigidez toma las formas lineales A(z0) y A(z) como variables
dependientes de las amplitudes F (z0) y F (z). Sin embargo, podemos definir otra matriz que
haga lo contrario, ésta se conoce como matriz de compliance (CM del inglés «compliance
matrix»), denotada por L(z, z0) y definida como:(

F (z0)
F (z)

)
= L(z, z0) ·

(
A(z0)
A(z)

)
. (1.20)

Sabemos que en términos de las soluciones LI se cumplen las ecuaciones (1.17) y (1.18). Por
lo que al sustituirlas en la ecuación que cumple L(z, z0) y eliminar a tenemos

L(z, z0) =
(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)
·
(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)−1

. (1.21)
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1.4.5. Matriz híbrida

Con la definición de las matrices E(z, z0) y L(z, z0) se puede construir una nueva matriz
H(z, z0) tal que (

F (z0)
A(z)

)
= H(z, z0) ·

(
A(z0)
F (z)

)
. (1.22)

Esta matriz es conocida como matriz compliance-stiffnes híbrida o simplemente matriz hí-
brida (CSM del inglés «compliance-stiffnes matrix»). Despejando y expresando A y F en
términos de las soluciones LI tenemos que

H(z, z0) =

(
F1(z0) F2(z0)
A1(z) A2(z)

)
·
(
A1(z0) A2(z0)
F1(z) F2(z)

)−1

. (1.23)

1.5. Función de Green

Como ya señalamos anteriormente, el método de la función de Green también es impor-
tante al estudiar la ecuación de movimiento (1.2), por lo que conviene dar un pequeño repaso
sobre ella. Entonces, para este propósito consideremos una ecuación diferencial ordinaria con
la forma:

L̂ |u ⟩ = | f ⟩, (1.24)

en donde L̂ es un operador diferencial de segundo orden, f una función conocida y u una fun-
ción desconocida. Supongamos que esa ecuación tiene asociada ciertas condiciones de frontera
y que su intervalo de validez es [a, b]. En general existen dos grandes métodos para resolver
este problema, el primero consiste en encontrar la representación espectral del operador es-
tudiando las soluciones de la ecuación L̂ u = λu, en donde λ es una constante arbitraria. El
segundo, que estudiaremos aquí, propone encontrar un operador inverso de L̂. Supongamos
entonces que L̂ es un operador actuando sobre un espacio de funciones de la forma u(x) y que
tiene un inverso L̂−1 ≡ Ĝ. En ese caso, al multiplicar por el operador inverso ambos lados
de la ecuación (1.24), tenemos |u ⟩ = Ĝ | f ⟩. Si ahora multiplicamos ⟨x | por la izquierda e
insertamos el operador unitario1 entre Ĝ y | f ⟩, se sigue que

u(x) = ⟨x |Ĝ 1̂| f ⟩ =
∫ b

a

⟨x |Ĝ| y ⟩w(y) ⟨ y | f ⟩ dy =

∫ b

a

G(x, y)w(y) f(y) dy, (1.25)

es decir

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)w(y) f(y) dy. (1.26)

Hemos encontrado que el inverso del operador diferencial L̂ es un operador integral cuyo
núcleo (en inglés «kernel») es conocido como función de Green. Nuestro problema ahora se

11̂ =

∫
| y ⟩w(y) ⟨ y | dy
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reduce a encontrar G(x, y), por lo que debemos notar que la ecuación anterior es válida si se
cumple que

L̂ u(x) =

∫ b

a

L̂ G(x, y)w(y) f(y) dy = f(x). (1.27)

De lo anterior podemos concluir que la función de Green debe satisfacer la ecuación:

L̂ G(x, y) =
δ(x− y)

w(y)
, (1.28)

en donde se suele escoger la función de peso w(y) = 1. Cabe destacar que una ecuación dife-
rencial tiene asociada un número infinito de funciones de Green, de modo que para establecer
una solución concreta necesitamos aplicar las condiciones de frontera. Todo el desarrollo
anterior, más detalles y ejemplos se pueden encontrar en [3, 4, 5].

1.6. Objetivos

Creación de un registro de problemas actuales en diferentes campos de la física que se
reducen a ecuaciones con la forma de (1.2) en una dimensión (N = 1) y que ilustran
la necesidad de introducir una pequeña generalización al problema de Sturm-Liouville
clásico, cuando se tiene en cuenta la propagación oblicua a las intercaras del sistema
estratificado.

En el caso importante en donde los parámetros no dependen de la posición (problema
homogéneo), buscar las soluciones linealmente independientes, las matrices de trans-
ferencia más importantes, así como la función de Green regular en el infinito. Todo
lo anterior es una base muy útil para acometer la solución de diversos problemas de
contorno en heteroestructuras a capas.



Capítulo 2

Acopio de problemas que conducen a
ecuaciones de la forma Sturm-Liouville

2.1. Ecuación de onda

Uno de los fenómenos recurrentes en muchas áreas de la física, es el de la propagación
de ondas . Una onda es una perturbación que viaja a través de un medio sin provocar un
desplazamiento permanente y que transfiere energía a diferentes puntos del espacio. Por
ejemplo, cuando una piedra cae en el agua quieta de un lago, se forman ondas que viajan
de forma radial hacia todas direcciones de la superficie; cuando se rasga la cuerda de una
guitarra, su vibración provoca ondas sonoras que se propagan a través del aire; cuando una
estación de televisión transmite su contenido, se propagan ondas electromagnéticas a través
del espacio [6]. Otros ejemplos físicos que pueden ser descritos por ondas son las vibraciones
en un sólido elástico, mesones libres en la física nuclear y los movimientos sísmicos que se
propagan a través de la tierra [7].

2.1.1. Caso homogéneo e isótropo

Cuando se considera un medio homogéneo e isótropo, todos los fenómenos mencionados
anteriormente están modelados por una ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden,
conocida como ecuación de onda, que está dada por [6]:

∂2ϕ(r⃗, t)

∂t2
= c2∇2ϕ(r⃗, t), (2.1)

en donde ϕ(r⃗, t) es la perturbación de interés y c es la velocidad de propagación, que por las
condiciones del medio resulta ser constante. Por ejemplo, en el caso de ondas sonoras ϕ(r⃗, t)
es el potencial de velocidades, del cual se calcula la velocidad de las partículas del fluido con
v⃗ = ∇ϕ y c es la velocidad del sonido a través del aire [6, 8].

Uno de los métodos que se utilizan para resolver ésta, y en general otras ecuaciones
diferenciales parciales, es el de separación de variables [6, 9]. Este método consiste en suponer
que la solución está dada por el producto de dos funciones, una que depende sólo del tiempo

9
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y otra que depende sólo de las coordenadas: ϕ(r⃗, t) = F (r⃗)T (t). Esto implica que podemos
escribir la ecuación de onda de la siguiente forma

F (r⃗)T ′′(t) = c2 T (t)∇2F (r⃗) ⇒ T ′′(t)

c2 T (t)
=

∇2F (r⃗)

F (r⃗)
. (2.2)

Como el lado izquierdo y el lado derecho de la última ecuación dependen de variables dife-
rentes y su resta es cero, ambos términos deben ser iguales a una constante, que se conoce
como constante de separación. Entonces, si dejamos de lado la parte temporal e igualamos a
−λ2, obtenemos la siguiente ecuación para la parte espacial:

∇2F (r⃗) + λ2F (r⃗) = 0. (2.3)

En el desarrollo anterior no existe ninguna razón que justifique el uso del signo negativo al
frente de la constante λ2, aunque no importa pues si el signo fuera positivo llegaríamos a las
mismas soluciones. Sin embargo, lo que realmente importa es el signo de la constante en sí y
su elección depende de las condiciones de frontera del problema. No obstante se suele escoger
λ2 > 0 porque nos permite encontrar soluciones no triviales en forma de senos y cosenos, o
como la parte real de una exponencial compleja, pues como sabemos del análisis de Fourier,
cualquier función puede escribirse como una suma infinita de componentes armónicas, o
también porque es más fácil manipular exponenciales complejas.

Supongamos entonces el sistema a capas que hemos descrito anteriormente, en donde las
placas están apiladas a lo largo de la dirección z. De este modo, como ya hemos mencionado,
las soluciones se buscan en forma de exponenciales complejas de la forma:

F (r⃗) = F (z) ei(κ⃗·ρ⃗), (2.4)

con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Por lo tanto, al sustituir esta solución en la ecuación (2.3),
obtenemos:

d

dz

[
dF (z)

dz

]
+ (λ2 − κ2)F (z) = 0, (2.5)

que es una ecuación con la forma de Sturm-Liouville, en donde no aparece el término lineal P
y por lo tanto tampoco Y , esto según la relación P = −Y † de las condiciones de hermiticidad.
Por último, resulta interesante mencionar que en el caso de coordenadas esféricas, el método
de separación de variables conduce a la ecuación de Legendre en Θ y en el caso cilíndrico
obtenemos la ecuación de Bessel para R [6]. Estas dos ecuaciones también se pueden escribir
en la forma de Sturm-Liouville.

2.1.2. Caso inhomogéneo y anisótropo

Para estudiar la ecuación de onda en un medio anisótropo, consideremos el caso electro-
magnético, en donde la permitividad y permeabilidad son tensores de segundo rango. Además,
supongamos que no existen fuentes ni corrientes, por lo que las ecuaciones de Maxwell en la
materia bajo esas condiciones, nos permiten construir una ecuación de onda dada por [10]:

∇×
[
⃗⃗η · (∇× E⃗)

]
+

⃗⃗ϵr
c2

∂2E⃗
∂t2

= 0, (2.6)
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en donde ⃗⃗η es el inverso del tensor de permeabilidad ⃗⃗µr, E⃗ es el campo eléctrico, µ0ϵ0 = 1/c2

y en donde se ha tomado ⃗⃗ϵ = ϵ0⃗⃗ϵr y ⃗⃗µ = µ0
⃗⃗µr. Entonces, usando la separación de variables

con E⃗(r⃗, t) = F⃗(r⃗)T (t) y considerando que la dependencia temporal es armónica, es decir,
T (t) = eiωt, obtenemos para la parte espacial una ecuación de la forma:

∇×
[
⃗⃗η · (∇× F⃗)

]
− λ2 (⃗⃗ϵr · F⃗) = 0, (2.7)

en donde λ = ω/c. Para reducir la expresión anterior vamos primero a calcular el rotacional
del campo F⃗, el cual es

∇× F⃗ =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
. (2.8)

Ahora, si hacemos el producto del rotacional anterior con el tensor ⃗⃗η, obtenemos un vector
q⃗ = ⃗⃗η · (∇× F⃗) cuyas componentes son qj =

∑
l

[
ηjl (∇× F⃗)l

]
con j y l índices que toman

los valores 1, 2 y 3. De esto se sigue que

∇× q⃗ =

(
∂q3
∂y

− ∂q2
∂z

,
∂q1
∂z

− ∂q3
∂x

,
∂q2
∂x

− ∂q1
∂y

)
. (2.9)

Con el desarrollo anterior hemos logrado llegar a una ecuación vectorial, por lo que vamos a
tomar sólo la primer componente del rotacional del vector q⃗ y como en este trabajo estudiamos
problemas en los que el campo de interés es una función escalar, supongamos también que
F2 = F3 = 0, es decir, vamos a analizar la ecuación:

∂q3
∂y

− ∂q2
∂z

− λ2
[
ϵ11(z)F1

]
= 0. (2.10)

Si estudiamos un sistema a capas con un medio anisótropo e inhomogéneo, en donde las
placas están apiladas a lo largo de la dirección z, los tensores involucrados dependerán de z,
es decir, tenemos ⃗⃗η(z) y ⃗⃗ϵr(z). Por otra parte, la componente x del campo se puede escoger
como F1 = F (z)ei(κ⃗·ρ⃗) con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Por lo tanto, al desarrollar los términos
de la última ecuación obtenemos al fin que

d

dz

[
η22(z)

dF (z)

dz
− iκyη23(z)F (z)

]
−iκyη32(z)

dF (z)

dz
+
[
λ2ϵ11(z)− κ2

yη33(z)
]
F (z) = 0. (2.11)

Aquí, los coeficientes son

B = η22(z), P = −iκyη23(z), Y = −iκyη32(z), W = λ2ϵ11(z)− κ2
yη33(z). (2.12)

Cabe destacar que en lo anterior, los valores η23(z) y η32(z) son iguales por ser ⃗⃗η(z) un tensor
simétrico. Por esta razón, es fácil ver que se cumple la relación P = −Y †.
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2.2. Ecuación de difusión

Otra ecuación de la física matemática que tiene gran importancia teórica y práctica es la
ecuación de difusión, pues ésta se utiliza para modelar diferentes fenómenos en muchas ramas
de la física y áreas como la biología o la química. Por ejemplo, en mecánica de fluidos permite
describir cómo cambia en el tiempo la concentración de una sustancia química, como un tinte,
que se vierte en un líquido; en termodinámica, se utiliza para saber cómo se distribuye la
temperatura en el espacio mientras transcurre el tiempo (véanse ejemplos 4 y 5 de [7]). En
mecánica cuántica describe la evolución en el espacio y el tiempo de las probabilidades de
una partícula. También se utiliza para modelar el movimiento browniano [8, sección 59] y los
modelos de difusión para dinámica de la población [7]. En el libro [11] se puede encontrar
mucha información sobre esta importante ecuación.

2.2.1. Caso homogéneo e isótropo

En un medio homogéneo e isótropo la ecuación de difusión, que se utiliza para modelar
todos los problemas mencionados, toma la siguiente forma general [11]:

∂u(r⃗, t)

∂t
= D∇2u(r⃗, t), (2.13)

en donde u(r⃗, t) es la cantidad de interés que depende de la teoría que se estudie y D es
una constante que se conoce como factor de difusión. Por ejemplo, en el caso termodinámico
u(r⃗, t) representa la temperatura y en el cuántico es la función de onda. Ahora, si utilizamos
el método de separación de variables [9], es decir, si suponemos que u(r⃗, t) = F (r⃗)T (t) y
sustituimos en (2.13), obtenemos que

F (r⃗)T ′(t) = DT (t)∇2F (r⃗) ⇒ T ′(t)

DT (t)
=

∇2F (r⃗)

F (r⃗)
. (2.14)

Por lo tanto haciendo a −λ2 la constante de separación, obtenemos para la parte espacial,
una ecuación similar al caso de ondas:

∇2F (r⃗) + λ2F (r⃗) = 0. (2.15)

Como ya discutimos, en general la elección de la constante de separación depende de las
condiciones de frontera y se deben estudiar todos los casos, aunque en general se escoge
λ2 > 0 pues ésto conduce a soluciones no triviales en forma de series de Fourier.

Cuando estudiamos un sistema a capas de modo que la dirección z es perpendicular a las
interfaces, la función F (r⃗) es tal que

F (r⃗) = F (z) ei(κ⃗·ρ⃗), (2.16)

con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Así, obtenemos:
d

dz

[
dF (z)

dz

]
+ (λ2 − κ2)F (z) = 0, (2.17)

que como era de esperarse es una ecuación similar al caso de ondas, en donde no aparecen
los términos P y Y .
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2.2.2. Caso inhomogéneo y anisótropo

En un medio inhomogéneo y anisótropo, el factor de difusión D depende de la dirección
y se convierte en un tensor de segundo rango, por lo que la ecuación (2.13) toma la siguiente
forma [12, sección 33]:

∂u(r⃗, t)

∂t
= ∇ ·

[
⃗⃗
D(r⃗) · ∇u(r⃗, t)

]
, (2.18)

en donde ⃗⃗
D(r⃗) es un coeficiente tensorial que en general es simétrico. Además, todos los

valores principales de este tensor resultan ser positivos. Ahora, continuando con el proceso
ya establecido en el caso isótropo, vamos a utilizar la separación de variables, de donde
obtenemos

T ′(t)

T (t)
=

∇ ·
[
⃗⃗
D(r⃗) · ∇F (r⃗)

]
F (r⃗)

. (2.19)

Igualando lo anterior a −λ2 tenemos para la parte espacial la siguiente ecuación:

∇ ·
[
⃗⃗
D(r⃗) · ∇F (r⃗)

]
+ λ2F (r⃗) = 0. (2.20)

En un sistema a capas que está apilado a lo largo de la dirección z, perpendicular a las
interfaces, el tensor de difusión será simétrico y dependerá sólo de la coordenada z, es decir,
⃗⃗
D(r⃗) =

⃗⃗
D(z). Por otro lado, la función F (r⃗) será

F (r⃗) = F (z) ei(κ⃗·ρ⃗), (2.21)

con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Por lo tanto, al tomar el gradiente de F obtenemos:

∇F (r⃗) =
(
iκx F (z), iκyF (z), F ′(z)

)
eiκ⃗·ρ⃗. (2.22)

Para desarrollar la parte espacial vamos a tomar un vector auxiliar q⃗ ≡ ⃗⃗
D(r⃗) · ∇F (r⃗), cuyas

componentes serán qj =
∑3

j=1Djl

[
∇F (r⃗)

]
l
, de modo que al calcular la divergencia vamos a

tener que

∇ · q⃗ =
∂q1
∂x

+
∂q2
∂y

+
∂q3
∂z

(2.23)

= iκxq1 + iκyq2 +
d

dz

[
iκxD31(z)F (z) + iκyD32(z)F (z) +D33(z)F

′(z)

]
eiκ⃗·ρ⃗. (2.24)

Desarrollando lo anterior, agrupando términos e introduciendo los vectores a⃗ = (D31, D32, D33)

y b⃗ = (D13, D23, D33), la parte espacial de la ecuación de difusión para el caso anisótropo,
toma la siguiente forma:

d

dz

[
D33(z)

dF (z)

dz
+ i (κ⃗ · a⃗)F (z)

]
+ i

(
κ⃗ · b⃗

) dF (z)

dz
+
(
λ2 − κ⃗ · ⃗⃗D · κ⃗

)
F (z) = 0, (2.25)
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en donde

B = D33(z), (2.26)
P = i (κ⃗ · a⃗) = iκxD31(z) + iκyD32(z), (2.27)

Y = i
(
κ⃗ · b⃗

)
= iκxD13(z) + iκyD23(z), (2.28)

W =
(
λ2 − κ⃗ · ⃗⃗D · κ⃗

)
=

(
λ2 −

[
D11(z)κ

2
x + 2D21(z)κxκy +D22(z)κ

2
y

])
. (2.29)

Cabe destacar que en los coeficientes anteriores los vectores a⃗ y b⃗ son iguales por ser ⃗⃗
D(z)

un tensor simétrico, esa es la razón de que aparezca un 2 en frente de D21 del coeficiente W .
Además, es fácil ver que se cumple la relación P = −Y †.

2.3. Ecuación de masa efectiva en coordenadas cartesia-
nas

El estudio dinámico de los átomos en los sólidos cristalinos, es decir, en aquellos que tienen
una estructura periódica y ordenada, resulta complejo debido a que la ecuación de Schrö-
dinger asociada contiene tanto las energías cinéticas de los electrones y los iones, como las
interacciones entre éstos: electrón-electrón, electrón-ión e ión-ión. Por esta razón, se recurre
al uso de métodos aproximados que ayuden a estudiar de manera más sencilla el problema,
como lo son la aproximación adiabática o las monoelectrónicas [13, 14]. El método de apro-
ximación que nos interesa aquí, se conoce como cálculo de masa efectiva. En él, se define un
cuasi-electrón cuya masa es m∗, que en principio es diferente de la masa me del electrón libre.
Entonces, al introducir m∗ a la ecuación de Schrödinger del cristal, para describir al electrón,
ésta se convierte en una relación particular que no contiene explícitamente su interacción
con la red y con sus propiedades [13, capítulo 5]. Esto es particularmente útil al estudiar el
problema del electrón en un cristal cuando hay presencia de campos externos. Por ejemplo,
sea U(r⃗, t) un campo externo, entonces el hamiltoniano dependiente del tiempo será:

Ĥ = K̂ + Up(r⃗) + U(r⃗, t), (2.30)

en donde Up(r⃗) es el potencial periódico y K̂ es el operador de energía cinética. Por lo tanto,
la ecuación de Schrödinger es:

Ĥ Ψ(r⃗, t) = iℏ
∂Ψ(r⃗, t)

∂t
. (2.31)

Para dar una solución utilizamos la representación de Wannier, en donde se propone una
solución que es del tipo:

Ψ(r⃗, t) =
∑
n

∑
m

fnm(t)anm(r⃗), (2.32)

en donde a fnm(t) es una función conocida como envolvente. Así, cuando sustituimos la
solución (2.32) en (2.31) para luego multiplicar por a∗ls(r⃗) e integrar sobre todo el espacio,
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se obtiene una ecuación que se debe resolver para la función envolvente. En esa ecuación ya
no aparece el potencial periódico propio del cristal y en lugar del parámetro me aparece el
factor de masa efectiva m∗.

2.3.1. Caso inhomogéneo e isótropo

En el caso general de un medio inhomogéneo e isótropo se puede demostrar que para
sistemas con parámetros que varían suavemente con la posición, la ecuación para la función
envolvente, denotada ahora por F (r⃗), es (ver [1] y las citas ahí):

1

2
ˆ⃗p ·

[
ˆ⃗pF (r⃗)

m(r⃗)

]
+ V (r⃗)F (r⃗) = E F (r⃗), (2.33)

en donde m(r⃗) es la masa efectiva y ˆ⃗p es el operador de momento lineal, que en coordenadas
cartesianas está dado por:

ˆ⃗p = −iℏ∇ = −iℏ
[
∂

∂x
e⃗x +

∂

∂y
e⃗y +

∂

∂z
e⃗z

]
. (2.34)

Supongamos un sistema a capas en el que la dirección z es perpendicular a las interfaces.
En ese caso, m(r⃗) = m(z), V (r⃗) = V (z) y las soluciones se pueden buscar en la forma

F (r⃗) = F (z) ei(κ⃗·ρ⃗), (2.35)

con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Entonces, al aplicar el operador de momento lineal a la función
F (r⃗), obtenemos:

ˆ⃗pF (r⃗) = −iℏ
(
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)

= −iℏ
(
iκxF (z), iκyF (z), F ′(z)

)
eiκ⃗·ρ⃗

=
(
ℏκxF (z), ℏκyF (z), −iℏF ′(z)

)
eiκ⃗·ρ⃗.

Haciendo q⃗ = [ˆ⃗pF (r⃗)]/m(r⃗) y sustituyendo el resultado anterior en el primer término de la
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ecuación (2.33), se obtiene que

1

2
ˆ⃗p · q⃗ =

1

2

3∑
j=1

pj qj = −iℏ
2

[
∂q1
∂x

+
∂q2
∂y

+
∂q3
∂z

]

= −i2ℏκx

2
q1 −

i2ℏκy

2
q2 +

i2ℏ2

2

d

dz

[
F ′(z)

m(z)

]
eiκ⃗·ρ⃗

= −ℏ2

2

[
d

dz

(
F ′(z)

m(z)

)
− κ2

m(z)
F (z)

]
eiκ⃗·ρ⃗.

Por lo tanto la ecuación (2.33) resulta ser
ℏ2

2

d

dz

[
F ′(z)

m(z)

]
+

[
E −

(
V (z) +

κ2ℏ2

2m(z)

)]
F (z) = 0. (2.36)

Aquí hemos obtenido otra ecuación con la forma Sturm-Liouville con P = 0.

2.3.2. Caso inhomogéneo y anisótropo

En un medio inhomogéneo y anisótropo, la masa efectiva está caracterizada por un tensor
⃗⃗m(r⃗) que depende de la posición, de modo que si denotamos como ⃗⃗ν(r⃗) el inverso de ese
tensor, entonces la ecuación (2.33) para la función envolvente toma la siguiente forma:

1

2
ˆ⃗p ·

{
⃗⃗ν ·

[
ˆ⃗pF (r⃗)

]}
+ V (r⃗)F (r⃗) = EF (r⃗). (2.37)

En un sistema a capas en donde las placas están apiladas a lo largo de la dirección z,
el tensor de masa efectiva será simétrico y dependerá sólo de la coordenada z, es decir,
⃗⃗ν(r⃗) = ⃗⃗ν(z). Por otro lado V (r⃗) = V (z) y la función F (r⃗) es tal que

F (r⃗) = F (z) ei(κ⃗·ρ⃗) (2.38)

con κ⃗ = (κx, κy) y ρ⃗ = (x, y). Además, como ya demostramos anteriormente, al aplicar el
operador de momento lineal a la función F , se obtiene que

ˆ⃗pF (r⃗) =
(
ℏκxF (z), ℏκyF (z), −iℏF ′(z)

)
eiκ⃗·ρ⃗. (2.39)

Para continuar, hagamos q⃗ = ⃗⃗ν ·
[
ˆ⃗pF (r⃗)

]
, cuyas componentes son qj =

∑
l νjl

[
ˆ⃗pF (r⃗)

]
l
con

j y l índices que toman los valores 1, 2 y 3. Por lo tanto, el primer término en la ecuación
(2.37) será:

1

2
ˆ⃗p · q⃗ =

1

2

3∑
j=1

pjqj = −iℏ
2

[
∂q1
∂x

+
∂q2
∂y

+
∂q3
∂z

]
.

= −i2ℏκx

2
q1 −

i2ℏκy

2
q2 −

ℏ2

2

d

dz

[
i
(
κxν31 + κyν32

)
F (z) + ν33F

′(z)
]
eiκ⃗·ρ⃗.
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Desarrollando los términos con q1 y q2 e introduciendo los vectores a⃗ = (ν31, ν32, ν33) y b⃗ =
(ν13, ν23, ν33), obtenemos al fin que la ecuación (2.37) será:

ℏ2

2

d

dz

[
ν33(z)

dF (z)

dz
+ i

(
κ⃗ · a⃗

)
F (z)

]
+

iℏ2

2

(
κ⃗ · b⃗

)dF (z)

dz

+

[
E −

(
V (z) +

ℏ2

2
(κ⃗ · ⃗⃗ν · κ⃗)

)]
F (z) = 0,

(2.40)

en donde

B =
ℏ2ν33(z)

2
, (2.41)

P =
iℏ2

2

(
κ⃗ · a⃗

)
=

iℏ2

2

[
κxν31(z) + κyν32(z)

]
, (2.42)

Y =
iℏ2

2

(
κ⃗ · b⃗

)
=

iℏ2

2

[
κxν13(z) + κyν23(z)

]
, (2.43)

W = E − V (z)− ℏ2

2

[
ν11(z)κ

2
x + 2ν12(z)κxκy + ν22(z)κ

2
y

]
. (2.44)

En esta forma es fácil ver que la relación de hermeticidad se cumple.

2.4. Ondas electromagnéticas guiadas

Un sistema físico mediante el cual se pueden propagar las ondas electromagnéticas si-
guiendo una trayectoria determinada, se conoce como una guía de onda [6]. Su estudio tiene
como propósito general el construir dispositivos para trasmitir energía e información entre
dos puntos. La propagación de la onda depende de la geometría de la guía y los campos
deben satisfacer condiciones de empalme en la superficie de separación de los materiales que
la conforman. De este modo, en una guía de onda arbitraria, se encuentran tres tipos básicos
de ondas electromagnéticas:

TE. Son aquellas en las que el campo eléctrico es transversal a la dirección de propa-
gación.

TM. En estas ondas el campo magnético es transversal a la dirección de propagación.

TEM. Aquí, tanto el campo eléctrico como el campo magnético son transversales a la
dirección de propagación.

Supongamos una guía de onda compuesta por varias capas de caras paralelas y perpen-
diculares al eje cartesiano z. Las capas son de caras estrictamente paralelas, sin rugosidad ni
otras imperfecciones. Las dimensiones del sistema en el plano (x, y) son tan grandes que se
pueden considerar infinitas. Más aún, el número de capas puede ser pequeño o grande; para
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el análisis siguiente no es relevante. Con estas condiciones y considerando una situación en
la que no existen corrientes ni fuentes, las ecuaciones de Maxwell en la materia son:

∇ · D⃗(r⃗, t) = 0, (2.45)

∇× E⃗(r⃗, t) = −∂B⃗(r⃗, t)

∂t
, (2.46)

∇ · B⃗(r⃗, t) = 0, (2.47)

∇× H⃗(r⃗, t) =
∂D⃗(r⃗, t)

∂t
. (2.48)

Separando los campos en su parte transversal (perpendicular a z), la cual denotaremos con
un subíndice t, quedan como sigue:

D⃗t(ρ⃗, z, t) =
(
D0x(z), D0y(z)

)
ei(κ⃗·ρ⃗−ωt), (2.49)

Dz(ρ⃗, z, t) = D0z(z) e
i(κ⃗·ρ⃗−ωt), (2.50)

H⃗t(ρ⃗, z, t) =
(
H0x(z), H0y(z)

)
ei(κ⃗·ρ⃗−ωt), (2.51)

Hz(ρ⃗, z, t) = H0z(z) e
i(κ⃗·ρ⃗−ωt), (2.52)

en donde ρ⃗ = (x, y) y κ⃗ = (κx, κy). Para los demás campos se supone una dependencia similar.
Al sustituir lo anterior en las ecuaciones de Maxwell, obtenemos un sistema de ecuaciones
ordinarias en la variable independiente z:

i κ⃗ · D⃗t(z) +D′
z(z) = 0, (2.53)

i κ⃗× E⃗(z) + e⃗z × E⃗
′
(z) = iωB⃗(z), (2.54)

i κ⃗ · B⃗t(z) +B′
z(z) = 0, (2.55)

i κ⃗× H⃗(z) + e⃗z × H⃗
′
(z) = −iωD⃗(z). (2.56)

2.4.1. Ondas electromagnéticas TE

En el caso de ondas TE, es decir, cuando el campo eléctrico es transversal a la dirección
de propagación (Dz = 0), las ecuaciones (2.53)-(2.56) toman la siguiente forma:

i κ⃗ · D⃗t(z) = 0, (2.57)

i κ⃗× E⃗t(z) + e⃗z × E⃗
′
t(z) = iωB⃗(z), (2.58)

i κ⃗ · B⃗t(z) +B′
z(z) = 0, (2.59)

i κ⃗× H⃗(z) + e⃗z × H⃗
′
(z) = −iωD⃗t(z). (2.60)

De la primer ecuación podemos notar que D⃗t(z) es perpendicular al vector de onda κ⃗. Sin
pérdida de generalidad podemos tomar el vector κ⃗ en la dirección y con κy = κ, de modo
que D0y(z) = 0. Por otro lado, de los productos vectoriales de la segunda ecuación podemos
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notar que el campo magnético sólo tiene componentes en en el plano (y, z). Por lo tanto
obtenemos:

−iκEx(z) = iωBz(z), (2.61)
E ′

x(z) = iωBy(z), (2.62)
iκBy(z) +B′

z(z) = 0, (2.63)
iκHz(z)−H ′

y(z) = −iωDx(z). (2.64)

La tercera de estas ecuaciones carece de importancia pues se puede deducir de las dos prime-
ras. Por otra parte, sabiendo que D⃗ = ϵ0ϵr(z)E⃗ y B⃗ = µ0µr(z)H⃗, entonces podemos escribir
la última ecuación como:

iκ

[
Bz(z)

µ0µr(z)

]
− d

dz

[
By(z)

µ0µr(z)

]
= −iωϵ0ϵr(z)Ex(z). (2.65)

Si a lo anterior sustituimos las ecuaciones (2.61) y (2.62) obtenemos una expresión para el
campo eléctrico que, después de ciertos arreglos, queda como sigue:

d

dz

[
µ0

µr(z)
E ′

x(z)

]
+

(
ω2µ2

0 ϵ0 ϵr(z)−
µ0

µr(z)
κ2

)
Ex(z) = 0. (2.66)

Aquí tenemos una ecuación con la forma de Sturm-Liouville con P = 0.

2.4.2. Ondas electromagnéticas TM

Para las ondas TM, la componente Hz es nula, por lo que las ecuaciones (2.53)-(2.56)
serán:

i κ⃗ · D⃗t(z) +D′
z(z) = 0, (2.67)

i κ⃗× E⃗(z) + e⃗z × E⃗
′
(z) = iωB⃗t(z), (2.68)

i κ⃗ · B⃗t(z) = 0, (2.69)

i κ⃗× H⃗t(z) + e⃗z × H⃗
′
t(z) = −iωD⃗(z). (2.70)

De la ecuación (2.69) podemos ver que B⃗t(z) es perpendicular al vector de onda κ⃗, entonces
tomando κ⃗ en la dirección y con κy = κ, la componente B0y será nula. Además, de los
productos vectoriales de la ecuación (2.70) vemos que D⃗ sólo tiene componentes en y y z.
Por lo tanto obtenemos:

i κ⃗ · D⃗t(z) +D′
z(z) = 0, (2.71)

iκEz(z)− E ′
y(z) = iωBx(z), (2.72)

H ′
x(z) = −iωDy(z), (2.73)

−iκHx(z) = −iωDz(z). (2.74)
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La primera se deduce de las dos últimas, por lo que usando las relaciones D⃗ = ϵ0ϵr(z)E⃗ y
B⃗ = µ0µr(z)H⃗, podemos escribir la segunda ecuación como:

d

dz

[
ϵ0

ϵr(z)
H ′

x(z)

]
+

(
ω2ϵ20 µ0µr(z)−

ϵ0
ϵr(z)

κ2

)
Hx(z) = 0. (2.75)

Ahora tenemos una ecuación muy similar a la obtenida en el caso de ondas TE.

2.5. Comparación

Con el fin de tener una visión general de los coeficientes que aparecen en las ecuaciones
de movimiento de los problemas estudiados hasta ahora, los reunimos en la tabla 2.1. Ahí se
muestra una comparación de aquellos problemas que fueron estudiados en un medio isótropo,
homogéneo para las ecuaciones de onda y de difusión e inhomogéneo para el resto. Todos
estos ejemplos terminan en la ecuación clásica de la forma Sturm-Liouville.

Ecuación B P −P † W

Onda 1 0 0 λ2 − κ2

Difusión 1 0 0 λ2 − κ2

Masa Efectiva
ℏ2

2m(z)
0 0 E −

(
V (z) +

ℏ2κ2

2m(z)

)

Ondas TE
µ0

µr(z)
0 0 ω2µ2

0 ϵ0 ϵr(z)−
µ0

µr(z)
κ2

Ondas TM
ϵ0

ϵr(z)
0 0 ω2ϵ20 µ0µr(z)−

ϵ0
ϵr(z)

κ2

Tabla 2.1: Comparación de coeficientes en las ecuaciones de movimiento de los problemas del
catálogo para medios inhomogéneos e isótropos.

De manera similar, en la tabla 2.2 mostramos los problemas que fueron analizados en
medios inhomogéneos y anisótropos. En ella se puede observar de manera más clara que se
cumple la hermeticidad del operador L̂.

Es importante mencionar que en todos los casos de ambas tablas el parámetro W contiene
el valor propio asociado a la ecuación de movimiento. Por ejemplo, en el caso de la masa
efectiva es la energía E.
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Ecuación B P −P † W

Onda η22(z) −iκyη23(z) −iκyη32(z) λ2ϵ11(z)− κ2
yη33(z)

Difusión D33(z) i
[
κxD31(z) + κyD32(z)

]
i
[
κxD13(z) + κyD23(z)

] (
λ2 −

[
D11(z)κ

2
x + 2D21(z)κxκy +D22(z)κ

2
y

])

Masa Efectiva
ℏ2

2
ν33(z)

iℏ2

2

[
κxν31(z) + κyν32(z)

] iℏ2

2

[
κxν13(z) + κyν23(z)

]
E − V (z)− ℏ2

2

[
ν11(z)κ

2
x + 2ν12(z)κxκy + ν22(z)κ

2
y

]

Tabla 2.2: Comparación de coeficientes en las ecuaciones del catálogo para medios inhomogéneos
y anisótropos.





Capítulo 3

Soluciones LI, matrices de transferencia
y función de Green regular

3.1. Soluciones LI

Anteriormente establecimos como objetivo el calcular algunas de las matrices de transfe-
rencia más importantes para el problema homogéneo, así como la obtención de la función de
Green regular en el infinito. Sin embargo, el primer paso a seguir es encontrar las soluciones
linealmente independientes del sistema, esto partiendo de la ecuación de movimiento para
N = 1. En ese caso, la ecuación que debemos considerar es la siguiente (véase [1, sec. 7.1]):

d

dz

[
B(z)

dF (z)

dz
+ P (z)F (z)

]
+ Y (z)

dF (z)

dz
+W (z)F (z) = 0. (3.1)

Ahora, como vamos a estudiar el problema homogéneo, los parámetros en la expresión anterior
no deben ser funciones de z, es decir, deben ser constantes. Por lo tanto, lo que en realidad
tenemos es:

B
d2F (z)

dz2
+ (P + Y )

dF (z)

dz
+W F (z) = 0. (3.2)

Esta es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes, por
lo que podemos suponer que su solución es de la forma F (z) = F0 e

ikz, en donde F0 es una
constante. Esto se justifica en la teoría de ecuaciones diferenciales [9].

Nótese que la primera y segunda derivadas de la solución propuesta, están relacionadas
con la función F (z) sin derivar, lo que se debe a la presencia de la función exponencial, por
lo que se cumplen las siguientes relaciones:

dF (z)

dz
= ik F (z) y

d2F (z)

dz2
= i2k2 F (z). (3.3)

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuación (3.2) se obtiene que

−k2B F (z) + i(P + Y )k F (z) +W F (z) = 0. (3.4)

23
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Eliminando F (z) se llega a una ecuación cuadrática para k, la cual es

Bk2 − i(P + Y )k −W = 0, (3.5)

cuyas raíces están dadas por

k1 =
i(P + Y ) +

√
−(P + Y )2 + 4BW

2B
(3.6)

y

k2 =
i(P + Y )−

√
−(P + Y )2 + 4BW

2B
. (3.7)

Así, con estas valores de k se pueden construir las dos soluciones LI del sistema, la cuales son

Fj(z) = F0j e
ikjz, (3.8)

en donde el índice j toma los valores 1 y 2. Por su parte, las formas lineales asociadas para
N = 1, que serán útiles en cálculos próximos, toman la forma:

Aj(z) = F0j(P + ikjB) eikjz. (3.9)

Antes de continuar, vamos a analizar algunos casos particulares de interés físico, que
condicionan la forma de las raíces kj. Primero que todo, sabemos de la sección 1.3, que bajo
las condiciones de hermiticidad del operador L̂, se tiene que Y = −P † y que W y B resultan
ser números reales, de modo que se puede dar una de las siguientes situaciones:

1. El caso más sencillo que puede ocurrir es que P sea igual a su adjunto, es decir, que se
cumpla la relación P + Y = P − P † = 0. Bajo esas condiciones podemos observar que
las raíces kj tienen signos opuestos:

k1 =

√
W

B
y k2 = −

√
W

B
. (3.10)

Veamos qué pasa con estas igualdades cuando consideramos los signos de los números
B y W . Primero, si ambos tienen signos opuestos, las raíces serán números complejos
puros, por lo que k2 será el simétrico de k1, respecto del origen. Esto quiere decir que
uno se encuentra en un semiplano opuesto al que pertenece el otro. Por otro lado,
cuando B y W tienen signos iguales, las raíces k1 y k2 serán reales opuestos. Entonces,
sin pérdida de generalidad, consideremos para los análisis posteriores, con el supuesto
P + Y = 0, que k1 se encuentra en el semiplano superior o en la parte positiva del eje
real, de modo que k2 se encontrará en el semiplano inferior o en la parte negativa del
eje real.

2. Resulta fácil caer en cuenta de que el caso más general ocurre cuando P no es igual a
su adjunto y se cumple que P + Y = P − P † ̸= 0. En este caso, las raíces son

k1 =
i(P − P †) +

√
−(P − P †)2 + 4BW

2B
(3.11)
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y

k2 =
i(P − P †)−

√
−(P − P †)2 + 4BW

2B
. (3.12)

Separando el número P en su parte real y su parte compleja, es decir, poniendo P =
PR+iPI , se tiene que P−P † = 2iPI . Entonces las raíces, que para este caso escribiremos
con q1 y q2, toman la siguiente forma:

q1 = −PI

B
+

√
W

B
+

P 2
I

B2
y q2 = −PI

B
−
√

W

B
+

P 2
I

B2
. (3.13)

Estos valores son simétricos ya no respecto del origen sino del número real −PI/B.
Entonces, cuando B y W tienen signos contrarios y |W/B| es mayor a P 2

I /B
2, las

raíces serán complejas y se encontrarán en un semiplano opuesto al de la otra. Tal
semiplano está determinado, de nuevo, por la recta real. Asimismo, si B y W tienen
el mismo signo, entonces q1 y q2 son reales opuestos respecto al número −PI/B, que
también sería real. Por último, como en el caso anterior, vamos a suponer que q1 se
encuentra en el semiplano superior o en la parte derecha del punto −PI/B.

3.2. Matriz de transferencia completa del problema ho-
mogéneo

Conociendo las soluciones LI del problema homogéneo, podemos calcular la matriz de
transferencia completa con el uso de la ecuación (1.12):

M(z, z0) = N(z) ·
[
N(z0)

]−1

=

(
F1(z) F2(z)
F ′
1(z) F ′

2(z)

)
·
(
F1(z0) F2(z0)
F ′
1(z0) F ′

2(z0)

)−1

=
1

det
[
N(z0)

] (F1(z) F2(z)
F ′
1(z) F ′

2(z)

)
·
(

F ′
2(z0) −F2(z0)

−F ′
1(z0) F1(z0)

)

=
1

det
[
N(z0)

]
F1(z)F

′
2(z0)− F2(z)F

′
1(z0) −F1(z)F2(z0) + F2(z)F1(z0)

F ′
1(z)F

′
2(z0)− F ′

2(z)F
′
1(z0) −F ′

1(z)F2(z0) + F ′
2(z)F1(z0)

 .

Recordando que las funciones primadas denotan derivadas, el determinante en la ecuación
anterior es:

det
[
N(z0)

]
= F1(z0)F

′
2(z0)− F2(z0)F

′
1(z0) = i(k2 − k1)F1(z0)F2(z0). (3.14)
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Usando este resultado, junto a las soluciones LI y sus derivadas, según la ecuación (3.8),
obtenemos que la forma general de la matriz de transferencia completa es:

M(z, z0) =


ik2 F1(z)F2(z0)− ik1 F1(z0)F2(z)

i(k2 − k1)F1(z0)F2(z0)

−F1(z)F2(z0) + F2(z)F1(z0)

i(k2 − k1)F1(z0)F2(z0)

i2k1k2
[
F1(z)F2(z0)− F2(z)F1(z0)

]
i(k2 − k1)F1(z0)F2(z0)

−ik1 F1(z)F2(z0) + ik2 F2(z)F1(z0)

i(k2 − k1)F1(z0)F2(z0)

 .

(3.15)
Al tomar el determinante de la matriz anterior se tiene

det
[
M(z, z0)

]
=

F1(z)F2(z)

F1(z0)F2(z0)
= exp

(
i[k1 + k2][z − z0]

)
. (3.16)

Ahora vamos a estudiar el aspecto de la matriz de transferencia completa considerando
los casos particulares para las raíces kj, los cuales se discutieron anteriormente. Primero, si
suponemos que P + Y = 0, entonces

k1 = −k2 = −k2 − k1
2

=

√
W

B
. (3.17)

Al sustituir estas igualdades en la ecuación (3.15), obtenemos que

M(z, z0) =

 cos
[
k1(z − z0)

] 1

k1
sen

[
k1(z − z0)

]
−k1 sen

[
k1(z − z0)

]
cos

[
k1(z − z0)

]
 . (3.18)

Como ya dijimos, el determinante de esta matriz debe ser la unidad según (3.16), lo cual en
efecto ocurre:

det
[
M(z, z0)

]
= cos2

[
k1(z − z0)

]
+ sen2

[
k1(z − z0)

]
= 1. (3.19)

3.3. Matriz de transferencia asociada del problema ho-
mogéneo

En los casos en que la derivada de la función F (z) resulta no ser continua, es conveniente
estudiar la matriz de transferencia asociada que hemos denotado por T(z, z0). En ella, en
lugar de transferir las amplitudes y sus derivadas, se transfieren las amplitudes y la forma
lineal, ya que siempre resultan ser continuas. Así, según la ecuación (1.15) la matriz T(z, z0)
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es tal que

T(z, z0) = Q(z) ·
[
Q(z0)

]−1

=

(
F1(z) F2(z)
A1(z) A2(z)

)
·
(
F1(z0) F2(z0)
A1(z0) A2(z0)

)−1

=
1

det
[
Q(z0)

] (F1(z) F2(z)
A1(z) A2(z)

)
·
(

A2(z0) −F2(z0)
−A1(z0) F1(z0)

)

=
1

det
[
Q(z0)

]
F1(z)A2(z0)− F2(z)A1(z0) −F1(z)F2(z0) + F2(z)F1(z0)

A1(z)A2(z0)− A2(z)A1(z0) −A1(z)F2(z0) + A2(z)F1(z0)

 .

Para reducir al máximo la forma de esta matriz, calculamos el determinante que aparece al
frente de ella, y para eso debemos sustituir la forma lineal asociada A(z0), de donde obtenemos
que

det
[
Q(z0)

]
= F1(z0)A2(z0)− F2(z0)A1(z0) = i B (k2 − k1)F1(z0)F2(z0). (3.20)

Si definimos los parámetros T1 = P+iBk1 y T2 = P+iBk2, entonces el determinante anterior
toma la forma (T2 − T1)F1(z0)F2(z0) y así al sustituir todo y desarrollar cada elemento de
la matriz obtenemos:

T(z, z0) =


T2 F1(z)F2(z0)− T1 F1(z0)F2(z)

(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

−F1(z)F2(z0) + F2(z)F1(z0)

(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

T1T2

[
F1(z)F2(z0)− F2(z)F1(z0)

]
(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

−T1F1(z)F2(z0) + T2F2(z)F1(z0)

(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

 .

(3.21)
Esta expresión todavía parece muy complicada, pero si escribimos los campos según la ecua-
ción (3.8) podemos verificar que coincide con la calculada en [1], en donde se toma z0 = 0. Por
otro lado, resulta importante verificar el determinante, el cual es similar al que se encontró
para el caso de la matriz de transferencia completa:

det
[
T(z, z0)

]
=

F1(z)F2(z)

F1(z0)F2(z0)
= exp

(
i[k1 + k2][z − z0]

)
. (3.22)

Vamos ahora a estudiar cómo se reduce la expresión (3.21) cuando consideramos el caso
P +Y = 0. Primero, debemos recordar que aquí, las raíces se relacionan como k2 = −k1, por
lo que al introducir las exponenciales de la ecuación (3.8), la matriz de transferencia asociada
se transforma en

T(z, z0) =


cos[k1(z − z0)]−

P

Bk1
sen[k1(z − z0)]

1

Bk1
sen[k1(z − z0)]

−(P 2 + k2
1B

2)

Bk1
sen[k1(z − z0)] cos[k1(z − z0)] +

P

Bk1
sen[k1(z − z0)]

 ,

(3.23)
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cuyo determinante es

det
[
T(z, z0)

]
= cos2

[
k1(z − z0)

]
+ sen2

[
k1(z − z0)

]
= 1. (3.24)

Este resultado concuerda con el esperado en la ecuación (3.22).

3.4. Matriz de rigidez del problema homogéneo

Para calcular la matriz de rigidez vamos a utilizar la ecuación (1.19) que encontramos
anteriormente, la cual está dada por:

E(z, z0) =

(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)−1

. (3.25)

Si el determinante de la segunda matriz, al lado derecho de la ecuación, lo denotamos por D,
es decir, si

D ≡ F1(z0)F2(z)− F2(z0)F1(z), (3.26)

entonces

E(z, z0) =
1

D

(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)(
F2(z) −F2(z0)
−F1(z) F1(z0)

)

=
1

D

A1(z0)F2(z)− A2(z0)F1(z) −A1(z0)F2(z0) + A2(z0)F1(z0)

A1(z)F2(z)− A2(z)F1(z) −A1(z)F2(z0) + A2(z)F1(z0)

 .

Desarrollando los formas lineales A(z) y A(z0) en los términos de la matriz anterior, obtene-
mos por fin:

E(z, z0) =


T1F1(z0)F2(z)− T2F2(z0)F1(z)

F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

−(T2 − T1)F1(z)F2(z)

F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

−T1F1(z)F2(z0) + T2F2(z)F1(z0)

F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

 . (3.27)

Siguiendo el mismo procedimiento que utilizamos en las demás matrices, tenemos

det
[
E(z, z0)

]
= T1 T2, (3.28)

en donde ya sabemos que Tj = ikjB + P .
Si consideramos P + Y = 0, entonces k2 = −k1, por lo que al escribir las soluciones Fj(z)

en sus formas exponenciales y desarrollando, obtenemos que la matriz (3.27) toma la forma:

E(z, z0) =

P − k1B cot
[
k1(z − z0)

]
k1B csc

[
k1(z − z0)

]
−k1B csc

[
k1(z − z0)

]
P + k1B cot

[
k1(z − z0)

]
 . (3.29)
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Según la ecuación (3.28) el determinante de la matriz anterior se debe reducir a P 2 + k2
1B

2,
lo que ocurre efectivamente:

det
[
E(z, z0)

]
= P 2 + k2

1B
2
[
csc2

[
k1(z − z0)

]
− cot2

[
k1(z − z0)

]]
= P 2 + k2

1B
2, (3.30)

en donde hemos utilizado la identidad cot2(x) + 1 = csc2(x).

3.5. Matriz de compliance del problema homogéneo

La matriz de compliance se calcula con la ecuación (1.21). Entonces, si ahora D representa
el determinante de la segunda matriz en esa ecuación tenemos que

L(z, z0) =
(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)
·
(
A1(z0) A2(z0)
A1(z) A2(z)

)−1

=
1

D

(
F1(z0) F2(z0)
F1(z) F2(z)

)(
A2(z) −A2(z0)
−A1(z) A1(z0)

)

=
1

D

F1(z0)A2(z)− F2(z0)A1(z) −F1(z0)A2(z0) + F2(z0)A1(z0)

F1(z)A2(z)− F2(z)A1(z) −F1(z)A2(z0) + F2(z)A1(z0)

 ,

en donde

D = A1(z0)A2(z)− A1(z)A2(z0) = T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

]
. (3.31)

Desarrollando cada término obtenemos que la matriz de compliance en el caso general es

E(z, z0) =



T2F1(z0)F2(z)− T1F2(z0)F1(z)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

] −(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

]
(T2 − T1)F1(z)F2(z)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

] −T2F1(z)F2(z0) + T1F2(z)F1(z0)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

]

 .

(3.32)
Al calcular el determinante hay términos que desaparecen y resulta al final que

det
[
L(z, z0)

]
=

1

T1T2

. (3.33)

De manera similar a las secciones anteriores, para P + Y = 0, se tiene que k2 = −k1, por
lo que la matriz anterior se reduce a la siguiente:

L(z, z0) =


P

P 2 + k2
1B

2
+

k1B cot
[
k1(z − z0)

]
P 2 + k2

1B
2

−
k1B csc

[
k1(z − z0)

]
P 2 + k2

1B
2

k1B csc
[
k1(z − z0)

]
P 2 + k2

1B
2

P

P 2 + k2
1B

2
−

k1B cot
[
k1(z − z0)

]
P 2 + k2

1B
2

 .

(3.34)
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Aunque en principio puede parecer muy complicada, el determinante concuerda con lo espe-
rado en la ecuación (3.33):

det
[
L(z, z0)

]
=

1

P 2 + k2
1B

2
=

1

T1T1

. (3.35)

3.6. Matriz híbrida del problema homogéneo

De acuerdo con la ecuación (1.23), la matriz híbrida en términos de las soluciones LI, está
dada por

H(z, z0) =

(
F1(z0) F2(z0)
A1(z) A2(z)

)
·
(
A1(z0) A2(z0)
F1(z) F2(z)

)−1

. (3.36)

Como antes, si D denota el determinante de la segunda matriz en la ecuación anterior,
tendremos que

H(z, z0) =
1

D

(
F1(z0) F2(z0)
A1(z) A2(z)

)
·
(

F2(z) −A2(z0)
−F1(z) A1(z0)

)

=
1

D

F1(z0)F2(z)− F2(z0)F1(z) −F1(z0)A2(z0) + F2(z0)A1(z0)

A1(z)F2(z)− A2(z)F1(z) −A1(z)A2(z0) + A2(z)A1(z0)

 .

Aquí
D = A1(z0)F2(z)− F1(z)A2(z0) = T1F1(z0)F2(z)− T2F1(z)F2(z0). (3.37)

Así, la forma general de la matriz híbrida es:

H(z, z0) =



T2F1(z0)F2(z)− T1F2(z0)F1(z)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

] −(T2 − T1)F1(z0)F2(z0)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

]
(T2 − T1)F1(z)F2(z)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

] −T2F1(z)F2(z0) + T1F2(z)F1(z0)

T1 T2

[
F1(z0)F2(z)− F1(z)F2(z0)

]

 .

(3.38)

3.7. Función de Green

Otra manera de resolver la ecuación de movimiento en el problema homogéneo, es utili-
zando el método de la función de Green [3, 4, 5], el cual establece la existencia de una función
G(z, z′) que cumple las mismas condiciones de frontera que el campo F (z), y que según lo
discutido en la sección 1.5 satisface la ecuación:

B
d2G(z, z′)

dz2
+ (P + Y )

dG(z, z′)

dz
+W G(z, z′) = δ(z − z′), (3.39)
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en donde δ(z − z′) es la función delta de Dirac.
Como podemos notar, nuestro problema ahora es encontrar la forma de la función G(z, z′).

Para ello, vamos a resolver la ecuación diferencial anterior utilizando transformadas de Fou-
rier [3], de donde se sigue que:

−Bk2 G̃(k) + i(P + Y )k G̃(k) +W G̃(k) =
1√
2π

. (3.40)

Aquí hemos utilizado el conocido resultado de que la transformada de Fourier de la función
delta es la constante 1/

√
2π, entre otras propiedades, y en donde

G̃(k) ≡ 1√
2π

∫ ∞

−∞
G(z, z′) e−ikz dz =

1√
2π

1

−Bk2 + i(P + Y )k +W
. (3.41)

Entonces, usando la definición de transformada inversa se tiene:

G(z, z′) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
G̃(k) eik(z−z′) dk, (3.42)

de modo que al sustituir G̃(k) obtenemos que

G(z, z′) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eik(z−z′)

−Bk2 + i(P + Y )k +W
dk. (3.43)

Una manera muy útil de resolver integrales definidas como la anterior es utilizar las
técnicas del cálculo complejo, en particular nos interesa la teoría de integración por residuos
[3, 15, 16]. En ella se establece que la integral de una función compleja sobre un contorno
cerrado es 2πi veces la suma de los residuos de la función, evaluada en los puntos singulares
dentro del contorno. Siendo formales, el teorema del residuo nos dice que si f : C 7→ C es
una función analítica en una región que contiene a todos los puntos en el interior y sobre
una curva de Jordan γ, excepto por un número finito de singularidades

{
w1, w2, . . . , wm

}
en

el interior de γ, entonces ∫
γ

f(w) dw = 2πi
m∑
j=1

Res
[
f(wj)

]
, (3.44)

en donde w ∈ C. Así, al extender la integral (3.43) al plano complejo, tenemos que la función
a integrar es

f(w) = F (w) eiw(z−z′) con F (w) =
1

2π

1

−Bw2 + i(P + Y )w +W
. (3.45)

Para comenzar a buscar el resultado de integrar la función anterior debemos notar que
las raíces k1 y k2 discutidas en la sección 2.1 son puntos singulares de F (w) y por tanto de
f(w). Además, como son polos simples y así lo requiere la ecuación (3.44), encontramos los
residuos usando que

Res
[
f(w0)

]
= ĺım

w→w0

[
(w − w0) f(w)

]
. (3.46)
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En nuestro caso,

Res
[
F (k1)

]
= ĺım

w→k1

[
(w − k1)F (w)

]
= ĺım

w→k1

[
1

2π

w − k1
−Bw2 + i(P + Y )w +W

]
. (3.47)

Para encontrar el límite anterior usamos la regla de l’Hopital , de la cual obtenemos que

Res
[
F (k1)

]
=

1

2π

1

−2Bk1 + i(P + Y )
=

1

2π

1

B(k2 − k1)
. (3.48)

Por lo tanto,

Res
[
f(k1)

]
=

1

2π

eik1(z−z′)

B(k2 − k1)
. (3.49)

De manera similar, para k2, obtenemos:

Res
[
f(k2)

]
= − 1

2π

eik2(z−z′)

B(k2 − k1)
. (3.50)

Figura 3.1: Contornos de integración.

Teniendo estos dos resultados falta establecer la curva sobre la que vamos a integrar.
Normalmente, para la resolución de integrales por residuos se suelen escoger circuitos que
consisten del intervalo [−R,R] del eje real y el semicírculo superior (o inferior) con centro
en el origen, y que tiene radio R (véase la figura 3.1). Posteriormente se toma el límite en
el que R → ∞ y usamos el lema de Jordan para garantizar que el semicírculo escogido no
contribuye al resultado, por lo cual obtenemos una integral sobre el eje real. Con formalidad,
el lema de Jordan establece que dado el contorno γ↑ que consiste del semicírculo superior
de radio R centrado en el origen (figura 3.1a) y una función compleja F que tiende a cero
conforme |w| → ∞, entonces

ĺım
R→∞

∫
γ↑

F (w) eiαw dw = 0, (3.51)
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en donde α es un parámetro positivo. Como consecuencia de lo anterior∫ ∞

−∞
f(k) dk = ĺım

R→∞

[∫ R

−R

f(w) dw +

∫
γ↑

f(w) dw

]
= ĺım

R→∞

∫
γ

f(w) dw

= 2πi
m∑
j=1

Res
[
f(wj)

]
,

con wj dentro de γ. Cabe mencionar que lo anterior es válido sólo cuando α ⩾ 0, los polos
no se encuentran en el eje real y se toma el semicírculo superior. Si α < 0, entonces se toma
el semicírculo inferior y se tiene que∫ ∞

−∞
f(k) dk = −2πi

m∑
j=1

Res
[
f(wj)

]
. (3.52)

En nuestro problema, la presencia de la exponencial determina qué mitad del plano com-
plejo vamos a escoger. Si (z−z′) ⩾ 0, tomamos el semiplano superior y en otro caso, tomamos
el inferior. Así, bajo estas consideraciones el resultado de la integral (3.43) será 2πi (o −2πi)
veces la suma de los residuos que se encuentran dentro del semiplano correspondiente. En-
tonces, para encontrar una forma explícita de la función de Green, consideremos lo discutido
en la sección 3.1, en donde se menciona que supondremos a k1 en el semiplano superior y a
k2 en el inferior, por ser éstos simétricos respecto al eje real. Así, según los residuos (3.49) y
(3.50), obtenemos que la integral (3.43) es

G(z, z′) =
1

iB(k1 − k2)
×

{
eik1(z−z′) si z − z′ ⩾ 0

eik2(z−z′) si z − z′ < 0
. (3.53)

3.7.1. Forma lineal asociada a la función de Green

De manera similar a como definimos A(z) en la ecuación de movimiento, podemos definir
una nueva forma lineal asociada a la función de Green, la cual es

AG(z, z
′) = B

dG(z, z′)

dz
+ P G(z, z′). (3.54)

Despejando la derivada de G(z, z′) e integrando entre z′ − ε y z′ + ε, tenemos∫ z′+ε

z′−ε

dG(z, z′)

dz
dz = B−1

∫ z′+ε

z′−ε

AG(z, z
′) dz − PB−1

∫ z′+ε

z′−ε

G(z, z′) dz. (3.55)

Tomando el límite cuando ε → 0, las integrales al lado derecho de la igualdad se anulan y
tenemos que

ĺım
ε→0

[
G(z′ + ε, z′)−G(z′ − ε, z′)

]
= 0. (3.56)
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Esta ecuación expresa la continuidad de la función de Green. Por otro lado, si hacemos una
integración similar con la ecuación (3.39), tendríamos que∫ z′+ε

z′−ε

dAG(z, z
′)

dz
dz + Y

∫ z′+ε

z′−ε

dG(z, z′)

dz
dz +W

∫ z′+ε

z′−ε

G(z, z′) dz =

∫ z′+ε

z′−ε

δ(z − z′) dz

(3.57)

La integral al lado derecho se reduce a la unidad por definición de la función delta de Dirac,
mientras que al tomar el límite cuando ε → 0, el segundo y tercer término del lado izquierdo
de la igualdad se anulan. Esto nos conduce a establecer una relación de salto en la forma
lineal:

ĺım
ε→0

[
AG(z

′ + ε, z′)− AG(z
′ − ε, z′)

]
= 1. (3.58)

Debemos darnos cuenta que si el segundo argumento se acerca al primero desde la dere-
cha/izquierda es lo mismo que dejar que el primer argumento se acerque al segundo desde la
izquierda/derecha, lo cual es válido para cualquier sistema [1].

La continuidad de la función de Green y el salto en la forma lineal son dos propiedades
que debe cumplir la expresión (3.53), lo que en efecto ocurre.



Capítulo 4

Conclusiones y perspectivas

4.1. Conclusiones

En el segundo capítulo logramos establecer un pequeño compendio de problemas físicos
actuales, los cuales conducen a una ecuación de movimiento que tiene la forma de Sturm-
Liouville o la forma de (1.2) para el caso N = 1. La diferencia de estas ecuaciones se reduce
a la aparición de los términos P(z) y Y(z), que están relacionados por las condiciones de
hermiticidad del operador L̂, las cuales se cumplen en cada problema. Además, podemos
observar que la forma clásica de Sturm-Liouville aparece cuando estudiamos medios isótropos
y la forma de la ecuación (1.2) aparece cuando se consideran medios anisótropos (véanse las
tablas 2.1 y 2.2). Entonces, la cuestión de si se debe o no hacer una generalización, se traduce
en la importancia que tienen los problemas dentro del estudio de sistemas a capas con medios
anisótropos.

Una vez sentada la importancia de la ecuación general de movimiento, continuamos con su
análisis en el caso más sencillo: el problema homogéneo con N = 1. Aquí encontramos las dos
soluciones linealmente independientes con las que se pudieron calcular algunas de las matrices
de transferencia, como la completa M y la asociada T. En principio obtuvimos expresiones
complejas que se reducen bastante cuando usamos la condición P + Y = P − P † = 0.

Por último, calculamos la función de Green del problema homogéneo y discutimos la
continuidad de la misma y la condición de salto de la forma lineal asociada que surge en su
consideración. Esto utilizando la teoría de integración por residuos del análisis complejo.

4.2. Perspectivas

A estas alturas del proyecto, e incluso durante su desarrollo, resulta natural interesarse
en cómo se puede extender el contenido; cómo utilizar este conocimiento para generar otro;
qué puntos no se tocaron aquí y sobre todo en qué podría mejorarse. Ante esto, el primer
objetivo que se puede plantear para continuar con este trabajo, es seguir ampliando el acopio
de problemas con N = 1, así como añadir los cálculos en otros sistemas de referencia. Por
ejemplo, en el problema de masa efectiva (sección 2.3) señalamos explícitamente que los
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cálculos se realizaron en coordenadas cartesianas, pero en otros sistemas podríamos llegar a
una ecuación similar que en ese caso.

Lo siguiente que podemos hacer es llevar el estudio al caso general, es decir, conside-
rar problemas que conducen a ecuaciones de movimiento con N = 2, 3, etc. Dentro de esa
investigación se puede incluir el análisis con materiales cuyas relaciones constitutivas sean
menos comunes, por ejemplo, los magnetoeléctricos .1 Otro ejemplo de interés para N = 4,
es encontrar la ecuación de movimiento para los potenciales electromagnéticos en sistemas a
capas construidos a partir de materiales bianisotrópicos .

En el artículo [2] se postula una densidad lagrangiana general que conduce a las ecuaciones
de movimiento para casos dentro de la teoría electromagnética, la teoría de la elasticidad
y otros problemas particulares de la física. Lo interesante radica en que cuando los casos
mencionados son estudiados en sistemas a capas, es decir, cuando los parámetros dependen
de una de las coordenadas cartesianas, todos ellos conducen a un problema matricial del tipo
Sturm-Liouville, con la misma estructura de la ecuación (1.2). Por lo tanto, otro gran paso
a seguir como objetivo es estudiar las densidades lagrangianas particulares para cada una de
las ecuaciones del compendio presentado aquí.

Cuando estudiamos las condiciones de hermiticidad del operador L̂ nos vimos en la ne-
cesidad de introducir condiciones de frontera que anulen la diferencia R(b) − R(a) en la
ecuación (1.7). Como consecuencia, en todo el trabajo hemos considerado que las capas que
nombramos L y R son semiinfinitas, y que cuando z → ±∞ la magnitud de interés tiende
a cero. Sin embargo, éstas no son las únicas soluciones que conducen a la hermiticidad total
del operador L̂ por lo que resulta ser importante estudiar el comportamiento del campo F
para distintas condiciones de contorno de interés experimental.

1Materiales que presentan fenómenos magnéticos y eléctricos relacionados entre sí.
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