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Resumen

Cuando se estudia la propagacion de diversas excitaciones en sistemas a capas, dentro de
diferentes areas de la fisica, aparece una ecuacion diferencial matricial similar a la forma de
Sturm-Liouville, pero con un término extra anadido. Por esa razon, en esta tesis se presen-
ta un breve compendio de problemas actuales de la fisica que conducen a esa ecuacion de
movimiento. Dicho acopio pretende plantear la necesidad de introducir una pequena gene-
ralizacion al problema de Sturm-Liouville clasico, cuando se tiene en cuenta la propagacion
oblicua a las intercaras del sistema estratificado. También se buscan soluciones linealmente
independientes, algunas de las matrices de transferencia mas importantes y la funcion de
Green regular en el infinito para el problema homogéneo (coeficientes constantes).

VII






Indice general

Resumen VII
Indice de figuras XI
Indice de tablas X111
1. Introduccién 1
1.1. Sistema a capas . . . . . . . ... 1
1.2. Ecuacién de movimiento . . . . . . . ..o Lo 2
1.3. Hermiticidad de la ecuacion de movimiento . . . . . . . . .. . .. .. .. .. 3
1.4. Matrices de transferencia . . . . . . . . ... ... Lo 4
1.4.1. Matriz de transferencia completa . . . . . . . .. ... ... ... .. 4

1.4.2. Matriz de transferencia asociada . . . . . . . . . . ... ... ... .. 5

1.4.3. Matriz de rigidez . . . . . . . . ... 6

1.4.4. Matriz de compliance . . . . . . . . .. ..o 6

1.4.5. Matriz hibrida . . . . . . . .. L 7

1.5. Funcion de Green . . . . . . . . . . .. 7
1.6. Objetivos . . . . . . . 8
2. Acopio de problemas que conducen a ecuaciones de la forma Sturm-Liouville 9
2.1. Ecuacion deonda . . . . . . ... 9
2.1.1. Caso homogéneo e isétropo . . . . . . . ..o 9

2.1.2. Caso inhomogéneo y anisétropo . . . . . . . . ... ... 10

2.2. Ecuacion de difusion . . . . ..o 12
2.2.1. Caso homogéneo e isétropo . . . . . . . ..o 12

2.2.2. Caso inhomogéneo y anisétropo . . . . . . . .. ... 13

2.3. Ecuacion de masa efectiva en coordenadas cartesianas . . . . . . . .. .. .. 14
2.3.1. Caso inhomogéneo e isétropo . . . . . . . ... 15

2.3.2. Caso inhomogéneo y anisétropo . . . . . . . .. ... 16

2.4. Ondas electromagnéticas guiadas . . . . . . . . .. ... 17
2.4.1. Ondas electromagnéticas TE . . . . . . . ... ... ... ... ... 18

2.4.2. Ondas electromagnéticas TM . . . . . ... .. ... ... ... 19

2.5, Comparacion . . . . . . . . ... 20



X Indice general

3. Soluciones LI, matrices de transferencia y funciéon de Green regular

3.1. Soluciones LI . . . . . . . . . . .
3.2. Matriz de transferencia completa del problema homogéneo . . . . . . . . ..
3.3. Matriz de transferencia asociada del problema homogéneo. . . . . . . . . ..
3.4. Matriz de rigidez del problema homogéneo . . . . . . . .. ... ... .. ..
3.5. Matriz de compliance del problema homogéneo . . . . . . . . . ... ... ..
3.6. Matriz hibrida del problema homogéneo . . . . . . . . ... ... ... ...
3.7. Funcion de Green . . . . . . . . ...

3.7.1. Forma lineal asociada a la funciéon de Green . . . . . . .. ... ...

4. Conclusiones y perspectivas
4.1. Conclusiones . . . . . . . . . .
4.2, Perspectivas . . . . . . . ..o

Indice alfabético

Bibliografia

23
23
25
26
28
29
30
30
33

35
35
35

37

38



1.1. Sistema a capas

Indice de figuras

3.1. Contornos de integracion. . . . . . . . . ...

XI






Indice de tablas

2.1. Comparacion de problemas en medios inhomogéneos e isétropos . . . . . . .
2.2. Comparacion de problemas en medios inhomogéneos y anisétropos . . . . . .

XIII






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistema a capas

Una de las estructuras mas estudiadas con gran interés tedrico y practico, es conocida
como sistema a capas. Este tipo de sistema consiste en placas bidimensionales que estén
apiladas a lo largo de una direccién perpendicular a sus caras, digamos, la coordenada z.
Cada capa puede tener diferentes anchos y sus puntos estan localizados por un vector en el
plano (z,y). Esto se muestra con méas detalle en la figura 1.1.

L 1] 2 31 - m |m4+1 pw—2 |(p—1 p | R

ZL Z1 Zz &3 v Zm—1 Zm el T Ep—3 Zp=2 Zp-1 IR
Figura 1.1: Forma general de un sistema a capas con dominios externos L (izquierdo) y R (derecho).

El material con el que se construyen las capas de esta estructura, es decir, el medio
constitutivo, en principio es diferente para todas, aunque si resulta de interés pueden existir
algunas con el mismo. Ademas, independientemente que sea o no del mismo material, cada
capa representa un dominio de constitucion, el cual queda definido dando los puntos z en
donde empieza y en donde termina. Por ejemplo, supongamos un sistema compuesto por tres
capas, en donde la primera esta etiquetada con la letra L, la de en medio con la letra M y la
tercera con la letra R. Si L y R estan construidas con el mismo material y la de en medio M
con uno diferente, entonces tenemos dos medios constitutivos y tres dominios de constitucion.
Siguiendo esta idea, se pueden construir diferentes configuraciones como las que se muestran
es la siguiente lista, que es breve y para nada exhaustiva:
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» LMR (capa L, capa M, capa R).
» LABR (capa L, capa A, capa B, capa R).
» LAB...ABR (capa L, sistema periddico de dos capas A y B como periodo, capa R).

Cualquiera que sea la combinacion elegida para el sistema, las capas pueden estar cons-
truidas por un medio homogéneo, esto significa que todas las cantidades involucradas, como
la velocidad de propagacion, no dependen de la direccion. Por otra parte, si se tratara de un
medio inhomogéneo, entonces existiria una dependencia con la posicion, en particular, con
la direccion de propagacion del campo. En adelante, también vamos a considerar capas que
pueden estar construidas por un medio isdétropo, esto es, aquél cuyas propiedades fisicas son
idénticas en todas las direcciones. Esto se traduce en cantidades escalares que no cambian
con el sistema de referencia. Por tltimo, hay problemas que exigen tomar un medio aniso-
tropo. En ellos, las cantidades relacionadas se caracterizan por ser tensores, que en caso de
ser homogéneo o inhomogéneo, dependera o no de la posicion.

1.2. Ecuacion de movimiento

Al estudiar la propagacion de diversas excitaciones en un sistema a capas, como el descrito
anteriormente, el problema se puede abordar atendiendo a las propiedades de simetria de la
estructura, las cuales nos permiten justificar que la solucion sea de la forma:

: (1.1)

en donde K = (Kz, ky), p = (x,y) vy F(¥,t) es una matriz columna de N componentes,
las cuales representan amplitudes de la magnitud de interés, como pueden ser los campos
eléctrico o magnético en el caso de ondas electromagnéticas.

Con esta solucién se puede encontrar que las ecuaciones de movimiento, para diferentes
excitaciones en areas como el electromagnetismo, la teoria de la elasticidad, la mecanica
cudntica y otras, obtienen la misma forma particular. En efecto, para todos esos casos se
puede demostrar que la ecuacion de movimiento es de la forma [1, 2]:

F(7 t) = F(2) l(R-p—wt)

d [g.y dE()

dF(z)
dz (2) dz

dz

+P(z)-F(2)| + Y(2) - +W(z)-F(2) =0, (1.2)
en donde los coeficientes B, P, Y y W son matrices de N x NN, en cuyas componentes se
incluyen parametros relacionados con las propiedades del material. Aqui tengamos cuidado,
pues el punto en la ecuacion anterior se refiere a la multiplicaciéon de una matriz N x N y
una matriz columna de N componentes, no al producto escalar.

Dentro de los corchetes en la ecuacion (1.2) se observa una forma lineal que seré parte
importante en proximos analisis, por lo que es conveniente definir un campo auxiliar como
sigue:

dF(z)

A(:) =B()- S

+P(2) - F(2). (1.3)
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La importancia de esta cantidad radica en que es continua en z, lo cual se puede demostrar
haciendo una integraciéon entre z — € y z + €, para posteriormente tomar el limite en el que
e — 0.

1.3. Hermiticidad de la ecuaciéon de movimiento

Como es natural, la ecuaciéon de movimiento (1.2) se puede escribir en términos de un
operador matricial diferencial, el cual se define como:

L= 4 B(z) - di,zz +P(2) | +Y(2)- % + W(z)- (1.4)

Este operador actta sobre funciones que dependen de z y que pertenecen a un espacio dado,
de modo que fJF(z) = 0. De esta forma no podemos evitar preguntarnos qué condiciones
debe cumplir L para que los wvalores propios asociados a la ecuaciéon de movimiento sean
reales. De hecho, sabemos de la teoria de operadores que lo anterior ocurre cuando L es

hermatiano, es decir, cuando L= f;T. Esta igualdad nos conduce a imponer condiciones sobre
las matrices B y W, las cuales también deben ser hermitianas, y que P sea el negativo de la
matriz Y conjugada, es decir

B=B!, W=W/  P=-Y (1.5)

Estas relaciones se cumplen en muchos problemas de interés fisico y establecen que el operador
L sea formalmente hermitiano [1].

En este punto es importante mencionar que, de ahora en adelante, vamos a suponer que
el parametro W contiene el valor propio, que denotaremos por Iy, en donde Iy es la matriz
identidad de N x N. También es relevante senialar que los valores propios reales se definen,
dentro de la teoria de dispersion, como

Q = lim (Q +in), (1.6)

n—0

que es conocida como formulacion causal.

Dentro de lo mencionado en péarrafos anteriores, no hemos atendido a las condiciones de
frontera asociadas a la ecuaciéon de movimiento, las cuales, por supuesto, estdn presentes en
la manera de operar de L. Por ello, consideramos ahora que &7 es un espacio de funciones
definidas sobre un intervalo finito [a, b], con ciertas condiciones de frontera asociadas y que Sy
es otro espacio de funciones definidas en el mismo intervalo, pero con condiciones de frontera
que en principio pueden ser iguales o diferentes. Si denotamos a Fy(z) y Fa(z) como funciones
representativas de esos espacios, respectivamente, entonces usando las relaciones de (1.5) se
puede demostrar que [1]:

(Fy|LiFy) = (Fy | Ly Fo)) + R(b) — R(a), (1.7)
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en donde L, y L, actian sobre las funciones Fy(z) y Fy(z) de manera similar a como lo hace
L, mientras que R(z) esta dado por

R(z) = Fi(2) - Ay(2) — Al(2) - Fy(2). (1.8)

Esto quiere decir que la descripcion completa del operador incluye la especificacion del espacio
funcional sobre el que actia, lo que significa determinar las condiciones en los extremos del
intervalo de definiciéon. En ese sentido las condiciones sobre F; y A; en los puntos a y b
determinan S; y de la misma manera las condiciones sobre Fy y A, determinan S. Si con
ellas se anula el término R(b) — R(a), entonces L, sera el conjugado de Ly; mas atn, si Sy y
Ss son iguales, se dice que el operador L es totalmente hermitiano. En nuestro caso, para que
lo anterior se cumpla, vamos a considerar que las placas a los extremos del sistema a capas,
que estamos designando con las letras L y R, son semiinfinitas, de modo que los campos y
sus derivadas se anulan cuando z — 4o00.

Puesto que los dominios que se encuentran entre las placas L y R son piezas finitas, es
necesario establecer condiciones adicionales en sus extremos, en otras palabras, debemos agre-
gar relaciones de continuidad en las interfaces en las que se encuentran dos medios diferentes.
Estas relaciones son conocidas como condiciones de empalme.

1.4. Matrices de transferencia

Para resolver la ecuacion de movimiento se pueden utilizar diferentes técnicas matema-
ticas, en particular nos interesan dos métodos: el de la funcidn de Green (FG) y el de las
matrices de transferencia (MT). La razon de seguir estos dos enfoques es que a pesar de que
la funcion de Green es de gran utilidad fisica, es probable que obtener una forma analitica
sea muy complicado, por lo que debemos recurrir a métodos numeéricos. Esto puede resultar
més sencillo cuando se trata con matrices y es por eso la importancia de estudiar las dos
soluciones, y sobre todo, como se relacionan.

En este apartado vamos a discutir las matrices de transferencia que se utilizaran a lo largo
del trabajo, pues en realidad se pueden definir muchas diferentes, esto dependiendo de qué
cantidades son conocidas o cuales son mas ttiles. Para ello comencemos diciendo que una
MT es aquella que nos permite conocer la cantidad de interés F(z) en un punto cualquiera,
dada su forma en un punto inicial. En otras palabras, permite resolver el sistema dadas sus
condictones iniciales. Es importante mencionar que la generalizacion del siguiente contenido
y mucho mas se puede encontrar en [1]. Aqui presentamos los asuntos requeridos para este
documento.

1.4.1. Matriz de transferencia completa

Consideremos un dominio de constitucion fijo del sistema a capas. Cuando N = 1 nuestro
problema se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, por lo que podemos
obtener una base con dos soluciones linealmente independientes (LI), que denotaremos por
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F;(z), en donde el indice j toma los valores 1 y 2. Entonces podemos escribir el campo y su
derivada en términos de esta base, como una combinacién lineal:

=Y R v FE) =Y 4k, (19)

j=1 j=1

en donde las a; son constantes. Las dos ecuaciones anteriores se pueden resumir en una sola

expresion del tipo matricial:
_(F(x)\ _  (Fi(2) I5(2) Fi(z) Fa(z) ar) _
2= (p)) =o (1) +o (50) = (R B0) () =na 00
Con esta cantidad podemos definir una matriz M(z, zp), que llamaremos matriz de transfe-
)
k

rencia completa (FTM del inglés «full transfer matrix» ), que justo transfiere las amplitudes
y sus derivadas de un punto zy a otro punto z, como |1

®(2) = M(z, 20) - D(20). (1.11)
Si expresamos esta ecuacion en términos de la matriz N podemos eliminar a, de modo que
al despejar la FTM encontramos que

M(z, z0) = N(2)[N(z)]

- (1.12)
Esta ecuacion es util pues nos permite conocer M(z, zg) en términos del producto de matrices
cuyas componentes son las soluciones Fj(z) y sus derivadas Fj(z).

1.4.2. Matriz de transferencia asociada

Dado que pueden existir problemas en los que la derivada del campo F'(z) no es continua,
es conveniente buscar otra manera de construir una matriz de transferencia. Ante esto, en
lugar de la derivada del campo, vamos ahora a considerar la forma lineal (1.3) asociada
a la ecuacion de movimiento, que como hemos mencionado anteriormente, es continua. En
esa situacion podemos definir una matriz T(z, zo), llamada matriz de transferencia asociada
(ATM del inglés «associated transfer matrix» ), como aquella que transfiere a F'(z) y A(z) de
un punto zp a un punto z, de la forma [1]:

W(z) =T(z20) - ¥(20), (1.13)

en donde

o= (45) = (3i3) = (345) = (85 85)- (@)= 0

Aqui hemos expresado el campo F(z) y la forma lineal A(z) en términos de las soluciones
LI, segtn la ecuacion (1.9). Entonces al sustituir lo anterior y eliminar a de (1.13) tendremos
que

T(z,20) = Q(2)[Q(z0)] ' (1.15)
De nuevo obtenemos una ecuacion en términos de las funciones Fj(z) y A;(z). Esto es de
particular importancia porque ambas son cantidades continuas.
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1.4.3. Matriz de rigidez

Una pequena variante en la forma de transferir las cantidades A(z) y F(z) en la ATM, es
pasar de los campos evaluados en zy y z a las formas lineales en esos mismos puntos. Esto es
lo que hace la llamada matriz de rigidez (StM del inglés «stiffness matrix» ), que denotamos
por E(z, zp) y la cual se define como:

Alzo) ) _ F(z)
(A(z)> =E(z,2) - (F(z) : (1.16)
Para hallar una expresion de la matriz que buscamos, debemos notar que las matrices columna

de la izquierda y la derecha en la ecuacion anterior, se pueden escribir en términos de las
soluciones LI segtn las relaciones de (1.9):

() = (1) + = (50) - (G 5)- () o

F(Zo) Fl(Z()) FQ(Z()) F1 (Zo) FQ(Z()) aq
(F(z) ) “ ( Fi(z) @2 Fy(2) Fi(z) Fy(2) as (1.18)
Al usar estos resultados en la ecuacion (1.16) podemos eliminar a en esa relacion, por lo que

al hacer un despeje obtenemos una expresion para la matriz de rigidez en términos de las
soluciones LI del sistema:

Bz, 20) = (ill((zzo)) JZ((?))) , (P;l((zzo)) %2((?))) *1' (1.19)

Esta ecuacion es la que vamos a utilizar para encontrar la matriz E(z, 2p).

1.4.4. Matriz de compliance

Hemos visto que la matriz de rigidez toma las formas lineales A(zp) y A(z) como variables
dependientes de las amplitudes F'(zg) v F(2). Sin embargo, podemos definir otra matriz que
haga lo contrario, ésta se conoce como matriz de compliance (CM del inglés «compliance
matrix» ), denotada por L(z, zg) y definida como:

Fz)\ _ A(z0)
(F(z)) = L(z, 20) (A(z) : (1.20)
Sabemos que en términos de las soluciones LI se cumplen las ecuaciones (1.17) y (1.18). Por
lo que al sustituirlas en la ecuacion que cumple L(z, zg) y eliminar a tenemos

Lz, 20) = (1;11((220)) ?f@"f) , <f1411<(z;)> X((zzo)))‘? (121)
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1.4.5. Matriz hibrida

Con la definicion de las matrices E(z, z9) v L(z, z9) se puede construir una nueva matriz

H(z, 20) tal que
(G =m0 (5. )

Esta matriz es conocida como matriz compliance-stiffnes hibrida o simplemente matriz hi-
brida (CSM del inglés «compliance-stiffnes matrix»). Despejando y expresando A y F en
términos de las soluciones LI tenemos que

H(z, %) = (il((z;; Z((Z;;) : (é%l(éo)) 1}1;?2((’2‘)))) - (1.23)

1.5. Funciéon de Green

Como ya senalamos anteriormente, el método de la funcién de Green también es impor-
tante al estudiar la ecuacion de movimiento (1.2), por lo que conviene dar un pequeno repaso
sobre ella. Entonces, para este propoésito consideremos una ecuacion diferencial ordinaria con
la forma:

Liu)y=1/), (1.24)

en donde L es un operador diferencial de segundo orden, f una funcién conocida y u una fun-
cién desconocida. Supongamos que esa ecuacion tiene asociada ciertas condiciones de frontera
y que su intervalo de validez es [a, b]. En general existen dos grandes métodos para resolver
este problema, el primero consiste en encontrar la representacion espectral del operador es-
tudiando las soluciones de la ecuacion Lu = u, en donde A\ es una constante arbitraria. El
segundo, que estudiaremos aqui, propone encontrar un operador inverso de L. Supongamos
entonces que L esun operador actuando sobre un espacio de funciones de la forma u(z) y que
tiene un inverso L~! = G. En ese caso, al multiplicar por el operador inverso ambos lados
de la ecuacion (1.24), tenemos |u) = G| f). Si ahora multiplicamos (z | por la izquierda e
insertamos el operador unitario® entre G y | f), se sigue que

U(x)=<x|@i|f>=/<x|@|y>w(y)<y|f>dy=/ Gz, y)w(y) f(y) dy,  (1.25)

es decir

ule) = [ Gloy)ww) fo) dy (1.26)

Hemos encontrado que el inverso del operador diferencial L es un operador integral cuyo
nicleo (en inglés «kernely) es conocido como funcién de Green. Nuestro problema ahora se

117/|y y|dy
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reduce a encontrar G(z,y), por lo que debemos notar que la ecuacion anterior es valida si se
cumple que

b
Lule) = [ LGle.0)w(y) £(w) dy = f(s). (1.27
De lo anterior podemos concluir que la funcién de Green debe satisfacer la ecuacion:
; o(z —y)
LG(x,y) = ——==, 1.28
() = "o (1.28)

en donde se suele escoger la funcion de peso w(y) = 1. Cabe destacar que una ecuaciéon dife-
rencial tiene asociada un ntmero infinito de funciones de Green, de modo que para establecer
una soluciéon concreta necesitamos aplicar las condiciones de frontera. Todo el desarrollo
anterior, mas detalles y ejemplos se pueden encontrar en [3, 4, 5.

1.6. Objetivos

= Creacion de un registro de problemas actuales en diferentes campos de la fisica que se
reducen a ecuaciones con la forma de (1.2) en una dimensién (N = 1) y que ilustran
la necesidad de introducir una pequena generalizacién al problema de Sturm-Liouville
clasico, cuando se tiene en cuenta la propagaciéon oblicua a las intercaras del sistema
estratificado.

» En el caso importante en donde los pardmetros no dependen de la posicion (problema
homogéneo), buscar las soluciones linealmente independientes, las matrices de trans-
ferencia mas importantes, asi como la funciéon de Green regular en el infinito. Todo
lo anterior es una base muy tutil para acometer la soluciéon de diversos problemas de
contorno en heteroestructuras a capas.
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Acopio de problemas que conducen a
ecuaciones de la forma Sturm-Liouville

2.1. Ecuacion de onda

Uno de los fenémenos recurrentes en muchas areas de la fisica, es el de la propagacion
de ondas. Una onda es una perturbacion que viaja a través de un medio sin provocar un
desplazamiento permanente y que transfiere energia a diferentes puntos del espacio. Por
ejemplo, cuando una piedra cae en el agua quieta de un lago, se forman ondas que viajan
de forma radial hacia todas direcciones de la superficie; cuando se rasga la cuerda de una
guitarra, su vibracién provoca ondas sonoras que se propagan a través del aire; cuando una
estacion de television transmite su contenido, se propagan ondas electromagnéticas a traveés
del espacio [6]. Otros ejemplos fisicos que pueden ser descritos por ondas son las vibraciones
en un solido eléstico, mesones libres en la fisica nuclear y los movimientos sismicos que se
propagan a través de la tierra |7].

2.1.1. Caso homogéneo e is6tropo

Cuando se considera un medio homogéneo e isoétropo, todos los fendémenos mencionados
anteriormente estdn modelados por una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden,
conocida como ecuacion de onda, que esta dada por [6]:

9 =
% = 2 V2¢(7, 1), (2.1)
en donde ¢(7,t) es la perturbacion de interés y c es la velocidad de propagacion, que por las
condiciones del medio resulta ser constante. Por ejemplo, en el caso de ondas sonoras ¢(7,t)
es el potencial de velocidades, del cual se calcula la velocidad de las particulas del fluido con
U = V¢ y ces la velocidad del sonido a través del aire [6, 8].
Uno de los métodos que se utilizan para resolver ésta, y en general otras ecuaciones
diferenciales parciales, es el de separacion de variables |6, 9]. Este método consiste en suponer
que la solucién estd dada por el producto de dos funciones, una que depende sblo del tiempo
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y otra que depende solo de las coordenadas: ¢(7,t) = F(7) T'(t). Esto implica que podemos
escribir la ecuacion de onda de la siguiente forma
T"(t) V2F(7)
F(A)T"(t)=3T{t) V’F(F) = = : 2.2

AT =ETOVFE = Ga0 =5 (22)
Como el lado izquierdo y el lado derecho de la tltima ecuacion dependen de variables dife-
rentes y su resta es cero, ambos términos deben ser iguales a una constante, que se conoce
como constante de separacion. Entonces, si dejamos de lado la parte temporal e igualamos a
—)\2, obtenemos la siguiente ecuacién para la parte espacial:

V2F(F) + N F(7) = 0. (2.3)

En el desarrollo anterior no existe ninguna razén que justifique el uso del signo negativo al
frente de la constante A\?, aunque no importa pues si el signo fuera positivo llegariamos a las
mismas soluciones. Sin embargo, lo que realmente importa es el signo de la constante en si y
su eleccion depende de las condiciones de frontera del problema. No obstante se suele escoger
A2 > 0 porque nos permite encontrar soluciones no triviales en forma de senos y cosenos, o
como la parte real de una exponencial compleja, pues como sabemos del analisis de Fourier,
cualquier funciéon puede escribirse como una suma infinita de componentes armonicas, o
también porque es mas facil manipular exponenciales complejas.

Supongamos entonces el sistema a capas que hemos descrito anteriormente, en donde las
placas estan apiladas a lo largo de la direcciéon z. De este modo, como ya hemos mencionado,
las soluciones se buscan en forma de exponenciales complejas de la forma:

F(¥) = F(z) '®P), (2.4)

con K = (Kg,ky) y p = (,y). Por lo tanto, al sustituir esta solucion en la ecuacion (2.3),
obtenemos:

e

que es una ecuacion con la forma de Sturm-Liouville, en donde no aparece el término lineal P
y por lo tanto tampoco Y, esto segtin la relacion P = —Y'T de las condiciones de hermiticidad.
Por ultimo, resulta interesante mencionar que en el caso de coordenadas esféricas, el método
de separacion de variables conduce a la ecuacion de Legendre en © y en el caso cilindrico
obtenemos la ecuacion de Bessel para R [6]. Estas dos ecuaciones también se pueden escribir
en la forma de Sturm-Liouville.

} + (M = K*)F(2) =0, (2.5)

2.1.2. Caso inhomogéneo y anisétropo

Para estudiar la ecuacién de onda en un medio anisétropo, consideremos el caso electro-
magnético, en donde la permitividad y permeabilidad son tensores de segundo rango. Ademas,
supongamos que no existen fuentes ni corrientes, por lo que las ecuaciones de Maxwell en la
materia bajo esas condiciones, nos permiten construir una ecuaciéon de onda dada por [10]:

. .1 & 0°E
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en donde ﬁ es el inverso del tensor de permeabilidad ﬁr, E es el campo eléctrico, pio6, = 1/¢?
y en donde se ha tomado € = €6, v ji = pofi,. Entonces, usando la separacion de variables

—

con E(7,t) = F(F)T(t) y considerando que la dependencia temporal es armoénica, es decir,
T(t) = ™!, obtenemos para la parte espacial una ecuacion de la forma:

V x ﬁ(vXﬁ)] N (@E . F)=o0, (2.7)

en donde A = w/c. Para reducir la expresion anterior vamos primero a calcular el rotacional
del campo F, el cual es

F:
VX oy 0z 0z Ox’ Oxr Oy

= <8F3 0F, 0F, O0F; 0F, 8F1) (2.8)

Ahora, si hacemos el producto del rotacional anterior con el tensor ﬁ, obtenemos un vector
g =1 (V x F) cuyas componentes son ¢; = >, [ (V x F);] con j y | indices que toman
los valores 1, 2 y 3. De esto se sigue que

(2.9)

Con el desarrollo anterior hemos logrado llegar a una ecuacion vectorial, por lo que vamos a
tomar solo la primer componente del rotacional del vector ¢ y como en este trabajo estudiamos
problemas en los que el campo de interés es una funcién escalar, supongamos también que
Fy = F35 =0, es decir, vamos a analizar la ecuacion:

dq;  0q,

dy 0z

— N[en(2)Fi] = 0. (2.10)

Si estudiamos un sistema a capas con un medio anisétropo e inhomogéneo, en donde las
placas estan apiladas a lo largo de la direccion z, los tensores involucrados dependeréan de z,
es decir, tenemos 7j(z) y €.(z). Por otra parte, la componente = del campo se puede escoger
como Fy = F(2)e!®P) con B = (ky, k,) y p = (z,y). Por lo tanto, al desarrollar los términos
de la ultima ecuaciéon obtenemos al fin que

d dF(z)

dz Tea(2) dz dF—(Z)

dz

— 1Ry a3 (2) F(2) | —ikyNse(2) + [Neu(z) — Kinw(2)] F(z) = 0. (2.11)

Aqui, los coeficientes son
B =ny(2), P=—ikyns(z), Y = —ikynsu(z), W= Mey(2) — /1?37733(2). (2.12)

Cabe destacar que en lo anterior, los valores 7,,(z) y 7s,(2) son iguales por ser 7(z) un tensor
simétrico. Por esta razon, es facil ver que se cumple la relacion P = —YT.
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2.2. Ecuacion de difusion

Otra ecuacion de la fisica matematica que tiene gran importancia tedrica y practica es la
ecuacion de difusion, pues ésta se utiliza para modelar diferentes fendmenos en muchas ramas
de la fisica y areas como la biologia o la quimica. Por ejemplo, en mecanica de fluidos permite
describir como cambia en el tiempo la concentracion de una sustancia quimica, como un tinte,
que se vierte en un liquido; en termodinamica, se utiliza para saber céomo se distribuye la
temperatura en el espacio mientras transcurre el tiempo (véanse ejemplos 4 y 5 de [7]). En
mecanica cuantica describe la evolucion en el espacio y el tiempo de las probabilidades de
una particula. También se utiliza para modelar el movimiento browniano [8, seccion 59| y los
modelos de difusion para dindmica de la poblacion [7]. En el libro [11] se puede encontrar
mucha informacion sobre esta importante ecuacion.

2.2.1. Caso homogéneo e isétropo

En un medio homogéneo e isétropo la ecuacion de difusion, que se utiliza para modelar
todos los problemas mencionados, toma la siguiente forma general [11]:
ou(7,t)
ot
en donde u(7,t) es la cantidad de interés que depende de la teoria que se estudie y D es
una constante que se conoce como factor de difusion. Por ejemplo, en el caso termodinamico
u(7, t) representa la temperatura y en el cuantico es la funcién de onda. Ahora, si utilizamos
el método de separacion de variables [9], es decir, si suponemos que u(#,t) = F(¥)T(t) y
sustituimos en (2.13), obtenemos que

= D V?u(7,1), (2.13)

T'(t) V2F(7)
F(A)T' () =DTt)V’F(F) = = : 2.14
T =DTOVFE = pros=-p (214)
Por lo tanto haciendo a —\? la constante de separacién, obtenemos para la parte espacial,
una ecuacion similar al caso de ondas:

V2F(F) + N*F(7) = 0. (2.15)

Como ya discutimos, en general la eleccién de la constante de separacion depende de las
condiciones de frontera y se deben estudiar todos los casos, aunque en general se escoge
A2 > 0 pues ésto conduce a soluciones no triviales en forma de series de Fourier.

Cuando estudiamos un sistema a capas de modo que la direccién z es perpendicular a las
interfaces, la funcion F(7) es tal que

F(¥) = F(z) '®P), (2.16)
con K = (Kg, ky) v p = (z,y). Asi, obtenemos:
d [dF(z) 2 2
—_— | — — F(z) = 2.1
=] e re -0 2.17)

que como era de esperarse es una ecuacion similar al caso de ondas, en donde no aparecen
los términos Py Y.
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2.2.2. Caso inhomogéneo y anisétropo

En un medio inhomogéneo y anisotropo, el factor de difusion D depende de la direccién
y se convierte en un tensor de segundo rango, por lo que la ecuacion (2.13) toma la siguiente
forma [12, seccion 33]:

ouF t) rE o
5~ V- |D(7) - Vu(r,t)] , (2.18)

en donde 5(1_“') es un coeficiente tensorial que en general es simétrico. Ademas, todos los
valores principales de este tensor resultan ser positivos. Ahora, continuando con el proceso
ya establecido en el caso isétropo, vamos a utilizar la separaciéon de variables, de donde
obtenemos

() V- {5@) . VF(#)]

= : 2.19
0 F7) (219

Igualando lo anterior a —\? tenemos para la parte espacial la siguiente ecuacion:
V. [E(F) : VF(F)] +A2E(F) = 0. (2.20)

En un sistema a capas que esté apilado a lo largo de la direcciéon z, perpendicular a las
interfaces, el tensor de difusion seré simétrico y dependera sélo de la coordenada z, es decir,

D(7) = D(z). Por otro lado, la funcién F () sera
F(7) = F(z) e®P), (2.21)
con K = (Kg, ky) v P = (z,y). Por lo tanto, al tomar el gradiente de F' obtenemos:

VE(F) = (mm F(2), ir, F(2), F’(z)) ¢iRP, (2.22)

—

Para desarrollar la parte espacial vamos a tomar un vector auxiliar § = D(7) - VE(F), cuyas
componentes seran ¢; = Z?:l Dj [VF (F)} ;» de modo que al calcular la divergencia vamos a
tener que

On  9¢ | 01

v.q:%jL(?y 0z

d _—
= ikyq1 + 1KyQ2 + — |:inD31(Z)F(Z) +ikyD3o(2)F(2) + D33(2)F,(2):| e™ P (2.24)

(2.23)

dz

Desarrollando lo anterior, agrupando términos e introduciendo los vectores @ = (D31, D3a, D33)
y b = (D13, Dag, D33), la parte espacial de la ecuacion de difusion para el caso anisétropo,
toma la siguiente forma:

d dF(z)
~ D >\
dz 3(2) dz

+¢(,z.a)p<z)} +z’<fé-g>
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en donde
B = Ds3(2), (2.26)
P=1 (Iz': . C_l:> = ilimD31 (Z) + ilingg(Z), (227)
Y =i (;3 : 5) — ik, Dys(2) + ik, Das(2), (2.28)
W = </\2 ~R-D- l%') = <)\2 — |:D11(Z)Ii§ + 2D (2)Kyky + DQQ(Z)K/?QJ}). (2.29)

Cabe destacar que en los coeficientes anteriores los vectores @ y b son iguales por ser D(z)
un tensor simétrico, esa es la razén de que aparezca un 2 en frente de Dy del coeficiente W.
Ademas, es facil ver que se cumple la relacion P = —YT.

2.3. Ecuacion de masa efectiva en coordenadas cartesia-
nas

El estudio dindmico de los atomos en los sélidos cristalinos, es decir, en aquellos que tienen
una estructura perioédica y ordenada, resulta complejo debido a que la ecuacion de Schro-
dinger asociada contiene tanto las energias cinéticas de los electrones y los iones, como las
interacciones entre éstos: electron-electron, electréon-ion e i6n-ion. Por esta razon, se recurre
al uso de métodos aproximados que ayuden a estudiar de manera més sencilla el problema,
como lo son la aproximacion adiabética o las monoelectronicas [13, 14]. El método de apro-
ximacién que nos interesa aqui, se conoce como calculo de masa efectiva. En él, se define un
cuasi-electron cuya masa es m*, que en principio es diferente de la masa m, del electrén libre.
Entonces, al introducir m* a la ecuacién de Schrodinger del cristal, para describir al electron,
ésta se convierte en una relacion particular que no contiene explicitamente su interaccion
con la red y con sus propiedades [13, capitulo 5|. Esto es particularmente util al estudiar el
problema del electrén en un cristal cuando hay presencia de campos externos. Por ejemplo,
sea U(7,t) un campo externo, entonces el hamiltoniano dependiente del tiempo sera:

H =K+ Uy(F) + U(%,1), (2.30)

en donde U,(7) es el potencial periodico y K esel operador de energia cinética. Por lo tanto,
la ecuacion de Schrodinger es:

. OV (7, t)
=1h TR

Para dar una soluciéon utilizamos la representacion de Wannier, en donde se propone una
soluciéon que es del tipo:

HW(7,1) (2.31)
VFE) =D fum()anm(F), (2.32)

en donde a fp,(t) es una funciéon conocida como envolvente. Asi, cuando sustituimos la
solucion (2.32) en (2.31) para luego multiplicar por a,(7) e integrar sobre todo el espacio,
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se obtiene una ecuacién que se debe resolver para la funcién envolvente. En esa ecuacion ya
no aparece el potencial periddico propio del cristal y en lugar del parametro m, aparece el
factor de masa efectiva m*.

2.3.1. Caso inhomogéneo e is6tropo

En el caso general de un medio inhomogéneo e isétropo se puede demostrar que para
sistemas con parametros que varian suavemente con la posicién, la ecuaciéon para la funcion
envolvente, denotada ahora por F/(7), es (ver [1] y las citas ahi):

pF(7)
m(7)

+ V(¥) F(7¥) = E F(7), (2.33)

=

en donde m(7) es la masa efectiva y p es el operador de momento lineal, que en coordenadas
cartesianas esta dado por:

- 0 0 0
p=—ihV = —ih |— &, + — &, + — &, . 2.34
P ih zh{axex—l—ayey—l— €. (2.34)

Supongamos un sistema a capas en el que la direccién z es perpendicular a las interfaces.

—

En ese caso, m(7) = m(z), V(¥) = V(z) y las soluciones se pueden buscar en la forma
F(¥) = F(z) '®P), (2.35)

con K = (ky, ky) ¥y P = (x,y). Entonces, al aplicar el operador de momento lineal a la funciéon
F(7), obtenemos:

5o o (OF OF OF
PF(7) = —ih (%7 G_y’ 5)

= _ih<i/€mF(z), ik, F(2), F’(z)) iR P
- (h/{mF(z), ik, F(2), —mF'(z)) R

Haciendo ¢ = [pF(#)]/m(F) y sustituyendo el resultado anterior en el primer término de la
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ecuacion (2.33), se obtiene que

pP-q

oq gy dqs
{a Ty T 821

N | —
[\DlH

2Rty i’k +i2h2d F'(2)] =
2 T T T g ‘

5 (£ (58) -

Por lo tanto la ecuacion (2.33) resulta ser

A N3] PR

Aqui hemos obtenido otra ecuaciéon con la forma Sturm-Liouville con P = 0.

2.3.2. Caso inhomogéneo y anisétropo

_ En un medio inhomogéneo y anisétropo, la masa efectiva esta caract_)erizada por un tensor
m(7) que depende de la posicion, de modo que si denotamos como (7) el inverso de ese
tensor, entonces la ecuacion (2.33) para la funcién envolvente toma la siguiente forma:
1~ (= -
37 {;7- [ﬁ F(f?)} } L V(#)F(7) = EF(F). (2.37)
En un sistema a capas en donde las placas estan apiladas a lo largo de la direccion z,
el tensor de masa efectiva sera simétrico y dependera solo de la coordenada z, es decir,
V(7) = (z). Por otro lado V(¥) = V(z) y la funcién F(7) es tal que
F(¥) = F(z)'FP) (2.38)

con K = (Ky,ky) y Pp = (2,y). Ademas, como ya demostramos anteriormente, al aplicar el
operador de momento lineal a la funcién F', se obtiene que

BE(F) = (mmF(z), hey F(2), —mF'(z)) ¢iRP, (2.39)

Para continuar, hagamos ¢ = 7 [f) F (F)], cuyas componentes son q; = » , U [f) F (7‘")} , con

J vy [ indices que toman los valores 1, 2 y 3. Por lo tanto, el primer término en la ecuaciéon
(2.37) sera:

0 0 0
[Q1+ QQ+£:|.

Pili= "5 19z "oy " 92

N | —
"dv
[\Dlr—l
i-

B iRk, i2hliy h? d
= 5 q1 5 g2 5 ds

[+ ) 450 5] 53
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Desarrollando los términos con ¢; y ¢2 e introduciendo los vectores @ = (Vsy, Vsy, Vs3) ¥ b =
(V13, Va3, Vs3), Obtenemos al fin que la ecuacion (2.37) sera:

h?d% {ygg(z)dﬁ;lf) Li(R- &)F(z)] + %(E B) C”;iz)
o (2.40)

[ (v + B 7.0 e =0

en donde

B= hz”;”(Z), (2.41)
P = %(ﬁ La) = % [chygl(z) + @1@(2)} : (2.42)
Y = %(;% . I;) = % [/@xulg(z) + /iyV23(Z)i| , (2.43)
W=FE-V(z)— % |:V11(Z)/£926 + 2v,,(2) Kyhky + V22(z)/<g§]. (2.44)

En esta forma es facil ver que la relacion de hermeticidad se cumple.

2.4. Ondas electromagnéticas guiadas

Un sistema fisico mediante el cual se pueden propagar las ondas electromagnéticas si-
guiendo una trayectoria determinada, se conoce como una guia de onda [6]. Su estudio tiene
como propoésito general el construir dispositivos para trasmitir energia e informacion entre
dos puntos. La propagacion de la onda depende de la geometria de la guia y los campos
deben satisfacer condiciones de empalme en la superficie de separacion de los materiales que
la conforman. De este modo, en una guia de onda arbitraria, se encuentran tres tipos béasicos
de ondas electromagnéticas:

= TE. Son aquellas en las que el campo eléctrico es transversal a la direccién de propa-
gacion.

= TM. En estas ondas el campo magnético es transversal a la direcciéon de propagacion.

= TEM. Aqui, tanto el campo eléctrico como el campo magnético son transversales a la
direccién de propagacion.

Supongamos una guia de onda compuesta por varias capas de caras paralelas y perpen-
diculares al eje cartesiano z. Las capas son de caras estrictamente paralelas, sin rugosidad ni
otras imperfecciones. Las dimensiones del sistema en el plano (z,y) son tan grandes que se
pueden considerar infinitas. Mas atun, el nimero de capas puede ser pequeno o grande; para
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el anélisis siguiente no es relevante. Con estas condiciones y considerando una situacion en
la que no existen corrientes ni fuentes, las ecuaciones de Maxwell en la materia son:

V-D(7,t) =0, (2.45)
V x E(7, ):—%, (2.46)
V-B(7,t) =0, (2.47)
V x H(7,t) = aDét t (2.48)

Separando los campos en su parte transversal (perpendicular a z), la cual denotaremos con
un subindice t, quedan como sigue:

Di(B, 2,t) = (Dou(2), Doy(2)) e FP=D), (2.49)
D.(p, z,t) = Dy, (z) e!FP=, (2.50)
H(p, 2,t) = (Hou(2), Hoy(2)) e FP~) (2.51)
H.(p, z,t) = Hy,(z) e!FP=D), (2.52)

endonde p = (z,y) y K = (K4, ky). Paralos demas campos se supone una dependencia similar.
Al sustituir lo anterior en las ecuaciones de Maxwell, obtenemos un sistema de ecuaciones
ordinarias en la variable independiente z:

iR -Dy(z) + D.(2) =0, (2.53)
iR xE(2)+86. x E (2) = iwB(z), (2.54)
iR-By(z) + B.(2) =0, (2.55)
iR xH(z)+6 x H(2) = —iwD(z) (2.56)

2.4.1. Ondas electromagnéticas TE

En el caso de ondas TE, es decir, cuando el campo eléctrico es transversal a la direcciéon
de propagacion (D, = 0), las ecuaciones (2.53)-(2.56) toman la siguiente forma:

iR-Dy(z) =0, (2.57)

iR x Ey(2) + 8. x E.(2) = iwB(2), (2.58)
iR-By(z)+ B.(2) =0, (2.59)

iR x H(2) + &, x IEI,(z) = —iwDy(2) (2.60)

De la primer ecuacién podemos notar que ﬁt(z) es perpendicular al vector de onda K. Sin
pérdida de generalidad podemos tomar el vector K en la direccion y con k, = k, de modo
que Do, (z) = 0. Por otro lado, de los productos vectoriales de la segunda ecuaciéon podemos
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notar que el campo magnético sélo tiene componentes en en el plano (y,z). Por lo tanto
obtenemos:

—ikE.(2) = iwB,(z), (2.61)

E!(z) = iwBy(2), (2.62)

ikBy(z) + B.(z) =0, (2.63)
ikH.(2) — H,(2) = —iwD,(2) (2.64)

La tercera de estas ecuaciones carece de importancia pues se puede deducir de las dos prime-
ras. Por otra parte, sabiendo que D = €,¢,(2)E v B = piopt. (2)H, entonces podemos escribir
la dltima ecuacién como:

i Li((zi)} - d% Lfi—(z)} = —iweoe,(2) Ey(2). (2.65)

Si a lo anterior sustituimos las ecuaciones (2.61) y (2.62) obtenemos una expresion para el
campo eléctrico que, después de ciertos arreglos, queda como sigue:

dilz LL“(Z ; E;<z)] + (wmg & e.(z) — M*Ez ; ﬁ) E.(z) = 0. (2.66)

Aqui tenemos una ecuacion con la forma de Sturm-Liouville con P = 0.

2.4.2. Ondas electromagnéticas TM

Para las ondas TM, la componente H, es nula, por lo que las ecuaciones (2.53)-(2.56)
seran:

iR -Dy(z) + D.(2) =0, (2.67)

iR x B(z) + &, x E,(z) = iwBy(2), (2.68)
iR-By(z) =0, (2.69)

iR x Hy(2) + 6. x H(2) = —iwD(2) (2.70)

De la ecuacion (2.69) podemos ver que Bt(z) es perpendicular al vector de onda K, entonces
tomando K en la direccién y con x, = K, la componente By, serd nula. Ademés, de los
productos vectoriales de la ecuacion (2.70) vemos que D sélo tiene componentes en y y z.
Por lo tanto obtenemos:

ik -Dy(z)+ D.(z) =0, (2.71)
ikE.(2) — E,(2) = iwB,(2), (2.72)
H!(z) = —iwD,(z), (2.73)

—ikH,(2) = —iwD,(2) (2.74)
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La primera se deduce de las dos tltimas, por lo que usando las relaciones D = €€, (2 )f)
B = Hofte (2 )H, podemos escribir la segunda ecuacién como:

o gy + (w2 pop(2) — —2—2) Ho(2) = 0. (2.75)
i o) ( ")

Ahora tenemos una ecuaciéon muy similar a la obtenida en el caso de ondas TE.

2.5. Comparaciéon

Con el fin de tener una vision general de los coeficientes que aparecen en las ecuaciones
de movimiento de los problemas estudiados hasta ahora, los reunimos en la tabla 2.1. Ahi se
muestra una comparacion de aquellos problemas que fueron estudiados en un medio isétropo,
homogéneo para las ecuaciones de onda y de difusiéon e inhomogéneo para el resto. Todos
estos ejemplos terminan en la ecuacion clasica de la forma Sturm-Liouville.

Ecuacion | B P —Fi w
Onda 1 0 0 A2 — K2
Difusion 1 0 0 A2 — K2
h? h2K?
Masa Efecti E - —
asa Efectiva 2m() 0 0 (V(z) + 2m(z)>
Ho 2 2 Mo o
Ondas TE 0 0 w s € €. (2) — K
e e
€o 2 2 €o 2
Ondas TM — 0 0 - —
ndas () W€ foft, (2) ET(Z)H

Tabla 2.1: Comparacién de coeficientes en las ecuaciones de movimiento de los problemas del
catalogo para medios inhomogéneos e isdétropos.

De manera similar, en la tabla 2.2 mostramos los problemas que fueron analizados en
medios inhomogéneos y anisétropos. En ella se puede observar de manera més clara que se
cumple la hermeticidad del operador L.

Es importante mencionar que en todos los casos de ambas tablas el parametro W contiene
el valor propio asociado a la ecuacién de movimiento. Por ejemplo, en el caso de la masa
efectiva es la energia F.
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Ecuacion ‘ B P —pt w

Onda | (o) E— i) Nen(z) — wimn)
Difusion D33(2) i[mmDm (2)+ H,yDgz(z)] i[HmDm(z) + fin23(Z)} ()\2 _ [Dn(z)/q,i + 2D (2)kyhy + DQQ(Z)H;})

NG i i 12 , ,
Masa Efectiva 51/33(2) 5 |:Kzl/31(z) + /-fyusz(z)] > [Hl.l/m(z) + Kyl/zg(z)] E-V(z)— 5 [z/n(z)mm + 2015 (2) Kuhiy + 1/22(:4)%]

Tabla 2.2: Comparacién de coeficientes en las ecuaciones del catalogo para medios inhomogéneos
y anisotropos.






Capitulo 3

Soluciones LI, matrices de transferencia
y funcién de Green regular

3.1. Soluciones LI

Anteriormente establecimos como objetivo el calcular algunas de las matrices de transfe-
rencia mas importantes para el problema homogéneo, asi como la obtencién de la funcién de
Green regular en el infinito. Sin embargo, el primer paso a seguir es encontrar las soluciones
linealmente independientes del sistema, esto partiendo de la ecuaciéon de movimiento para
N = 1. En ese caso, la ecuacion que debemos considerar es la siguiente (véase [1, sec. 7.1|):

dF(z)
dz

d B dF(z)

7 (2) - + P(2)F(z)| +Y(2)

+W(z) F(z) =0. (3.1)

Ahora, como vamos a estudiar el problema homogéneo, los pardmetros en la expresion anterior

no deben ser funciones de z, es decir, deben ser constantes. Por lo tanto, lo que en realidad

tenemos es:

d*F(z)
dz?

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes, por
lo que podemos suponer que su solucién es de la forma F(z) = Fye™** en donde Fy es una
constante. Esto se justifica en la teoria de ecuaciones diferenciales [9).

Notese que la primera y segunda derivadas de la solucién propuesta, estdn relacionadas
con la funcion F(z) sin derivar, lo que se debe a la presencia de la funcién exponencial, por
lo que se cumplen las siguientes relaciones:

B

+(P+Y) dZiz) LW F(2) = 0. (3.2)

dF(z)
dz

d*F(z)

T i’k F(2). (3.3)

=ik F(2) y

Sustituyendo estas dos expresiones en la ecuacion (3.2) se obtiene que
~k?*BF(2) +i(P+Y)k F(z) + W F(z) = 0. (3.4)

23
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Eliminando F'(z) se llega a una ecuacion cuadratica para k, la cual es
BE* —i(P+Y)k—W =0, (3.5)

cuyas raices estan dadas por

_i(P+Y)+/—(P+Y)?+4BW

k 3.6

1 55 (3.6)
y

(P+Y)—+/—(P+Y)?+4BW
By = (PHY) - /(P YR | (3.7)
2B
Asi, con estas valores de k se pueden construir las dos soluciones LI del sistema, la cuales son
Fy(z) = Fyy e, (3.8)

en donde el indice j toma los valores 1 y 2. Por su parte, las formas lineales asociadas para
N =1, que seran ttiles en calculos proximos, toman la forma:

A;(2) = Fyj(P + ik; B) e™%. (3.9)

Antes de continuar, vamos a analizar algunos casos particulares de interés fisico, que
condicionan la forma de las raices k;. Primero que todo, sabemos de la seccién 1.3, que bajo
las condiciones de hermiticidad del operador L, se tiene que Y = —P'y que W y B resultan
ser nimeros reales, de modo que se puede dar una de las siguientes situaciones:

1. El caso mas sencillo que puede ocurrir es que P sea igual a su adjunto, es decir, que se
cumpla la relacion P +Y = P — PT = 0. Bajo esas condiciones podemos observar que
las raices k; tienen signos opuestos:

w w

Veamos qué pasa con estas igualdades cuando consideramos los signos de los ntimeros
B y W. Primero, si ambos tienen signos opuestos, las raices seran nimeros complejos
puros, por lo que ko sera el simétrico de kq, respecto del origen. Esto quiere decir que
uno se encuentra en un semiplano opuesto al que pertenece el otro. Por otro lado,
cuando B y W tienen signos iguales, las raices k; y ko serén reales opuestos. Entonces,
sin pérdida de generalidad, consideremos para los analisis posteriores, con el supuesto
P +Y =0, que k; se encuentra en el semiplano superior o en la parte positiva del eje
real, de modo que k5 se encontrara en el semiplano inferior o en la parte negativa del
eje real.

2. Resulta facil caer en cuenta de que el caso més general ocurre cuando P no es igual a
su adjunto y se cumple que P +Y = P — Pt =£ 0. En este caso, las raices son

_i(P—P") 4+ \/—(P— P2+ 4BW
B 2B

ki (3.11)
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i(P— Pty — \/=(P — P2 + 4BW
2B ‘

ky = (3.12)

Separando el nimero P en su parte real y su parte compleja, es decir, poniendo P =
Pr+iP;, se tiene que P— PT = 2{P;. Entonces las raices, que para este caso escribiremos
con ¢1 y g2, toman la siguiente forma:

P [W P? P W P?
“=TpNETE Y T \NE B (3.13)

Estos valores son simétricos ya no respecto del origen sino del ntimero real —P;/B.
Entonces, cuando B y W tienen signos contrarios y |WW/B| es mayor a P?/B? las
raices seran complejas y se encontraran en un semiplano opuesto al de la otra. Tal
semiplano esta determinado, de nuevo, por la recta real. Asimismo, si B y W tienen
el mismo signo, entonces ¢; y ¢ son reales opuestos respecto al nimero —P;/B, que
también serfa real. Por ultimo, como en el caso anterior, vamos a suponer que ¢q; se
encuentra en el semiplano superior o en la parte derecha del punto —P;/B.

3.2. Matriz de transferencia completa del problema ho-
mogéneo

Conociendo las soluciones LI del problema homogéneo, podemos calcular la matriz de
transferencia completa con el uso de la ecuacion (1.12):

) Ia(2)\ [ Fi(20)  —F3(20)
~ det [N(29)] (F{(Z) Fz’(z)> (—F{(Zo) Fi(20) )
Fi(2)Fy(20) — Fa(2)Fi(20) —F1(2)F2(20) + Fa(2) Fi(20)

= et [N(zo)} Fl(2)Fy(20) — Fy(2)Fi(20) —Fl(2)Fa(z0) + F3(2)Fi(20)

Recordando que las funciones primadas denotan derivadas, el determinante en la ecuacion
anterior es:

det [N(Z()>] = Fl(Z()) Fé(Zo) - FQ(Z()) F{(Zo) = Z(l{?Q - ]{?1) Fl(Zo) FQ(Z()). (314)
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Usando este resultado, junto a las soluciones LI y sus derivadas, segin la ecuacion (3.8),
obtenemos que la forma general de la matriz de transferencia completa es:

iko F1(2) Fa(z0) — iky Fi(20) Fa(2) —F1(2) Fa(z0) + Fa(2) Fi(z0)
M | i(ke — k1) F1(20) Fa(20) i(ky — k1) Fi(20) Fa(20)
- Pkka [F1(2) Fa(z0) — Fa(z) Fi(20)]  —iky Fi(2) Fa(20) + ik Fa(2) Fi(20)

i(ke — k1) F1(20) Fa(20) i(ky — k1) F1(20) Fa(20)

(3.15)
Al tomar el determinante de la matriz anterior se tiene
Fl(Z) FQ(Z) .

det [M(z, )] = Fi(o0) FBal20) = exp (z[kl + ko]z — ZO]>. (3.16)

Ahora vamos a estudiar el aspecto de la matriz de transferencia completa considerando
los casos particulares para las raices k;, los cuales se discutieron anteriormente. Primero, si
suponemos que P 4+ Y = 0, entonces

ko — k W
ki = —ky = — 22 L= 5 (3.17)

Al sustituir estas igualdades en la ecuacion (3.15), obtenemos que

cos [k1(z — z0)] kisen [k1(z — 20)]
M(z, z) = ! : (3.18)

—kq sen [kl(z — zo)] cos [/61(2 — Zo)]

Como ya dijimos, el determinante de esta matriz debe ser la unidad segtn (3.16), lo cual en
efecto ocurre:

det [M(z,zo)} = cos? [kl(z — zo)] + sen? [kl(z — zo)] = 1. (3.19)

3.3. Matriz de transferencia asociada del problema ho-
mogéneo

En los casos en que la derivada de la funcion F(z) resulta no ser continua, es conveniente
estudiar la matriz de transferencia asociada que hemos denotado por T(z,z). En ella, en
lugar de transferir las amplitudes y sus derivadas, se transfieren las amplitudes y la forma
lineal, ya que siempre resultan ser continuas. Asi, segin la ecuacion (1.15) la matriz Tz, z)
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es tal que

T(z,20) = Q(2) - [Q(z0)]

FQ Z) ) AQ(Z()) —FQ(Z())
) (4 )
F1(2)As(z0) — Fo(2)A1(20) —F1(2)Fa(20) + Fo(2)Fi(20)

~ det [Q(Zoﬂ A1(2)Az(20) — Aa(2)A1(20) —A1(2)Fa(20) + Ag(2) Fi(20)

Para reducir al maximo la forma de esta matriz, calculamos el determinante que aparece al
frente de ella, y para eso debemos sustituir la forma lineal asociada A(z), de donde obtenemos
que

det [Q(20)] = Fi(20)A2(20) — Fa(20)A1(20) = @ B (k2 — k1) Fi(20) Fa(20)- (3.20)

Si definimos los parametros Ty = P+iBk, y 15 = P+iBks, entonces el determinante anterior
toma la forma (75 — T7) Fi(zo) F»(20) v asi al sustituir todo y desarrollar cada elemento de
la matriz obtenemos:

T2 Fl(Z) FQ(Z()) — Tl Fl(Z()) FQ(Z) —Fl(Z) FQ(ZO) + FQ(Z) Fl(Z())
(T2 —T1)F1(Zo) FQ(ZO) (T2 —T1)F1(20)F2(20)

T(z,20) =
T1T2 [Fl(z) FQ(Z()) — FQ(Z) F1 (Zo)} —TlFl (Z) FQ(ZO) + TQFQ(Z) F1 (ZQ)
(T2 —T1)F1(Zo) Fz(Zo) (T2 —T1)F1(20)F2(20)

(3.21)
Esta expresion todavia parece muy complicada, pero si escribimos los campos segun la ecua-
cion (3.8) podemos verificar que coincide con la calculada en [1], en donde se toma zy = 0. Por
otro lado, resulta importante verificar el determinante, el cual es similar al que se encontro
para el caso de la matriz de transferencia completa:

Fi(z) F»(2)

det [T(z,2)] = ) = exp (z[k‘l + ko][z — zo]>. (3.22)

Fi(20) Fa(20

Vamos ahora a estudiar como se reduce la expresion (3.21) cuando consideramos el caso
P+Y = 0. Primero, debemos recordar que aqui, las raices se relacionan como ko = —ky, por
lo que al introducir las exponenciales de la ecuacion (3.8), la matriz de transferencia asociada
se transforma en

coslki(z — 20)] — Bi;ﬁ sen(ky (z — 29)] Bikl sen(ki(z — 2o)]
T(z,2) = 7
—(P M) sen[k1(z — 20)] cos[k1(z — z0)] + 2 sen[ki (2 — 20)]

Bl{fl Bkl

(3.23)
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cuyo determinante es
det [T(z, 20)] = cos® [k1(z — z)] + sen” [ki(z — z)] = 1. (3.24)

Este resultado concuerda con el esperado en la ecuacion (3.22).

3.4. Matriz de rigidez del problema homogéneo

Para calcular la matriz de rigidez vamos a utilizar la ecuacion (1.19) que encontramos
anteriormente, la cual estd dada por:

ne0= (30 ) (R B (3:25)

Si el determinante de la segunda matriz, al lado derecho de la ecuacién, lo denotamos por D,
es decir, si

D = Fi(20)Fa(2) — Fa(20)Fi(2), (3.26)

entonces

e - 4 (4 A (B0 R

1 Al(ZO)FQ(Z) — AQ(Z())Fl Z) —Al(Zo)FQ(Zo) + AQ(ZQ)Fl(Zo)

D

Al(2)Fa(2) — A2(2)F1(z)  —Au(2)Fa(20) + A2(2) F1(20)

Desarrollando los formas lineales A(z) y A(zo) en los términos de la matriz anterior, obtene-
mos por fin:

T Fi(20) Fo(2) — ToFa(20) Fi(2) (Ty — T1) F1(20) Fs(20)
Fl(ZQ)FQ(Z) — Fl(Z)F2<Zo) F]_(ZO)FQ(Z) — Fl(Z)FQ(ZQ)
E(z, 2) = . (3.27)
—(Ty — T))Fi(2) Fy(2) —T\F(2)Fy(20) + ToFa(2) Fy (20)
Fl(ZO)Fz(Z) — Fl(Z)FQ(Zo) Fl(Zo)FQ(Z) — Fl(Z)FQ(ZQ)

Siguiendo el mismo procedimiento que utilizamos en las deméas matrices, tenemos
det [E(Z, ZD)] = T1 Tg, (328)

en donde ya sabemos que T} = ik; B + P.
Si consideramos P +Y = 0, entonces ky = —k;y, por lo que al escribir las soluciones Fj(z)
en sus formas exponenciales y desarrollando, obtenemos que la matriz (3.27) toma la forma:

B(o.a P — k1B cot [ki(z — 2)] k1B csc [ki(z — 20)] 529
o —k1Besc [ki(z — z)] P+ kiBcot [ki(z — 20)] . .
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Segiin la ecuacion (3.28) el determinante de la matriz anterior se debe reducir a P? + ki B2,
lo que ocurre efectivamente:

det [E(z,2)] = P* + ki B® [CSC2 [k1(z — 20)] — cot® [ki(z — ZO)H =P*+k2B%  (3.30)

en donde hemos utilizado la identidad cot?(x) + 1 = csc?(z).

3.5. Matriz de compliance del problema homogéneo

La matriz de compliance se calcula con la ecuacion (1.21). Entonces, si ahora D representa
el determinante de la segunda matriz en esa ecuacion tenemos que

e = (B 50)- (A %0) _1
L (Bl Bl (As) o))

D\ Fi(z) Fy(2) ) \—Ai(z)  Ai(z0)
1 Fi(z0)As(2) — Fa(20)A1(2) —Fi(20)Aa(20) + Fa(z0)A1(20)
D Fi(2)As(2) — F3(2)A1(2)  —Fi(2)A2(20) + Fa(2)A1(20) ’
en donde
D = Al(Zo)AQ(Z) — Al(Z)AQ(ZO) = T1 TQ Fl(Z())FQ(Z) - Fl(Z)FQ(Zo) . (331)

Desarrollando cada término obtenemos que la matriz de compliance en el caso general es
TQFl(Zo)FQ(Z) — TlFQ(Zo)Fl(Z) _(T2 — Tl)Fl(Z()>F2(Zo)
Tl T2 Fl(Z(])FQ(Z) — F1<Z)F2<Zo) T1 TQ F1<20)F2(Z) — Fl(Z)FQ(Zo)

E(z, z) =
(TQ — Tl)Fl(Z)FQ(Z) —T2F1(2>F2(Zo) + TlFQ(Z)Fl(Zo)
T1 T2 Fl(Z(])FQ(Z) — F1<Z)F2<Zo) T1 T2 F1<Zo)F2(Z) — Fl(Z)FQ(ZO)
] ) ' - (3.32)
Al calcular el determinante hay términos que desaparecen y resulta al final que
1
det [L(z, 20)] = Ty (3.33)
De manera similar a las secciones anteriores, para P+ Y = 0, se tiene que ky = —kq, por
lo que la matriz anterior se reduce a la siguiente:
P N k1B cot [k:l(z — zo)} k1B csc [k;l(z — zo)}
P? + k?B2 P2+ k¥B2 P2+ k?B2
L(z, 20) =
k1B csc [ki(z — 20)] P k1B cot [ki(z — 2)]
P? + k3 B? P? + k3 B? P? + k3 B?

(3.34)
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Aunque en principio puede parecer muy complicada, el determinante concuerda con lo espe-
rado en la ecuacion (3.33):

1 1
det [L(z, z9)] = [EREwEyE =TT (3.35)

3.6. Matriz hibrida del problema homogéneo

De acuerdo con la ecuacion (1.23), la matriz hibrida en términos de las soluciones LI, esté
dada por
Fi(z) Fa(20)\ | (A1(20) Aslz0)) "
H _ . : 3.36
(2, 20) <A1(2> Ay(2) Fi(2)  Fu(z) (3.36)

Como antes, si D denota el determinante de la segunda matriz en la ecuacién anterior,
tendremos que

w35 1)) 259

D 1(2 2(2 z 1(%0
1 [ Fi(z0)Fa(z) — (Zo)Fl(Z) —F1(20)A2(20) + F2(20) A1(20)
D

A1(2)Fa(z) — A2(2)Fi(z)  —Ai(2)As(20) + A2(2) Ar(20)

Aqui
D = Aq(20)Fo(2) — F1(2)As(20) = T1 F1(20) Fa(2) — ToF1(2) Fa(20). (3.37)

Asi, la forma general de la matriz hibrida es:

TQFl(ZO)FQ(Z) — TlFQ(Z())Fl(Z) —<T2 — Tl)Fl(Zo)FQ(Z())
T [Fl(zo)Fg(z) - Fl(z)Fz(zo)} e [Fl(zo)FQ(z) - Fl(z)FQ(zo)}
H(z, z) =
(=) (Ty — 1) Fi(2) Fa(2) —ToF1(2)Fy(z0) + Th Fa(2) Fi(20)
T1 TQ [Fl(ZO)FQ(Z) — Fl(Z)FQ(ZO)i| T1 T2 [Fl(ZQ)FQ(Z) — FI(Z)FQ(Z())}
(3.38)

3.7. Funcion de Green

Otra manera de resolver la ecuacién de movimiento en el problema homogéneo, es utili-
zando el método de la funcion de Green [3, 4, 5], el cual establece la existencia de una funciéon
G(z,2") que cumple las mismas condiciones de frontera que el campo F(z), y que segun lo
discutido en la seccion 1.5 satisface la ecuacion:

d*G(z, ) dG(z,2")

B
dz? dz

+(P+Y) +WG(z,2) =6(z—2), (3.39)
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en donde §(z — 2’) es la funcion delta de Dirac.

Como podemos notar, nuestro problema ahora es encontrar la forma de la funcion G(z, 2’).
Para ello, vamos a resolver la ecuaciéon diferencial anterior utilizando transformadas de Fou-
rier 3|, de donde se sigue que:

. - ~ 1

—BE*G(k) +i(P+Y)kG(k) + W G(k) = —. 3.40

(k) +( )k G(k) (k) Ner: (3.40)

Aqui hemos utilizado el conocido resultado de que la transformada de Fourier de la funcion

delta es la constante 1/4/27, entre otras propiedades, y en donde

. 1 o0 1 1

Gk)= — G .

(%) V2T J oo Vor —BE2+i(P+Y)k+W

Entonces, usando la definiciéon de transformada inversa se tiene:

(z,2)e " dz =

(3.41)

1 * ~ /
G(z, 7)) = —/ G(k) e gk, 3.42
== [ 6w (3.02)
de modo que al sustituir G (k) obtenemos que

1 00 eik(z—z’)
Glz,2) = — dk. 3.43
(2,2) 27T/OO “BRZ+i(P+Y)k+ W (3:43)

Una manera muy util de resolver integrales definidas como la anterior es utilizar las
técnicas del célculo complejo, en particular nos interesa la teoria de integracion por residuos
[3, 15, 16]. En ella se establece que la integral de una funcion compleja sobre un contorno
cerrado es 27 veces la suma de los residuos de la funcion, evaluada en los puntos singulares
dentro del contorno. Siendo formales, el teorema del residuo nos dice que si f : C +— C es
una funcion analitica en una regiéon que contiene a todos los puntos en el interior y sobre
una curva de Jordan -y, excepto por un ntimero finito de singularidades {wl, Wa, ... ,wm} en
el interior de v, entonces

/f(w) dw = 2m'z Res|[ f(w;)], (3.44)

en donde w € C. Asi, al extender la integral (3.43) al plano complejo, tenemos que la funcion
a integrar es

1 1

C2r —Bw?+i(P+Y)w+ W’

f(w) = F(w)e™**) con F(w) (3.45)

Para comenzar a buscar el resultado de integrar la funcién anterior debemos notar que
las raices ki y ko discutidas en la seccion 2.1 son puntos singulares de F'(w) y por tanto de
f(w). Ademés, como son polos simples y asi lo requiere la ecuacion (3.44), encontramos los
residuos usando que

Res[f(wo)] = lim [(w —wp) f(w)]. (3.46)

w—rwo
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En nuestro caso,

— . 4
2 —Bw? + i(P+Y)w+ W (3.47)

Res[F(k)] = lim [(w - /ﬁ)F(w)} — lim

w—k1 w—rk1

|:1 w—k1

Para encontrar el limite anterior usamos la regla de [’Hopital, de la cual obtenemos que

1 1 1 1

Res|F(ky)| = — = ——\ 3.48
)] = B P Y) 27 Bl — k) (3.48)
Por lo tanto,
Res[f ()] = - 3.49
es[f(k)] = 2% Bl =)’ (3.49)
De manera similar, para ko, obtenemos:
Res|[f(k L et 3.50
es[f(ke)] = "2 Bl =)’ (3.50)
1
1
—R L x
—R R

(a) (b)

Figura 3.1: Contornos de integracion.

Teniendo estos dos resultados falta establecer la curva sobre la que vamos a integrar.
Normalmente, para la resoluciéon de integrales por residuos se suelen escoger circuitos que
consisten del intervalo [—R, R| del eje real y el semicirculo superior (o inferior) con centro
en el origen, y que tiene radio R (véase la figura 3.1). Posteriormente se toma el limite en
el que R — oo y usamos el lema de Jordan para garantizar que el semicirculo escogido no
contribuye al resultado, por lo cual obtenemos una integral sobre el eje real. Con formalidad,
el lema de Jordan establece que dado el contorno 4 que consiste del semicirculo superior
de radio R centrado en el origen (figura 3.1a) y una funciéon compleja F' que tiende a cero
conforme |w| — 0o, entonces

lim F(w)e"™ dw =0, (3.51)
R—o0 P
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en donde «a es un parametro positivo. Como consecuencia de lo anterior

/_Zf(k) dk = lim [/_Zf(w) dw—i—/YTf(w) dw]

= lim [ f(w)dw
R—o00 y

= 2mi Z Res|f(w;)],

con w; dentro de . Cabe mencionar que lo anterior es vélido sélo cuando a > 0, los polos
no se encuentran en el eje real y se toma el semicirculo superior. Si @ < 0, entonces se toma
el semicirculo inferior y se tiene que

/oo F(k) dk = —27TiZRes [f(w))]. (3.52)

En nuestro problema, la presencia de la exponencial determina qué mitad del plano com-
plejo vamos a escoger. Si (z—2') > 0, tomamos el semiplano superior y en otro caso, tomamos
el inferior. Asi, bajo estas consideraciones el resultado de la integral (3.43) sera 2mwi (o —27i)
veces la suma de los residuos que se encuentran dentro del semiplano correspondiente. En-
tonces, para encontrar una forma explicita de la funciéon de Green, consideremos lo discutido
en la secciéon 3.1, en donde se menciona que supondremos a k; en el semiplano superior y a
ks en el inferior, por ser éstos simétricos respecto al eje real. Asi, segin los residuos (3.49) y
(3.50), obtenemos que la integral (3.43) es
ef=2) g >

1
G N . , . 3.53
(2,2) iB(ky — k) . {6”‘32(2_'3) siz—2'<0 (3.53)

3.7.1. Forma lineal asociada a la funciéon de Green

De manera similar a como definimos A(z) en la ecuaciéon de movimiento, podemos definir
una nueva forma lineal asociada a la funciéon de Green, la cual es

dG(z, 2
Ag(z,2) =B % + PGz, 7). (3.54)
z
Despejando la derivada de G(z, 2’) e integrando entre 2’ — e y 2z’ 4 ¢, tenemos
Z'+e dG / Z/+e Z'+e
/ % dz = B_l/ Ag(z,2") dz — PB_1/ G(z,7) dz. (3.55)
2l —e z z'—e z'—e

Tomando el limite cuando € — 0, las integrales al lado derecho de la igualdad se anulan y
tenemos que

lim [G(z’ +¢e,2)—G(Z —¢, z’)} =0. (3.56)

e—0
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Esta ecuacion expresa la continuidad de la funcién de Green. Por otro lado, si hacemos una
integracion similar con la ecuacion (3.39), tendriamos que

2/ +e / 2/ +e 2/ +e
/ Mdzﬁ—Y/ dG(2, 7) W/ dz-/ §(z—2")dz
z'—¢ dz zl—¢ dz zl—e
(3.57)

La integral al lado derecho se reduce a la unidad por definicién de la funciéon delta de Dirac,
mientras que al tomar el limite cuando € — 0, el segundo y tercer término del lado izquierdo
de la igualdad se anulan. Esto nos conduce a establecer una relaciéon de salto en la forma
lineal:

lim Ag(z' 4+ ¢,2") = Ag(Z —¢,2)| = 1. (3.58)

Debemos darnos cuenta que si el segundo argumento se acerca al primero desde la dere-
cha/izquierda es lo mismo que dejar que el primer argumento se acerque al segundo desde la
izquierda/derecha, lo cual es valido para cualquier sistema [1].

La continuidad de la funcién de Green y el salto en la forma lineal son dos propiedades
que debe cumplir la expresion (3.53), lo que en efecto ocurre.



Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

4.1. Conclusiones

En el segundo capitulo logramos establecer un pequeno compendio de problemas fisicos
actuales, los cuales conducen a una ecuaciéon de movimiento que tiene la forma de Sturm-
Liouville o la forma de (1.2) para el caso N = 1. La diferencia de estas ecuaciones se reduce
a la aparicion de los términos P(z) y Y(z), que estan relacionados por las condiciones de
hermiticidad del operador ﬁ, las cuales se cumplen en cada problema. Ademéas, podemos
observar que la forma clésica de Sturm-Liouville aparece cuando estudiamos medios isdétropos
y la forma de la ecuacion (1.2) aparece cuando se consideran medios anisotropos (véanse las
tablas 2.1 y 2.2). Entonces, la cuestion de si se debe o no hacer una generalizacion, se traduce
en la importancia que tienen los problemas dentro del estudio de sistemas a capas con medios
anisotropos.

Una vez sentada la importancia de la ecuacion general de movimiento, continuamos con su
analisis en el caso més sencillo: el problema homogéneo con N = 1. Aqui encontramos las dos
soluciones linealmente independientes con las que se pudieron calcular algunas de las matrices
de transferencia, como la completa M y la asociada T. En principio obtuvimos expresiones
complejas que se reducen bastante cuando usamos la condicion P +Y = P — PT = 0.

Por dltimo, calculamos la funcién de Green del problema homogéneo y discutimos la
continuidad de la misma y la condiciéon de salto de la forma lineal asociada que surge en su
consideracion. Esto utilizando la teoria de integracion por residuos del analisis complejo.

4.2. Perspectivas

A estas alturas del proyecto, e incluso durante su desarrollo, resulta natural interesarse
en como se puede extender el contenido; como utilizar este conocimiento para generar otro;
qué puntos no se tocaron aqui y sobre todo en qué podria mejorarse. Ante esto, el primer
objetivo que se puede plantear para continuar con este trabajo, es seguir ampliando el acopio
de problemas con N = 1, asi como anadir los calculos en otros sistemas de referencia. Por
ejemplo, en el problema de masa efectiva (seccion 2.3) senalamos explicitamente que los
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calculos se realizaron en coordenadas cartesianas, pero en otros sistemas podriamos llegar a
una ecuacion similar que en ese caso.

Lo siguiente que podemos hacer es llevar el estudio al caso general, es decir, conside-
rar problemas que conducen a ecuaciones de movimiento con N = 2,3, etc. Dentro de esa
investigacion se puede incluir el anélisis con materiales cuyas relaciones constitutivas sean
menos comunes, por ejemplo, los magnetoeléctricos.* Otro ejemplo de interés para N = 4,
es encontrar la ecuacién de movimiento para los potenciales electromagnéticos en sistemas a
capas construidos a partir de materiales bianisotropicos.

En el articulo [2] se postula una densidad lagrangiana general que conduce a las ecuaciones
de movimiento para casos dentro de la teoria electromagnética, la teoria de la elasticidad
y otros problemas particulares de la fisica. Lo interesante radica en que cuando los casos
mencionados son estudiados en sistemas a capas, es decir, cuando los parametros dependen
de una de las coordenadas cartesianas, todos ellos conducen a un problema matricial del tipo
Sturm-Liouville, con la misma estructura de la ecuacion (1.2). Por lo tanto, otro gran paso
a seguir como objetivo es estudiar las densidades lagrangianas particulares para cada una de
las ecuaciones del compendio presentado aqui.

Cuando estudiamos las condiciones de hermiticidad del operador L nos vimos en la ne-
cesidad de introducir condiciones de frontera que anulen la diferencia R(b) — R(a) en la
ecuacion (1.7). Como consecuencia, en todo el trabajo hemos considerado que las capas que
nombramos L. y R son semiinfinitas, y que cuando z — £oo la magnitud de interés tiende
a cero. Sin embargo, éstas no son las tnicas soluciones que conducen a la hermiticidad total
del operador L por lo que resulta ser importante estudiar el comportamiento del campo F
para distintas condiciones de contorno de interés experimental.

'Materiales que presentan fenémenos magnéticos y eléctricos relacionados entre si.
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