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Capitulo 1

Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un método para obtener los estados electrénicos de conduccién en
los llamados pozos de potencial de tipo Fibonacci y k-Fibonaccti los cuales estan basados en aleaciones
semiconductoras compuestas por areseniuro de galio (GaAS) y aluminio galio arsénico (Al,Gaj_,As).
Los pozos cuanticos analizados se definen a partir de las funciones hiperbdlicas de tipo Fibonacci y las
funciones hiperbdlicas generalizadas de tipo Fibonacci [9]. Estas funciones se ajustan de manera que
describan un perfil de barrera finita.

En cada situacion se deriva tedricamente una funcion de masa efectiva dependiente de la posicion
este modelo de masa dependiente de la posicién esta directamente conectado con la aproximacién de
funcion de onda envolvente empleada en el estudio de la dindmica de electrones en heteroestructuras
semiconductoras [12, 21]. De modo que se buscan soluciones al problema de Schrédinger con masa
dependiente de la posicién utilizando el Hamiltoniano de BenDaniel-Duke [3].

Finalmente, se calcula el coeficiente de absorciéon 6ptica no lineal asociado a transiciones inter-
subbanda. Para esta seccion de 6ptica no-lineal se emplea el modelo presentado por Paspalakis, Bo-
viatsis y Baskoutas [16].






Capitulo

Introduccion

Cualquier sélido de dimensiones macroscépicas es una coleccion de un enorme nimero de ntcleos
atémicos y electrones. Normalmente el nicleo atémico de un elemento es una mezcla de sus isétopos,
sin embargo, este detalle es de poca importancia para la mayoria de las propiedades del mismo. Una
peculiaridad de los sélidos esteblecida empiricamente es el hecho de que sus nicleos atémicos ocupan
m4&s o menos posiciones fijas en el espacio. En un cristal ideal, estas posiciones forman una red periédica
trimensional. En un sélido neutro (como es el caso de los materiales estudiados en el presente trabajo)
la carga total positiva debida a los nticleos es igual a la carga de todos sus electrones.

2.1. Planteamiento general del problema

En un cristal ideal en el que los efectos relativistas y la interaccion del espin se vuelven importantes,
los estados estacionarios del sistema son descritos por la ecuacion de Schédinger,

HU = £V, (2.1.1)

donde ¥ es la funciéon de onda del cristal, £ la energia y H es el operador Hamiltoniano el cual esta
dado por,

. K2 5 h? 9 .
H=———> Vi-—— Z Ev + V(7 R), (2.1.2)

donde V(7 ,ﬁ) es la energia de Coulomb de la interaccién entre electrones y nicleos; la cual es de la
forma

) YAYA 7 je?
VER) = Y SR Ke” Z LR - (2.1.3)
J<k K ik oy T

en donde m es la masa del electréon, M es la masa del J—ésimo nicleo, 7; y Ry son los vectores de
posicién del i—ésimo electrén y el J—ésimo nicleo respectivamente, R, r;; y r;y son las distancias



entre los correspondientes nicleos y electrones y finalmente Z; es el niimero atémico del J—ésimo
ntucleo.

El espectro de energias de este Hamiltoniano es en general complicado. Sin embargo, debido a que la
dindmica del sistema esta completamente determinada por la funcién de onda del cristal, ¥, la solucién
de la ecuacion en principio contestaria todas las preguntas acerca del sélido en cuestién, por
ejemplo, ;jpor qué la coleccién de cierto tipo de dtomos y electrones constituyen una red cristalina de
algin tipo u otro?, ademas nos permitiria determinar propiedades térmicas, magnéticas y opticas del
sélido en particular, entre otras.

Debido a que una muestra macroscépica de un sélido contiene cerca de 1023 particulas (proporcional
al nimero de avogadro), la funcién de onda del sélido, ¥, depende del mismo nimero de variables.
Por este motivo resulta practicamente imposible obtener (o incluso escribir) la solucién exacta a la
ecuaciéon . A decir verdad, incluso si encontramos un método para obtener (especificar) una
funcién de onda de tal nimero de variables, no seria de ninguna utilidad, ya que su aplicacién para el
calculo de cantidades observadas experimentalmente se encontraria con dificultades que tendrian que
ser reconocidas como fundamentales.

Por lo tanto, el trabajo de las teorias fisicas se encuentra en el establecimiento de aproximaciones
razonables que nos permitan interpretar y calcular propiedades observadas y medidas experimental-
mente.



Capitulo 3

Marco teorico

Debido a que la descripciéon de la dindamica de un cristal macroscépico como un conjunto de todos
sus nucleos atémicos y electrones resulta complicado y de poca utilidad es que se recurre a distin-
tas aproximaciones respaldadas por los resultados experimentales. A continuacién presentamos dos
aproximaciones fundamentales en la fisica del estado sélido.

3.1. La aproximacién adiabatica

La llamada aproximacion adiabdtica busca simplificar la ecuacién utilizando el hecho de que la
masa de los electrones m es mucho més pequena que las masas de los ntucleos atémicos M y; de modo
que, al momento de considerar el movimiento de los electrones, el término asociado al movimiento de
los ntcleos es despreciable.

Bajo esta hipdtesis, pretendemos representar la funcién de onda del sistema completo (electrones y
nicleos) en la forma

U(F,R) = B(R)(F,R), (3.1.1)

donde ®(R) es la funcién de onda de los nicleos y (7, R) es la funcién de onda de los electrones.

De modo que la funcién de onda de los electrones ¥ (7,R), que se mueven en el campo estatico de
nucleos, satisface la ecuacion

[— 7Zv2 +V(FR)|v = ev(7R), (3.1.2)

ahora las posiciones de los nicleos atémicos R dejan de ser variables de una ecuacion diferencial y se
convierten en pardmetros constantes del potencial producido por los nicleos atémicos V (7, R).

Andlogamente, podemos llegar a la ecuacién para la ecuacién de onda de los nicleos atémicos en la



forma:

h? 1
-5 ZJ: a5 Vi, +e(R)]@ = £a(R) (3.1.3)

de la ecuacién (3.1.3)), concluimos que ®(R), describe a los niicleos moviéndose en un campo con energia
potencial e(R) debido a los electrones. Los detalles matematicos de la aproximacién se encuentran en
el apéndice [A]

Por lo tanto, la aproximacién adiab&tica nos permite estudiar el comportamiento de un sistema
compuesto de ntcleos atémicos y electrones en dos problemas maés sencillos: El primero de ellos es
estudiar el movimiento de electrones en una red cristalina de nicleos y posteriormente, analizar el
problema del movimiento de los nicleos en un campo promedio ¢(R) debido a los electrones.

3.2. El método de Hartree-Fock

En la seccién [3.1] justificamos porque el problema mecénico cudntico general de estudiar el movimiento
de electrones y nicleos atémicos (como un conjunto completo) puede ser simplificado al problema del
movimiento de electrones en una red periddica de nticleos atémicos estaticos. Sin embargo, describir
el comportamiento de la coleccién de electrones de un cristal macroscépico sigue siendo extremada-
mente complicado de modo que resolver este problema requiere nuevamente de obtener solucién por
métodos aproximados. Un método de alta efectividad que gané prominencia en la teoria de electrones
de un cristal; es el llamado método de Hartree-Fock. Este método consiste en reducir el problema de
multielectrones al problema de un solo electron.

Consideremos un sistema de N electrones interactiando en un potencial periédico V(7). En esta
situacion, la ecuaciéon de Schrodinger del sistema es de la forma

HY(F3) = ep(ri); i =12,..,N; (3:2.1)
con el Hamiltoniano dado por
Q—Z[—}#V%V(F-)}Jrl > ¢ (32.2)
- i 2m " Z 2ijyi¢jrirj’ ;

donde V (7;) és la energia potencial del i—ésimo electrén debido a la red cristalina.

El método de Hartree-Fock se basa en la idea de reemplazar la interaccién entre electrones por la
accién de algin campo efectivo externo denotado por ueg(7;). Este campo deberd proveer la mejor
descripcién del promedio de la interacciéon de todos los electrones del cristal actiiando sobre un solo
electron en especifico y sera el mismo para cualquier electrén.

Bajo esta suposicién, el Hamiltoniano del sistema ahora serd igual a la suma de Hamiltonianos de



cada electrén; es decir,
H=> 7, (3.2.3)
i

donde cada uno de estos hamiltonianos es de la forma:

. 2

__ I = =
Hz = —%VZ + V(?"l) + ’U/eff(rl), (324)

Esta aproximacién nos permite sustituir el problema multielectrénico en una red cristalina fija por
la descripcién del movimiento de un solo electrén bajo la accién de un campo promedio ueg (7).
Esto se debe a que suponemos que la distribucion electrénica tendra como promedio una periodicidad
similar a la de los corazones i6nicos. Por lo tanto, la energia potencial de cada electréon no depende de
su posicién relativa al resto de electrones, sino solo de sus coordenadas en la red.

Por lo tanto, en la aproximacién de Hartree-Fock, podemos escribir el Hamiltoniano como el de un
solo electrén en un potencial periddico debido a la presencia de una red cristalina.






Capitulo 4

Aproximacion de masa efectiva

De la teoria de Sommerfeld para electrones libres obtenemos la siguiente relacién de dispersién de la
energia en términos del vector de onda k,

e(k) = s (4.0.1)

2m

de esta, detectamos que el coeficiente k2 determina la curvatura de e(k) contra k.

Sin embargo, sabemos que la teoria de bandas extiende la teoria de Sommerfeld al caso en que los
electrones del sélido estdn sometidos a un potencial periédico [I}, 1T}, [14]. La existencia de este potencial
modifica los niveles de energia de los electrones libres, que pasan a ser bandas de energia permitidas
denotadas por el subindice n, es decir, tenemos un conjunto de niveles energéticos de la forma {an(z)}
De modo que, el estado fundamental de los metales consiste en una serie de bandas completamente
llenas y una banda (o varias en caso de solapamientos) ocupadas parcialmente.

En el caso de los semiconductores, en el cero absoluto (7' = 0 K), la banda més alta ocupada
estd completamente llena y se conoce como banda de valencia (B.V.) dado que contiene los electrones
responsables del enlace covalente. Mientras que la banda desocupada mas baja se conoce como banda
de conduccién (B.C.). El ancho de la banda es del orden de 20 eV y el gap energético que separa la
banda de conduccién de la banda de valencia es tipicamente del orden de Eg = 0.2 a 2 eV.

El comportamiento de un semiconductor estd determinado por electrones en estados proximos al
borde de la banda de valencia y al fondo de la banda de conduccién. Para tratar con electrones en

estados préximos a un méaximo (o a un minimo) de energia podemos tomar la curva de dispersién (k)
de modo que - en buena aproximacion - sea descrita por una ley parabdlica (como electrones libres),

h2k?

B.C. ¢(k)=E
C. e(k) g+2me

(4.0.2)

donde Eg es la energia del gap, k es el vector de onda medido desde el borde de la zona de Brillouin y
me denota la masa del electrén cerca del borde de la B.C.. Ademaés, hemos tomado el borde superior
de la B.V. como el cero para la energia potencial.



Mientras que para un electron cerca del borde superior de la banda de valencia tiene energia

h2 k2

ahora, my, es la masa de los huecos en la banda de valencia. De modo que los electrones cerca del fondo
de la B.C. se comportan como particulas libres con una masa aparenete positiva m. y aquellos que
ocupan estados cerca del tope de la B.V. parecen tener una masa negativa —my,.

Aclaremos que el cristal como un conjunto completo no pesa menos (o més) si la masa aparente de
los portadores de carga es menor (o mayor) que la masa de los electrones libres. Por otro lado, tampoco
se contradice la segunda ley de Newton para el cristal como un todo, iones mas portadores de carga.
El punto importante es que un electrén en presencia de un potencial periédico es acelerado relativo a
la red (en presencia de un campo eléctrico 6 magnético) como si tuviera una cierta masa efectiva, en
general distinta a la masa del electrén libre. Ahora, justifiquemos a detalle a que se debe este aparente
comportamiento con masas efectivas negativas.

Una de las aproximaciones mas empleada en la fisica de semiconductores es la llamada aprozimacion
de masa efectiva. Dicha aproximacién nos introduce el concepto de masa efectiva dependiente de la
posicion el cual ha mejorado de manera excepcional nuestro entendimiento de distintas propiedades
fisicas, tales como propiedades electrénicas de semiconductores [2], propiedades electrénicas de pozos,
hilos y puntos cuénticos [10], entre otras.

4.1. Masa efectiva: Planteamiento de un paquete de ondas

Consideremos el movimiento de un electrén en una banda de energia; suponemos que el electrén se
comporta como un paquete de ondas formado por funciones de onda fijadas alrededor de un valor
particular k. Por definicién, la velocidad de grupo es

dw

= (4.1.1)

Ug

Sabemos que la frecuencia asociada a una onda con energia €, esta dada por € = hv = hw de modo
que la velocidad de grupo se escribe como,

1de
Ug = ﬁ%, (412)
0, generalizando nos queda que,
1 -
’Ug = ﬁVE E(k), (413)

donde los efectos del cristal sobre el movimiento del electrén estan contenidos en la relacién de disper-
sién e(k).

10



Por otro lado, el trabajo de hecho por un campo eléctrico externo sobre el electron en un intervalo de
tiempo dt es: 6 = —eEvy6t y alternativamente de = (de/dk)dk = hvgok.
Comparando ambas relaciones, obtenemos que

dk
WeE = —eE=F 414
dt € ’ ( )

donde F es la fuerza externa. Esta es una relacién muy importante, nos dice que en un cristal h(dE /dt)
es igual a la fuerza externa actuando sobre el electrén.

En el espacio libre, d(mw)/dt es igual a la fuerza. De modo que no hemos abandonado la segunda ley
de Newton, el electrén en el cristal estd sujeto a fuerzas de la red cristalina asi como a fuerzas externas.

Diferenciando la ecuacién (4.1.2)) con respecto al tiempo y recordando que dk/dt = F/h, llegamos a

la expresion siguiente,

1 d%2e\-1 dvg
R — =F 4.1.
(h2 dk;2> dt ’ (4.1.5)

si identificamos h?(d%e/dk?)~! como una masa, entonces la ecuacién ([4.1.6) asume la forma de la
segunda ley de Newton. Es por esto que definimos nuestra masa efectiva m* como

1 1 d%

para obtener un valor numérico, es necesario conocer la relaciéon de dispersién (k) en cada situacién.

4.2. Generalizacidon al tensor de masa efectiva

Como ha sido demostrado teorica y experimentalmente un problema de multielectrones en un cristal
puede, con adecuda exactitud, resolverse como el problema de un solo electron. Esto es equivalente a
decir que los electrones en un cristal pueden ser descritos por medio de las ecuaciones de Hartree-Fock
en buena aproximacion.

Ha sido demostrado que la funcién de onda de un electrén en un potencial peridédico es de la forma

Ve (F) = up(P)e® T, (4.2.1)

donde k es el vector de onda del electrén, y la amplitud de la funcién de onda ug(7) debe cumplir con

(7 + @n) = ug(7), (4.2.2)

en otras palabras, los electrones en un cristal pueden ser descritos por funciones de Bloch. Estas
funciones mantinen la periodicidad del cristal.
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Sabemos que la dindmica de un electrén en presencia de un potencial (periédico) esta descrita por la
ecuacién de Schrodinger,

—me%g(F) + V(P)p(r) = epabp (), (4.2.3)

donde V' (7) es el potencial periddico debido a la red cristalina.

Sustituyendo las funciones de onda de Bloch en la forma (4.2.1)), nos queda (para detalles matematicos
nos referimos al apéndice ,

n? ih? - R2k?
Para el caso en que k= 0, esta ecuacién se reduce simplemente a

que es la misma ecuacién de Schrodinger(|4.2.12)) para la funcién de onda .

El estudio de distintos tipos de potenciales periddicos (en modelos unidimensionales) ha llevado a la
conclusiéon de que no todos los valores de la energia ¢;: son permitidos. Generalmente, el espectro de
energias de electrones en presencia de potenciales periddicos se divide en bandas de energia permitidas
y prohibidas (otra forma de referirse a las bandas de energias prohibidas es llamarlos gaps energéticos).

En otras palabras, la dependecia de la energia de un electrén en presencia de un campo periédico
con el vector de onda k (dentro de las fronteras de la primera zona de Brillouin) no es una funcién
tinica, por el contrario consiste de un conjunto de la forma {e,(k)}, donde n es el nimero de la banda
de energia permitida tal y como anticipamos antes. Entonces, la funcién de onda del electrén también
depende del niimero de banda n en la que se encuentre.

Con estas consideraciones, las funciones de onda de Bloch se deben escribir como:

1/%15‘(77) = unE(f‘)eik'r. (4.2.6)
Ahora, si suponemos que en adicién al potencial periddico V (7), tenemos un campo u(7) actuando

sobre el electrén de conduccién del cristal (por ejemplo, un campo eléctrico externo). Entonces la
ecuacion de Schrodinger a resolver serd de la forma

2 2
[~ T v + u®)] o) = (). (4.2.7)

2m dz2

Proponemos soluciones dadas por un desarrollo en un sistema de funciones de Bloch como:

(2) =D e pth, 2 (), (4.2.8)
L
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donde ¢, son los coeficientes del desarrollo por determinarse. Si uno aproxima el desarrollo como solo

las funciones de Bloch de la n-ésima banda puede llegar a la siguiente ecuacién (consultar apéndice ,

[En (=) + u(P)](7) = ey (7), (4.2.9)

en esta aproximacién, la ecuaciéon de Schrodinger es reemplazada por , la cual no contiene
el potencial periédico V(7). A primera vista, esto es de poco utilidad porque en esta ultima ecuacién
debemos conocer e, (—iV)y(7) = En(E)wnE(F) dentro de la primera zona de Brillouin y para conocer
esta relacion debemos encontrar la solucién de la ecuacién .

No obstante, podemos aproximar expresiones para €, (k). Si tenemos un minimo o un maximo de la
energia e, (k) en el punto k = ko, entonces podemos desarrollar en una serie de potencias alrededor de
este punto como

" (ko — kao) (kg — kpo), (4.2.10)
0

. . % (k
B e+ 33 (D)
a,B @

donde k, y kg son las componentes ortogonales del vector k. En el desarrollo anterior, nos hemos
quedado el término de segundo orden y empleado la condicién de méximo (o minimo) en k= k.
Como la energia &, (k) es un escalar y k es un vector, las cantidades (9%, (k)/0k a0kg)|g_f, son com-
ponentes de un tensor de rango 2. Reduciendo el tensor a sus ejes principales y colocando el origen de
la energfa y del vector de onda en el punto extremo (es decir, &, (ko) = 0 y ko = 0), obtenemos

N Oep,
en(R) = %Z (@)Ezokg. (4.2.11)

Para aproximar la descripcion del movimiento de un electrén en presencial de un potencial periédico
lo més posible al movimiento de un electrén libre, introducimos el tensor de masa efectiva inversa
como

1 1/ 0%,
4.2.12
mgﬁ T <8k 81{5) k=0’ ( )
cuyas componentes de sus ejes principales son
1 1 /9%,
= 4.2.13
my  h? ( ok2 ) k=0 ( )

las cantidades m,, con unidades de masa no son componentes de un tensor (debido a que las cantidades
inversas a las componentes de un tensor generalmente no constituyen un tensor); sin embargo, por
simplicidad se les conoce como el tensor de masa efectiva.

Con la definicién de este tensor de masa efectiva inversa, encontramos que la ecuacién (4.2.11]) toma
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la forma siguiente

(%) —Zh%g = Pa (4.2.14)
Enll) = — 2mq N 2my’ o

«

esta expresion es como la energia cinética de un electron con distintas masas en los ejes =, y y z.
Para llegar a esta, introducimos el operador de cuasi-momento como

7= hk, (4.2.15)

su tnica diferencia del vector de onda k es la presencia del factor constante h.

Debemos mantener presente que la ecuacion es valida solo para energias cerca del minimo
(o maximo) de energia. Equivalentemente, es cierta para valores del momento p, pequenos, es decir, en
los casos en que se cumple p, < h/a (donde a es el pardmetro de red). Esta condicién es usualmente
verificada en materiales semiconductores debido a la baja concentracién de electrones de conduccién.

Finalmente, en el caso en el que todas las componentes del tensor 1/m, sean iguales, un masa
efectiva escalar m* puede ser introducida como sigue,

1 1 1 /0%, 1 /0%, 1 /0%,
:7_7(8)3)#:7(85)*:7(65)#, (4.2.16)
m* Mg h2 31{% ko h2 ak% ko h2 (9]{:2 ko
en este caso, la energia del electréon es igual a
. h2k2 2
en(k) = S (4.2.17)

2m*  2m*’

es decir, es igual que la energia cinética de un electrén libre con masa m* tal y como se deduce en el
enfoque de un paquete ondas.
Ahora justifiquemos el origen de estas masas efectivas negativas que mencionamos antes,

-,

» Cerca del extremo inferior de una banda, donde ¢, (k) alcanza un minimo, las segundas derivadas
cumplen la condicién my! = h=2(8%,,)(0k2)|k, > 0. Es por esto que la masa efectiva en estos
puntos es positiva, tal y como sucede en los electrones de conduccién.

= Por el contrario, cerca de un méaximo, se cumple la condicién siguiente: (9%¢,,)(9k2)|x, < 0, por
este motivo, cerca de maximos de energia las masas efectivas resultan ser negativas como sucede
con los portadores de carga de la B.V., es decir, para los huecos.

Observemos que las masas efectivas determinan la proporcién entre la fuerza y la aceleracién.
Para masas efectivas negativas, la aceleracion del electrén sera en direccién opuesta a la fuerza.
Esto no debera sorprendernos puesto que el método de masa efectiva es la forma mas sencilla de
considerar el efecto sobre el electrén de un potencial periddico (debido a la red cristalina). La
combinacién de la accion del potencial periédico y la fuerza externa en el electrén, que poseen
propiedades ondulatorias, dan lugar al suceso antes descrito.
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4.3. Acoplamiento espin 6rbita

Hasta el momento, hemos estudiado el comportamiento de un electréon en un cristal sin tener en cuenta
el efecto del espin.

Es sabido que en atomos la interacciéon del momento magnético del electrén (su espin) con su
movimiento érbital resulta en la separacion y reubicacion de sus niveles energéticos atémicos. Por
ejemplo, la interaccién del momento magnético intrinseco del electrén de valencia con su movimiento
6rbital en un dtomo de sodio, resulta en el separamiento de la linea D en 0.002 ¢V (lo cual se conoce
como el doblete del sodio). En general, la energia de separamiento entre niveles resulta mayor en atomos
pesados. Es conocido que en atomos de rubidio esta energia es del orden de 0.03 eV y para atémos de
mercurio es de 0.23 eV.

El desplazamiento del espectro del electrén de conduccién en un semiconductor por acoplamiento
espin-6rbita es mayor para dtomos con ntimero atémico Z grande. Por lo tanto, en el antimoniuro de
indio (InSb, Zr, = 49 y Zsp, = 51) es mayor que en el germanio (Ge, Zge = 32) y mucho mayor si lo
comparamos con silicio (Si, Zg; = 14).

De la teoria de Pauli para el espin del electron, el operador de vector de espin es

S==°z, (4.3.1)

o | St

(61,62,63). En la

donde el vector renglén ¢ esta compuesto de las matrices de espin, es decir, ¢ =
o) estas matrices son

representacién en la que el espin apunta el eje preferencial z (en este caso, o3 =

iguales a:
. (0 1 . (0 —i . (1 0
o1 = (1 O) , 09 = <z 0 ) , y 0O3= <0 _1> , (4.3.2)

més comunmente llamadas matrices de Pauli.
De estas, observamos que el valor de la proyeccién de espin en el eje z es igual a +£h/2 = sh, donde las
coordenadas de espin son s = £1/2 como es bien conocido teorica y experimentalmente.

Sigue de resultados experimentales, asi como de la rigurosa teoria relativista de Dirac, que el electrén
posee un momento magnético dado por

[ = —upd, (4.3.3)
donde,
eh
= — 4.3.4
uB 2me’ ( )

esta cantidad se conoce como magneton de Bohr y ademés de otras constantes aparece ¢ que representa
la velocidad de la luz en el vacio.
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Esudiemos la interaccién del momento magnético del electrén ji con su movimiento 6rbital. En primer
lugar, cuando un electrén se mueve en un campo eléctrico de intensidad Ej, en una aproximacién no

relativista, se genera un campo magnético de la forma
(4.3.5)

Q\Ci

H=E x

aqui ¥ es la velocidad del electrén. Si el electrén se estd moviendo en un potencial periédico (debido a
la presencial de la red cristalina) V'(7), entonces
(4.3.6)

E = 1VV(f),
e

donde e es la carga del electron.
La energia dipolar de un momento ﬁ en un campo magnético H es igual a —fi - H, por lo tanto, el
a .

operador del acoplamiento espin-érbita de acuerdo con (4.3.3)-(4.3.6) es igual a

R X 3 ih? >
i H=pupé- [ VV(7) x %} = — 5550 [VV() x V], (4.3.7)
donde hemos tomado en cuenta que el operador velocidad ¢ puede escribirse como
., 5
7=2=-_"vy. (4.3.8)
m m

Una deduccion relativista consistente a partir de la ecuaciéon de Dirac, nos lleva a una ecuacién
doblemente menor para la interaccion espin-érbita, por lo tanto, el Hamiltoniano correcto para el

acoplamiento de espin-érbita es
(4.3.9)

s v x V]

Modelo de Kane

4.4.
Por lo tanto, la descripcién completa de un electrén en presencia de una red periddica, teniendo en
cuenta la interaccién espin-orbita, esta descrita por la ecuacién de Schrodinger siguiente,
# ih o
[% + V(F)]w(fﬁ - m[vv(ﬁ x pl - dY(F) = epp(7), (4.4.1)
para la parte periédica de las funciones de Bloch, uz(7) nos queda
(4.4.2)

2

7| ug () = Epug(r),

P h- _ &
2—+V+—k: Pt 53 22[VV><13] 0—1—4 [Vka]
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donde m se supone la masa del electron libre y E]% es la energia del estado con vector de onda k y estd
dada por

h2k?

El modelo presentado por Evan Kane [I3], permite encontrar soluciones a la ecuacién (4.4.2)).

En este modelo, la interaccién espin-érbita se trata como independiente de /;; para esto se desprecia el
quinto término que aparece. Mientras que el cuarto término se conoce como interaccion espin orbita
independiente de k y de tipo atémico.

Para dar soluciones, vamos a suponer que conocemos la solucion de la ecuacién

)

[;)Tn +V|U; = B, (4.4.4)

y usaremos el conjunto completo de las U; como una base para una representacién. Las propiedades
de simetria de las funciones U; estan dadas por la teoria de grupos.

Consideremos las funciones que corresponden a las bandas de conduccién son no degeneradas (o
doblemente degeneradas si se tiene en cuenta el espin) y se denotan por S Ty S |, donde 1 significa
espin hacia arriba (up) y | significa espin hacia abajo (down). La notacién S significa que las funciones
tienen las mismas propiedades de simetria de los orbitales tipo s. Las funciones de la banda de valencia
son triplemente degeneradas (sextuplemente contando el espin) y se denotan como X 1 ,X | )Y ©
Y | ,Z 71,7 |. Nuevamente, la notacién sirve para denotar que las funciones tienen simetria de las
funciones atémicas P, P,y P..

Si tomamos, por conveniencia, al vector k orientado a lo largo de la direccion z y se considera el
Hamiltoniano que corresponde a los primeros cuatro términos de la ecuacion . La interaccion
mutua entre la banda de conduccion y las bandas de valencia hace que las bandas sean doblemente
degeneradas.

Proponemos como base de la representacién al conjunto de funciones |iS 1), |(X —iY) 1 /v/2), |Z 1),
(X +iY) 1 /V2), [iS 1), | — (X +iY) L /V2),|Z 1|y |(X —iY) | /+/2). Las primeras cuatro funciones

son respectivamente, degeneradas con respecto a las tltimas cuatro.

Lo que se logra hacer en el articulo de Kane, es representar al Hamiltoniano por medio de una matriz
de 8 x 8, que es diagonal por bloques de orden 4 x 4 y se escribe como

H= <€I 1?{) : (4.4.5)

donde

, (4.4.6)
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la constante positiva A es el desdoblamiento espin-6rbita de la banda de valencia. Y junto con la
cantidad real P se definen como

3hi oV ~ 9V .
= M ox|9Cp, - P,
4m?2c? < or Y oy

" (s1P.|2), (4.48)

—i—
m

A Y) (4.4.7)

P =

Es y Ep se refieren a los autovalores del Hamiltoniano de la ecuacién . Eg corresponde a la
banda de conduccién y Ep a la banda de valencia (si el vector de onda no esta en la direccién z, el
Hamiltoniano puede transformarse en el Hamiltoniano mediante una rotacién de las funciones
base).

La ecuacién secular que se deriva de diagonalizar el Hamiltoniano tiene la siguiente forma

2
EuEﬂEg—aﬁw¢+Ay—ﬁp%E;+§An:0, (4.4.9)

donde E’% esta dada por (4.4.3) y se redefine Eq = E; (como la energfa del gap en el punto I o el punto
k=0).

Las soluciones de la ecuacién (4.4.9)), considerando tinicamente el orden méas bajo de k? son

~ RhPk?
E(k)=— (banda de huecos pesados, “hh”,)
2myg
. h2k2
E(k) = 5 +E¢ (banda de conduccién, “e”,)
Te (4.4.10)
- h2k?
E(k) = (banda de huecos ligeros, “Ih”),)
leh
- h2k?
E(k) = 5 — A (banda de spin-orbit split-off, “so”,)
Mso
donde las masas efectivas estan dadas por
mo 2 Ep 1 EG
mo _, 2Ep 1 _ 4411
Me +3EG+3EG+A’ ( )
mo 2 Ep
=1 4.4.12
- o ( )
mo 1 Ep
1 44.13
Mo 3 3(EG + A) ’ ( )

la ecuacién en la que estamos interesados es la expresién para la masa efectiva de los portadores de
carga de la banda de conduccion, es decir, (4.4.11)).
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Capitulo 5

Heteroestructuras semiconductoras

Como discutimos en el capitulo 4} una de las formas de considerar el efecto de la red cristalina en
el movimiento de un electrén cerca del minimo (o méximo) de energia €(k); es considerar que su
movimiento estéd descrito por el de un electrén con una masa efectiva m*. La forma de definir la masa

efectiva esta dada por relacién (4.2.13) como

Lo ;(%aj;’;%)’o, (5.0.1)

mes

Medidas experimentales de la masa efectiva han probado que esta es una cantidad anisotrépica, es
decir, que no es la misma en todas direcciones como bien encontramos en la ecuacién . Ademas,
se encontré que para estructuras de arseniuro de galio (GaAs) la masa efectiva de los electrones de
conduccion tiene un valor de m* = 0.67mg, donde mg es la masa de un electrén en el vacio.

En fisica de semiconductores una heterounion se produce cuando dos materiales con diferente gap
energético y con la misma estructura cristalina se ponen en contacto fisico por una intercara plana;
en el equilibrio termodindmico, ocurre una alineacién muy particular entre las bandas de valencia
y de conduccion de los materiales, la alineacién de estas bandas produce una barrera de potencial
para los portadores de carga. Una heteroestructura semiconductora esta compuesta por dos o mas
heterouniones.

La masa efectiva de los portadores de carga en una heteroestructura dependera de en que material se
encuentran dichos portadores, visto como un sistema completo, la masa efectiva depende de la posicién
de los portadores de carga.

5.1. Pozo de potencial de barrera finita

Supongamos que tenemos dos materiales semiconductores con la misma estructura cristalina los cuales
denotamos como material ‘1’ y material ‘2’. El material 2 tiene un gap energético dado por Eg9; el cual
es mayor que el gap energético del material 1, Eg1.

Para el punto k en el espacio reciproco donde se ubica el gap energético tenemos la representacién
(simplificada) de la figura
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Figura 5.1.1: Diagrama de las bandas de valencia y conduccién para dos materiales ‘1’ y ‘2’ con
diferentes gap energéticos denotados por Eg1 y Ego respectivamente, los cuales estan ubicados en el
mismo punto dentro de la zona de Brillouin.

Ahora, cuando dos semiconductores con el mismo tipo de estructura cristalina estan formando una
heterounién, las bandas se alinean en la forma que resulta mas conveniente termodinamicamente. En
general, ocurre una situacién similar a la que la que se ejemplifica a continuacion en la figura [5.1.2
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Figura 5.1.2: Diagrama de la unién de las bandas de valencia y de conduccién en una heterounién.

Como se puede observar, no necesariamente las bandas del material 1 se alinean al centro del gap
del segundo material, més bien, una porcién de la diferencia de gap energético AE, = Ego — Eg1 forma
una barrera de potencial V,¢ en la banda de conduccién y el resto conforma otra barrera de potencial
Vv para los huecos en la banda de valencia.

La cantidad que nos da esta proporcién se conoce como band-offset y tiene un valor particular para
cada par de materiales 1 y 2 que se consideren. De acuerdo a esto,

Voo = Qc(Ege — Eg1) = QcAE, (5.1.1)
Viv = Qv (Ege — Eg1) = QvAE,, (5.1.2)

y se cumple que
Qe+ Qv =1 (5.1.3)

Para un sistema conformado por arseniuro de galio (GaAs) y arseniurio de galio-aluminio (Al;Gaj_,As),
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es decir,

Material 1: GaAs, y Material 2: Al,Gaj_,As,

es conocido que el sistema es descrito por un valor de band-offset de Q¢ = 0.69 y Qv = 0.31, esto
quiere decir que la barrera para los electrones en la B.C. es més alta que la de los huecos en la B.V..

Ahora, si colocamos al mismo material 2 (o a otro igualmente compatible) del lado izquierdo del
material 1 en la figura[5.1.2] el perfil de la B.C. que resulta corresponde a lo que en mecénica cuantica se
denomina como pozo de potencial de profundidad finita. Un ejemplo de esto se muestra a continuacién
en la figura donde nos enfocamos en los electrones de conduccién de modo que por simiplicidad
denotamos Vyo = V.

3: Al Gay_,, As 1: GaAs 2: Al,Ga,_,As
V(z)
1 4
LI |
B aantEEt EEEEEEE -i--l--- €
V i ] L V
bx:.] 1 1 : : bx
11 11
11 11
¥ N
11 I i z
v g 1 >
a b

Figura 5.1.3: Pozo de potencial de profundidad finita formado por una heteroestructura compuesta
por tres materiales de tipo Al,Gaj_,As con distinta concentracién de aluminio. En rojo se muestra
un nivel de energia para el cual los portadores de carga resultan en un movimiento cuantizado.

El movimiento de los electrones de conduccién con energia € mayor que la energia del fondo del
pozo en el material 1 y menor que el minimo entre la altura de las barreras Vj, y Vi, resulta estar
cuantizado. De manera que existen solamente valores discretos de la energia € para los cuales hay
estados permitidos lo que produce subbandas dentro de la propia banda de conduccién. Los niveles
discretos de € representan los minimos energéticos de las subbandas en las que se desdobla la B.C.
producto del confinamiento espacial de los electrones. El perfil de energia se extiende a lo largo de la
direccién perpendicular a las superficies separadoras (que suelen llamarse intercaras o interfases).

5.2. Método de la funcién envolvente

Existe un modelo conocido como aprozimacion de la funcion envolvente [10], que nos permite estudiar
estos estados de conduccion sin necesidad de considerar el potencial periédico microscépico asociado a
la red cristalina. Para dar cuenta del efecto de la red se emplea el concepto de masa efectiva descrito
antes.

De modo que la ecuacién satisfecha por esa funcién envolvente tiene exactamente la forma de la
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ecuacion de Schrodinger,

A6
2m*  dz?

+ V(2)¥(2) = e(2), (5.2.1)

donde m* es la masa efectiva de los portadores de carga y los valores de la energia € que resultan seran,
precisamente los minimos energéticos de las subbandas descritas antes.

En la ecuacion (5.2.1)), V(2), es la funcién energia potencial representada en la figura es decir,

Vees 2 <a,
V(iz)=¢ 0 a<z<hb, (5.2.2)
Vi z>b,

pero resulta que la masa efectiva de los portadores de carga no es la misma en cada una de las 3 regiones
de la heteroestructura. Es por este motivo que una descripcién correcta de los estados electronicos en
la banda de conduccién debe realizarse a través de una modificacion de la ecuacion . Esta es
conocida como ecuacién de BenDaniel-Duke [3], la cual tiene en cuenta la dependencia en la direccién
espacial z de la funciéon masa efectiva y se escribe como

m*(z) dz

2 z
AL TN v = s, (5.2.3)

A diferencia de la ecuacién para la cual las condiciones de frontera en las intercaras z = a
y z = b implican la continuidad de la funcién de onda envolvente y de su primera derivada en estos
puntos; la ecuacién de BenDaniel-Duke implica la continuidad de la funcién de onda envolvente y del
cociente ¢'(z)/m*(z).

5.3. Masa efectiva en materiales con estructuras tipo zinc-blenda

Para semiconductores con estructura de zinc-blenda, como el caso de los materiales que estamos consi-
derando, existe un modelo que describe el movimiento de los electrones y huecos con vectores de onda
de Bloch en las proximidades del punto I' de la ZB, incluyendo los efectos de la interaccion espin-orbita.
Este modelo se conoce como el modelo de Kane [13].

El modelo de Kane nos proporciona una expresién para la masa efectiva de los electrones en la B.C.
en el punto k = 0 la cual esta dada por . Se sabe que para que esta ecuacion reproduzca los
resultados experimentales medidos para arseniuro de galio-aluminio es necesario introducir un factor
0 [15L 17], con lo cual nos queda la siguiente expresién

(5.3.1)

donde mg es la masa del electrén libre, Eq es el gap del material en el punto I'; A es la energfa de
desdoblamiento de la banda de valencia (producto de la interaccién espin-6rbita) y Ep es un pardmetro
del modelo, conocido como energia de Kane, que se introduce fenomenolégicamente con la intencién
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de que pueda determinarse por otras vias (tanto teéricas como experimentales). Para los semiconduc-
tores del grupo III-V como son los arseniuros, fosforos y antimoniuros de aluminio, galio e indio; este
parametro es conocido desde hace tiempo. Finalmente el pardmetro § se introduce en la expresién de
Kane para reproducir medidas experimentales.

En general, suponiendo que en todo momento podemos considerar a Q). = 0.69 para el band-offset
de la banda de conduccién (independientemente del valor de la fraccién molar de aluminio, ), se tiene
que estas energias pueden describirse por medio de las siguientes relaciones

Eg(z) = zEg(a1as) + (1 — 2)Eg(gaas) + ba(1 — ), (5.3.2)
Ep(z) = 2Ep(a1as) T (1 — 2)Ep(cans), (5.3.3)
A(z) = zAa1as) + (1 = 2)A(cans)- (5.3.4)

En la ecuacién (5.3.2) el pardametro ‘b’ se conoce como pardmetro de arqueo (del inglés bowing
parameter) y para nuestras estructuras estd determinado, de acuerdo con Vurgaftman et al. [20], por

b(z) = —0.127 + 1.310z en eV, (5.3.5)

este parametro b es el que da cuenta de la desviacién en el gap energético E; de una relacién lineal con
la concentracién de aluminio, x. Esa relacién lineal, que suponemos vélida para las otras dos cantidades
Ep y A, corresponde a la forma general de la llamada Ley de Vegard, la cual es,

fx)=zfi+ (1 —2)f (5.3.6)

Sustituyendo las expresiones (/5.3.2)-(5.3.5) en la ecuacién (5.3.1)) obtenemos una expresién para la

masa efectiva m™* en funcién de la concentracion de alumnio z.

mo 2Ep(z) 1  Ep(z) N
m*(z) L+ 3 Eg(x) + 3B, + Alz) +6(x), (5.3.7)

donde el factor §(z) esta dado por

xTr) = —o. =+ 0. r + 4.90x°. LO.
) 3.93 + 0.488x + 4.93x> 5.3.8

5.4. Funcion masa efectiva dependiente de la posicion

Supongamos que buscamos producir un perfil de potencial de barrera finita de la forma general siguiente

Vv <z <b,
V=B ase (5.4.1)
0 cualquier otro caso,
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donde este potencial V(z) tiene valor igual a cero en los puntos z < a y z > b asi como un minimo
dentro del intervalo a < z < b.

Supongamos que tenemos una heterunién como se muestra a continuacion en la figura [5.4.1

GaAs Al,Ga;_,As

H
1V (x)
A4

Figura 5.4.1: Heterounién hecha por arseniuro de galio fijo y un material Al,Gaj_,As; la altura de la
barrera de potencial V}, serd funcién de la contracién de alumnio del material de la derecha, es decir,
Vo = Vi(2).

Aplicando, aplicando la ecuacién del band-offset (5.1.1]) a la situaciéon mostrada antes, obtenemos

Vb(x) = Qc[Eg('r) - Eg(GaAs)]' (5‘4'2)

Incrementando escalonadamente la concentracion de aluminio del material de la derecha, podemos
crear un potencial (en la B.C.) de la forma que se muestra en la figura

GaAs ‘ Al Gay_, As Al Gay_y As Al Gay_y As ‘Alo_336a0_67‘43
i
i
1
RS
1
: : inn : E
b e Vp(x=033)
i RN
1 ! H 1]
i ? i i Vp(x3) " i i
Ty i EVb(xz) E ! i i _—_ E
Eex RGN R S RN L i
x=0 x = 0.33

Figura 5.4.2: Forma general de construir un pozo de potencial (en la B.C.) de barrera finita.

Los autores Vurgaftman et al, presentan una expresiéon para el bowing parameter de aleaciones tipo
AlGaAs de correcién para el gap de energético Eg en el punto I', es decir, Eg. El valor recomendado
esta dado por (5.3.5)); asi que la ecuacién (?7) queda como

Vi (2) = QcleBgaias) + (1 — 2)Eg(gans) + —0.1272 4 1.4372% — 1.3102° —Ey(Gaas)]- (5.4.3)

:Eg(x)

Para cada punto z dentro del intervalo a < z < b, resolvemos esta ecuacion para encontrar la
concentracién de aluminio del material que se necesita colocar en dicha regién de la barrera. De las
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A J

""""" V(zi)
(.?C) =V(z) —V(Znin)

V(me)

Figura 5.4.3: Determinacion de la altura de la barrera a partir de la expresién analitica para el
potencial V' (z) (5.4.1)).

tres posibles soluciones elegimos la que se encuentre entre z = 0 hasta x = 0.33 en cada punto.
Repitiendo este proceso encontramos la concentracién de aluminio en distintos puntos z;, con esta
concentracién de aluminio evaluamos la ecuacion y con este proceso construimos una funcién
masa efectiva escalonada o constante a secciones. Si aproximamos esta como una funcién de masa
efectiva constante, obtenemos que

m(z)* =

<z<
* {m (Z) a\Z\b, (544)
m

p=const z<ayz>b,

En las las regiones z < a y z > b fijamos una concenctracién de aluminio x = 0.33. De manera que se
mantiene una masa efectiva de la barrera denotada por m} la cual es constante. El valor numérico de
esta masa se determina en el apéndice

El motivo por el cual la fraccién molar de aluminio que consideramos va desde z = 0 en el fondo
del potencial (GaAs) hasta = 0.33 en las barreras es que el arseniuro de aluminio (AlAs) es un
semiconductor de gap indirecto. Esto quiere decir que, el minimo de la banda de conduccién cae en un
punto k (dentro de la zona de Brillouin) distinto al punto donde se encuentra el méximo de la banda
de conduccién. Por el contrario, el arseniuro de galio es . gap. directo; el punto donde se encuentra el
maximo de la B.V. y el minimo de la B.C. coincide con k=0 y es conocido como el punto I'.

En resumen, consideramos que la fraccién de aluminio de las aleaciones de tipo Al, Gaj_,As pueden
llegar hasta un maximo en el cual no toda la aleacién se vuelva de gap indirecto, esta fraccién molar
maxima serd tomada como x = 0.33.

5.5. Soluciones del Hamiltoniano de BenDaniel-Duke

Por lo tanto, reducimos nuestro problema a buscar soluciones a la ecuacién de Schrédinger con masa
efectiva dependiente de la posicién, 6 ecuaciéon de BenDaniel-Duke,

. K2 d
BDD, \,_ v a
H (2) = 2 dz(

D))+ V() = b (2), (55.1)

m*(z) dz
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con un pozo cuantico de la forma y la masa efectiva dependiente de la posicién de la forma

(5.5.2)

Vi(z a<z<b, . m*(z a<z<b,
vz = ym(z) =4
0 z<ayz>b, mp =const z<ayz>b,

Antes de buscar soluciones a la ecuacién ([5.5.1]), conviene pasar a un sistema de unidades en el
que no aparezcan constantes. El sistema qu empleamos se conoce como sistema de unidades atémicas
efectivas (Apéndice @

La ecuacion de BenDaniel-Duke adimensional, es la siguiente

Heip D (z) =

- (D)o + V) = i), (553

donde m7 = cte es la masa efectiva de los portadores de carga en las barreras.
Las unidades atémicas efectivas estan dadas por:

(=apz, E=Ry's, y V(()=Ry"V((), (5.5.4)

donde ( es la variable dimensional que medimos en metros y € son las energias en unidades de eV. Los
valores especificos de los pardmteros aj; (radio de Bohr efectivo) y Ry™ (rydberg efectivo) estan dados

por (Apéndice @ ,

Ah?
aly = T (115.7605)ag = 6.1255 nm,
B * 2
mBe
(5.5.5)
K2 1
Ry* = Ry = 9.82435 meV,

" 2my(ay)?  (1384.3155)

El método aproximado que proponemos para buscar soluciones a la ecuacién se conoce como
método de Fourier 6 método de diagonalizacion. El método en realidad es exacto, pero implica una
suma infinita que en la mayoria de los casos no se puede evaluar, por lo que se hace necesario finalizar
la suma en algiin niimero de términos finito; de ahi el caracter aproximado del método.

Supongamos que en el caso general la solucién ¢(z) se puede representar por un desarrollo de Fourier
sobre una base ortonormal {|¢,(2))},

o

Ye(2) = Y entlén(2)), (5.5.6)

n=0

donde ¢, son los coeficientes del desarrollo, y los subindices se deben interpretar como la componente
n-ésima del /-ésimo autoestado con energia FEj.

El conjunto ortonormal {|¢,(2))} se elige por conveniencia, pero siempre teniendo en cuenta las
caracteristicas generales que los estados 1(z) deben tener. La base que elegimos debe forma una base
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ortonormal en el espacio de Hilbert. Como el conjunto es ortonormal, se cumple que

<¢n‘¢)m> - 5nm (5.5.7)

Ahora, sustituyendo la solucion (5.5.6)) en la ecuacién ((5.5.3|), posteriormente efectuando el producto
interno con un elemento arbitrario de la base (¢;,| y finalmente, aplicando la condicién de ortonorma-
lidad, llegamos a la expresién en la forma

m*(z) dz

S en{ = Onle () 0n) + Gl V(o) | — 3 cuctbmn =0,

definimos

" D)) + GnlV ), (558)

m(z) dz

d
HBDD = Hmn = Tmn mn — —\Pm| 5
i + Viun = —{¢ml—

esta cantidad representa a la llamada Matriz Hamiltoniana de BenDaniel-Duke, en unidades atémicas
efectivas. Entonces, la ecuacién de BenDaniel-Duke nos quedarda como

> cn[Hmn — €6mn] = 0. (5.5.9)

Claramente, estamos buscando soluciones distintas de cero, por consiguiente, el determinante del
sistema de ecuaciones debe anularse. De modo tal que nos encontramos con un problema caracteristico
(o un problema de valores y vectores propios); cuando se resuelve este problema a partir de

Det[H — &/Z] = 0. (5.5.10)

La representacion matricial del problema es la siguiente,

Hyy Hip ...\ [cu C1e
Hy1 Hayp ...||cu| =¢[ce]. (5.5.11)

Resolver este problema de autovalores, es equivalente a resolver la ecuacién de Schrédinger .
Sin embargo, resolver consiste en diagonalizar una matriz de infinito por infinito. Por este
motivo, el problema practico consiste en finalizar el desarrrollo hasta un cierto nimero finito
Nnsx := N, entre mayor sea este nimero, el método serd mas aproximado a la solucién real.

Con esto en mente, nuestro trabajo consiste en diagonalizar la matriz Hamiltoniana de BenDaniel-
Duke, de dimensiones finitas. Entonces, la funcién de onda del /—ésimo estado del pozo de potencial
se obtiene como simplemente

N
Ve(2) = cutldn(2))- (5.5.12)
n=0
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Los elementos de la matriz Hamiltoniana de BenDaniel-Duke estan dados por

_ i Mmp _
(Gl (s ) 160) = - / T e o) L A ST
Vi = (6l V(2)] ) = / 64 ()V (2)6n(2)d, (5.5.14)

podemos reescribir el término de energia cinética T, dado por (5.5.13)) como

/ N ) (¢n )z + / O n%i(m*(z))qﬁn(z)dz. (5.5.15)

Dado que los pozos de potencial de barrera finita que estudiaremos tienen un minimo, sabemos que
cerca de este punto la expresién para el potencial puede desarrollarse en una serie como

V(z) = ﬁz(z — me)2 para  z € (Zmin — 0,2min — 90), (5.5.16)

Por lo tanto, tomamos como base de soluciones ortonormales y cuadro integrable, a la base de
soluciones del oscilador arménico (consultar el apéndice [D.4)), las cuales son de la forma

{on(2)} = {\AWH,@(ZE_Z2 in € No}, (5.5.17)

Figura 5.5.1: Desarrollo en serie de potencias de Taylor de un potencial arbitrario centrado en el
minimo. La linea punteada representa el potencial de oscilador armédnico.
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Capitulo 6

Potenciales de Fibonacci y k-Fibonacci

Definimos los potenciales de Fibonacci y k-Fibonacci empleando las funciones hiperbdlicas de Fibonacci
y funciones hiperbélicas generalizadas de Fibonacci [9] ajustadas a perfil finito.

6.1. Definicién de los pozos de potencial de Fibonacci y k-Fibonacci

En primer lugar, utilizando la definicién de la funcién coseno hiperbdlico de tipo Fibonacci (Apéndice

1),

z —(2241)
eFh(z) = & t/‘g S (6.1.1)

en donde ¢ se conoce como proporcion durea y tiene un valor de,

1++5
2 b

¢ = (6.1.2)

aclaramos que asi como existe la funcién coseno hiperbdlico de Fibonacci, existe una funcién seno
hiperbélico de Fibonacci, sFh(z), sin embargo, esta funcién no puede emplearse para modelar nigin
pozo de potencial de barrera finita (Apéndice .

Podemos extender la definicién de las funciones hiperbdlicas de Fibonacci a las funciones hiperbdlicas
de tipo k-Fibonacci como se muestra a continuacion,

O_22+1 _ 0_—(22+1)
cFih(z) := & \/ﬁ 7 (6.1.3)

donde o es alguna raiz positiva de la ecuacién caracteristica asociada a la secuencia de k-Fibonacci.
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Entonces oj, esta determinada por,

k+ Vi 14

O = 2 )

con k entero, (6.1.4)

este parametro o, cumple con la propiedad o + Uk_l = Vk? + 4, ademés con k = 1 recuperamos la
proporcién durea.

Con el objetivo de que la funcién coseno hiperbdlico de tipo k-Fibonacci sea simétrica con respecto

al eje z = 0, realizamos un cambio de variables ¢ — 2z + 1, para finalmente obtener la definicién
(regresamos t — 2)

z _ =z
cFph(z) = Tk~ Tk (6.1.5)
oL +o !
k

Con esto en mente, definimos lo llamamos pozos de potenciales de Fibonacci y k-Fibonacci:

= Potencial de Fibonacci:

Fh(z) — Vpar  si cFh(z) < Vyar,
Vi(z) i 4 FBG) = Voar sl cFh(z) < Wy (6.1.6)
0 cualquier otro caso,
donde, recordemos que cFh(z) esta definida como,
22+1 —(2241)
S P (6.1.7)

7 :

Observemos que hemos definido este potencial de modo que es simétrico con respecto a z = —1/2,
esto lo hemos hecho a propésito para comparar los resultados con los potenciales simétricos.

= Definicién del potencial de k-Fibonacci:

V() = cFrph(z) — Vpar i th(‘z) < Vpar, (6.1.8)
0 cualquier otro caso,
donde la funcién cFph(z) esta definida como,
z + —Zz
CFih(z) = 2k (6.1.9)
ok + 0y,

Para modelar pozos de potencial de barrera finita con las funciones cFh(z) y ¢Frh(z), introducimos
el parametro V., este serd ajustado de modo que la altura méxima del potencial sea de 41.2244 Ry™
(rydberg efectivos, apéndice @
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Capitulo 7

Respuesta 6ptica en sistemas de baja
dimension

Una vez explicada la metodologia necesaria para desarrollar el cdlculo de autoestados en distintos
pozos de potencial. Vamos a explicar el origen de ciertas formulas que nos serviran para calcular el
coeficiente de absorcién 6ptica de las heteroestructuras bajo estudio.

7.1. Optica no lineal

En general, en un medio dieléctrico con una densidad no nula de momento dipolar dieléctrico, la
respuesta de polarizacién esta dada por

P(t) = eox(t)E(t), (7.1.1)

donde € es la permitividad dieléctrica del vacio, E(t) es el campo eléctrico y x(t) es el tensor de la
susceptibilidad dieléctrica del medio.

En la éptica no lineal, la respuesta éptica se puede describir generalizando la expresién (7.1.1)),
escribiendo la polarizacién P(t) como una serie de potencias de la intensidad del campo eléctrico,

P(t) = e (X(l)E(t) + YD E2(t) + YO E3 () + ) — PO@) + PO) + PO®)..., (7.1.2)

las cantidades x@ y x(®) se conocen como susceptibilidades Gticas no lineales de segundo y tercer
orden, respectivamente. Donde suponemos que los campos ]S(t) y E(t) son magnitudes escalares y que
la polarizacién en un instante de tiempo ¢ depende solamente del valor instanténeo de la intensidad del
campo eleéctrico, w. Esto implica que el medio es no dispersivo (sin pérdidas); pero lo que ocurre es
que, en general, las susceptibilidades no lineales son también funciones de las frecuencias de los campos
aplicados.

_ Entonces llamaremos a PA(t) = eox(2)E2(t) como la polarizacién no lineal de segundo orden y a
PO(t) = ¢gx® E3(t) como la polarizacién no lineal de tercer orden. Los procesos fisicos que ocurren
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como resultado de la polarizacién de segundo orden P tienden a ser distintos de aquellos que ocurren
como resultado de la polarizacién de tercer orden, pB) (t). Ademas las interacciones épticas no lineales
de segundo orden pueden ocurrir iinicamente en cristales no centrosimétricos, es decir, en cristales que
no tienen simetria de inversién. Como los liquidos, gases, sélidos amorfos (vidrio, por ejemplo) y muchos
otros cristales tienen este tipo de simetrfa, Y se anula idénticamente en ellos, y por consecuencia esos
materiales no pueden producir interacciones épticas no lineales de segundo orden. Por otra parte, las
interacciones Opticas no lineales de tercer oden (descritas por la susceptibilidad X(3)) pueden ocurrir
tanto en medios centrosimétricos como no centrosimétricos.

En cuanto a orden de magnitud, se tiene que, para la materia condensada x(!) es dek irdeb de la
unidad. Por otra parte, se encuentra que (2 ~ (4mweg)®ht/m?e® y x©®) ~ (4meq)Oh8 /m*el [l.

Ahora, recordando que nosotros hemos planteado que el campo eléctrico de la senal que incide sobre
nuestro sistema (digamos, un haz de luz laser) se representa como

E(t) = Ee ™ 4 c.c., (7.1.3)

para la polarizabilidad de segundo orden PR — eox(2)E2(t) tenemos:

P2 (t) = 260X(2)EE* + (EOX(2) (w)e*iz“’t + c.c.). (7.1.4)

Vemos que la polarizacion de segundo orden consite de una contribucién de frecuencia cero, 6 DC
(primer término) y de una contribucién a frecuencia 2w. La primera contribucién lleva a un proceso en
el que no se genera radiacion electromagnética, sino a un proceso conocido como rectificacion dptica,
en el cual se crea un campo eléctrico estatico a través del cristal no lineal. Por otra parte, el segundo
término no conduce a la generacion de radiacién con una frecuencia doble a la incidente 6, como
también se llama, de segundo armonico.

7.2. Modelo de Paspalakis Boviatsis y Baskoutas

El modelo propuesto por los autores Paspalakis et al [16] consiste en considerar el efecto de un campo
eléctrico monocromatico de la forma:

E(t) = Ep cos (wt), (7.2.1)

donde Fy es la amplitud de campo eléctrico y w es la frecuencia angular del mismo. Dentro de la
aproximacion de un sistema de dos niveles, la dindmica del sistema bajo la interaccién de un campo
electromagnético ser modelada por el Hamiltoniano

~

H = [ — i BOIL L + s — pas EO)][2) (2] — mzBO(D] + 2)0]),  (7.2.2)

donde |1) y |2) representan los estados incial y final respectivamente, cada uno de ellos con energias
hwi y hwe. Ademaés se considera que, usando la aproximacién dipolar eléctrica, la parte de interaccién
del hamiltoniano ((7.2.2) implica asumir la hermiticidad a través de tomar 19 = po1.
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Las ecuaciones de movimiento a resolver para los elementos de la matriz densidad son:

Zhdpi;t(t) = [h(wl —wz) — (,UJII - MQQ)E(t)]p12(t) — MlgE(t)A(t) — ;Zplg(t> (7.2.3)
ihdAdit) = 2u12E(t)[p21(t) — p12(t)] — ;—h[A(t) +1] (7.2.4)
1

donde se ha tenido en cuenta que A(t) = p2a(t) — p11(t); p12(t) = p5,(t) ¥y que p11(t) + p22(t) por la
normalizacién de la matriz densidad p; ademas de que pp,(t) = (n|p(t)|m) denotan los elementos de
la propia matriz densidad.

Seguimos los pasos detallados en el apéndice [E] para dar soluciones al sistema de ecuaciones de

movimiento (7.2.3) y (7.2.4).

Finalmente es conocido que el coeficiente de absorcion 6ptica y el cambio del indice de refraccién se
obtienen en términos de la susceptibilidad, como

alw) = %Im[x(w)]. (7.2.5)
A”n(“’) - #Re[x(w)}. (7.2.6)

En nuestro problema, estas expresiones adquieren la forma final siguiente

lpo2—pi1] 2 lpo2—pi1] 2
Ny [Po(E )" — ()|

wa1
= =71 = 7.2.7
a(w) ne ()] eohnc 1+ T3 (wor —w)?2 + @3, VIR ES /R ( )
|22 —pa1| |22 —p111 }2
An(w) _ iRe[x(w)] _ Nud T (wa —w) [‘]2( hw EO) + JO( w EO) (7.2.8)
n 2n2 260hn2 1+ T22(OJ21 — w)2 + [L%QTlTQEg/hQ ’ -

donde we; = wy — w1, 11 vy To denotan los tiempos de relajacion de cada estado, Fy es la amplitud
de campo eléctrico incidente, N es la densidad volumétrica de electrones, n es el indice de refraccién
aparente y aparecen las funciones de Bessel de primer tipo Jy y Js. Ademas, se define

fi2 = piaz [J()(WE()) + J2<WEO)] (7.2.9)
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Capitulo 8

Resultados

Comenzamos por mostrar las funciones de masa efectiva dependiente de la posicién de distintas hete-
roestructuras asi como los niveles energéticos determinados por el método de Fourier.

Trabajamos en el sistema de unidades atémicas efectivas de la forma,

(=apz, E=Ry's, v V(C)=Ry"V((), (8.0.1)

donde ( es la variable con dimensiones de longitud mientras que £ y V(¢) son las variables con unidades
de energfa. Los valores especificos de los pardmeteros aj; (radio de Bohr efectivo) y Ry* (rydberg
efectivo) estdn dados por (apéndice D)),

47 h?
ol = TZ 6627“ — (115.7605)ag = 6.1255 nm,,
. B (8.0.2)
h 1

Ry*

_ - Ry = 9.82435 meV
om(a)?  (1384.3155) ° ey

8.1. Potencial de Fibonacci

En primer lugar, definimos nuestro pozo de potencial de Fibonacci con una pequena modificacién

respecto a la ecuacién (6.1.6)),

Vie(a,2) cFh(o,z) — Vpar  Si CFh('Oé,Z) < Vpar, (8.1.1)
0 Cualquier otro caso,
introduciento un factor « que aparece en la funcién cFh(z) como,
200z+1 —(2az+1)
cFh(a,z) = ¢ +¢ (8.1.2)

7 ,
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Potencial de Fibonacci Potencial de Fibonacci

Unidades atomicas efectivas Sistema Internacional
o\ | | /] 0fy
< -10] | ma=g =100 | Wa=g
& ‘ | ma=1 2 : | Ha=
= 20 S ma=2 =200 | ma=2
= [ I ma=3 ~ [ Ba=3
_30! | ~ 300}
i | [ y
-40 o : ~400} 4
-2 -1 0 1 -15 -10 -5 0 5
z (ag®) Z (nm)

Figura 8.1.1: Potencial de fibonacci definido por (8.1.1)), diagrama con distintos pardmetros a y con
Vpar = 769.791 meV constante en todos los casos.

El valor del pardmetro Vpa, que aparece en (8.1.1) que ajusta la profundidad del pozo es

Vpar = 769.791 meV. (8.1.3)

Mientras que el espesor del potencial para distintos valores o son los siguientes,

a=1 = D=287312 ap = 17.5996 nm,
a=2 = D =1.43656 ap = 8.79979 nm, (8.1.4)
a=3 = D=0.957706 ap = 5.86653 nm.

8.1.1. Potencial Fibonacci con a =1

Comenzamos por considerar el caso a = 1, en esta situacién encontramos la concentraciéon de aluminio,
la masa efectiva dependiente de la posicién, ver la figura [8.1.2

Funcién masa efectiva

Potencial de Fibonacci Concentracion de Aluminio x
a=1 Potencial de Fibonacci (@ = 1) Potencial de Fibonacci (@ = 1)
0.0 ! . !
030 kY ; 0.10
" 3 /
-0.1 ; 0.25 kY i
5
= =020 g 009
2 02 2 S
= g0l O
- 3 = 0.08}
0s 200
o
0.05
0.07+
-04 0.00 .
-2 -1 0 1

z (ag”) 2z (ag”) z(ag’)

Figura 8.1.2: Potencial de Fibonacci a = 3. En rojo se muestra la concentracién de aluminio y de
morado tenemos la funcién masa efectiva dependiente de la posicién.

Realizando un desarrollo en series de los primeros 70 elementos en la base del oscilador armoénico,
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encontramos que el pozo de potencial de Fibonacci con o = 1 tiene un total de 4 estados con energias

€1 = —397.473 meV, &3 = —256.337 meV, e3 = —155.719 meV y g4 = —58.8169 meV, (8.1.5)

el diagrama de los autoestados y niveles permitidos en cada situacién; aparecen en la figura [3.1.3

Potencial de Fibonacci

Umdades atomicas efectivas

, ‘ :

—10} |1 M Potencial Fibonacci (a = 1)
- I E;=-36.386 Ry
& a0l \ / | W E,=-26.092Ry"
= — B E, = -15.850 Ry*

_30l \ / 1 m E,=-5986Ry"

"4
10! N ]
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z (ag”)

Figura 8.1.3: Estados y energias del pozo de potencial de Fibonacci con o = 1.

por ultimo, mostramos el comportamiento de la densidad de probabilidad de cada uno los estados en

la figura
Potencial de Fibonacei (@ = 1) Potencial de Fibonacci (a = 1)
Estado base Primer base
10 08
0.8 0.6
< 06 <
2 & 04
< <
0.4
02
02
0.0 0.0
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0
z(ag") z(ap")
Potencial de Fibonaccei (@ = 1) Potencial de Fibonacci (o = 1)
Segundo estado Tercer estado
0.7
0.6
0.6
0.5
— _. 04
S 04 3
s $03
0.2 0.2
0.1
0.0 ‘ 0.0
=20 -15 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 =20 -15  -10 -05 0.0 0.5 1.0
z(ag") z(ag’)

Figura 8.1.4: Densidad de probabilidad para los estados del pozo de potencial de Fibonacci con a = 1.
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8.1.2. Potencial de Fibonacci con o = 2

Ahora para el potencial de Fibonacci con el mismo pardmetro V. = 78.35 Ry™, pero ahora con o = 2,
es decir,

L (g4 4 gm@HD) Vo SicFh(a,2) < Voar,

0 Cualquier otro caso,

Vi(a,2) = { (8.1.6)

para este potencial encontramos la siguiente concentracién de aluminio y la siguiente funcién de masa
efectiva dependiente de la posicién que incluimos como figura

Potencial de Fibonacci Concentracion de Aluminio X Funcién masa efectiva
a=2 Potencial de Fibonace (a = 2) Potencial de Fibonaci (@ = 2)
oof — - e : — e T
0.30 0.10
-0.1 Z 025 " B
2 5 §
= <020 % ¢ 2 009
0 E % 5
= -02} 5 5 <
3 £ 0.1 § =
- E ", ; B
2 Y 0.08
o3l 2 0.10 y ;/
| o
0.05
0.07
-04t 0.00
-1.0 -0.5 0.0 0.5 -1.0 =0.5 0.0 0.5 -1.0 -0. 0.0 0.5
z(ag’)

z(ap") z(ag’)

Figura 8.1.5: Pozo de potencial de Fibonacci con a@ = 2. En rojo tenemos su respectiva concentracion
de aluminio necesaria para formar la heteroestructura y del lado derecho (en morado) su funcién de
masa, efectiva.

Los estados de este perfil de potencial se muestran en la figura [8.1.6

Potencial de Fibonaccl (o = 2)

Unidades atomicas efectivas

—10} ]
B Potencial Fibonacci (a = 2)

& 20! - W E;, =-11.622 Ry*=-311.453 meV
g W E,=-31702 Ry*=-114.181 meV
-30} ]
—40} \_/ .
—1 0 —6.5 0.0 0.'5
z (ag’)

Figura 8.1.6: Estados del pozo de potencial Fibonacci con o = 2. Del lado derecho tenemos el valor
de las energias en unidades atémicas efectivas.
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Cada uno de los dos estados ahi mostrados tienen una energia dada por

g1 = —311.454 meV, y 3 = —114.181 meV, (8.1.7)

de modo que bajo estos pardmetros, el potencial de Fibonacci genera un sistema de dos niveles, la
densidad de probabilidad de ambos estados se muestra a continuacién en la figura [3.1.

Potencial de Fibonacci (o = 2) Potencial de Fibonacci (o = 2)

Primer estado Seundo estado

1.0

0.8
1.0

0.6

Yra=(z)

L’!]_‘('/.]

0.4

0.0 ! 0.0

Zlag ) Z(ag')

Figura 8.1.7: Densidad de probabilidad de los dos estados correspondientes al pozo de potencial de
Fibonacci con a = 2.
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8.2. Potencial k-Fibonacci con k = 1

Ahora, el pozo de potencial de k-Fibonacci se define como (6.1.8)),

cFrh(a,z) — Vpar  Si cFrh(a,z) < Vpar,

] (8.2.1)
0 Cualquier otro caso,

Vkp(a,z) = {
donde el pardametro o nos permite controlar el ancho el pozo de potencial y aparece como sigue:

o7 L k+Vk?+4
%—'—70’“_1, con akzg. (8.2.2)

cFrh(a,z) = 5

El potencial de k-Fibonacci con k =1y a = 1, cumple la ecuacién:

1 az —az :
—=|o{?+ o0 )—V si cFrh(a,2) < Voar,
Vig(a,2) == G per h(02) < Voo (8.2.3)
0 cualquier otro caso,
en donde el valor de o1 = 1"'2‘/5 = ¢. Con estos datos, el pardmetro V,ar que mejor ajusta a nuestros
requerimientos cuando k£ = 1 tiene un valor de,
Vpar = 769.775 meV, (8.2.4)

Si graficamos la expresion (8.2.3]) para distintos valores del pardmetro o obtenemos la figura

Potencial de k—Fibonacci (k = 1) Potencial de k—Fibonacci (k= 1)
Unidades atomicas efectivas Sistema Internacional
N W V| R | AN
of [

7101 ma=1 100} ma=1
- | ma=2 = 0a=2
&, )
= 0 Bma=3 g 200 Wa=3
= Ha=4 S Oa=4
» B 5 >

30 Has= 300 ma=5

~40} -400}

=3 =2 -1 0 1

(5]
.
|
(]
S
|
=}
(=}
<
(]
S

z(ag®) z (nm)

Figura 8.2.1: Pozo de potencial k-Fibonacci (con k& = 1). Del lado izquierdo corresponde con el
potencial en unidades atémicas efectivas y el lado derecho con el sistema internacional de unidades.
En ambos casos tenemos distintos valores de a.

En el caso en que k = 1y Vjar tenga el valor (8.2.4)); encontramos que para los distintos valores de
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« tenemos los siguientes epesores para el potencial,

a=1 = D=574614 a¥ = 35.1986 nm,
a=2 = D=287307a} = 17.5993 nm,
a=3 = D=191538a} =11.7329 nm. (8.2.5)
a=4 = D=143653a} =8.79964 nm.
a=5 = D=114923 a} = 7.03971 nm.

8.2.1. Potencial k-Fibonacci con k =1y a=3

Los casos con @« = 1 y a = 2 resultan con un espesor mayor a 10 nm por lo cual descartamos estas
posibilidades; ya que estamos interesados en propiedades cudnticas producidas por el confinamiento
espacial de los electrones de conduccién.

Cuando resolvemos la ecuacion de Schrédinger con masa dependiente de la posicién para el potencial
con un desarrollo en serie de los primeros 70 términos de la base del oscilador armoénico,
obtenemos los tres estados de la figura [8:2.2] Ademds, encontramos que las energias de los tres estados
(correspondientes al pozo de potencial de k-Fibonacci con k =1y a = 2) son

€1 = —334.058 meV, g2 = —182.903 meV, y €3 = —42.7616 meV. (8.2.6)

Potencial de k—Fibonacci (k = 1y a = 3)

Unidades atomicas efectivas

W Potencial Fibonacci (a = 3)
W E; =-4.352 Ry"

M E, =-18.617 Ry"

W E;=-34.003 Ry"

=30} i
—40! \_/ ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z(ag”)

Figura 8.2.2: Pozo de potencial k-Fibonacci. con k = 1 y sus correspondientes autoestados
determinados por el método de Fourier con 70 términos en la base. En unidades atémicas efectivas.

Mientras que el grafico de la concentracion de aluminio necesaria para formar esta heteroestrucutura
y el perfil de la funcién masa efectiva se muestran a continuaciéon en la figura [8.2.3
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Potencial k—Fibonacci Concentracién de Aluminio x Funcién masa efectiva

k=1lva=3 Potencial k—Fibonacci (k =1y a =3) Potencial k-Fibonacci (k=1ya =3)
00 3 H |
0.30 kY H 010}
kY i
-0.1 Y Fi
{
- “;_ i 0.09
> \ I;‘ g
= -02 s
N =
> g " 008
~03 5 0.10
0.05
0.07
-0.4
. , - . 0.00
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 L5 15 10 —os 0.0 05 10 15 -15 -10 -05 0.0 05 1.0 15
z(ap) (ap) z(ap)

Figura 8.2.3: En azul corresponde al potencial de k-Fibonacci con K =1 y a = 3, en rojo se
representa la concentracién de aluminio y en morado se corresponde con la funciéon de masa efectiva
dependiente de la posicién asociada a tal potencial.

8.2.2. Potencial k-Fibonacci con k =1y a=4

Si ahora consideramos el parametro o = 4, manteniendo Vp,, = 769.775 meV. En este caso, el perfil
de potencial se define como

4 .
Vir(a,z) := %(J%Z o Z) Si cFh(@,2) < Voar,
0 Cualquier otro caso,

(8.2.7)

S

con o] = 1+2 = ¢.
En primer lugar encontramos la siguiente concentraciin de aluminio y la funcién masa efectiva que

aparecen en la figura [3.2.4

Potencial k—Fibonacci Concentracion de Aluminio x Funcion masa efectiva
k=lya=4 Potencial k—Fibonacci (k= 1ya =4) Potencial k—Fibonacci (k= 1y a=4)
00 2| S . S S . .
0.30 0.10
y
o1} = 025
| g K H 1
o i = 020 H i | & 009
z g 3 i 1 £
s 2 £ 0.15 ‘.§ H N
] 3 Y ; = 0.08
| 2 0.10 |
-03} j
| 0.05
| 0.07
0.4} 0.00 - - P - - - - - -
a = o 00 o 1o ! 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -15 10 ~0.5 0.0 0.5 1.0 15

z(ag") z(ap’) z(ag’)

Figura 8.2.4: De izquierda a derecha corresponde el potencial de k-Fibonacci con k =1y o =4, en el
centro corresponde a la concentracion de Al y la derecha corresponde la funciéon masa efectiva
dependiente de la posicién para este potencial.

Si buscamos soluciones a la ecuacion de Schoédinger con este potencial K-Fibonacci por medio del
método del desarrollo explicado antes en la seccién 5.5 Utilizando 80 elementos en la base encontramos
dos estados permitidos con energias de valor

e1 = —311.438 meV, y e, = —114.167 meV. (8.2.8)
el grafico del potencial con sus respectivos estados es la figura
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Potencial de k—Fibonacci (k =1y a = 4)

Unidades atomicas efectivas

M Potencial Fibonacci (a = 1)
-20t 1 B E;=-11.6208 Ry"
W E, =-31.7006 Ry"

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

z (ag”)

Figura 8.2.5: Potencial de k-Fibonacci con k£ = 1 y un pardmetro o = 4. Encontramos dos estados
permitidos en esta estructura.

8.2.3. Potencial k-Fibonaccicon k =1y a=5

Ahora, si & = 5, manteniendo Vpar = 769.775 meV,

Vig(as) = \/Lg(ai’z + 01_5Z> Si cFrh(e,2) < Vpar,
0 Cualquier otro caso,

(8.2.9)

como en las situaciones anteriores, mostramos la concentracién de aluminio y la funciéon masa efectiva
asociada a este potencial en las siguientes imagenes,

Concentracién de Aluminio x Funcion masa efectiva

k=lya=5) ‘ Potencial k=Fibonacci (k =1y a :‘ > P )m‘en’fiﬁl,ki,}‘lb.omymci (k‘f 1 y v(} — i]\ ,

ool - - . [ . :
[ s : 0.10

Potencial k—Fibonacci

1
o

0.09

|
=
o

V(z) (eV)
m’(2)/mg

o
S
2

-03}

i 005} |
I 0.07 4
—04} 0.00 t

-10 =05 0.0 0.5 1.0 -10 -0.5 00 05 10 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

z(ag’) (ag”) z(ag")

Figura 8.2.6: De izquierda a derecha tenemos el potencial de k-Fibonacci con k =1y a =5, en el
centro se muestra la concentracién de Al y en la derecha tenemos la funcién masa efectiva
dependiente de la posicién para este potencial.

Buscando un desarrollo en serie de 80 términos, encontramos dos niveles permitidos con las siguientes
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energias,

€1 = —289.792 meV, y g2 = —55.4704 meV. (8.2.10)

el grafico del potencial con sus respectivos estados se muestra a en la figura [8.2.7

Potencial k—Fibonacci (k =1y a = 95)

Unidades atomicas efectivas

0 \ 1 /

—10!t i
- B Potencial Fibonacci (k=1y a =5)
& 20! 1 M E;=-5646Ry"
g T W Ey=-29497 Ry”

-30+ _

—40; \/ _

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z (ag”)

Figura 8.2.7: Los dos estados del potencial de k-Fibonacci con k£ =1 y un pardmetro a = 5; obtenidos
con un desarrollo de 80 elementos en la base.
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8.3. Potencial k-Fibonacci con k = 2.

Definimos el potencial de k-Fibonacci (con k = 2) como

1 —az —az :

——=lo + o )—V si cFrh(a,2) < Viar,
Vir(a,2) := \/§< 2 2 bt ¢h(ez) pat (8.3.1)

0 cualquier otro caso,

donde
2 8 1 2
by 2TVB _ 14 V2 (8.3.2)
2 1
Para este perfil de potencial, consideramos los siguientes parametros,

Vpar = 693.667 meV, (8.3.3)

para los siguientes parametros, tenemos los siguientes espesores,

a=1 = D=34686a} = 21.2473 nm,
a=2 = D=1.7343a} = 10.6236 nm, (8.3.4)
a=3 = D=11562a} = 7.08242 nm,

8.3.1. Potencial k-Fibonacci con k=2 y a =2

Dado que el potencial con o = 1 es muy ancho, los efectos cuanticos debidos al confinamiento espacial
son muy pequenos, entonces comencemos directamente por un pozo de potencial que sea mas estrecho.

De entrada consideremos o = 2, entonces el potencial a resolver estd dado por,

1 2z —2z :
+ ) - V ar F h ) < Var)
Vir(@,2) == { 8 (01 %1 R G

(8.3.5)
0 cualquier otro caso,

142
T

donde o9 =
En primer lugar la concentracién de aluminio y la funciéon de masa efectiva dependiente de la posicion
asociadas a este potencial se muestran en la figura [8.3.1]

Ahora, cuando resolvemos la ecuacion de Schrodinger por el método de diagonalizacién con 70 elementos
en la base; obtenemos que el sistema cuenta con tres estados permtidos de energias:

€1 = —327.741 meV, €9 = —162.549 meV; y €3 = —17.4959, (8.3.6)
Los estados permitidos asi como sus energfas estan en la figura [8.3.2]
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Potencial k-Fibonacci Concentracion de Aluminio x Funcién masa efectiva

k=2ya=2 Potencial k-Fibonacci (k =2 y @ =2) Potencial k—Fibonacci (k=2y @ =2)

Vi(2) (eV)
-

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 10 0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z(ap) z(ag) z(ap)

Figura 8.3.1: En colo azil corresponde al potencial de k-Fibonacci con k =2 y o = 2. En el gréfico
del centro le corresponde a la concentracién de dtomos de aluminio y la grafica derecha corresponde a
la funcién de masa efectiva dependiente de la posicién para este potencial.

Potencial de k—Fibonacci (k =2y a = 2)

Unidades atomicas efectivas

W Potencial Fibonacci (a = 2)
W Ez;=-1.780 Ry"

W E; =-16.545 Ry"

W E, =-33.360 Ry"

_30 L i
—40} \_/ ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z (ag”)

Figura 8.3.2: Estados y niveles energéticos del pozo de potencial k-Fibonacci con k =2 y o = 2.

8.3.2. Potencial k-Fibonacci con k =2y a =3

Sea o = 3, entonces el potencial a resolver en esta ocacion esta dado por,

1 (3 —3z\ _ :
Vikr(,2) == {‘/g(alz o ) Voar 81 cFih(a,2) < Vpar,

0 cualquier otro caso,

(8.3.7)

%

donde oy = 1E

En esta situacion, el comportamiento de la concentracién de aluminio y la funcién de masa efectiva
dependiente de la posicion asociados a este potencial se muestran en la figura |8.3.3

e1 = —291.455 meV y 5 = —58.6282 meV, (8.3.8)
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Potencial k-Fibonacci Concentracién de Aluminio x Funcién masa efectiva

k=2ya=3 Potencial k-Fibonacci (k =2y a = 3) Potencial k—Fibonacci (k=2 y @ = 3)
0.0 .
030 0.10
0.1 L 025
= t
S
~ < 0.20 o “'0),
0 s B : 1 =
= -02 g b { N
O £ 01 - <
> g $ | =
g .. H 1 0.08
& 010 LY § i
-03 © % § ] |
s t
0.05 | t
| 0.07}
-0.4 0.00 - §
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
z(ag”)

Figura 8.3.3: En colo azil corresponde al potencial de k-Fibonacci con k =2 y a = 3. En el gréfico
del centro le corresponde a la concentracién de dtomos de aluminio y la grafica derecha corresponde a

la funcién de masa efectiva dependiente de la posicién para este potencial.

Ahora, cuando resolvemos la ecuacién de Schrodinger por el método de diagonalizacién con 70
elementos en la base; obtenemos que el sistema cuenta con tres estados permtidos de energias, Los
estados permitidos asi como sus energias estan en la figura

Potencial k—Fibonacei (k =2y a = 3)

Unidades atomicas efectivas

: \ /

B Potencial Fibonacci (k=2y a =3)
W E, =-5.967 Ry"=-291.454 meV
B E; =-29.666 Ry"'=-58.628 meV

V(z) (Ry")
o
S

1.0

n

-1.0 -0.5 0.0 0.

z (ag”)

Figura 8.3.4: Estados y niveles energéticos correspondientes al pozo de potencial k-Fibonacci con
k=2ya=3.
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8.4. Potencial k-Fibonacci con k£ = 3

Definimos el potencial como

1 —az —az .
—|o + 0o )—V si cFrh(a,z) < Viar,
Vir(a,z) := ‘/ﬁ< ’ ’ - h(0,2) < Vour (8.4.1)
0 cualquier otro caso,
donde ahora
3+ v13
gy = 2F VIS (8.4.2)
2
para este potencial consideramos el siguiente pardametro para ajustarlo a barrera finita,
Vpar = 393.72 meV, (8.4.3)

Potencial de k—Fibonacci (k = 3)

Unidades atomicas efectivas

A [ [/
-10 ma=1
X _3
é' oa= ;
N —20 ma=2
- Ha=3
-30 ]
-40
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

zl(ag™)

Figura 8.4.1: Perfil del pozo de potencial k-Fibonacci (con k = 3) y distintos parametros a.

El pardmetro a nos sirve para manipular el espesor del pozo (figura|8.4.1). Para algunos pardmetros,
de estos parametros encontramos que

a=1 = D=28287ap=17.3275 nm,
3
=— D =1. 5 = 11.551
a=g = 8858 ap 5517 nm, (8.4.4)
a=2 = D =1.41435 aj = 8.66375 nm,
a=3 = D=0.9429 ap = 5.77583 nm,

51



8.4.1. Potencial k-Fibonacci con k=3 y o =3/2

Dado que para el pardmetro a = 1, los efectos cudnticos son muy pequenos, entonces vamos a despreciar
esta situacién. Comenzamos por el caso a = 3/2. De modo que nuestro potencial estard dado por

1 32/2 —3z/2> .

—o +0 -V si cFih(a,2) < Viar,
Vir(a,2) := \/g< ! ! par F ( ) par
0 cualquier otro caso,

(8.4.5)

donde o3 = 3+T V15 Para este potencial encontramos la siguiente concentracién de aluminio y funcién
de masa efectiva que se muestran en la figura [8.4.2

Potencial k—Fibonacci Concentracién de Aluminio x Funcién masa efectiva

k=3ya=3 Potencial k—Fibonacci (k=3 ya = =) Potencial k—Fibonacci (k =3y @ = )

[

0.0

V(2) (eV)
|
i
Concentracién de Al x

0.05}

-15 -0 -05 00 05 10 15 -2 -1 0 1 2 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 L5

z(ag") z(ag’) z(ag")

Figura 8.4.2: La grafica de la izquierda en color azul corresponde al perfil del potencial k-Fibonacci
con k =3y a=3/2. En rojo corresponde a la concentracién de Aluminio y en morado a la funcién
de masa efectiva dependiente de la posicion.

Mientras que los autoestados del potencial obtenidos estén en la figura [8:4.3

Potencial de k—Fibonacci (k =3y @ = %)

Unidades atomicas efectivas

0 T T T
\ /
,10 4
m Potencial Fibonacci (k=3 y a = %)
Z 5 | W E;=-4.190Ry*
o m E, = -18.671 Ry’
g W E, = -34.049 Ry"
-30 ]
—40 \_/ 1
~1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
Z(ag”)

Figura 8.4.3: Estados del pozo de potencial k-Fibonacci con k = 3 y a = 3/2 utilizando un desarrollo
de 70 elementos en la base.

Con 70 términos encontramos que estos tres estados tienene energias de

€1 = —334.516 meV y €9 = —183.438 meV, €9 = —41.1692 meV, (8.4.6)
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8.4.2. Potencial k-Fibonacci con k =3y a =2

Para k = 3 y un pardmetro a = 2, el potencial correspondiente es

Vip(az) = \/ig(agz + 052‘2) — Voar s cFrh(,2) < Viar,

(8.4.7)
0 cualquier otro caso,

con g3 = %ﬁ El perfil del pozo de potencial k-Fibonacci con £ = 3 y a = 2; la concentracién de
aluminio y su correspondiente funcién de masa efectiva dependiente de la posicién se encuentran en la

figura

Potencial k—Fibonacci Concentracién de Aluminio x Funcién masa efectiva
k=3ya=2 Potencial k—Fibonacci (k= 3y @ = 2) Potencial k—Fibonacci (k =3y a =2)
0ol : ! o : — - , T
0.30 B : ] 0.10
< y {
-0.1 z 02 5 :
g 2 o0 I g
2 02 z S
8 £ 0.15] % i I
> £ \ K N
g % i { 0.08
~03 2 o.10} ¢ 1
0.05 |
| ] 0.07
. 0.00 . P " - L — .
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0 0.0 0.5 10 -1.0 =05 0.0 0.5 10
z(ag") z (ag”) z(ag’)

Figura 8.4.4: En color azul tenemos el potencial de k-Fibonacci con k =3 y a = 2, en rojo la
concentracién de aluminio y en morado la funciéon de masa efectiva dependiente de la posicién.

Planteando el método de Fourier en este potencial con 80 elementos en la base, obtenemos dos estados

de la figura ?7; y los niveles de energia permitidos en este potencial son,

€1 = —311.861 meV y g3 = —114.013 meV, (8.4.8)

Potencial de k—Fibonacci (k=3 ya =2)
Unidades atémicas efectivas

0
-10 i
o W Potencial Fibonacci (k =3y a = 2)
§ -20+ 1 B E;=-11.605Ry*
g W E,=-31.743 Ry"
-30 ]
—40 \_/ ]
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0
Z ((.YB )

Figura 8.4.5: Estados y niveles energéticos del pozo de potencial k-Fibonacci con k =3 y a = 2.
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8.4.3. Potencial k-Fibonacci con k=3 y a=3

Finalmente, considerando k = 3 y un parametro « = 3, el potencial a resolver es

Vip(az) i %(Ug’z + 03_3Z> — Voar s cFrh(,2) < Viar,

(8.4.9)
0 cualquier otro caso,

con g3 = HT‘/B,. El perfil del pozo de potencial k-Fibonacci con k = 3 y o« = 2 definido por (8.4.9));
la concentracién de aluminio y su correspondiente funcién de masa efectiva dependiente de la posicién
se encuentran en la figura siguiente.

Potencial k—Fibonacei Concentracién de Aluminio x Funcién masa efectiva

k=3ya=3 Potencial k—Fibonacci (k=3 ya =3)

Potencial k—Fibonacci (k =3y a = 3)

0.0f . [
f 030} . N 1 0.10}
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Figura 8.4.6: Potencial de k-Fibonacci con k = 3 y @ = 3 con su correspondiente concentracion de
aluminio y su funcién de masa efectiva dependiente de la posicion.

Planteando el método de Fourier en este potencial con 80 elementos en la base, que los valores de
las energias del estados permitidos en este potencial son,

£1 = —269.497 meV y £9 = —13.284 meV, (8.4.10)

Potencial de k—Fibonacci (k =3y a = 3)
Unidades atomicas efectivas

ol ‘ " :
—10 4
© B Potencial Fibonacci (k=3y a = 2)
§ -20 - B E;=-1352Ry"
S W E = -27.4315 Ry*
-30 ]
—40 4
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

z(ag”)
Figura 8.4.7: Estados y n energéticos del pozo de potencial k-Fibonacci con k =3y a = 3.

La energia del segundo estado, g = —13.284 meV, produce un nivel energético débilmente confinado,
esto quire decir una energia externa pequeiia puede afectar a los electrones que se encuentren en este
nivel.
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8.5. Respuesta 6ptica para los potenciales de Fibonacci

Finalmente, recordemos las expresiones deducidas para el coeficiente de absorcién Optica y para el
cambio del indice de refraccion

~ wnNpi,Th ‘JO(%EO — R (%EO) ‘
 eohne 14 T (w1 — w)? 4 @,V TLE3 /%

a(w) (8.5.1)

ademas, se define

[z = fh12 [J()(WEO) n JQ(WEO)] (8.5.2)

Para evaluar esta expresién en los sistemas cudnticos antes descritos, asumimos que la polarizacién
del campo electromagnético incidente esta en la direccién z, de modo que

1= —ez 8.5.3
i : (

donde e es la carga fundamental del electrén. Al igual que lo hace el autor Paspalakis [16], en un
sistema cudntico basado en arseniuro de galio (como las de nosotros), consideramos un indice de
refraccién n = 3.55, tiempos de relajaciéon 77 = 10~ s, T = 5 x 1072 s y una densidad de electrones
N =1 x 10%>m~3 (del orden del niimero de Avogadro). El resto de cantidades fisicas involucradas
son constantes universales con valores bien conocidos. Ademads, tomamos la convencién |1) y |2) para
denotar los estados inicial y final, respectivamente.

Para dar los resultados, definimos la intensidad éptica incidente como

1
I= §neocE(2). (8.5.4)

8.5.1. Coeficiente de absorcion 6ptica para potenciales de Fibonacci

Para el potencial de Fibonacci con @ = 2, encontramos una frecuencia de de transiciéon dada por,

1
wo1 = 2.99839 x 1014 =, (8.5.5)
S

Mientras que el coeficiente de absorcion Optica de este sistema se muestra en la figura [8.5.1

En el caso del mismo potencial de Fibonacci con o = 3, encontramos una frecuencia de de transicion
de
)

1
wo1 = 3.87811 x 101 = (8.5.6)
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Coeficiente de absorcién Optica no lineal
Potencial de Fibonacei con o = 2
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Figura 8.5.1: Coeficiente de absorcién éptica para el potencial de Fibonacci con a = 2. Esta situacién
corresponde a I = 1 x 101 W/m?.

El coeficiente de absorcién 6ptica no lineal correspondiente se muestra en la figura [8.5.2

Coeficiente de absorcién Optica no lineal
Potencial de Fibonacci con @ = 3
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Figura 8.5.2: Coeficiente de absorcién dptica para el potencial de Fibonacci con o = 3. Esta situacién
corresponde a I = 1 x 10" W/m?.
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8.5.2. Coeficiente de absorcién 6ptica para potenciales de k-Fibonacci

Para el potencial k-Fibonacci con k =1 y a@ = 2, encontramos una frecuencia de de transicién de

1
wor = 3.56152 x 10 =, (8.5.7)
S
El coeficiente de absorcién 6ptica de este sistema se comporta como se muestra en la figura [8.5.2

Coeficiente de absorcién Optica no lineal

Potencial k—Fibonacci con k=1 a = 5

300 ¢ B

250} ]

200 ¢ b

alw) (m 1]

150 ¢ B

100 ¢ 1

50

25 3.0 3.5 4.0 4.5

w (XIO14 5 1)

Figura 8.5.3: Coeficiente de absorcién éptica para un potencial de k-Fibonacci con k =2y o = 5.
Esta situacién corresponde a I = 1 x 10" W/m?.

Para el caso de un potencial de k-Fibonacci con kK = 2 y a = 3, con una frencencia ws; de magnitud,

1
wo1 = 3.89425 x 1014 =, (8.5.8)
S

El coeficiente de absorcién optica se muestra en la figura [8.5.4

Finalmente, para el caso de k = 3 y @ = 3, se obtiene una frecuencia de transicién igual a

1
wo1 = 3.89425 x 10 =, (8.5.9)
S

El coeficiente de absorcién éptica se muestra en la figura [8.5.5]
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Coeficiente de absorcion Optica no lineal
Potencial de k — Fibonacci
(k=2ya=3)
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Figura 8.5.4: Coeficiente de absorcién 6ptica para el potencial de k-Fibonacci con k =2 y a = 3. El
grafico corresponde a I = % x 101 W /m?
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Figura 8.5.5: Coeficiente de absorcién 6ptica para el potencial de k-Fibonacci con k =3 y o = 3. El
grafico corresponde a I = % x 101 W/m?
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Capitulo 9

Conclusiones

Presentamos el método general para la descripcién de los estados electrénicos de conduccion en pozos
cuanticos unidemensionales formados por nanoestructuras semiconductoras basadas en aleaciones de

tipo Al,Gaj_,As.

El planteamiendo del problema es el resultado de la implementacién de distintos métodos, resultados
y datos reportados en la literatura aplicados de manera autoconsistente para predecir resultados que
tienen sentido fisico.

Utilizamos las funciones hiperbdlicas e hiperbdlicas generalizadas de tipo Fibonacci para la descrip-
cion de perfiles de potencial de barrera finita. Plantear resolver la situaciéon de estos potenciales como
un problema de masa dependiente de la posicion, es algo donde la literatura al respecto es, cuando
menos, muy escasa. Asi que los resultados obtenidos son los primeros de su clase.

» El pardmetro Vja,: que aparece en las definiciones de los potenciales de Fibonacci y k-Fibonacci
((8.1.1)) y (8.2.1))); nos permite ajustar la profundidad del potencial a esta profundidad maxima,
hmax = 406.342 meV. Para este parametro; recomendamos los siquientes valores

Potencial Fibonacci: Vpar = 769.791 meV,

Potencial k-Fibonacci con k = 1: Vo = 769.775 meV,
Potencial k-Fibonacci con k = 2: Vj,ar = 693.667 meV,
Potencial k-Fibonacci con k = 3: Vpar = 393.72 meV.

(9.0.1)

Los cuales estan reportados como ecuaciones (8.1.5)), (8.2.4)), (8.3.3)) y (8.4.3)), respectivamente.

Si consideramos los mismos potenciales con un pardmetro Vp,, menor, el potencial resultan-
te tendrda menos estados permitidos. Por el contrario, con un pardmetro mayor produce maés
estados de confinamiento (o estados permitidos). Sin embargo, esto se lograria posiblemente in-
crementando la concentracion de atomos en la barrera por encima de z = 0.33, pero esto vuelve
a la aleacién Al,Gai_,As de gap indirecto y por lo tanto un potencial de mayor profundidad no
puede ser estudiado por el método que nosotros hemos implementado en este trabajo.

= El parametro a: que aparece en la definicién de ambos potenciales de Fibonacci y k-Fibonacci
(ver las ecuaciones (8.1.1) y (8.2.1)), respectivamente); nos permite ajustar el ancho de nuestro
potencial.
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Para el caso del potencial de Fibonacci, encontramos espesores D para distintos valores de «
dados por

a=1 = D =17.5996 nm,
Fibonacci: ¢ o = 2 = D =28.79979 nm, (9.0.2)
a=3 = D =5.86653 nm,

como reportamos en la ecuacién (8.1.6)).

Por otro lado, para los tres potenciales de k-Fibonacci, encontramos los siguientes espesores (para
distintos «)

o= = D = 35.1986 nm,
a = = D =17.5993 nm,
k=1: Ca= = D =11.7329 nm,
a=4 = D =8.79964 nm,
@ =5 = D =7.03971 nm,
o= = D =21.2473 nm,
(9.0.3)
k=2: Sa= = D =10.6236 nm,
a=3 = D =7.08242 nm,
a=1 = D =17.3275 nm,
L3 a=3% = D=115517 nm,
=2 = D =8.66375 nm,
o= = D =5.77583 nm,

reportados como ecuaciones (8.2.5)), (8.3.4) y (8.4.4)) respectivamente.

Los resultados obtenidos por medio del método de Fourier reproducen (o verifican) propiedades que
podemos anticipar tedricamente.
Por ejemplo, debido a la definicién del pozo de potencial de Fibonacci; este potencial no es simétrico
con respecto a z = 0, no obstante el potencial tiene distintos ejes de simetria dependiendo del valor
a (como se muestra en figura ; para el caso particular de @ = 1 el potencial tiene por eje de
simetria al eje z = —1/2, debido al teorema de Floquet, esperamos que la densidad de probabilidad
de los estados permitidos tengan el mismo eje de simetria. La densidad de probabilidad de los estados
en esta sitacion aparecen en la figura y se comprueba que se preserva dicho eje de simetria como
esperamos por simple inspeccién del potencial.

Nos limitamos a estudiar aquellos casos en el que los espesores de cada pozo sean cercanos a D =~ 10
nm. Esto para incrementar las propiedades cuanticas del sistema y al mismo tiempo mantener abierta
la posibilidad de desarrollar experimentalmente estas nanoestructuras.

= Masa efectiva dependiente de la posicion: Un detalle importante a destacar es que la
funcién masa efectiva dependiente de la posiciéon encontrada en cada caso presenta siempre el
mismo perfil que el pozo de potencial al cual corresponde. No podemos generalizar y decir que
la funcién de masa efectiva siempre tendra el mismo comportamiento sin importar que potencial
que se considere. Mas bien, encontramos un caso particular donde las condiciones del problema
permiten este comportamiento singular de la masa efectiva.
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Otro detalle es que en todas las situciones se muestra que la masa efectiva en el fondo del potencial
es igual a mg,, ,, = 0.067my; este dato es conocido desde hace tiempo por medidas experimentales
y es el valor de la masa efectiva en el arseniuro de galio GaAs.

Para el pozo de potencial de Fibonacci, encontramos los siguientes niveles de energia permitidos (los

cuales estan reportados como ecuaciones ([8.1.5) y (8.1.7))

€1 = —357.473 meV, g9 = —256.337 meV,

Fibonacci o =1 :
€3 = —155.719 meV y €4 = —58.8169 meV, (9.0.4)

Fibonacci a = 2 : {51 = —311.454 meV, y €5 = —114.181 meV,

Para el pozo de potencial de k-Fibonacci (con k = 1) encontramos las siguientes energias de confina-
miento,

kkFk=1ya=3: {51 = —334.058 meV, €5 = —182.903 meV, y €3 = —42.7616 meV.
kkFk=1lya=4:{e1 = —311.438 meV, y o = —114.167 meV. (9.0.5)

KFk=1lya=5: {gl — _989.792 meV, y &3 = —55.4704 meV.

que corresponden a lo reportado como ecuaciones (8.2.6)), (8.2.8) y (8.2.10)).
Vamos a comparar esto con los niveles de energia del pozo k-Fibonacci con k& = 2, en los cuales
obtenemos los siguientes niveles

kFk=2ya=2: {51 = —327.741 meV, g9 = —162.549 meV; y €3 = —17.4959,
{ (9.0.6)

kFk=2ya=3:9e1 = —291.455 meV, g9 = —58.6282,

que corresponden a lo reportado como ecuaciones (8.3.6)) y (8.3.8).

Finalmente, el pozo k-Fibonacci con k = 3 obtenemos los siguientes niveles

3
kFh=3ya=_: {51 — —334.516 meV y £y — —183.438 meV, £y — —41.1692 meV,
kFhk=3ya=2: {51 — _311.861 meV y 5 — —114.013 meV, (9.0.7)
kFhk=3ya=3: {51 — 269.497 meV y £y — —13.284 meV,

que corresponden a lo reportado como ecuaciones (8.4.6)), (8.4.8) y (8.4.10)).

= Sistemas de tres o mas niveles: Observemos la siguiente caracteristica, para los potenciales
k-Fibonacci,
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Con el potencial de Fibonacci y o =1 el espesor es D = 17.56 nm.
Con k=1y a =3 el espesor es D = 11.7329 nm.

Con k=2y a=2 el espesor es D = 10.6236 nm.

Con k =3y a=3/2el espesor es D = 11.5517 nm.

Resultan todos en un sistema de tres niveles de energia (cuatro en el caso del potencial de
Fibonacci). Los tltimos niveles presentar una energia de ligadura muy pequena, es decir son
estados bajamente ligados.

» Sistema de dos niveles: Cuando disminuimos el espesor de estos potenciales (incrementando
el parametro «/), encontramos sistemas cuanticos de dos niveles permitidos. Los niveles de estos
sistemas se reubican ligeramente pero siguen siendo estados confinados. Estos potenciales tiene
un espesor D menor a 10 nanometros y nos permiten aplicar el modelo de PBB sin problema.

Por lo tanto, encontramos que en una heteroestructura semiconductora, la B.C. se divide a su
vez en distintos niveles energéticos permitidos que se se conocen como subbandas de energias.

El coeficiente de absorcion 6ptica no lineal dado por la ecuacion es valido para sistemas
cuéanticos de dos niveles (Apéndice . Por este motivo es que nos enfocamos en encontrar potenciales
de Fibonacci que permitan tales condiciones. Aquellos que tienen méas de dos niveles energéticos no
pueden ser estudiados bajo este modelo.

El calculo del coeficiente de absorcién éptica no lineal en distintos pozos de potenciales complementa
nuestro estudio tedrico de los estados electronicos de conduccion.

Finalmente expresamos la posibilidad de aplicar este método al estudio de diferentes perfiles de
potencial; siempre y cuando estos sean de altura finita con un altura maxima de hpys — 406.342 meV.
En cada caso serd necesario realizar el célculo de la funciéon de masa efectiva tal y como se describe en
el capitulo

Por lo tanto, cumplimos con nuestros objetivos.
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Apéndice A
Aproximacion adiabatica

Pretendemos resolver la ecuacién de Schrodinger siguiente,

HU = £, (A.0.1)

donde ¥ es la funcién de onda de electrones y nicleos atémicos, y H es el operador Hamiltoniano el
cual estd dado por

N h2 9 o
H=—0 : ——Z—v + V(7 R), (A.0.2)

y ademas la energia de interaccion entre cargas eléctricas es de la forma

vk = Y ZrZe Z ) Zset (A.03)

.
= Rk iJ

en donde m es la masa del electrén, M es la masa del J—ésimo nucleo, 7; y Ry son los vectores de
posicién del i—ésimo electrén y el J—ésimo nicleo respectivamente, R g, 73 y r;7 son las distancias
entre los correspondientes niicleos y electrones y Z; es el niimero atémico del J—ésimo niicleo.

Buscamos simplificar la ecuacién (2.1.1)) utilizando el hecho de que la masa de los electrones m es
mucho més pequena que las masas de los nticleos atémicos M ;. Esto nos permite despreciar el término
_ K2 1 w2 . . sy .

507 7 \Y 5, asociado a la energia cinética de los ntcleos.

Proponemos como ansatz representar la funcién de onda del sistema completo (electrones y nicleos)
en la forma

U(7,R) = ¢(F.R)®(R), (A.0.4)

tal representacién de la funcién de onda es una aproximacién, ya que estrictamente hablando el cociente
U(7,R)/vy(7,R) depende de 7, pero suponemos que ®(R) no depende de estas variables.

63



Entonces la funcion de onda de los electrones 1 que se mueven en un potencial periédico generado
por la presencia de los ntcleos atémicos, satisface la ecuacién

2
[ B % Z V% + V(F,R) @Z)(F,é) = €w(F,R). (A.0.5)

Ahora R, dejan de ser variables de una ecuacién diferencial y se convierten en parametros del
potencial producido por los niicleos atémicos V(7,R). La funcién de onda 1 y las energias ¢ de la
ecuacién (A.0.1) dependeran de R; como pardmetros, es decir, 1 = (7, Ry) y € = ¢(Ry).

Sustituyendo la aproximacién (A.0.4)) en la ecuacién (A.0.1)) (y teniendo en cuenta (A.0.5)), obtene-

mos

h2 1 2 2
) ZJ: N [WRJ‘I’ +2(Vy V5 @)+ cwRﬂ +ep® = EY. (A.0.6)

Donde hemos considerado que @(ﬁ) es independiente de 7, para obtener el término

Por otro lado, cuando el operador V% actia sobre el producto ¥® en el que cada miembro del
J

producto depende en R 7, obtenemos
() 0P oY 0P oY

axz ~ Yaxz Mlaxax T axz

donde X es la coordenada ortogonal de R;. Lo mismo es valido en las otras dos proyecciones.
Con estos dos resultados es que obtenemos la ecuacion (A.0.6).

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que la funcién de onda del electrén 1 es real (excluyendo
la presencia de corrientes macroscopicas en el cristal); en este caso la condicién de normalizacién nos
lleva a

/1/;2d77: 1, (A.0.7)

donde la integracion se realiza con respecto a las coordenadas del electron y se integra sobre todo el
volumen del cristal.

De esta condicién tenemos que

Vi, /szdF: 2/wﬁJ¢dF: 0. (A.0.8)
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Realicemos lo siguiente, multipliquemos la ecuacién (A.0.3)) por 1) e integramos con respecto a dr.
Realizando esto (y utilizando las dos ecuaciones anteriores), obtenemos la siguiente expresién

E:A—Wﬂ ®+[(R%—%f ./¢v2@MQQ> £, (A.0.9)

un analisis mas cuidadoso muestra que ) ; que estd dentro de los paréntesis cuadrados de la tltima

expresion puede ser despre(nado La razoén es que debido a los s pequenos valores en los promedios m /M,

la funcién de donde (7, R) es de muy baja dependencia en R 7, asi que los términos conteniendo V2 Y
J

pueden ser despreciados.

Por otro lado, se puede demostrar que si incluimos estos términos obtenemos correciones del orden
de (m/M;)'/* a distintas cantidades fisicas.

Por lo tanto, despreciando el factor ) ; mencionado, obtenemos la ecuacién en la forma

52
- E7V2¢+dm@=5@ (A.0.10)
J

esta es una ecuacion se Schrodinger para la funciéon ®. Esta expresion es la que empleamos en el

capitulo
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Apéndice B

Funciones de Bloch

En primer lugar, recordemos que las funciones de Bloch son de la forma:

B(F) = uz(F)e T, (B.0.1)

donde la simetria traslacional de la red cristailna se mantiene en la amplitud ug(7) = up (7" + dy).

B.1. Factor de normalizacién

Por otro lado, sabemos que el vector de onda del electron puede representarse como

7 g1y g2 g3y
k==b ==b =b i =0,1,2,...,G —1); B.1.2
G 1+ G 2 + o (=0 G ) ( )

donde G es un nimero impar grande y by, bs y bg son los vectores de la base en la red reciproca. De
modo que, k toma G? valores cuasi-discretos.

Debemos llegar a la misma expresién para k si separamos la regién principal del cristal en la forma
de un paralelopipedo con bordes Gg,, Ga,, Ga, v el volumen V = G3Qq (donde Qg = |a@; - (@2 x d3)] es
el volumen de la celda unitaria del cristal).

Ademsds, imponemos condiciones de frontera ciclicas de Born-Kérman, es decir que las funciones de
onda de Bloch no cambien cuando las coordenadas se desplacen por un vector Ga; (i = 1,2, 3).

Laregién en donde k toma valores distintos fisicamente (no equivalentes) esta definida por el intervalo

—r<k-@G<m (i=1,23), (B.1.3)

lo que se conoce como la zona de Brillouin.
Sustituyendo la expresién del vector k dada por la ecuacién (B.1.2), obtenemos la relacién equivalente

¢ <gi < (1=1,2,3), (B.1.4)

2 2
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de modo que, en esta regién de variacién, el vector k asume G? cuasivalores discretos.

Si las funciones de onda de Bloch (4.2.1)) estdn normalizadas dentro de la regién principal del cristal,
entonces se cumple,

/V ()P = /G gl =1, (B.1.5)

Qo

2

Como |ug(7)|* es periédica (con periédos determinados por los vectores base de la red), sigue que

(;3/Q ug(F)Pdr = 1, (B.1.6)
0

donde la integracion se realiza sobre la celda unitaria del cristal. En algunos casos, se introduce a las
funciones de Bloch el factor G=3/2 de manera explicita, de modo que la funcién de onda del electrén
queda como

R 1 ik
Pr(F) = Wu,;(f’)e R (B.1.7)

Con las funciones de Bloch asf definidas obtenemos la condicién de normalizacion en la forma

/Q g (P2dr = 1, (B.1.8)
0

. _ 1 . . . .
y en este caso el valor promedio es \uE\ = T Sin embargo, en la mayoria de la literatura (incluyendo

este trabajo) se omite este factor de normalizacién y las funciones de Bloch que se utilizan son como
las definidas al inicio en la ecuacién (B.0.1)).

B.2. Funciones de Bloch en la ecuacién de Schrodinger

Cuando sustituimos las funciones de Bloch dadas por

W(R) = up ()T, (B.2.1)
en la ecuacién de Schrédinger
R, _, ~ -
s VRR() + V() = () (B.2.2)
nos queda
B2 o . o
—%VQ (uEelk'r) + V(Puge™" = epupe™ T, (B.2.3)



donde el operador de Laplace V2 = div(grad) = 92 +8§ +0? actuara sobre el producto de dos funciones

de 7 (7= (z,y,2)): uEeik'F. Para esto, hacemos uso la siguiente identidad

V2(f(7)9()) = divlgrad(£6)] + OVf + 2(grad(f) - grad(9)), (B.2.4)
con f=up(r)y ¢ = ef'F, obtenemos
grad(f) = grad(ug), grad(¢) = iko,
V2= V2u,;, V2 — _k2€iE-F"

de modo que la identidad (B.2.3) nos queda como

V3(fo) = V? (uEeiE'F> = {Vzu,; + 2ik - grad(ug) — kQuE eiE'F, (B.2.5)

sustituyendo este término en la ecuacién de Schrédinger, tenemos

h2 o i i T
o [VQUE + 2ik - grad(uz) — kzuE} e+ V(ruge™" = epuge™”,

eliminando el factor exponencial de ambos lados y reordenando los términos, obtenemos la espresion
en la forma
h? . h? - h2 k>

que es la ecuacién que trabajamos en la seccién
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Apéndice C

Teorema de Wannier

Sabemos que la relaciéon de dispersion de la energia debe de tener la periodicidad del cristal, es decir,

en(k) = en(k + l;g), (C.0.1)

lo que significa que €, (k) puede ser expandida en una serie de Fourier de tres dimensiones en el espacio
reciproco como

en(k) = Zcfeik“f, (C.0.2)
U
donde [ = {l1,l2,l3} son indices enteros del vector de red directa.

Si en este desarrollo en series de Fourier hacemos el cambio k — k + b, vamos a obtener el factor
exp (ibyd;) = exp (i2mm) = 1, con m un entero. De modo que este desarrollo en serie verifica la

condicién de periodicidad (C.0.1)).

Ahora, calculemos el resultado de aplicar el operador exp (@; - V) en la funcién de onda de Bloch
wnE(F). Expandiendo la exponencial en una serie de potencias de Taylor, obtenemos

exp (@ V) (7) = [1 + GV + = (@ V) + . ()

=,z (F+dp), (C.0.3)

donde la serie obtenida puede ser a su vez considerada como un desarrollo en series de Taylor en

potencias de las componentes ortonormales del vector a;

Ahora, sustituyendo k — —iV en el desarrollo en series de Fourier de la energfa dado por (C.0.2)); y
haciendo uso de este ultimo resultado, obtenemos
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por lo tanto, verificamos que

en(—iV)1h, 1 (7) = en (k)0 7(7), (C.0.4)

la relacion ((C.0.4) se conoce como el teorema de Wannier. En su deduccién se supone que la relacién
para la energia €, (k) es no degenerada para el valor dado de k.

Por otro lado, supongamos que, en adicién al potencial periédico V(7), tenemos un campo u(7)
actiiando sobre el electrén de conduccién del cristal (por ejemplo, un campo eléctrico externo o el
potencial debido a la impuridad de algin ion). Entonces nuestro nuevo Hamiltoniano puede ser escrito
como

H=Hp+W, (C.0.5)

donde

N R 9
o =~ V2 + V(7),

2 (C.0.6)
W = u(r),
en esa situacién, la ecuacién de Schrodinger asume la forma
. K2
() = | = 5=V + V() +u(®)]| () = e (7). (C.0.7)

Consideremos un sistema cerrado de funciones de Bloch {9, »(7)} que cumplen la ecuacién de
Schrédinger para el Hamiltoniano de Bloch, Hg, es decir,

Hp, :(F) = en(k), 2(7), (C.0.8)

entonces, proponemos a la funcién de onda () como un desarrollo en el sistema de funciones de Bloch
como

Y =D ez, (), (C.0.9)

—

noi
donde ¢, 7 son los coeficientes de expansion.

72



Sustituyendo a () en la ecuacién de Schrodinger (C.0.7), y tomando en cuenta que 1 (7) son
autofunciones del Hamiltoniano Hp, nos queda

Ho(F) =D Y eoplen(B) + u(®e,z = (),
nok
utilizando el teorema de Wannier ((C.0.4), obtenemos
HY(F) = [en(=iV) +u(@] Y e i = (),
n k
si aproximamos las soluciones como las funciones de Bloch de la n-ésima banda, entonces obtenemos

[en(=1V) + u(M)](F) = e3p(7), (C.0.10)

que es la expresién equivalente a la ecuacion de Schrodinger (C.0.7) y es la expresiéon que aparece en

la seccién como ecuacién (4.2.10)).
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Apéndice D

Unidades Atomicas efectivas

En primer lugar, supongamos que nuestro sistema de referencia esta en términos de la coordenada ¢
(zeta griega, la cual se mide en unidades de metros o nanometros) y ademés tenemos las energias F y
el potencial V({) (en unidades de Joules o eV), entonces proponemos el siguiente cambio de unidades

(=a’z
Unidades atémicas efectivas: E =Ry*E (D.0.1)

V(¢) =Ry"V (),

donde z, E y V(() son cantidades adimensionales.
En este sistema de unidades atomicas efectivas, las posiciones se miden en multiplos del radio de Bohr
efectivo, el cual esta definido como

4rh2er
= ) D.0.2
@ m*e? ( )
y las energias estan medidas en términos de Rydberg efectivos los cuales se definen por
hQ
Ry i= ———, D.0.3
Y 2m*(a*)? ( )

donde m* es la masa efectiva de los electrones en la B.C., i es la constante de Planck, e es la carga
eléctrica fundamental y € es la constante dieléctrica del medio.

Observemos que incluimos el factor 1/2 al definir los Rydberg efectivos. Sin este factor numérico las
unidades de energia se conocen como Hartree’s efectivos. Al momento de incluir este factor conseguimos
que la ecuacién de Schrodinger se desprenda del factor que aparece en la energia cinética.

Podemos expresar los radios de Bohr efectivos en términos del radio de Bohr en el vacio como sigue,

*/eq Amh? ;
o /e 4m 0 _ /€ (D.0.4)
m*/mg moe m* /mg
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donde ag es el radio de Bohr en el vacio, mg es la masa de los electrones libres y €y es la constante
dieléctrica del vacio.

Similarmente, podemos expresar los Rydberg efectivos en términos de los Rydbergs en el vacio como

sigue

(m*/mg)  h? :m*/mo
(¢/e0)? 2moa3 ~ (/o)

Ry* = (D.0.5)

Sin embargo, como discutimos en la seccién [5], la masa efectiva depende de la regién en el pozo en
la que nos ubiquemos, de modo que estas unidades atomicas efectivas dependen de en que regién del
POzo nos encontremos.

D.1. Unidades atomicas efectivas de la barrera

Para mantener una unidad de medida constante, elegimos los pardametros de la barrera, donde tenemos
una concentracion de dtomos de aluminio x = 0.33, de modo que el radio de Bohr efectivo a*, la masa
efectiva m* y la constante dieléctrica €, (que aparcen en las ecuaciones (D.0.4]) y (D.0.5))) se denotan
como a* = ap, m* :=mp y € := €p, tal y como se muestra a continuacién en la figura

Al 33Gag 57 As GaAs Al 33Gag 77 As

mp, g, €g Mmp, dpg, €p

A J

o~
b eplepteptepteptepteptepieg |

Figura D.1.1: Parametros de la barrera, en la region del pozo la masa efectiva tiene la forma
funcional m*(z).

Entonces, nuestras unidades atémicas efectivas estan dadas por

¢= a*BZ¢
Unidades atémicas efectivas: E =Ry*E (D.1.1)

V(¢) =Ry"V (),

donde el radio de Bohr efectivo y el Rydberg efectivo de la barrera estan dados por

4rh2es €p/€ N h? mpy/m
B _ _“Blc a vy Ry'=F775s= *B/ %Ry. (D.1.2)
2mp(ap) (ep/€0)

*
a = =
B mue?  mi/mo
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Para determinar el valor de la masa efectiva en las barreras, m7, utilizamos la férmula de Kane, con

el factor de correccién 9, dada por (5.3.7)), es decir

_ ., 2Ep(x) 1 Ep(x) .
m*(x) I+3 Ey(z) | 3Eg(z) + A@) | 6(z), (D.1.3)

= 2Eg(a1as) + (1 — 2)Eg(Gaas) + bz (1 — ),
= zEp(aias) + (1 — 2)Ep(Gaas)

= zAa1a5) + (1 — 2)A(Gans),

= —3.93 4 0.488z + 4.93z2,

los valores de estas energias los obtenemos del articulo de Vurgaftman et al [20], y se encuentran el

tabla [D.1.11

’ Parametros \ AlAs (en eV) \ GaAs (en eV) ‘

Eqg 3.099 1.519
Ep 21.1 28.8
Aso 0.28 0.341

Cuadro D.1.1: Constantes de los semiconductores de tipo AlAs en la tabla II y GaAs en la tabla I;
reportados por Vurgaftman et al [20].

Ademis, el bowing parameter, b, que aparece en la ecuaciéon (D.1.2)) esta dado en el mismo articulo
por b(z) = —0.127 + 4.932% (en eV).

Similarmente, proponemos a la constante dieléctrica como una ley de Vegard de la forma

() = P 4 ((Gars) (1 _ g, (D.1.8)

T T

para los valores de la constante dieléctrica estatica empleamos los datos que se reportan en https:
//cleanroom.byu.edu/semiconductor-constants), con lo cual tenemos

eAAS) = 10.06c) y €l = 12.9¢, (D.1.9)

Asi, nos quedan las expresiones siguientes,

Eg(z) = [3.0992 4+ 1.519(1 — 2) + (—0.127z + 1.3102%)(1 — z)] eV, (D.1.10)
Ep(x) = [21.12 4+ 28.8(1 — z)] €V, (D.1.11)
A(x) =[0.28x + 0.341(1 — z)] eV, (D.1.12)
L (@) = 10062 +12.9(1 — ). (D.1.13)
€0

7


https://cleanroom.byu.edu/semiconductor-constants
https://cleanroom.byu.edu/semiconductor-constants

De estas expresiones, obtenemos los valores de la barrera siguientes,

’ Pardametros (Alp 33Gagg7As) \ Valor ‘
El = Eg(z = 0.33) 2.1079 eV
ES = Ep(z = 0.33) 26.259 eV
Ap = A(z = 0.33) 0.32087 eV
€ = € (z = 0.33) 11.9628¢
55 = 6(z = 0.33) —3.23208

Cuadro D.1.2: Parametros del material en la barrera.

Con la tabla y la expresién (D.1.3)); obtenemos una proporcién entra la masa de los electrones
en el vacio mg y la masa efectiva de los electrones en el material de la barrera m7p igual a

M0 _ 967671 = mly =

) 9412 x 10732k D.1.14
i 0.67671 8 & (D-1.14)

y la constante dieléctrica estdtica del material en las barreras esta dada por € = 11.9628¢,

Por lo tanto, nuestras unidades efectivas (D.1.2)), estardn dadas por

oty = E*B/EO ap = (115.7605)ag = 6.1255 nm,,
™M/ Mo (D.1.15)
mi /mo 1 o
Ry* = ~2—5Ry = Ry = 9.82435 meV
Y T ey Y T (1384.3155) e

de modo que nuestras variables de distancia z y energia E son adimensionales, para recuperar las
cantidades dimensionales realizamos el cambio inverso que aparece en (D.1.1]).

D.2. Altura de la barrera

A partir de esto, podemos determinar el valor de la altura méxima de nuestro pozo de potencial,
(utilizando la ecuacién (??)) que nos dice

V(z) = QclrEgaias) + (1 — 7)Eg(qans) + br(1 — 7) — Eg(Gaas)), (D.2.1)

y con los pardmetros de la tabla obtenemos

Vy(z = 0.33) = 406.341 meV, (D.2.2)

entonces, la altura maxima de nuestro pozo de potencial fijando GaAs en el fondo y Aly 33Gag.grAs en
las barreras serd de

Vi(z =0.33)  406.341 meV
Ry*  9.8568 meV

= 41.2244 (D.2.3)
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D.3. Ecuacion de BenDaniel-Duke en unidades atomicas efectivas

Comenzamos con la ecuaciéon de BenDaniel-Duke ([5.5.1)) (haciendo el cambio de variable z — (),

HEPPy() = = o () F V(OU(0) = B(©), (D-3.1)

con un pozo de potencial y una masa efectiva de la forma

0 (<b mp = const (<b
V) =4V b<c¢<a vy m* () ={m*() b<(<a (D.3.2)
0 (>a mp = const (>a

En la regiones ( < by ¢ > a (regién I), tenemos un tnico material semiconductor, en este caso
Alp 33Gag g7As; en tanto en la zona a < ¢ < b (regién II), tenemos una estructura donde en el fondo
del potencial corresponde a tomar x = 0 en la aleacién Al,Gaj_,As.

Definimos nuestras unidades atémicas efectivas con los parametros del material de la region 1. Con-
siderando la masa efectiva en la barrera dada por (77),

mo

Samery — 22X 10732 kg = cte. (D.3.3)

mp =

Realizando el cambio ¢ = a2, la ecuacién (D.3.1)), nos queda como

N 2 m* _ _
REDDY(2) = s T (s )0 + V(Jwe) = BCo) (D.3.4)

ahora, hacemos el cambio V(z) = Ry*V(z) y E = Ry*E (de acuerdo con nuestra definicién de las
unidades atémicas, h?/2m’%(a’)? = Ry*) de modo que la ecuacién (D.3.4)) se reduce a simplemente

REPPU() =~ (2B o) + V) =B aly) (D3

por lo tanto, la correspondiente ecuaciéon adimensional de masa efectiva dependiente de la posicion es

AP y(z) = (mm('; )V + V() = BUe). (D3.6)

con z en multiplis de a}; y energias 'y V(z) en miultiplos de Ry*. Esta es la ecuacién que empleamos
en la seccién 5.5
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D.4. Base completa en el espacio de Hilbert en unidades atémicas
efectivas

Supongamos que buscamos encontrar soluciones para un pozo de potencial conocido como potencial
de oscilador armonico de la forma:

V(¢) = %m*BwQCQ, (D.4.1)

entonces, la ecuacién de Schrodinger para el potencial de oscilador armoénico esta dada por

n? d? 1 _
_ngdclf + imi/gw%?w = E(C), (D.4.2)

para simplificar la ecuacién anterior, introducimos la siguiente cantidad adimensional £, definida como

¢=ap¢ (D.4.3)

en donde aj; es el radio de Bohr efectivo definido en el apéndice [D} Con este cambio, la ecuacién del
oscilador arménico (D.4.2)) nos queda como

BB 1 o o
"o () de? + 5m3w2(a3)2§2w(§) = Ey(&). (D.4.4)

Observemos que las unidades involucradas son,

h? 1 _
————— | = Energia = [fm* w?(a’ 2] = [F]. D.4.5
2t @) gin = | gmpe?(ap)?| = [E] (D.4.5)

Recordemos que definimos un Rydberg efectivo como 1Ry* = /% /(2m};(a};)?); entonces si pensamos
que nuestras energias F se miden en multiplos £ de Rydbergs y ademas la energia potencial es algin
miiltiplo 32 de esta cantidad, la ecuacién de Schrédinger del oscilador arménico se puede escribir en
unidades atomicas efectivas como simplemente

a 224 F =0 D.4.6
(gez ¢+ B)v© =0, (D46

el factor 32 es una constante de proporcionalidad que nos indica cuantos Rydbergs efectivos de energia
tiene nuestro potencial armoénico, es decir, nos regula que tanto se abre o cierra la parabola.

Esta ecuacion ya es una ecuacién adimensional, es decir, todas las cantidades involucradas son
tinicamente niimeros. Sin embargo, podemos buscar eliminar la constante 42 haciendo el reescalamiento
siguiente,

£:=p"12, (D.4.7)
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por lo tanto la ecuacién de Schrodinger del oscilador arménico (D.4.2)) en unidades atémicas efectivas
se escribe como

(j; — 224 s)w(z) =0, (D.4.8)

donde hemos eliminado la constante 3 que aparece en todos los términos. Siempre podemos volver a
las cantidades dimensionales ( y E realizando el cambio de unidades inverso.

Nuestro problema ahora, es resolver la ecuacién ([D.4.8) y ademéds obtener los valores permitidos de
la constante e, y por lo tanto de las energias del oscilador arménico.
Como ansatz proponemos que las soluciones sean de la forma siguiente

Y(z) = h(z)e™* ), (D.4.9)

entonces, sustituyendo el ansatz en la ecuacién de Schrédinger (D.4.8)), obtenemos la ecuacién equiva-
lente para h(z), la cual es

d?h dh
— — 22— —1 =0. D.4.1
72 2 +(e—=1)h(2)=0 ( 0)

Recordemos que la ecuaciéon diferencial de Hermite, es

d>H (z) 5, dH (z)

2nH(z) =0 D.4.11
dZQ dZ + n (Z) ? ( )

para que (D.4.10)) sea igual a la ecuacion de Hermite (D.4.11)), se necesita que

e—1=2n = e=2n+1 (D.4.12)

entonces, una de las soluciones de la ecuacién diferencial ([D.4.11) son los polinomios de Hermite,
h(z) = Hp(z). Por lo tanto, las soluciones del oscilador arménico (normalizadas) estaran dadas por

1 2
— —2%/2 . —
Un(2) = 71_1/227%!6 H,(2); En =2n+1. (D.4.13)

Los polinomios de Hermite dados por {H,(z) : n € N}, junto con la funcién peso W(z) = e %

forman una base ortogonal de £2(R),

(Hp(2)|Hpm(2)) = /00 6z2Hn(z)Hm(z)dz = ¢ Onm- (D.4.14)

—0o0
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Ademds, tienen como funcién generadora a

o0 tn

G(z,t) = et 2z _ ZHn(Z)*

n!’

(D.4.15)

n=0

a partir de esta funcién generadora, podemos obtener la formula de Rodrigues para los polinomios de
Hermite,

ad' (™)

Hy(z) = (-1"e

(D.4.16)

y ademas, aplicando la funcién generadora uno puede verificar que la constante de normalizacién es
precisamente

= mt/2mp), (D.4.17)
Por lo tanto, las soluciones del oscilador arménico

1

) =\

e 2H,(2)in e NO}, (D.4.18)

forman un conjunto completo cuadrado integrable y lo podemos utilizar como nuestra base para el
desarrollo en el método de Fourier.
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Apéndice E

Respuesta 6ptica. Modelo de
Paspalakis, Baviatsis y Baskoutas

Vamos a derivar aqui las expresiones que Paspalakis, Bociatsis y Baskoutas (PBB) presentan en su
articulo [16] para estudiar la absorcién y la rectificacién éptica en puntos cudnticos asimétricos de dos
niveles.

Comenzamos por considerar un sistema cuantico de dos niveles de energia bajo la accién de un
campo electromagnético de la forma

E(t) = Eycos (wt), (E.0.1)

donde Ej es la amplitud de campo eléctrico y w es la frecuencia angular del campo eléctrico aplicado.
Dentro de la aproximacién de un sistema de dos niveles, la dindmica del sistema bajo la interaccién de
un campo electromagnético esta modelada por el Hamiltoniano

H = [hwr — prn E@][1) (1] + [hwz — po2 E(8)]12)(2] — pa2E() (1) (2] + [2)(1]), (E.0.2)

donde 1) y |2) representan los estados incial y final respectivamente, cada uno de ellos con energias
hw1 v hws. Ademds, usando la aproximacion dipolar eléctrica, la parte de interaccién del hamiltoniano
(7.2.2)) implica asumir la hermiticidad a través de tomar pi9 = po;.

Las ecuaciones de movimiento para los elementos de la matriz de densidad son:

L dp1a(t) ih

th—p— = (w1 — w2) — (p11 — po2) E(t)]p12(t) — p12E(t) A(t) — Eplg(t) (E.0.3)
220 5o B0 (1) = praft)] — (AW + 1 (0.4
1

donde se ha tenido en cuenta que A(t) = p2a(t) — p11(t); p12(t) = p5,(t) ¥y que p11(t) + pa2(t) por la
normalizacién de la matriz densidad p; ademds de que ppm(t) = (n|p(t)|m) denotan los elementos de
la propia matriz densidad.
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Antes de proceder, observemos que si escribimos con mds detalle el Operador Hamiltoniano que
b
aparece en la ecuacién (E.0.2)), encontramos que

Y hwy — :UJQQE(t) —,u12E(t)
"= < —p12E(t) hwi — MllE(t)> ’ (E.0.5)

que como cualquier otro operador 2 x 2 hermitico, se puede escribir como una combinacién lineal de
las matrices de Pauli:

10 0 1 0 —i 1 0
‘70:<0 1)’ 012(1 0)’ 02:(4—@' 0)’ U3:<0 —1>’ (E.0.6)

cuyas relaciones de conmutacién son

[04,05] = 2i€i0%, (E.0.7)

donde

1 si (i, k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)};
e =14 —1 si(irj,,k) € {(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)}; (E.0.8)
0 sii=joéi=koj=k;

Dado que el Hamiltoniano dado por (E.0.5) es real, en lugar de utilizar la base canénica dada por
(?7), emplearemos la base alternativa compuesta por los elementos {og,0+,0_,03} con o1 definidas
mediante

. 0 1 00
ot :=o01tiocy = o= (O O) ;o= (1 0> : (E.0.9)
Al hacer el desarrollo del Hamiltoniano expresado en (E.0.5)), se encuentra que

H = Aoy + Bo, 4+ Co_ + Dosg;

encontramos que

1
A= §[m1 + hws — (pa1 + pa2) E(1)],
B =C = —pu2E(t),
1
D= 5[7?/»021 — upE ()],
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donde hemos denotado a hwa1 = hws — hwy y pp = po2 — p11. Por consiguiente, podemos denotar a
nuestro Hamiltoniano como sigue

H = [ + B — (i + o) EW)]oo + 5[hwom — ppB(0)os — inaB(t)(os +0-). (B0.10)

La idea del enfoque es mantener en las ecuaciones de movimiento para la matriz densidad la contri-
buciéon de los dipolos permanentes. Entonces, lo que se trata de hacer es aplicar una transformacion
unitaria a p, que se puede escribir como

pl =UpU™Y, p=U"1p"0, (E.0.11)

donde U es la matriz de transformacién unitaria que cumple con la propiedad

Uul=0"U =1. (E.0.12)
donde 7 representa la matriz identidad.
La ecuaciéon de movimiento
L dp ~ (0P
h— = Al = E.0.1
g = ol +ih(5) (E0.13)

donde hemos incluido de manera fenomenoldgica el término de relajacién.
Entonces, antes de aplicar la transformacién unitaria a la ecuacién de movimiento, comencemos por
calcular el término

Zh@gf :ih%(ffﬁf]_l :Am[aaij AU—1+[A]%:AU—1+UA86;}
:m[Ug’ZU%aag(U gy 1+U<U1ﬁTU>agt_l}
:m[Uafsz‘lJrWZU‘lﬁTJrﬁTUagtl]v

aqui hemos tenido en cuenta la propiedad de unicidad de la matriz U dada por ({E.0.12). De esta

expresion podemos resolver para encontrar

(E.0.14)
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Por otro lado, si tenemos en cuenta la propiedad de unicidad de la matriz U dada por (E.0.12)),

encontramos que

O gty = W gL 0L

de donde obtenemos la igualdad

U t=-U E.0.15
ot ot ( )
Por lo tanto, sustituyendo (E.0.15)) en la ecuacion (E.0.14]) nos queda

0Py 10pT U g OU

02— [0 00 WD) Ro1

zUatU ih| atU pr+p 8tU (E.0.16)

De modo que, ahora si aplicando la transformacién unitaria a la ecuacién de movimiento (E.0.13]),
nos queda

th%U—l = UHA0 " + ihU(if)relﬁ—l
- v <) (),
donde definimos la cantidad
0(50).0 = ). (£0.17)

Continuando con la transformacién, insertamos la transformacién unidad UU ' = U~'U = T con-
venientemente como

8,5T)

ihU%U—l = R (010) o0~ Up( 4

U~ U)’HU h(
=HTpT — pTHT + m(ai)

ahora vamos a sustituir el término a la izquierda por la ecuacién (F.0.16))
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3 ~T
i _ L P L L P AR s ih(ai) 1

ot ot ot ot
AU . QU A\ 0P
_ (5T OV A\ 14T OV o~ 1 op~
_(H gV )p P (H iU )Hh( ot )rel
U . _ op”
T g1 T
[7—[ —I—zha U }+zh( 8t)
lo cual puede denotarse como
op” ~ opT
hﬁ [Htf } —|—zh< o ) (E.0.18)
donde hemos definido el Hamiltoniado transformado (7:lt #) como
aU L oU

La transformacion unitaria U se puede ir haciendo por pasos sucesivos. Por ejemplo, si queremos que

nuestro Hamiltoniano transformado no contenga el término a la derecha de (E.0.10]), podemos hacer
una transformacién

Uy = exp (£900); (E.0.20)
con ¢ definida como
i ¢ / /
& = oh [h(wl + wo)t — (11 + p22) / E(t)dt } , (E.0.21)
0

donde el tiempo t se considera mucho mas pequeno que cualquiera de los tiempos de relajacion 17 y
Ts.

El Hamiltoniano transformado segin ([E.0.20) va a contener el término

an 1 3
ih 205 = ihoUy m[% (h(w1+w2)t— (111 + p22) / Bt dt)ao}

Zh[% (h(wl + w2) — (p11 + M22)E(t)>}00

=5 [hwl + hwa — (11 + u22)E(75)}00

Por otra parte, recordando que oy conmuta con todas las demas matrices de Pauli, tenemos que

NN 1 1
U()HUO 1= 5[71&11 + hwy — (,U«ll + MQQ)E(t)]Uo + 5[77,0021 — ,u,pE(t)]O'g — /ngE(t)<U+ + 0_),
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con esto, nuestro Hamiltoniado transformado dado por la ecuacién (E.0.19) bajo la transformacion Uo

500) _ 8Uo
con las dos igualdades anteriores, tenemos
~ 1
Hyp = w2t — ppE(t)]os — pi2E(t) (04 +0-), (E.0.22)

este Hamiltoniano transformado ya no tiene el primer término del lado derecho que aparece en la
ecuacion ([E.0.10)), el que va acompanado de oy.

Una segunda transformacién unitaria nos permite eliminar la dependencia temporal explicita que
el campo F(t) introduce en los elementos diagonales, es decir, el primer término a la derecha en la
ecuacién ([E.0.22)) (recordemos que o3 es diagonal). Esta segunda transformacién unitaria se define a
través del operador unitario

[71 = exp (610'3), (E023)

con

&= % (ﬁumt — lp /Ot E(t')dt/>, (E.0.24)

con la misma posicién sobre el tiempo hecha antes en la transformacién unitaria Uy. Si usamos la forma
explicita para el campo eléctrico F(t) dada por (E.0.1]), tenemos que

Uy g
(let mEgsm(wt)>, (E.0.25)

SE

Ahora toca realizar la transformacién del Hamiltoniano 7:[,5?0), para esto, de la ecuacién (E.0.19)

obtenemos

Y = OHP O + h‘glU; (E.0.26)

podemos ver que

ihég?ﬁl—l — ih0,0F ; [Qh (hwglt . /0 t E(t')dt’)ag]
- s0)e]

—5[7@21 — upE(t)]os,

88



por otra parte, podemos ver que

U1H(O)U1 = [ﬁwm — tpE(t)]os — p2E(t)[exp (§103)04 exp (—&103) + exp (§103)0— exp (—&103)];
dado que o3 conmuta consigo misma. Con estos dos resultados, la transformacion (E.0.26) queda como

A = —pslexp (£103)04 exp (—£103) + exp (€103)0— exp (—€103)]E(t). (E.0.27)

Ahora necesitamos interpretar que significa una transformacién del tipo

exp (§103)0+ exp (—€103), (E.0.28)

en primer lugar, observemos que

entonces, si usamos la definicién de exp (A) en términos de la correspondiente serie de potencias de
Maclaurin, vamos a encontrar que

1 1, 1

exp(ox) =1+o04 + 0i+3|ai+ Ui"i‘
11 1 )
=1+o0++ +3'ffi+4'0i—|— ]i

:1+U:|:7

y con esto, podemos escribir

or =exp(ox) — 1,

de modo que la transformacién (E.0.28) queda como

exp (§103)o 4 exp (—&103) = exp ({103)(exp (0x) — 1) exp (—&103)
= exp (§103) exp (01) exp (—&103) — 1.
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Para evaluar el producto de exponenciales operacionales podemos usar la llamada identidad de
Campbell-Baker-Hausdorff (o identidad de Weyl),

exp (A) exp (B) = exp (A + B+ [A,é]), (E.0.29)

y tener en cuenta la regla de conmutacién,

[U:E703] = :F2U:E7

que se deriva usando (E.0.7)).
De esta manera, en primer lugar vamos a obtener

exp (§103) exp (0+) = exp (5103 + 0% + %[03#&]) = exp <§103 +(1+ fl)Ui)a

En segundo lugar, vamos a calcular (utilizando nuevamente la identidad (E.0.29))

exp <§1U3 +(1+ 51)0i> exp (—§103) = exp :5103 +(1x&)or —&1o3 — %[5103 + (1 £ fl)Ui,Uz%]]

oo | ST _&

=exp |(L£&)os — 3 [os0o3] = (1 i&)[ai,ffsﬂ
= exp :(1 +&)or 61 £ 6o

= oexp (1 £ 61)%04

=14+ (1x&)%04 + %[(1 + &)%) + %[(1 + &)+ ..
= 1 + (]‘ :i: 51)20-ﬂ:7

esto quiere decir que (E.0.28)) queda como

exp (§103)0+ exp (—&1o3) =14+ (1 £ &6)%0x — 1= (1 £ &)%0.

Por otra parte, la condicién de suponer que t < 11,75 permite suponer a su vez que §; < 1. Con
esto es posible aproximar

(1+£)% ~ [exp (£&)]% = exp (£2£1),

con lo cual se obtiene que la transformacion (E.0.28|) en la forma

exp (§103)0+ exp (—&§103) = exp (£261)o+, (E.0.30)
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y el Hamiltoniano transformado 7:[83 dado por ([E.0.27)) se escribe como

Aij = —mslexp (+261)0 4+ exp (—261)0E(®),

con &1 dado por (E.0.25)).

N i t—EP By si t) 4( t—EP By si t)
HY =~ [J’(“m nofosin (W) ) o i\t Fosin (W) a,}E(t). (E.0.31)

Podemos expresar este Hamiltoniano de forma matricial utilizando (E.0.9) como

W 0 i e+i[oJ21t7%Eosin(wt)}
40 _ — 12

oo . (E.0.32)
— [wmt— o Eo sin (wt):| E(t) 0

—H12€

Esta clase de procedimiento se puede continuar o, simplemente utilizar este Hamiltoniano 7—22? para

determinar la ecuacién de movimiento de la matriz densidad transformada p(!). Una vez resuelta p(b),
la transformacién unitaria inversa nos regresaria la forma de p(t) para nuestro sistema, y con ella,
procederiamos a calcular la polarizacién.

Sin embargo, PBB, proceden de otro modo. Con el propésito de verificar lo que realizan estos autores,
permitamonos aqui seguir el desarrollo planteado en su articulo

i(p22 — p11)

H12 = H12 €Xp [— i(w —w2)t + o

Epsin (wt)] , (E.0.33)

con lo que, un término del tipo p12p12(t) en la ecuacién (E.0.4) quedaria invariante ante una transfro-
macién como la que hemos realizado, si se introduce el cambio de variables

Ulz(t) = Pl2(t) exp [ + i(w1 — w2)t + WEO sin (wt)i| , (E.0'34)
021(t) = p21(t) exp [ —i(wy —wo)t — %EO sin (wt)} ,

dejando la ecuacién sin alterar. Eso es, precisamente, lo que hacen PBB (ver la ecuacién (4) del
articulo).

Una vez identificado este detalle del modelo, lo que queda es proceder de acuerdo a lo que ya hemos
visto en las secciones anteriores. Con el cambio de variable (E.0.34]), podemos calcular
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dﬂ12(t) d {0_12(75)672-[(“]1 7wz)t+%Eo sin (wt)] }

b dt
_ 4012(1) (01—} 220 i ()]

dt
) — . —u11) .
- [i(wl —w) — Z(mzhml)Eo cos (wt)} ng(t)e—l[(wl—wz)tJr w22—111) 7, sin @)

entonces, la ecuacién de movimiento (E.0.3)), se obtiene multiplicando ambos lados la igualdad anterior
por ih e igualando con el miembro derecho que aparce en ([E.0.3]),

: dplQ(t) _ dO’lg(t) —i[(wl—WQ)t—&-MEO sin (wt)]

ih T ih s Fio +
; (po2—H11) s

+ | (w1 — w2) + (p22 — Hll)E(t)] 019 (£) e~ w1 —w2)t4 TR By sin (wt)]

_ [h(wl N w2) . (#11 + Mgg)E(t)]Uu(t)e_i[(wl_wz)t+ (“227,;“11)E0 sin (wt)]

ih (t)e—i[(wl —w2)t+ (#22{:11) Ey sin (wt)]

eliminando el término en comun que aparece de ambos lados de la igualdad, obtenemos la expresién
siguiente

,L-ho-_w(t)e—i[(wl —wo)t+ <”22h;“11) Egsin (wt)] _ */ngE(t)A(t) . ﬂ0_12(t)e—i[(w1 —wz)t—&—i(“”h;“u)Eo sin (wt)]
T ’

de modo que la ecuacion de movimiento en nuestro cambio de variables se escribe como

ih
— —o2(t),

ihd’lg(t) _ *MlgE(t)A(t)e—H[(wl —w2)t+ (u22ﬁ—w#11) Eosin (wt)] u (E035)
2

esta ecuacién coincide con la ecuacién (5) del articulo de PBB.
Igualmente para la ecuacién de movimiento (E.0.4)) en el cambio de variables descrito en (E.0.34) queda

como

L dA(t N

Zhd;) = 2u12E(t)[p21(t) — p12(t)] — Z?[A(t) +1]
1

2y (t) o (t)e il R in o)

_ UlQ(t)e_i[(wl_WQ)t+ (M22r;M11>E0 sin (wt)]} B f[A(t) n 1]7
11

de donde, tenemos la ecuacion de movimiento en las nuevas coordenadas como
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L dA) (w1 —wo )t $22=011) B gin (wt)]
ZﬁT = 2/1,12E(t){0'21(t)6 hw
. _ . 1
oyl L2 B (m)}} _ %[A(t) +1], (E.0.36)

esta ecuacién coincide con la ecuacién (6) del articulo de PBB.
Ahora, en estas dos iltimas ecuaciones de movimiento (E.0.35)) y (E.0.36|) vamos a escribir al campo
eléctrico en término de exponenciales como sigue,

E . .
E(t) = Eycos (wt) = ?O(e’“t + e, (E.0.37)

y ademas, vamos a utilizar la identidad

m sinf _ Z J m9

n=—oo

(E.0.38)
Consecuencia; e @sin0 — gizsin—0 _ Z In( e~
n=—oo
donde J,(z) es la funcién de Bessel de primer tipo, de orden n.
rimeramente, para la ecuacién de movimiento (E.O. nos queda
Pri 1 i6n d imiento (£.0.35) d
ihia(t) = _“12E0[ i1 —wa-+w)t o (UL By ) sin ()
2
( ) ; 10
et (SR snen] ) - B
pi12E = |22 — pi
_ 1280 | () —wetw)t 22 — M1 inwt
5 {ez WimwaTw nzz_oo Jn( o Eo)emw
+ ei(m—wg—w)t io: 7 <|N22 - M11|E0) emwt} A(t) B @012(75)
& " hw 13 ’
n=-—o0o
es decir,
. p2Eor _ ¢ |p122 Mn! 1wt
h t _ |: ’L(LUQ wl) J (7 ) 7 ’fH‘
ihoa(t) = 5 n_zoo o o)e
N , (E.0.39)
+e t(w2—w1)t Z Jn(’,UQQHwMH‘EO)ez(n l)wt:|A(t) _ ?2012(75)’

n=—oo

la cual coincide con la ecuacién (9) del articulo de PBB.

Andlogamente para la ecuacién de movimiento (E.0.36]) nos queda:
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dA(t)

(t) i(w1—watw)t l((“mhi“H)Eo) sin (wt)
dt

ih = p12Fo o021

+ gy (el —wwlt i (M Bo) s (1)

—i(w1 —wo fw)tei ( % ) Ep sin (—wt)

—o12(t)e
—i(w1—wo+tw)t 1 (ea2—p11) sin (—w ih
—o2(t)e o ( T )EO ( t)] o ﬁ[A(t) + 1],

de modo que aplicando la identidad (?7)

. dA(t) _ i(w1—watw)t . |,U'22 - :U’11| inwt
ZhT = MIZEO 021<t)6 Z (TE())e

n=—oo

00
oy (t)ei(W1—w2—W)t Z <|M22 _ Mll’Eo) einwt

— hw
= (E.0.40)
— 019 (t)e—i(m—wz—w)t Z <‘M22hzuM11|E0) o inwt
_ s _ . ik
s e—z(wl—wz—i-w)t ‘/1’22 Mll‘E Wt | _ w A(t) + 1],
12(t) n;oo<hw )| = AW + 1

Vamos a fijarnos en la suma que estd del lado derecho entre paréntesis cuadrados en la ecuacién

(£.0.39)

—i(we—w1)t Z T, (ﬂ22 1u11| 0) zn+1)wt+e i(wa—w1)t Z T, (M22hw/"11| )ezn l)wt

n=—oo n=—oo

si nosotros estamos interesados en lo que ocurre cuando la frecuencia angular del campo electromagnéti-
co incidente w estd cerca de la resonancia con la transicién |1) — |2), es decir, wy] = we —w; ~ w, en el
limite realista cuando Aiw > |p12Ep|, nos podemos quedar tinicamente con los términos que contengan
w — wy en las exponenciales (que son los términos que se veran reflejados en términos resonantes del
tipo (w—ws1)~1); cuando se toman las transformadas de Fourier se pasa a la representacion espectral).

Analizando la expresién de arriba, nos damos cuenta que los términos que nos interesan son: el que
tiene n = 0 en el primer sumando y n = 2 en el segundo sumando.
El resto de los términos en las sumas son altamente no resonantes y se omitiran. Esto resulta en una
“version extendida”de la RWA. La expresién anterior queda simplemente

6i(w—w21)tjo<|uz2 - #11! ) 4 ilw— “’21)tJ (|M22

hiw hwull‘E[’);
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y la ecuacién de movimiento quedara como

. E i(w—w - i(w—w —
ihona(t) = —7“122 0 [e( 21>tJ0<|“22hw““|E0) + el 21)tJ2<|“22hw““|E0)]A(t)

ih " (E.0.41)
Tg 012 .
Vamos a definir
mzzmﬁhﬁmﬂ;mﬂ%)+b(wﬂ;m”ﬂgy (E.0.42)
y ademads introducimos un nuevo cambio de variables
o(t) = op(t)e et (E.0.43)

de este cambio de variables, la ecuacién de movimiento (E.0.41)) nos queda como

ihi1a(t) = i3 (e 4 iho ()i — war)eleen)t
ﬁa(t)ei(“’_w?l)t’

_ Rk i(w—wa)E A ()
—5 ¢ (t) 7

eliminando el factor exponencial que aparece en ambos lados de la igualdad, podemos obtener

NG R0)

ihé’(t) = —z'(w — wgl)hO'(t) —
por lo tanto, la primer ecuacién de movimiento se transforma en

L1
Ty

}a(t) 4+ iF12Eo ) (E.0.44)

ﬂﬂ:—k@—wm) -

Por otro lado, la otra ecuacién de movimiento (E.0.40)) se puede escribir como

dA(t : - — :
iB ( ) = w12 Ep [Ugl(t)e_l(wz_wl)t Z (’:U'22 MII‘E(])ez(n—i—l)wt

dt et hw
T o (et 3 (MQQT;UMH‘EO)ei(n—l)wt
_ 0_12(t)ei(w2—w1)t Z (‘MQQRZ}:UJH’EO) e—i(n—l)wt
o)t = [ |p22 — pa it Dwt] R
ot 5 (Bl g ] gy,
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de esta expresion nos interesamos en aquellos que tienen la frecuencia del campo electromagnético
incidente w cercana a la frecuencia resonancia wg; = wy — w1, entonces nos queda simplemente

ihdAdit) = p2Eo [021(t)6i(w_“21)tJ0 (WEO + 091 ()l @21 ], (WEO)
— opa(t)e i@t g, (WEO) _ 0.12(t)€i(ww21)tjo<‘ﬂ22h;ﬂll|Eo)} B Z[A(t) L,
= m2Eo [JO (WEO) +Jo <M227§;MH‘E0)} [021(t)ei(w_“21)t — 012(t)e_i(w—w21)t}
- AW +1]
ih

= [A#) + 1,

= 12 Bo [Ty (1)) — gpa(p)e o] -
1

con el cambio de variables definido en (E.0.43)), finalmente nos queda que la segunda ecuacién de
movimiento se transforma como

A®) = 2o 0"(1) — 0(0)] — 7AW +1]
que finalmente nos lleva a
At) = —Tll[A(t) +1)— #‘LHEO " (1)~ o(0)]. (E.0.45)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento a trabajar son (E.0.43)), (E.0.44) y (E.0.45)) que vale la
pena reescribir,

o(t) = o1g(t)e t@mw2)t (E.0.46)
5(t) = — [i(w — wo) + ;2] o(t) + @"_“225%(75), (E.0.47)
A(t) = —Tll[A(t) 41— #‘%EO " (1)~ o(0)]. (E.0.48)

Es importante destacar que en estas ecuaciones permanece presenta la informacién acerca de los

dipolos permanentes 11 y po2 a través del término fi1o definido antes, incluso después de aplicar la
RWA.

En el articulo PBB, resuelven las ecuaciones anteriores con las condiciones estacionarias
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Haciendo Q = fi12FEp/2h en la ecuacién (E.0.47) es posible obtener

IOA(H)
T2_1 — ’i(WQl — w)’

G(t)=0=— [i(w — ) + 7}0(75) FiQA®) = o) =
y se realiza algo similar para obtener

A(t) = —1 — 4QT 1 Imo (1),

que forman el sistema de ecuaciones a resolver, con esto nos queda

iQA(t) Q[+ 4QT Imo ()]
Tyt —i(wa —w) o Tyt —i(wa —w)
iQ[1 + 40Ty Tmo (8)][Ty 4 i(war — w)]
T2_2 +i(wo — w)?
OT2 (w1 — w)[1 + 40T Imo ()] . QTo[1 + 4QT Imo ()]
- 1+ T3 (wa1 — w)? — 1+ T3 (w1 —w)? 7

o(t) =

escribiendo a o(t) = Reo(t) + ilmo(t), encontramos que

Tmo () QT5[1 + 4QT Imo (t))] QT 42T Tolmo (t)
mo = [ _ ’
14 T22(WQ1 - W)z 14 T22(OJ21 - w)2 1+ T22(w21 — w)2

de donde podemos obtener la relacién siguiente,

OT5
1+ T3 (wo1 — w)?’

402\ T
(1 - 12 )Ima(t) -
1+ T5(wo1 — w)?

finalmente obtenemos

QTs

Imo(t) = —
molt) = -7 T2(wa1 — w)2 + A1 1502

similarmente, para la parte real tenemos que,

Reo(#) QT2 (wo1 — w)[1 + 4QT 1 Imo (t))]
g =
1+ T3 (wa1 — w)? ’

al sustituir Imo(¢) nos queda

(w21 — w)QTQZ

Reo (t) = —
eO'( ) 1+ T22(w21 — (JJ)2 + 4T1TQQ2’
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de modo que juntando la parte real e imaginaria de o(t) encontramos que este estd dado por

(UJ21 — LU)TQ +1
1+ T22(LL)21 — w)2 + 4T]_TQQ27

o(t) = Reo(t) +ilmo(t) = —QT%

y podemos encontrar que para A(t) nos queda

12
1+ T22(w21 — w)2 + AT 152

A(t) =—-1- 4QT11H10‘(t) = —-14+4QT

1+ T22(WQ1 — w)2
1+ T22((,U21 — w)2 + 4T1T292’

de modo que hasta el momento tenemos

(wo1 —w)To +1i
1+ T22(LU21 — w)Q + 4T1T2927
1+ T22(WQ1 — w)2
B 1+ T22((,U21 — w)2 + 4T1T2Q2 ’

o(t) = —QT,

At) =

sustituyendo Q = fi;2Ey/2h encontramos que

fi2 BT (w1 —w)Th +1i
= , E.0.49
U( ) 2h 1+ T22(0J21 — w)2 + ,a%2T1T2E§/h2 ( )
1+ T3 (wo1 — w)?
A(t) = F 1w — w) (E.0.50)

T 1+ TQQ(ng — w)Q + ﬂ%leTQEg/h??

las cuales son precisamente las soluciones que aparecen en el articulo PBB. Un detalle importante a
destacar es que A(t) en realidad no depende del tiempo.

Haciendo N la concentracién por unidad de volumen de electrones en el punto cuantico, la polari-
zacién se obtiene de

P = NTr(pj) — NTr(pO ), (E.0.51)

Para el caso inicial de equilibrio, ﬁg?) = pg))éij y 19 es el operador del momento dipolar eléctrico

permanente que es igual a p11, dado que antes que la radiacién incida en el sistema se supone que
todos los electrones se encuentran en el estado bésico |1). Entonces

pid 0 (i 0 = (] + Pt = pn
0 p%) N0 pm 1T ’
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donde hemos utilizado la propiedad Trp(® = pg(i) + pg;) = 1. De modo que la polarizacion (E.0.51))
queda dada por

P = NTr(pit) — Npa
= N[p11p1 + paztioz + (p12 + p21)p12) — Npuia
= N(pi2 + p21)p12 + N(p11p11 + pazpee2) — N .

Ahora, usando el hecho de que p11 + p22 = 1, sumando y restando esta cantidad, vamos a obtener que
P = N(p12 + p21)pa2 + N(pripa1 + pazproz) — Npar = P+ Py, (E.0.52)
donde

1
P = §N(,u22 —p11)(L+A), Py= Nuz(pi2 + pa1). (E.0.53)

La parte P; de la polarizacién es la contribucién estatica (ya que hemos obtenido que A(t), en
realidad no depende del tiempo, ver (E.0.50)) y determina la respuesta que es proporcional inicamente
al médulo cuadrado del campo E(t). El término estético es entonces

1
P = Zeox(O)Eg, (E.0.54)

Lo cual constituye el llamado Coeficiente de rectificacion dptica no lineal. Sustituyendo A dado por
(E.0.50) en (E.0.52), obtenemos

1 1 1+ T3 (wo1 — w)?
ey E2 = N _ [1 _ 2 }
€
4 oX 0 9 (M22 ,un) 1+ T22(w21 — w)g T ﬂ%2T1T2E§/h2
1 s W TR g/ h°
= - N(p22 — p1 [ - ]
2 ( H ) 1+ T22(w21 - w)2 + M%QT]_TQE(%/E?

de donde, utilizando fi;2 dado por (E.0.42) podemos resolver para obtener,

|22 —pa1| |22 —p11] 2
(0 _ 2Nlpaz — pu1 Py 11 T [‘]0( Fw EO) + ‘]2( fiw EO)}
€0h2 1+ T22(UJ21 — w)2 + [L%QTlTQEg/h2

(E.0.55)

El término P» si contiene una depenencia temporal dado que se reescribird utilizando el cambio de
coordenadas (E.0.34) y (E.0.46),

Py = Npuio O_(t)eiwt—i% sin (wt) +o* (t)e—iwt—&-i% sin (wt)

9

99



nuevamente utilizaremos la identidad (E.0.38]) para poner

P, = Nuio [a(t)ei‘Ut Z Jn (MEO>€finwt

hw
o (E.0.56)
+o* (t)efiwt Z Jn<‘:u22h;ull|E0) einwt]
n=—00
por otro lado, por definicién
1 . ,
Py = seoBol(w)e ! + x(~w)™), (B.0.57)

para la respuesta de polarizacién ante un campo eléctrico no estatico, E(t) = Eycos (wt), el uso de la
versién modificada de la RWA que nos deja los correspondientes términos exponenciales en la forma
(E.0.56))

1 .
Py(w) = zegEox(w)e ™",

2
_ |22 — pi11] —iwt * |p22 — pa1 —iwt
= Npui2 [O’(t)JQ(TEo)G +0o (t)Jg(TEo)e ]
de donde obtenemos que
2N p2 |22 — a1 22 — p1
= 2N [y (el gy |y (2l gy (g
x(w) = = [ ()1 B ) 40 (1) 10 B (E:0.58)
a partir de las conocidas férmulas
w21
alw) = Elm[x(w)], (E.0.59)
An(w) 1
= WRe[x(w)}, (E.0.60)

podemos determinar los coeficientes de absorcién éptica y de cambio relativo de indice de refraccién
dependientes de la intensidad de la luz incidente

I= %E@. (E.0.61)

Asi, sustituyendo o(t) y 0*(t) dada por (E.0.49), obtenemos
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x(w) = 2N p2 {_ fa2EoTs (wo1 —w)Tp +i (|,u22 il g )
eoEo 2h 1+ T22((,U21 — w)2 + ﬂ12T1T2E2/ﬁ2 2 hw Eo
_ p2EoTh (wo1 —w)Tn —i J (!M22 - Mn\ )}
oh 1+ T2(wy —w)? + 2, TN E2 /R2 "

|22 —pa1 |M22 Bl
_ NpojuoTy [‘]2( hw Eo) +Jo ( E )}
eoh 1+ T;(wgl — w) + M12T1T2E2/h2

‘ [Jo('“"’Qﬁ;“ll'Eo) _ J2<|u22r;M11\E0)} }

+1
1+ T3 (wo1 — w)? + @3, VTR E2 /12

[— (w21 — w)Th

Entonces, las correspondientes parte real e imaginarias con ji12 dado por (E.0.42) son

luzz—pni| o \° lez—pna| 1\
NM%QTQ [J()( Mzzhw/tn E0> _ J2( M22hw#11 E()) }
eoh 1+ T22((U21 — w)2 + ﬂ%QTlTQEg/hQ

22— o1 | o2 —pn| )12
N2, T2 (w1 — ) [JZ( uzzﬁwuu E()) i JO( umﬁwun E())}
eoh 1+ T22 ((,Ugl — OJ)2 + /._L%2T1T2Eg/h2

Im[x(w)] =

Re[x(w)] = -

con lo que usando las féormulas (E.0.59)) y (E.0.60) nos va a quedar

|l —u | 2 |l —M | 2
B D Co)

a(w) = ZIm[x(w)] =
ne eohnc 1+ TQ( w)? + i, TV TL EZ /W2
B 2
An(w) _ iRe[ (w)] =  Npgp T (w1 — w) [ (lm penl ) + JO(WQQMMH‘EO)}
n op2 X B 2e0hn? 1+ T3 (w1 — w)? + @3, T TR ES /12

y con esto concluimos.
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Apéndice F

Funciones hiperbdlicas de tipo
Fibonacci y k Fibonacci

Como es conocido, las funciones hiperbdlicas clédsicas se definen como

sinh (z) = i ,
624?6—2 (F.0.1)
cosh(z) = ———,
2
por otro lado, recientemente se han definido las funciones hiperbdlicas de Fibonacci [9], como
2z _ 4—2z
Fh(z) = =07
V5 F.0.2
¢22+1 + d)—(2z+1) ( Ve )
cFh(z) = ,

V5

donde sFh y cFh son llamadas hyperbolic Fibonacci sine and cosine functions, respectivamente (en
espanol reciben el nombre de funciones seno y coseno hiperbélicos tipo Fibonacci), donde

¢:12V? (F.0.3)

Estas funciones pueden ser extendidas a funciones hiperbdlicas tipo k-Fibonacci como sigue

—2
sFph(z) = % %
k 214 F.0.4
2l _ g2t (F.0.4)
cFrh(z) = T

bajo la condicién de que o es una raiz positiva de la ecuacion caracteristica asociada a la secuencia
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k-Fibonacci, esto es,

k+VE2+4
op = T 5 e (F.0.5)

observemos que sFyh(z) es simétrico con respecto al origen, mientras que el grafico de cFyh(z) es
simétrico con respecto al eje z = —1/2. Si realizamos el cambio 2z + 1 = z en la funcién cFih(z), la
simetria en la nueva variable ¢ serd con respecto al eje ¢ = 0. Por este motivo, de ahora en adelante,
las funciones hiperbolicas de tipo k-Fibonacci se definen como simplemente

of —o.”°
SFkh(Z) = %7
op+o
R (F.0.6)
op — oy,
cFrh(z) = ——23,
ok + 0y,
dado que oy, + 0}, ' = V&2 + 4.
El gréfico de las funciones sFh(z) y cFh(z) se muestran a continuacién
sFh(z) cFh(z)
| ;
9 4 [
L z S
4 2 2 4
4 L
1 T 4 ’

Figura F.0.1: Funciones hiperbdlicas de tipo Fibonacci, sFh(z) en la izquierda y cFh(z) en la derecha;
observemos que la funcién cFh(z) se encuentra desplazada para ser simétrica con el eje z = 0.

De las funciones hiperbdlicas de tipo Fibonacci (y su generalizacién k-Fibonacci), podemos ver que

la funcién que nos genera un posible perfil de pozo de potencial de barrera finita es la funcién cFh(z)
y cFrh(2), es por este motivo que omitimos la funciones sFh(z) y sFgh(z).
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