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Resumen

El campo magnético de la Tierra es todavia un fenémeno de estudio y la manera en que
es generado no estd completamente explicado, por lo que enfocamos la presente investigacion
para encaminarnos un poco mas a entender la fisica detrés de esto. En el presente trabajo se
analiza el flujo impulsado por el forzamiento electromagnético en un sistema de esferas concén-
tricas con rotacion diferencial. El fluido de trabajo es una solucion electrolitica, su dindmica de
flujo se estudia experimental y tedricamente en régimen laminar. La fuerza electromagnética
se genera por la interacciéon de una corriente continua inyectada radialmente a través de elec-
trodos ubicados en la zona ecuatorial de las esferas y un campo magnético dipolar producido
por un iman permanente dentro de la esfera interna. Esta configuracion simula algunas de las
condiciones al interior de la Tierra tales como: un sistema de esferas concéntricas, un fluido
interior conductor de la electricidad, una rotacion diferencial y la existencia de un campo mag-
nético dipolar. Aunque los flujos estudiados son completamente tridimensionales, bajo algunas
suposiciones, se pueden modelar matematicamente con una solucién unidimensional a partir
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Las observaciones experimentales se realizan a través de
un anélisis de velocimetria de imagen de particulas (PIV). Los resultados teoricos reproducen
cualitativamente las observaciones experimentales.
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Capitulo 1

Introduccion

El campo magnético de la Tierra se caracteriza por una direcciéon e intensidad que se
pueden medir. A menudo, los parametros medidos son la declinacion magnética, D, la intensidad
horizontal, H y la intensidad vertical, Z. A partir de estos elementos, se pueden calcular todos
los demés parametros del campo magnético. Estos componentes pueden medirse en unidades de
Gauss, pero generalmente se reportan en nanoTesla (1 Gauss = 100000 nT). La intensidad del
campo magnético de la Tierra esta aproximadamente entre 25000 - 65000 n'T (0.25 - 0.65 Gauss)
y es variable, cambia con la ubicacion y el tiempo, de hecho es tan irregular que debe medirse
en muchos lugares para obtener una imagen satisfactoria de su distribucion. Esto se realiza
mediante satélites y aproximadamente 200 observatorios magnéticos en funcionamiento en todo
el mundo, asi como varios sitios temporales més. Sin embargo, hay algunas caracteristicas
regulares del campo magnético. En los polos magnéticos, la intensidad horizontal es cero y una
brajula no muestra la direccién (D no esta definida). En el polo norte magnético, el extremo
norte de la aguja de inmersion (o circulo de inmersion, que es un aparato utilizado para medir el
angulo entre el horizonte y el campo magnético) esta hacia abajo. En el polo sur magnético, el
extremo norte de la aguja de inmersion esta hacia arriba. En el ecuador magnético, la inclinacion
de la aguja de inmersion es cero. Gracias a esto, sabemos que la Tierra actia como un gran iman
esférico que esta rodeado por un campo magnético que cambia con el tiempo y la ubicaciéon. El
campo es generado de manera fundamentalmente dipolar como se puede ver en la Figura 1.1, es
decir, como si un iman recto con un polo norte y un polo sur estuviera ubicado en el centro de
la Tierra. El eje del dipolo esta desplazado del eje de rotacion de la Tierra en aproximadamente
11 grados. Esto significa que los polos geogréaficos norte y sur y los polos magnéticos norte y
sur no estan ubicados en el mismo lugar. A diferencia del ecuador geografico de la Tierra, el
ecuador magnético no es fijo, sino que cambia lentamente [1].

Los registros paleomagnéticos indican que el campo geomagnético ha existido durante al
menos tres mil millones de anos, sin embargo, segtin el tamano y la conductividad eléctrica del
nucleo de la Tierra, el campo, si no se generara continuamente, se desintegraria en solo unos
20000 anos, ya que la temperatura del niicleo es demasiado alta para mantener el magnetismo
permanente (temperatura de Curie). Ademaés, los registros paleomagnéticos muestran que la
polaridad dipolar del campo geomagnético se ha invertido muchas veces en el pasado, el tiempo
medio entre inversiones fue de aproximadamente 200000 anos con eventos de inversion indivi-
duales que solo tomaron un par de miles de anos. Estas observaciones abogan por un mecanismo
dentro del interior de la Tierra que genera continuamente el campo geomagnético. Se ha especu-
lado durante mucho tiempo que este mecanismo es un dinamo convectivo que opera en el niicleo
liquido externo de la Tierra, que rodea su ntucleo interno sélido como se muestra en la Figura
1.2, ambos compuestos principalmente de Hierro. El niicleo interno sélido es aproximadamente
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Figura 1.1: Visualizacion de las lineas de campo magnético de la Tierra [2].

del tamano de la Luna pero con una temperatura similar a la temperatura de la superficie
del sol. Se cree que la conveccidon en el nucleo externo del fluido es impulsada por fuentes de
flotabilidad térmica y composicional en el limite del nticleo interno que se producen a medida
que la Tierra se enfria lentamente y el Hierro en la aleacion de fluido rico en éste se solidifica en
el nucleo interno emitiendo calor latente y liberando a los componentes ligeros de la aleacion.
Estas fuerzas de flotabilidad hacen que el fluido ascienda y las fuerzas de Coriolis, debido a la
rotacion de la Tierra, hacen que los flujos de fluido sean helicoidales. Presumiblemente, este
movimiento fluido retuerce y corta el campo magnético, generando un nuevo campo magnético
para reemplazar el que se difunde [3].

El campo geomagnético medido en cualquier punto de la superficie de la Tierra es una
combinacion de varios campos magnéticos generados por diversas fuentes. Estos campos se su-
perponen e interactian entre si. Mas del 90 % del campo medido se genera en el interior del
planeta, es decir, en el nicleo externo de la Tierra; esta porcion del campo geomagnético a
menudo se conoce como el campo principal. El campo principal varia lentamente en el tiempo
y puede describirse mediante modelos matemaéticos como el campo internacional de referen-
cia geomagnética (IGRF) y el modelo magnético mundial (WMM). El campo principal de la
Tierra domina sobre el campo magnético interplanetario en el area llamada magnetosfera. La
magnetosfera tiene la forma de un cometa en respuesta a la presion dindmica del viento solar;
se comprime en el lado que se encuentra hacia el sol a unos 10 radios terrestres y se extiende
en forma de cola en el lado alejado del sol a mas de 100 radios terrestres, como lo muestra
la Figura 1.3. La magnetosfera desvia el flujo de la mayoria de las particulas del viento solar
alrededor de la Tierra, mientras que las lineas del campo geomagnético guian el movimiento
de las particulas cargadas dentro de la magnetosfera. El flujo diferencial de iones y electrones
dentro de la magnetosfera y en la ionosfera forma sistemas de corrientes, que causan variaciones
en la intensidad del campo magnético de la Tierra. Estas corrientes externas en la atmosfera
superior ionizada y la magnetosfera varian en una escala de tiempo mucho mas corta que el
Campo Principal interno y pueden crear campos magnéticos de hasta el 10 % del Campo Prin-

cipal [1].
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Figura 1.2: Esquema del nticleo terrestre, con el nicleo interno sélido con radio r; y el niicleo
externo liquido con radio 7,. [4].

Figura 1.3: Magnetosfera de la Tierra [5].

Aunque la investigacion sobre dinamos esta motivada esencialmente por observaciones de
dinamos planetarios y estelares, las condiciones que prevalecen en tales objetos naturales no se
pueden reproducir en el laboratorio. Los experimentos y los programas numéricos solo se pueden
ejecutar en regimenes de parametros bastante diferentes, pero ambos brindan informacién util
sobre las caracteristicas de las dinamos naturales. El modelo Glatzmaier-Roberts, simula la
conveccion y la generacion de campo magnético en un nucleo fluido externo que rodea un nicleo
interno solido con las dimensiones, la velocidad de rotacion, el flujo de calor y (en la medida
de lo posible) las propiedades materiales del nucleo de la Tierra, para probar la hipotesis del
dinamo convectivo [57H61]. Las ecuaciones magnetohidrodinamicas que describen este problema
se resuelven utilizando un método espectral armoénico esférico y expansiones polinémicas de
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Chebyshev, que trata todos los términos lineales implicitamente y no linealmente [60]. Un
ejemplo de estos modelos se muestra en la Figura 1.5, donde las lineas del campo magnético
son azules cuando el campo se dirige hacia adentro y amarillas cuando se dirige hacia afuera.
El eje de rotacion del modelo de la Tierra es vertical y pasa por el centro. Se produce una
transicion en el limite entre el nicleo y el manto, desde la intensa y complicada estructura de
campo en el nicleo fluido, donde se genera el campo, hasta la estructura de campo potencial
suave fuera del ntcleo. La simulacion numérica tridimensional resultante del geodinamo, se
ejecuta en supercomputadoras en paralelo en el Centro de Supercomputacion de Pittsburgh y
el Laboratorio Nacional de Los Alamos. El campo magnético simulado tiene una intensidad
y una estructura dipolar dominante que es muy similar a la de la Tierra y una deriva hacia
el oeste de las estructuras no dipolares del campo en la superficie que es esencialmente igual
a los 0.2 grados por ano medidos en la Tierra [3]. Este modelo, sin embargo, se enfoca en el
movimiento del campo y no del fluido que lo genera y simplemente trata de reproducir un
comportamiento similar al observado en la Tierra. Los experimentos no se pueden rotar tan
rapido como lo hacen los sistemas reales, el movimiento convectivo no puede ser tan fuerte,
etc., pero funcionan con fluidos reales y se realizan mediciones a las que no se puede acceder
desde observaciones remotas de dinamos naturales. Los experimentos numéricos registran los
campos dindmicos completos en el espacio y el tiempo (pero con valores de pardmetros bastante
alejados), mientras que los experimentos de laboratorio solo prueban una parte limitada de la
velocidad y los campos magnéticos [6H9]. Por lo que ambos enfoques son complementarios. Las
dificultades de ingenieria generalmente aumentan con el tamano del experimento, mientras que
los costos operativos se asocian con la entrada de energia. Se debe usar entonces un fluido con
la mejor conductividad eléctrica y la densidad méas baja (como sodio liquido), con un tamano
y un consumo de energia razonable.

Una vez elegida una geometria, pequenas variaciones en el flujo pueden tener un gran im-
pacto en la potencia o el tamano del caudal necesario para llegar al efecto dinamo [6]. Ademas,
el estudio en dinamos de geometrias simples se ve impedida [10], por lo que experimentalmente
aun no se tiene un modelo esférico que aporte toda la informacién sobre el comportamiento
en geodinamos. En este sentido, los detalles del arrastre de flujo y las condiciones de contorno
de ajuste han sido esenciales para todos los experimentos que tratan de reproducir la dina-
mo hasta el momento [6]. Por ejemplo, en |11] se resumen los resultados de los experimentos
con metales liquidos dedicados al efecto dinamo y varias inestabilidades magnéticas, donde a
pesar del trasfondo motivacional de las dinamos planetarias que trabajan en geometria (casi)
esférica, se opta por una geometria cilindrica debido que se puede lograr un forzamiento del
fluido més fuerte, impulsado por la presion, para el cual también existe una gran cantidad de
datos analiticos y numéricos. Por ahora, el umbral “magico” para la autoexcitacion del campo
magnético se ha alcanzado en tres experimentos a gran escala con sodio liquido en Riga [12-14],
Karlsruhe [15-17], y Cadarache [18-20|. Los experimentos de metal liquido relacionados con
la dinamo y la Inestabilidad Magneto Rotacional (MRI por sus siglas en inglés) se llevaron a
cabo, 0 estan en construccion, en todo el mundo, por ejemplo, en Madison [21], Maryland [22],
Socorro [23|, Princeton [24], Perm [25], Grenoble |26] y Zurich |27]. La mayoria de las veces, la
necesidad de disenar y optimizar esos experimentos, y de comprender sus resultados ocasional-
mente inesperados, ha incitado trabajos tedricos y numéricos complementarios, que en algunos
casos también impulsaron nuevas discusiones en el dominio geofisico o astrofisico original.
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Figura 1.4: Experimento MRI/TI [11].

Con el objetivo de comprender la fisica en el niicleo de la Tierra, se han investigado los
flujos de fluidos conductores de electricidad en presencia de un campo magnético en geometria
esférica. El flujo inicialmente investigado corresponde al flujo esférico de Couette (SC por sus
siglas en inglés), en el que un fluido llena el espacio entre dos esferas concéntricas con una o
ambas esferas girando alrededor de sus ejes. En el caso mas simple, y justificado por los requi-
sitos de caracterizacion experimental, la esfera interior gira mientras que la exterior permanece
estacionaria [29). El flujo SC esta completamente definido en términos de la relacion de radios
y el namero de Reynolds [30-32]. En la mayoria de estos flujos, la rotacion se produce por
medios mecanicos de un acoplamiento rigido, que se ha informado que tiene poca influencia
en el flujo . Independientemente del origen del movimiento, estos flujos son relevantes para
comprender la dindmica de los flujos geofisicos, ya que pueden revelar aspectos de la fisica
detrés de la climatologia o la meteorologia, sin embargo, no son suficientes para comprender la
generacion del campo magnético de la tierra.

En el caso de que el fluido sea eléctricamente conductor y no magnético (metales liquidos) y
el sistema esté sumergido en un campo magnético aplicado externamente, el flujo SC puramente
hidrodinamico se convierte en magnetohidrodinamico (MHD). Es decir, la interaccion del flujo
y el campo magnético induce corrientes eléctricas. La interacciéon de estas corrientes eléctricas
con el campo magnético da lugar a la fuerza de Lorentz que podria afectar el flujo. Este flujo
se ha denominado flujo de Couette esférico “magnetizado” (MSC) [35-41]. La interaccion de
las fuerzas de cizallamiento, por las esferas giratorias, y la fuerza de Lorentz requiere nuevos
parametros adimensionales para describir completamente el flujo que surge de la interaccion
de fuerzas viscosas, inerciales y electromagnéticas ,. El flujo MSC se ha investigado
numeéricamente ,,, teéricamente ,, y experimentalmente , dada su
relevancia para comprender el efecto dinamo. A pesar de que estos flujos estédn lejos de las
condiciones reales, son ttiles en el desarrollo de herramientas (modelos teoricos y codigos nu-
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meéricos robustos) para abordar los fenémenos MHD.

Otro enfoque para investigar los flujos de fluidos eléctricamente conductores en coordena-
das esféricas son los denominados flujos impulsados electromagnéticamente (EMD), en los que
el flujo es impulsado por la interacciéon de un campo magnético y una corriente eléctrica apli-
cada externamente. La investigacion de estos flujos es escasa. Hollerbach y colaboradores [50]
investigaron tedricamente el flujo impulsado por la interaccién de una corriente eléctrica que
fluye desde la esfera interior a un electrodo en forma de anillo alrededor del ecuador de la esfera
exterior y un campo magnético axial y demostraron la viabilidad de un dispositivo experimental
con dimensiones similares a las configuraciones de flujo de Couette existentes. El paso a dar
en el presente trabajo es pues, presentar la investigacion teoérica-experimental del flujo de ESC
(Electromagnetic Spherical Couette, por sus siglas en inglés) en coordenadas esféricas con una
fuerza de Lorentz impuesta producida por la interacciéon de un campo magnético dipolar que
simula las condiciones del campo magnético terrestre principal y una corriente eléctrica con-
tinua inyectada a través de electrodos ubicados en el plano ecuatorial. Para este proposito, se
discute una investigacion sistematica de 6 diferentes configuraciones de flujo para comprender
la dinamica que rije nuestro sistema.

Figura 1.5: Una captura instantanea de la estructura del campo magnético 3D simulada numé-
ricamente con el modelo geodinamo de Glatzmaier-Roberts. Las lineas de campo se dibujan a
dos radios terrestres [63].



Capitulo 2

Modelo experimental

2.1. Especificaciones del aparato experimental

Para el trabajo experimental, se utiliz6 un dispositivo construido especificamente para la
realizacion de este experimento, que es similar al utilizado en un estudio anterior por [51].
El experimento se realizdé en una configuraciéon con esferas concéntricas, ver Figura 2.1. Las
esferas son de plexiglas, con un espesor de 0.0125 m para la esfera externa y 0.003 m en la
esfera interna. Los radios de las esferas exterior e interior son r, = 0.105 m y r; = 0.035 m,
respectivamente, para obtener una relacion r,/r; = 3, que coincide con la relacion de los radios
exterior/interior de la Tierra. La esfera interna esta sujeta por un eje de plexiglas de 0.009
m de didmetro que transmite el movimiento de rotacién. El espacio entre las esferas se llena
con una solucion electrolitica débil de sal de mesa (NaCl) al 8.7% en peso. La densidad de
masa, la viscosidad cinematica y la conductividad eléctrica del electrolito son p = 1090 kg/m?,
v =10"%m?/s y 0 = 6.36 S/m, (medidos con un picnémetro, un viscosimetro y un conducti-
metro) respectivamente. Un par de motorreductores de corriente continua permiten la rotacion
independiente de las esferas. Estos motores estaban controlados por un regulador de voltaje
que permitia que las esferas giraran de 0 a 3.14 rad/s en la esfera interna y de 0 a 2.24 rad/s
en la esfera externa. Para los experimentos discutidos en este trabajo, las esferas interna y
externa giran a una velocidad angular constante €; = 0.457 rad/s y Q, = 0.305 rad/s, como
se especifica para cada caso, escogidas asi para que el flujo se mantenga laminar y con fuerzas
mas o menos equilibradas, aunque el aparato experimental puede variar las velocidades como
lo muestra la tabla de revoluciones por minuto siguiente:
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Tabla 1. Revoluciones por minuto de giro de las esferas.
Capacidad  de Q; Esfera interna Q, Esfera exter-
giro (%) (rad/s) na (rad/s)
10 % 0.087 0
20 % 0.483 0.217
30 % 0.897 0.465
40 % 1.163 0.698
50 % 1.495 0.942
60 % 1.847 1.208
70 % 2.094 1.461
80 % 2.464 1.722
90 % 2.793 1.963
100 % 3.142 2.244

Un campo magnético dipolar se genera por un iman cilindrico de neodimio con un diametro
y una altura de 40 mm. El imén se encuentra dentro de la esfera interior hueca. El eje z del
imén esta alineado con el vector de gravedad vertical y coincide con el eje de rotacion. El valor
del campo magnético en el ecuador de la esfera interior es 0.0987 T. La componente polar
del campo magnético en el ecuador del dispositivo esférico se midi6 con un medidor de Tesla
FW Bell 6010, asegurando un campo magnético dipolar como se muetra en la Figura 2.1 a
continuacion:

gD L] L] L] L] L] L] L] L]

80 H, |
70} | .
60 |- 4 |

50 | ]

B (mT)

a0 |k i
30 | N, 1
20 | -

10

------
i L T

g

0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11

Figura 2.1: Componente polar By del campo magnético como funcién de la coordenada radial
r en el ecuador (¢ = m/2). Los puntos denotan valores experimentales mientras que la linea
continua es una funcién analitica dada por 89.73(0,035)3/r a partir de valores experimentales.
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Se inyecta una corriente eléctrica continua (cc) a través de dos anillos de grafito de 0.005
m de ancho. Los anillos se ubicaron externa e internamente en el ecuador de la esfera interna y
externa, respectivamente. La corriente eléctrica en cc se obtiene de una fuente de alimentacion
regulable marca Zurich modelo DPS-2512M que produce un voltaje de 2.4 V. La amplitud de
la corriente inyectada se fijo en 50 mA con un potenciémetro conectando el circuito en serie.
La corriente eléctrica interactiia con la distribuciéon no uniforme del campo magnético gene-
rando una fuerza de Lorentz rotacional que pone el fluido en movimiento en la direccién angular.

Rotacién de la

Esfera Interna “ Rotacién de la

J Esfera Externa

Imian Cilindrico
de Neodimio

Hiz de Liser

Solucién

Electrolitica
Electrodos

Figura 2.2: Esquema de la configuracion experimental, no dibujado a escala. El flujo principal-
mente azimutal se visualiza en una secciéon del plano ecuatorial mediante la técnica PIV.
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2.2. AnAlisis experimental

Para poder observar un fenémeno con velocimetria por imagenes de particulas (PIV por
sus siglas en inglés), es necesario que el fluido sea transparente. En este flujo insertaremos
particulas esféricas de vidrio recubiertas de plata, con un diametro aproximado de 10 ym y con
misma densidad que el medio, para que estén homogéneamente repartidas en todo el espacio
y que ademas sean reflectoras, para que sean observables con luz. Una vez decidido el plano
de observacion, se debe iluminar con un laser como se muestra en la Figura 2.3. Una camara
debe estar paralela al plano de observacién bien enfocada para capturar el movimiento de las
particulas a lo largo de nuestra superficie de interés.

Double pulse laser Light sheet optics

Seeded flow field

t+at

Figura 2.3: Esquema del funcionamiento de la técnica PIV [67].

Aplicando este método de observacion, finalmente se obtendran imagenes como en la Figu-
ra 2.4, que corresponde a un fotograma de un video tomado experimentalmente en el laboratorio.

Figura 2.4: Fotograma experimental de particulas en nuestro aparato experimental, tomada
para el caso en que el sistema tiene densidad de corriente aplicada y la esfera interna esté en
rotacion.
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Para hacer el analisis se emple6 PIVIlab, que es un software de PIV resuelta en el tiempo
que se actualiza regularmente con correcciones de software y nuevas funciones. Se utiliza para
derivar, mostrar y exportar multiples parametros del patron de flujo. Una Interfaz Grafica de
Usuario (GUI) facil de usar hace que los anélisis PIV y el procesamiento posterior de datos
sean rapidos y eficientes [64]. Este software hace una comparacion entre fotogramas consecu-
tivos para calcular el desplazamiento de cada una de las particulas captadas con la cAmara y
nos permitié realizar diversos analisis, tales como campos vectoriales de velocidad, a partir de
los cuales pudimos realizar un promedio temporal del movimiento en la zona de observacion,
que en nuestro caso es un corte ecuatorial de las esferas como se muestra en la Figura 2.5. Es
importante destacar también que la region cercana a la esfera externa es menos nitida, como se
nota en la Figura 2.4, esto debido a la curvatura de la esfera que genera un cambio de grosor
respecto al plano de observacion de la camara, la cual se colocé por debajo del experimento,
como se muestra en la Figura 2.2 y no por encima debido a que en la parte superior existe la
maquinaria y estorbaria a la cAmara, mientras que la parte inferior esta libre para colocarla.

Como el electrolito usado es un medio transparente, los campos de velocidad se obtuvieron
experimentalmente mediante PIV, para esto, se coloco6 un modulo laser verde con longitud de
onda de 532 nm y una potencia de 5000 mW para crear un plano de luz, paralela al ecuador
de las esferas. La hoja de luz se coloc6 5 mm por debajo del plano ecuatorial, para evitar los
electrodos, como se muestra en la Figura 2.2. Los trazadores PIV son esferas de vidrio huecas
recubiertas de plata de Dantec Dynamics con 10 ym de diametro con una densidad de 1.4
g/cm?. Las imagenes de flujo se extrajeron de un video capturado con una cAmara Nikon D80
con un lente AF micro-nikkor 60 mm f/2.8 D a 30 fps. La cAmara se apoy6 en un soporte ubica-
do 30 cm por debajo de la configuracion experimental. El area real de la imagen capturada fue
de 0.14 mx0,08 m con una resolucion de 1280x 720 pixeles. En el presente estudio, se descarto
el flujo transitorio. Para el PIV se implementaron areas de interrogacion de 16 x 16 pixeles
con un 50 % de superposicion en las direcciones horizontal y vertical, y validacion vectorial.
Estas condiciones nos dieron una resolucién espacial de 1.1 E*x1.1 E*m? [53|. El analisis PIV
solo considero6 la region entre las esferas, mientras que las zonas restantes (incluidas las esfe-
ras) estaban enmascaradas, los pardmetros de calibracion fueron la distancia r entre las esferas
(r =0.07 m) y el tiempo entre fotogramas de 0.0167 segundos.
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BO Rotacién de la
Esfera Interna

Rotacién de la

Esfera Externa Al Electrodos

Hiz de Liser

Solucién

Electrolitica Im:in Cilindrico

de Neodimio

Figura 2.5: Boceto de la configuracion experimental, no dibujado a escala. Corte ecuatorial
vista inferior en el plano de observacion de interés.

Se analizaron diferentes configuraciones experimentales que seran presentadas mas adelan-
te en el Capitulo 4, donde una vez teniendo la configuraciéon deseada, se esperé hasta que el
sistema alcanzé un estado estacionario (esto se hace esperando un tiempo de aproximadamente
5 a 10 minutos antes de comenzar a grabar). Una vez alcanzado el estado estacionario se realizo
una grabacion de aproximadamente 20 a 30 segundos de duracion, después el video se separa en
fotogramas que pasamos al programa PIVlab donde se efectué el analisis PIV. Una vez hecho
esto, se trazd una linea radial en el PIV para registrar los vectores que atraviesan por esta
(para medir la velocidad angular en funcion del radio). Luego se realizo un promedio temporal
a los campos vectoriales de velocidades para asi obtener graficas experimentales de la velocidad
angular en funciéon de r. Cabe mencionar que los experimentos se realizaban con una mezcla
preparada el mismo dia, pues las particulas se decantaban al fondo de la esfera externa después
de aproximadamente un dia.

Para los respectivos anélisis utilizamos videos de diferente duraciéon que iban de 20 a los 35
segundos aproximadamente, sin embargo, es importante destacar que debido a la construccion
de nuestro aparato experimental, cuando la esfera externa giraba habia tornillos (16 equidis-
tantes colocados en la circunferencia del ecuador), los cuales eran necesarios para sellar y unir
las dos mitades de la esfera externa pero que ocasionaban sombras en el drea de observacion
por lo que los fotogramas en los que estos tornillos pasan en la grabacion fueron retirados y
unicamente conservamos un At de entre 2.5 a 9.8 segundos de grabacién para estos casos, sien-
do entre 74 a 295 fotogramas promediados, mientras que en los casos en que la esfera externa
se mantenfa quieta obtuvimos promedios correspondiente a un At entre 23 a 37 segundos de
duracion con entre 697 a 1137 fotogramas. También cabe senalar que se encontré una imper-
feccion perceptible a través de la cAmara en la esfera externa, pues habia zonas que se notaban
mas borrosas, esto atribuido a un desenfoque del plano de observaciéon que bien podria ser un
cambio en el grosor de la esfera o un ligero cambio en su curvatura pero que en general no se
aprecia que afecte significativamente el promedio temporal.



Capitulo 3

Modelo matematico

En este capitulo se explican las consideraciones a tomar en cuenta para la resolucion de
las ecuaciones analiticas que pretenden describir el comportamiento observado con PIV en los
experimentos en la zona ecuatorial de un sistema en esferas concéntricas, el cual se genera
a través de inducir movimiento por campos electromagnéticos a un fluido conductor con una
corriente radial en la zona ecuatorial y campo magnético permanente alineado con el eje z al
interior de la esfera interna.

3.1. Ecuaciones de balance de la mecanica de fluidos

Cuando se describe el movimiento de un fluido, es necesario tomar en cuenta la ecuaciéon
de conservacion de masa dada por:

ap B
o TV (o) =0, (3.1)

donde p es la densidad de fluido y U es el vector velocidad. En gran cantidad de aplicaciones,
los fluidos pueden considerarse incompresibles, es decir, su volumen se mantiene constante ante
esfuerzos normales de compresion, por lo que su densidad se mantiene constante. En particular,
el electrolito que utilizamos en los experimentos puede suponerse incompresible, siendo que
su densidad seré constante en el tiempo durante los experimentos, por lo que la ecuaciéon de
conservacion de masa toma la forma:

V-4 =0, (3.2)

que es conocida como la ec. de continuidad. Por otra parte, podemos modelar al electrolito como
un fluido Newtoniano, de manera que la ecuacién de balance de la cantidad de movimiento,
conocida también como la ecuacién de Navier-Stokes queda:

o 1 2 1
G (V)T =Py 7+;?, (33)
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donde P es el campo de presiéon, p y v son la densidad de masa y la viscosidad cinemética
del fluido, respectivamente y F' es una fuerza de cuerpo. El primer término del lado izquierdo
es la aceleracion inercial, el segundo término del lado izquierdo la aceleracién convectiva, el
primer término de lado derecho es el gradiente de presion, el segundo término del lado dere-
cho es la difusion de la velocidad y el tercer término de lado derecho es alguna fuerza de cuerpo.

La ecuacion de conservacion de energia cuando existe interaccion electromagnética tiene la
forma:

pc, {%—f +(d -V) T} =V - (kVT) + ‘]; + o, (3.4)

donde T es el campo de temperatura, ®, denota una fuente de disipacién viscosa que explici-
tamente involucra términos cuadréticos de los gradientes de velocidad, ¢, es el calor especifico
a presion constante, k es la conductividad térmica y o es la conductividad eléctrica del medio.
El segundo término del lado derecho denota la disipacién de Joule presente en el fluido debido
a la circulacion de corrientes eléctricas en el medio [66]. Esta ecuacion esté desacoplada de las
dos anteriores y se presenta s6lo por completez ya que no seré considerada para la descripcion
de nuestro problema pues no estudiaremos la transferencia de calor.

El considerar la interaccion electromagnética lleva a que las ecuaciones ordinarias de la
mecanica de fluidos sean insuficientes para lograr una descripcion adecuada del sistema. Por lo
tanto, debemos complementarlas con las ecuaciones del campo electromagnético, que compren-
den a las ecuaciones de Maxwell, y las ecuaciones constitutivas que caracterizan a los campos
en distintos medios.

3.2. Ecuaciones del campo electromagnético

En un medio isotropico y lineal, las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial son:

ley de Gauss para campo eléctrico

voE=% (3.5)
ley de Gauss para campo magnético (inexistencia de monopolos magnéticos)

v.-B =0, (3.6)

ley de inducciéon de Faraday

VxE = 9B (3.7)

ot’
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ley de Ampére-Maxwell

Vx B = ,u7 + ueaa—?, (3.8)

donde ﬁ es el campo eléctrico en V/m, B es el vector del campo magnético en T, ? es la
densidad de corriente en A /m?, p. denota a la densidad de carga eléctrica total en C/m?, € es la
permitividad eléctrica del material y p es la permeabilidad magnética. Al segundo término de
la ecuacion (3.8)) se le conoce como la corriente de desplazamiento de Maxwell; dicho término
es de relevancia cuando las oscilaciones de los campos son de alta frecuencia, sin embargo no
es nuestro caso experimental. En general, € y u pueden depender del estado termodinamico del
medio, sin embrago, para la gran mayoria de problemas tratados en MHD, estas cantidades
pueden considerarse constantes. En particular, la permeabilidad magnética puede considerarse
igual a la del vacio, pg = 47 x 1077 Vs/Am.

Ahora bien, se necesita una ecuacién constitutiva que establezca la relacion entre la den-
sidad de corriente eléctrica y los campos eléctrico y magnético. Dicha ecuacion, usada comun-
mente en liquidos y gases conductores es la llamada ley de Ohm, que en un medio conductor
en reposo se expresa Como:

7 =oE (3.9)

donde ﬁ’ es el campo magnético en el sistema en reposo, y la conductividad eléctrica se puede
suponer constante como una buena aproximacion. Si el conductor se desplaza respecto al siste-
ma de laboratorio con velocidad ©, la ley de Ohm toma la forma:

7:a(§+7x§> Yo, (3.10)

donde el primer término de lado derecho es el campo eléctrico efectivo y el segundo término de
lado derecho se denomina la corriente de conveccion.

La fusion de las ecuaciones de la mecéanica de fluidos con las ecuaciones del campo electro-
magnético presenta algunas dificultades. Las primeras son ecuaciones clasicas no relativistas,
y por ende son invariantes ante transformaciones Galilenas. Por su parte, las ecuaciones del
campo electromagnético son ecuaciones relativistas, por tanto invariantes ante transformacio-
nes de Lorentz. La mezcla de ecuaciones con distintas propiedades de invarianza podria dar
lugar a una descripcion errénea del fenémeno en consideracion. Esto se resuelve utilizando lo
que se conoce como la aproximacion MHD que consiste basicamente en restringir los fenémenos
estudiados a aquellos en donde:

a) La velocidad del fluido es mucho menor que la velocidad de la luz.

b) Los flujos tienen lugar en campos magnéticos cuasi-estacionarios o a bajas frecuencias.

c¢) Los campos eléctricos son del orden de magnitud de la fuerza electromotriz inducida por el
movimiento del fluido en el campo electromagnético [65].
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Debido a esta aproximacion se puede despreciar la corriente de desplazamiento de la ecua-
cion . Fisicamente, lo que se esta despreciando es el proceso de acumulacion o redistribucion
de cargas eléctricas. Asimismo, la aproximaciéon MHD lleva también a establecer la invarianza
del campo magnético en los distintos sistemas de referencia. También se establece que la co-

rriente de conveccion en la ec. 1} es despreciable respecto a la corriente de conduccion J .

Tomando en cuenta estas simplificaciones, las ecuaciones del campo magnético en un con-
ductor en movimiento son:

vV.-B =0 (3.11)

0B
VXB:—E, (3.12)

VxB=ul, (3.13)

7:a<ﬁ+7x§). (3.14)

Con esta aproximacion es apropiado ignorar la ley de Gauss para campo eléctrico (3.5)), ya
que el campo electromagnético estd completamente determinado por las ecuaciones rotaciona-
les v la ley de Ohm. Al despreciar la corriente de desplazamiento, las ecuaciones—
pierden su invarianza ante transformaciones de Lorentz, conservando tunicamente invarianza
ante transformaciones Galileanas. Asumiendo también que el campo electromagnético se puede
definir como el gradiente de un potencial eléctrico, entonces:

E = Vo (3.15)

Y esto lo podemos sustituir en (3.14), por lo que:
7:o(ﬁ+7x§):a<—v¢+7x§>. (3.16)
Ademas, de se sigue que:
V.7 =0, (3.17)
por lo que la divergencia de J es:
v-7=a(—v2¢+v-(7x§)). (3.18)

Por ultimo, en nuestro caso consideramos un campo magnético dipolar puntual, para el
cual conocemos su ecuaciéon dada por:
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B = Hom (2 cos 7 + sin ¢g> : (3.19)
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Estas ecuaciones junto con las de balance para fluidos forman un sistema completo de
ecuaciones con la que podemos describir el comportamiento de un fluido conductor en un
campo magnético.

3.3. Ecuaciones de la magnetohidrodinamica (MHD)

Ahora necesitamos una ecuacién que nos describa el movimiento del fluido tomando en
cuenta las ecuaciones de movimiento de fluido con el respectivo efecto electromagnético, i.e.
una ecuacion de movimiento magnetohidrodindmica. El sistema de ecuaciones que describe el
movimiento de un fluido viscoso, incompresible y eléctricamente conductor en un campo mag-
nético es:

la ecuacion de continuidad

V.U =0, (3.20)

y la ecuacion de Navier-Stokes

o
88—t+(7-V)7:—%VP+uV27+%(7><§>), (3.21)

Notese que la ecuacion (3.21]) difiere de la ecuacion para el caso puramente hidrodindmico

(3.3) por un término llamado la fuerza de Lorentz (7 X ﬁ) que es la fuerza que actiia en el
sistema y que es la tnica relevante para el experimento.

La ecuacion de transporte que obedece el campo magnético § es:

% +(-V)B= B+ (B.v), (3.22)

donde A = 1/pugo es la difusividad magnética.

Cuando se inyecta corriente en un fluido conductor, ésta interacttia con el campo magnético
dando lugar a la fuerza de Lorentz (7 X ﬁ) que provoca el movimiento del fluido. Cuando el

fluido conductor tiene un movimiento relativo al campo magnético al campo magnético aplicado,
de acuerdo con la ley de inducciéon de Faraday, se generea una fuerza electromotriz (fem) que
induce una corriente en el fluido. De esta manera existen dos corrientes, la corriente aplicada y
la corriente inducida:

TR (3.23)

que igualando con la ecuacion ([3.16)) obtenemos:
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ﬁ+7_a( v¢+7x§) (3.24)
donde
ﬁ = -0V, (3.25)
es la corriente aplicada y
J o (7 x E)) , (3.26)

es la corriente inducida.

Asimismo, de acuerdo a la ley de Ampére, las corrientes inducen campos magnéticos, por lo
que el campo magnético total sera la suma del campo magnético aplicado y el campo magnético
inducido:

B =

%
Bﬁ + B, (3.27)
donde B es el campo magnético aplicado y B es el campo magnético inducido

3.4. Adimensionalizacion

Ahora bien, debemos definir las variables adimensionales involucradas en nuestras ecuacio-
nes, las cuales son:

=0 pe_ L 5 _7 — LV, B* = §7 7,g0—“0 (3.28)
L’ pu3 ugp’ JO %o

Las propiedades del fluido conductor, es decir, la densidad de masa (p), la viscosidad cine-
maética (v) y la conductividad eléctrica (o) se suponen conocidas.

Estas variables se sustituiran en nuestras ecuaciones, por ejemplo, la ec. de Navier-Stokes
adimensionalizada

ou' (& v) i = v+ vty LBy 7 (7 < B, (3.29)

ot* Lug udp

y la divergencia de la ley de Ohm adimensional

*_*) Y0 2 * UuOBO * j _*>
V= —T0v 4 TSRV (uf < BY). (3.30)

obviaremos las adimensionalizaciones en todas nuestras ecuaciones y eliminaremos el (*) de
nuestras variables de aqui en adelante.
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3.5. Parametros adimensionales

Existen niimeros importantes en magnetohidrodinamica que aparecen en nuestras ecuacio-
nes adimensionalizadas, por ejemplo, en la ec. (3.29), el segundo término de lado derecho el
factor resulta ser lo mismo que 1/Re, donde Re se conoce como numero de Reynolds:

Re se define como la relacion entre las fuerzas inerciales (o convectivas) y las fuerzas viscosas
presentes en un fluido.

L
Re = 202 (3.31)
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donde L es una longitud caracteristica (m) del sistema, ug es la velocidad méxima medida en
el experimento (m/s) y v es la viscosidad cinematica del fluido (m?/s), este parametro da una
estimacion de la importancia del transporte de cantidad de movimiento por conveccién compa-
rado con el transporte por difusion viscosa.

Por otra parte, en la ec. (3.29), el segundo término del lado derecho tiene un factor que
podemos definir como NV, el cual es conocido como ntimero de Stuart o parametro de interaccion:

N = (Ha)? /Re. (3.32)

que cuantifica la razén de la fuerza magnética y la inercial. Este también nos introduce la
existencia de Ha, que se define como el nimero de Hartmann:

(Ha)? representa la relacion entre la fuerza de friccion ocasionada por la inducciéon magnética,

y la viscosidad del fluido. [70].

Ha = ByL o _ BoL o K1 despreciéble. a té.rminos superiores, (3.33)
1 pv | > 1 wvalores significativos,

Este pardmetro adimensional se hace presente cuando hay efectos inducidos, esto es, cuan-
do un fluido eléctricamente conductor es sometido a campos magnéticos grandes o corrientes
eléctricas altas. El valor de Ha aumenta cuando el campo magnético incrementan, y viceversa.
Es importante destacar que estamos empleando un electrolito con Ha < 1 en nuestro experi-
mento, por lo que los términos multiplicados por Ha son muy pequenos y a términos superiores
seran despreciables.

3.6. Formulacion del problema

El desarrollo de un modelo tedrico para la configuracion experimental, requiere varios
supuestos. El modelo fisico simplificado consiste en un sistema con esferas concéntricas huecas

no conductoras inmersas en un campo magnético dipolar (ﬁ) que interactta con una densidad

de corriente radial (J?) inyectada en el plano ecuatorial debido a una diferencia de potencial
generada por un par de anillos colocados en la parte externa de la esfera interna y en la parte
interna de la esfera externa, generando una fuerza electromagnética o fuerza de Lorentz (F})
sobre el fluido en la direccion azimutal, como se observa en la Fig. 3.1. Ademaés, las esferas

pueden rotar independientemente con velocidad angular constante (£; y €,) alrededor del eje
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vertical (en direccion azimutal). El fluido de trabajo contenido en el espacio anular (y en general
en el espacio entre las esferas) es un electrolito.

Los flujos impulsados electromagnéticamente de soluciones electroliticas débiles se han mo-
delado con éxito al despreciar los efectos inducidos en modelos cuasi-bidimensionales [54}55] y
tridimensionales [52,/56]. Esto significa que las corrientes eléctricas inducidas por la interaccion
del flujo de fluido y el campo magnético, asi como las fuerzas de Lorentz producidas por estas
corrientes, pueden ignorarse por completo. Es decir, la fuerza de Lorentz tiene un solo compo-
nente: que es el producto de la corriente eléctrica inyectada con el campo magnético dipolar
del imén.

Figura 3.1: Modelo fisico del problema. Una solucién electrolitica llena el espacio entre las esferas
exterior e interior de radios r, y r;, respectivamente. Las esferas pueden girar a velocidades
angulares constantes €2, y €2;. La esfera interior encierra un imén permanente cilindrico, que
produce el campo magnético dipolar impuesto B°. La corriente eléctrica en cc es principalmente
radial j° y se inyecta a través de dos electrodos anulares de cobre ubicados en el ecuador de las
esferas, mientras que la direccién principal de la fuerza de Lorentz se denota por Fy en direccién
del d4ngulo azimutal.

3.7. Navier-Stokes adimensional

De la ecuacion (3.30) de la divergencia de la ley de Ohm adimensionalizada aparecen
parametros adimensionales:

V.7 =%y 2Py (3 B) = -%0vie s TG (7 B) =0, s

donde el segundo término de lado derecho es despreciable tomando en cuenta lo discutido en
la seccion 3.5., por lo que se reduce a:
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JOL
Tv T = —oV2p =0, (3.35)
de aqui deducimos las unidades del potencial, pues la igualdad indica que [J°L/c] = [po] ¥

siendo asi podemos cancelarlas entre si, para finalmente quedarnos con:

V. T = -V =0, (3.36)
que es la ecuacion diferencial adimensional que se debe resolver para la densidad de correiente
eléctrica en nuestro sistema.

Por otro lado, para la ec. (3.29) de Navier-Stokes adimensionalizada, definimos el parametro
“Q” de la siguiente manera:

0=% (3.37)

Uo

donde

_ LB
vp

Uy (3.38)

es una velocidad asociada a los efectos electromagnéticos, mientras que
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es una velocidad asociada a los efectos viscosos. Por lo que la ecuacion de Navier-Stokes adiemn-
sionalizada por resolver finalmente queda como:

%_?+(7.V)7:—VP+V27+Q<7><§>. (3.40)

3.8. Coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas, nuestras vectores y ecuaciones son:

vector de posicion

7 =(r,0,9), (3.41)

vector velocidad
U = (uy,ug, ug) - (3.42)

La ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas esféricas esta dada por:

La ecuaciéon de Navier-Stokes en la componente radial 7

ou, ou,  upOu, uy  Ou, u3 —i—u?5
o T -

TE—F?aH rsinf 0¢ r
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oP 9 2 20uy 2 2 Ouy
- 59 r— " oWr T 5754 T o t 9 - . a
s (V et T aTgg T 200 r2sinf 0¢

or ) +pfr (3.43)

La ecuaciéon de Navier-Stokes en direccion 0

0 0 0 0 Lu?
(u@ Ug  Up ’LL9+ Ugp ue+uau ——¢cot9):

ot L or +789 rsinf 0¢ r r
10P 9 2 Ou, Ug 2 cot 6 Juy
_ Bl _ 2 StV TUs 44
rae+“(v Y30 T 2sn’0 s a¢)+pf9’ (3.44)

La ecuacion de Navier-Stokes en direccion ¢

(8U¢ ug  ug uy L e Oug + 2oty D00 oo 0) =

__i_ur_

ot or r 90 ' rsinf 0¢ r r

1 oOP 9 Ou, 2 cosf Ougy Ug
N X ") - A4
rsinf ¢ T (V Ug + r2sin0 ¢ = rZsin’f 06  r2sin? 9) + pfe (3.45)
donde v 5 L, ) 1 .
el K B el Yl R e s A
v r2 Or (r 67’) * r2sin g 00 (Sm 89) * 12 sin® 0 O¢p? (3.46)

3.9. Soluciéon analitica

Ya que hemos definido todas nuestras ecuaciones, debemos resolverlas analiticamente para
poder entender el movimiento que se presenta en el sistema descrito. Sin embargo, el problema
es ain bastante complejo pero podemos justificar ciertas condiciones que lo simplifiquen.

Con el fin de simplificar el sistema, a la vez que centramos la atencién en lo que queremos
medir, tomaremos en cuenta las siguientes condiciones del sistema:

1.- El sistema esta en un estado estacionario. Esto implica que el movimiento en nuestro
sistema ha llegado a un punto en que es independiente del tiempo y no varia su perfil de ve-
locidades, manteniéndose aproximadamente igual en todo momento. Esto es posible por estar
dentro de los parametros de flujo laminar.

2.- No hay gradiente de presion en el sistema. No tenemos cambios de presion aplicados en
nuestro experimento en ningtin momento, por lo que el término de la presiéon de Navier-Stokes
no contribuye al movimiento (o es igual a cero).

3.- El plano de observacion es en (r,¢ = 90), por lo que no hay dependencia para la ve-
locidad en funciéon de 6. Dado que nuestro sistema tiene simetria axial en 6 (o sea que es
axisimétrico), la velocidad no tendra ninguna variacion con el angulo 6, por lo que la velocidad
no dependeré de esta coordenada.

4.- El campo magnético incide perpendicularmente al plano de observacion en direccion é
y la corriente es radial en direccion 7, por lo que la fuerza de Lorentz esta en direccion 6, lo
cual implica que uy = 0 y u, = 0. Esto debido a las propiedades vectoriales del producto cruz
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aplicado en la zona ecuatorial de nuestro experimento, que sera la zona de observacion.

Al aplicar estas condiciones en la ec. de Navier-Stokes, las ecuaciones (3.43)), (3.44]), (3.45))
y (3.46) se reducen a:

La componente radial de la ecuacion de Navier-Stokes (7) se reduce a

(G 2 - B -
PR

La ecuaciéon de Navier-Stokes en direcciéon 6 se reduce a

(% Lwdd D
08 M@@gﬁ T

9 2 cotf
(99 T H (V 1o +//£ r2sin® 0 %{g‘g + plo; (348)

La ecuaciéon de Navier-Stokes en direcciéon ¢ se reduce a

0 up O u U UgpUg
(e o+ g+ S ) -

. QCOSQ/@’M/
m?j+u(W+ 020 09 | risind 0 0o yQ/nH) 24 (3.49)

donde:

s L0 (LN, 1 0 ( oy 1 &
v “zar \" or +7‘281H¢9 00 +r2 in%6 0¢p?’ (3:50)

Las ecuaciones (3.47) y (3.49) quedan anuladas por completo, quedando tnicamente la
componente # de la ecuacion de Navier-Stokes:

Up

=2t (3.51)

Vig— ——— ==
r2sin?  p

donde fy = JSBg, luego, aplicando el laplaciano reducido 1' queda:

ld (,ﬂ%) _ 5 (o). (3.52)

rdr
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3.10. Corriente y campo magnético aplicados

Nuestra ecuacion diferencial adimensional a resolver es:

L d <r2%> =Q(J'By), (3.53)

rdr

Aplicando las condiciones iniciales a esta ecuaciéon nos da:

d2U9 2 dU9 UQ 0
dr? T rdr  r2 =@ B¢. (3:54)

Dado que de la ecuacion (3.36) sabemos que:

V-7:—V2g0:0,

que en coordenadas esféricas queda como:

9 1d dcp 1 o9
Ve=sTat o5y )+ ea¢2 (8:55)

Por lo que tenemos una ecuacion diferencial dependiente de r (pues ¢ no depende de 6 ni
de ¢) para el potencial eléctrico:

1d dap

2
Vie= rdrr dr

—0, (3.56)

que aplicando la regla de la cadena y simplificando queda:

d*>p  2dyp
— 4+ —-——=0. 3.57
dr?  rdr ( )

Al resolver la ecuacion diferencial, nos queda que:
C1
o (r)= — + 5.

y tomando en cuenta que la corriente aplicada es:

_ - %
T == 28V (3.58)
podemos imponer las condiciones de frontera adimensionales J)(r;) = — e Ly o(r,) =0,
P22

que nos da valores de las constantes ¢; = r? y ¢y = - — .

T To

Entonces, a partir de la ecuacion (3.58]) la soluciéon de la densidad de corriente queda dada
por:
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<
wls'w

Jy =

T

(3.59)

<

Por otra parte, el campo magnético adimensional, tomando en cuenta el comportamieto
dipolar del campo magnético Bg y que estamos en la region ¢ = 7, es:

w

re

~

B’ — :—z (2 cos & 7 + sin ¢ é) _lLig (3.60)

=
w

Por lo que nos queda:

o_ T}
Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (3.59)) y (3.61)) en (3.54) obtenemos:
Puyg  2duy  uyg rd
i A A N 3.62
dr? - rdr 72 7> (3:62)

Que es una ecuacion diferencial adimensional para uy en funcion de r, que es justamente
lo que queremos conocer.

3.11. Solucién de la ecuacidon diferencial

Ya tenemos la ecuacion diferencial que describe el movimiento del fluido en la zona ecua-
torial, ahora so6lo queda resolverla, para lo cual nos conviene ver la ec. (3.62]) como:

2 d ‘
2010 4 9,00 = QL (3.63)
T T

Para que tome la forma de una ecuacion diferencial de Gauchy-Riemann i.e. del tipo:

d" dr—1 d
anx"ﬁ + an_lx"_ldxn_?{ + ..+ alxd—i + agy. (3.64)

En nuestro caso, estamos manejando una ecuaciéon diferencial de Gauchy-Riemann de se-
gundo orden, por lo que lo primero sera proponer una soluciéon del tipo

— M
Ug =T,

asi como su primera y segunda derivada, dadas por:
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Sustituyendo estas ecuaciones propuestas en la ecuacion (3.63|) obtenemos:

r’m(m — 1)r™=2 + 2rmr™ 1t —rm = Q%

= [m(m —1)+2m —1]r™ = T—;
r

Para calcular la soluciéon general, debemos obtener la soluciéon homogénea, que resulta de
igualar la ecuacion diferencial de Gauchy-Riemann a cero y la particular o inhomogénea, que
resulta de considerar la igualdad en la ecuacion , donde la suma de estas sera la solucion
general.

Para la parte homogénea, tenemos que:
mm—1)+2m —1r"=0=m?*+m —1=0,

—1++5
S

Por lo que:

—14v5 —1-\5
U9:U91+’LL92:C'1T 2 +CQT 2

Ahora, para la solucion particular, necesitaremos la solucién homogénea:

2 5
Pug | 2dug w0 _ 517
dr?  rdr r? rd’

y proponemos:

—14V5 ~1-vB

Up = U UYL + UgUpy = ULT ™ 2 + UgT ™ 2

Ahora bien, lo que queremos determinar es u;y us de donde tendremos que resolver el
sistema de ecuaciones siguiente:

/ !
ujugy + usyuge = 0,

T
Uy Uy + uyugy = f(r) = 7“_?”
donde
_ —3+V5 1 —3-5
ug, = (_14;/5)7, Ty Upy = (—12\/5)7“ 2,
y la teoria nos dice que v} = Wl y uy = WZ donde W, W; Y W, estan determinados por:
Ug1  Ug 0 Up Ug
W = det ! ? , Wi = det ? y Wy = det !
Upy  Upy f(r) ugy up;  f(r)

Por lo que debemos resolver estos Wronskianos.
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—14+v5 —1-+6
e roe —1+\/5) 72(1+x/5> -2 — /B2
W = det = r r = +/br°,
A :
0 e
Wi = det 5 o s ——Qr;r’r_wrf,
Q% (F52)r >
=1+V5 0
r 2 - f
W = det N s QT5 1
(22— Q%
R R i i i
1 W \/_T_2 \/g )
—11-VE —7-v8
Wy —Qrir e Qr E
y Ug = =

W o V5

Para encontrar u; y us sélo debemos integrar ) y u, respectivamente, quedando:

_QT 2 _5+\/§ QT 2 L\/g
Uy = 2, U2 =
Recordemos que la solucion particular estaba definida por:
Ugp = UTUG1 T+ U2Ug2,
por lo que sustituyendo las soluciones
_ 5 5 e
= ng Q’l“ 2 —5;\/3 <r—1-§\/5> i QT@ 2 , 52\/5 (7‘ 12\/5>

V5 —5+v5 V5 —5—+/5

Atn es posible simplificar la soluciéon, dando como resultado:

= —Qr5 -3,

Finalmente, nuestra ecuacion general, sumando la parte homogénea y la particular, queda
como:

up = 017“_15¢g + 027“_1;\[ + Qr5 -3 (3.65)

Para encontrar las constantes ¢; y ¢o debemos tomar en cuenta las condiciones de frontera

ug(r;) = u; y ug(r,) = u,, con u, y u; las velocidades azimutales de las esferas externa e interna
respectivamente. Para el caso general, las constantes ¢; y ¢y son:

5+f 5+v5 1+v5 1+v5
%Q ( 5+\[ — 7 2 Tg/g) UOT\/BTO 2 by r p) 7,(\)/5

Cc1 =

r‘ﬁ—r-\/g 7

o K3
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1 5+v5 5 —54+v5 145 1+vV5
2 2 2 2
5@ T, —7;To + UpTo — Uy

Cy =

La solucion general completa es:

upg= | ¢ = 7“715\/g (3.66)

—1+f
+ Qr5 —3

V5 _ V5
TO Ti

Para el caso puramente electromagnético, donde uy(r;) = 0 y up(r,) = 0, tenemos que:

5+f
5Q < 5+\[ _ )

V5 _ V5
ro Tz’
1 5+v5 5 —5+v5
2 2
V5 _ .5 ’
To T

C1 =

Cy =

por lo que la solucién para uy(r) en este caso seria:

]

1B —54/5 5+V5 —1+vE 5+V5 =545
r2 <T§’+‘/57“0 o= 2 ‘[ +rmz (1 2 —1rdr, 2

5,.—3
+r; 3.67
ry® — riﬁ n (3.67)

En cada caso se deben escoger las condiciones de frontera. Para nuestra soluciéon analitica
usaremos () = 0.5 al momento de graficar nuestros casos, analiticamente los valores para u; y
u, seran escogidos de manera que se asemejen cualitativamente a las graficas experimentales.
Las gréficas se hicieron con el programa Mathematica (de Wolfram Alpha).



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo realizaremos la comparacion cualitativa de los resultados experimentales
explicados en el Capitulo 2, junto con las graficas analiticas obtenidas a partir de la ecuacién
del Capitulo 3, esto para seis casos con diferentes configuraciones del problema. Utilizan-
do la ec. calculamos el nimero de Reynolds para cada caso experimental, con el fin de
garantizar que nuestros experimentos se encuentran en el limite laminar para el cual supusimos
nuestras ecuaciones analiticas. El nimero de Reynolds varia en cada caso debido a las diferen-
tes fuerzas actuando en el sistema. Los valores de velocidad analiticos se eligen arbitrariamente
para comparar visualmente con los perfiles de velocidad experimentales. Debemos tener en
cuenta que la soluciéon analitica esta adimensionalizada y solo se puede hacer una comparacion
tedrico-experimental de manera cualitativa. En cada caso se mostrara un esquema que explique
las fuerzas implicadas, se mostrara el campo vectorial obtenido a través del promedio temporal
de los fotogramas de la camara, asi como las graficas experimentales y analiticas de la velocidad
angular ug en funcién del radio 7.

La longitud caracteristica para las gréaficas experimentales de la velocidad angular es de
0.7 m, pues es la distancia entre las paredes de las esferas interna y externa, mientras que
las graficas analiticas de la velocidad angular estan adimensionalizadas, por lo que la longitud
caracteristica en estas es 1 (de 0.6 a 1.6, esto escogido arbitrariamente de modo que se tome
en cuenta que las esferas tienen radios distintos de cero).

El nimero de Reynolds cambia para cada caso, esto se debe tinicamente a la velocidad
méxima registrada en cada experimento, puesto que ni la viscosidad ni la longitud caracteristica
del experimento se estan variando. El cambio en la velocidad se debe a las fuerzas implicadas
en cada caso, siendo asi que, por ejemplo, las fuerzas de arrastre mueven con mayor fuerza al
fluido que la fuerza de Lorentz.

31
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4.1. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas estacionarias

Una comparacion cualitativa y validacion del modelo analitico con estos resultados experi-
mentales requiere graficar la velocidad azimutal como funcién del radio en el plano ecuatorial.
El primer caso a estudiar, corresponde a cuando se inyecta una corriente eléctrica radialmente
que interactia con el campo magnético generando una fuerza azimutal de Lorentz en direccion
antihoraria y en ausencia de velocidad angular en las esferas, i.e. ; = 0, Q, = 0, B® = Bg y
JO = J?, como se muestra en la Figura 4.1 (a).
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de Neodimio 004 005 006 007 008 009 0.1
x (m)
(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una region del plano ecuatorial.

Figura 4.1: Observaciéon experimental.

umaxL

Por la ec. (3.31)), sabemos que el nimero de Reynolds en este caso es Re = = 525,
donde la longitud caracteristica del sistema es L = 0.07 m y w4, €s la velocidad Iynéxima en
el sistema. En la Figura 4.1 (b) se muestra el campo vectorial promediado en el tiempo de
las mediciones experimentales en una region del plano ecuatorial (¢ = 7/2), donde podemos
apreciar que la velocidad maxima se ubica cerca de la esfera interior, como se reporta en [51].
Esto se puede explicar si consideramos que la fuerza de Lorentz estid confinada a la region
cercana a la esfera interior, donde tanto el campo magnético como la corriente inyectada son
més intensos y decae como r~°. Para este caso particular, la fuerza de Lorentz promueve una
rotacion del fluido en sentido horario, pero puede ser invertida al cambiar el campo magnético

o la direcciéon de la corriente inyectada, siendo esta tltima una implementacion mas sencilla.

La comparacion cualitativa de la velocidad angular uy entre el experimento y el analisis
matematico se muestra en la Figura 4.2, donde notamos que tanto en (a) como en (b) el méaximo
de la velocidad esta dado cerca a la esfera interna debido a la accién de la fuerza de Lorentz
que es mas fuerte cerca al iman dentro de la esfera interna debido a la magnitud del campo
magnético, aunque no pegado a la esfera interna pues esté la condicion de no deslizamiento en
las paredes. En la Figura 4.2 (a) notamos que cerca a la esfera externa hay un pico, el cual
atribuimos a un error experimental, quiza debido a la curvatura de la esfera que interfiere con
nuestras observaciones en esa zona.



Resultados 33

0 — ' ' ' ' ' ' 0.000

-0.001 |- x

-0.002 |- ,/-’/—// 1 -0.002
. -0.003 | e ]
= .
— r:
E 0004} / 1 2 -000a
[e]
= _0.005 |- |

-0.006 [ 1 - 0.006

-0.007 |- - .

-0.008 L—1 L L L L L L -0.008

0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.6 0.8 1.0 1.2 14
r(m) r
(a) Observacion experimental. (b) Solucién Analitica.

Figura 4.2: Perfil de velocidad uy en funcion del radio.

4.2. Flujo de arrastre con esfera interna en rotacién cons-
tante
El segundo caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de la esfera

interna sobre el fluido al girar en sentido horario en ausencia de fuerza de Lorentz, i.e. ; = 0.457
rad/s, Q, = 0, B’ = B} y J° = 0, como se muestra en la Figura 4.3 (a).
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(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una region del campo ecuatorial.

Figura 4.3: Observaciéon experimental.

En la Figura 4.3 (b) tenemos un Re = 1050, donde la rotaciéon promueve un flujo cuya
magnitud maxima se observa pegado a la esfera interna y llega a cero en la esfera exterior
en reposo debido a la condiciéon de no deslizamiento, que se visualiza mediante la longitud
de los vectores y se corrobora con la Figura 4.4, cuyos perfiles describen cualitativamente un
comportamiento en la velocidad angular conforme se avanza radialmente, aunque cabe destacar
que la caida es mas suave en la grafica analitica y la mayor diferencia entre la parte analitica y
expeimental esta en la zona cercana a la esfera interna, ademas, en la grafica experimental hay
un efecto de borde pegado a la esfera externa antes de caer a cero, nuevamente atribuimos esto
a un error experimental, debido a la falta de visibilidad en la region cercana a la esfera externa
por la curvatura y el grosor de nuestro aparato experimental. El comportamiento observado en
la Figura 4.4 entre (a) y (b) es principalmente diferente en la region cercana a la esfera interna.
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Figura 4.4: Perfil de velocidad uy en funcion del radio.
4.3. Flujo de arrastre con esfera externa en rotacién cons-
tante
El tercer caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de la esfera

externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario en ausencia de fuerza de Lorentz, i.e.
Q; =0, Q, =0.305 rad/s, B" = By y J° = 0, como se muestra en la Figura 4.5 (a).
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(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una region del campo ecuatorial.
Figura 4.5: Observacion experimental.

En la Figura 4.10 donde Re = 1800, el arrastre de la esfera externa promueve un flujo prin-
cipalmente en la direcciéon negativa en y, cuya magnitud méxima se observa pegado a la esfera
externa y llega a cero en la esfera interior en reposo debido a la condiciéon de no deslizamiento,
lo cual se visualiza mediante la longitud de los vectores. Asi mismo, las gréaficas experimental
de la Figura 4.6 (a) y analitica de la Figura 4.6 (b) muestran este comportamiento pero con
una concavidad opuesta que los diferencia, el por qué de esta y otras diferencias se podrian
deber al régimen en que se llevan a cabo la parte analitica y experimental, siendo la primera
para un namero de Reynolds Re < 1 y la segunda la tenemos para Re ~ 103.
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Figura 4.6: Perfil de velocidad uy en funcion del radio.

4.4. Flujo de arrastre con esferas interna y externa en ro-
tacion constante

El cuarto caso a estudiar, corresponde a un flujo generado por el arrastre de las esferas
externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario e interna al girar en sentido horario en
ausencia de fuerza de Lorentz, i.e. Q; = 0.457 rad/s, Q, = 0.305 rad/s, B = Bg y JY =0,
como se muestra en la Figura 4.7 (a).
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(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Campo vectorial en una region del campo ecuatorial.

Figura 4.7: Observaciéon experimental.

Cuando ambas esferas giran en sentido contrario, se observan regiones con velocidades
positivas y negativas, siendo positivas en la region cercana a la esfera interna debido al arrastre
de esta y negativas en la regiéon media y cercana a la esfera externa debido al arrastre de esta
ultima como se aprecia vectorialmente en la Figura 4.7 (b), donde tenemos Re = 1750. ES
interesante notar que el flujo es mayormente influenciado por el arrastre de la esfera externa,
esto debido a que gira con mayor velocidad, generando asi mayor fuerza de arrastre, lo cual
puede comprobarse al analizar los ntiimeros de Reynolds de las secciones 4.2 y 4.3. Ademés, los
resultados experimentales muestran la aparente aparicién de un punto de inflexiéon que cambia
la concavidad de la grafica como se muestra en la Figura 4.8 (a) aunque podria ser simplemente
una zona en la que el promedio saliera extrano, pues a grandes rasgos la concavidad pareciera
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mantenerse convexa, mientras que en la grafica analitica en la Figura 4.8 (b) se observa que la
concavidad convexa se mantiene en todo momento. Para este caso particular, se puede observar
que analiticamente y experimentalmente (Figura 4.8) los perfiles tienen cierta similitud entre
si, mucho mejor que los casos dos casos anteriores de las secciones 4.2 y 4.3, que involucran
también tnicamente fuerzas de arrastre.
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(b) Solucion Analitica.
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Figura 4.8: Perfil de velocidad uy en funcion del radio.

4.5. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas con esfera externa en rotaciéon constante

El quinto caso a estudiar es finalmente la superposiciéon de ambos efectos, que corresponde
a un flujo generado por la fuerza de Lorentz en sentido horario y por el arrastre de la esfera
externa sobre el fluido al girar en sentido antihorario, i.e. Q; = 0, Q, = 0.305 rad/s, B® = Bg
y JY = J como se muestra en la Figura 4.9 (a).
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Figura 4.9: Observacion experimental.

En los resultados experimentales obtenidos para el caso electromagnético de la seccion 4.1,
la velocidad méxima se obtiene mas cerca de la esfera interna, mientras que en el caso de arrastre
por movimiento en la esfera externa en la seccion 4.3, la velocidad maxima se encuentra justo
en la esfera externa. Ahora bien, si la esfera externa gira y se aplica la fuerza electromagnética,
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se puede obtener una amplia variedad de flujos dependiendo de las condiciones. Sin embargo,
las comparaciones mostradas en la Figura 4.10 valida los supuestos asumidos para la solucién
analitica, ajustando bastante bien el perfil experimental (Figura 4.10 (a)) cualitativamente con
el perfil analitico (Figura 4.10 (b)). En ambas graficas de la Figura 4.10 podemos notar que
hay un maximo positivo cercano a la esfera interna, esto sucede debido a que la condicion
de no deslizamiento mantiene la velocidad en cero pegado a la esfera interna (impidiendo asi
el movimiento debido a la fuerza de Lorentz en este punto), sin embargo después domina el
término de la fuerza de Lorentz que promueve un flujo antihorario (de acuerdo con la Figura
4.9 (b)), también tenemos la esfera externa en rotacion pero en sentido horario (de acuerdo
con la Figura 4.9 (a)), por lo que esta fuerza es opuesta a la de Lorentz, lo cual ocasiona un
cruce por cero en el momento en que las fuerzas son equiparables. Esto explica que el maximo
positivo sea debido a la Fuerza de Lorentz, ubicado entre la condicién de no deslizamiento y la
fuerza de arrastre por la esfera externa.

Para este caso tenemos un Re = 770 y ademéas vale la pena mencionar el nimero de

Ekman, el cual esta dado por Ek = LQ, donde € es la velocidad angular. En general, para

estos experimentos se espera una valor de Fk < 1 y para este caso experimental tenemos
Ek = 8.89x107°, que es un valor aceptable para nuestro experimento.
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(a) Observacion experimental. (b) Solucién Analitica.

Figura 4.10: Perfil de velocidad uy en funcién del radio.

Este caso es el que mas se asemeja (en la medida de las posibilidades de este experimento)
con las condiciones del niicleo terrestre, pues toma en cuenta el movimiento angular en la esfera
externa que simula el limite del nicleo externo y también una fuerza de Lorentz.

4.6. Forzamiento electromagnético entre esferas concéntri-
cas con esfera interna en rotacidn constante

El sexto caso a estudiar es nuevamente la superposicion de los efectos electromagnéticos
y de arrastre que corresponde a un flujo generado por la fuerza de Lorentz en sentido horario
y por el arrastre de la esfera interna sobre el fluido al girar en sentido horario, i.e. 2; = 0.457
rad/s, Q, = 0, B’ = B) y J° = J), como se muestra en la Figura 4.11 (a).

En este caso, estamos juntando los casos de las secciones 4.1 y 4.2 para la parte experi-
mental, lamentablemente, este caso experimental presenté errores de los que nos dimos cuenta
muy tarde, puesto que diferia de la gréafica analitica en algo que no podia diferir, esto es, en
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la condicion de no deslizamiento en la esfera externa, por lo que descartamos estos resultados
atribuyendo los errores a no haber esperado tiempo suficiente para llegar a un estado estacio-
nario del flujo respecto al experimento anterior. Podemos observar en la Figura 4.11 (b) que
la fuerza de Lorentz actiia débilmente en este caso, pues como vimos en los casos 4.1 y 4.5,
su mayor efecto se alcanza cercano a la esfera interna pero en este caso es sobrepasada por
la fuerza de arrastre de la esfera interna en rotacion, por lo que las fuerzas electromagnéticas
apenas y contribuyen al movimiento en la zona media de observacion.

0.015—

)
Fuerza de Lorentz B Rotacién de la
Esfera Interna
Electrodos 0.010-
Héz de Laser :m 0.005
0.000
Solucién
Electrolitica Imi4n Cilindrico . :
de Neodimio 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
r
(a) Esquema ecuatorial del caso. (b) Solucién analitica.

Figura 4.11: Resultados analiticos.

Finalmente queda mencionar que en estas condiciones, el error maximo en las observacio-
nes experimentales fue del 15%. Por un lado, este error se puede deber a errores intrinsecos
al método PIV, como la velocidad de grabado de la camara, el paralelismo entre el plano de
observacion y el lente de la cdmara o errores en el software PIVIlab con las particulas prueba y
por otro lado, cabe mencionar que nuestro sistema esta filmando a través de una esfera solida
traslucida, que respecto a la visiéon de la caAmara cambia su curvatura y en menor medida su
grosor conforme el plano de observacion avanza en la coordenada r. Debido a esto, se presentan
efectos de borde a los que atribuimos mayoritariamente los errores.

La region de observacion de las figuras del campo de velocidades difieren en el eje y debido
tunicamente a la longitud de los vectores, los cuales, para alcanzar a apreciarlos bien cada caso,
se ajustaron unicamente en la componente del eje y.

En todos los casos, se puede observar una cierta concordancia entre los resultados tedricos
y las mediciones experimentales, sin embargo, en el caso que mas nos interesa por la naturaleza
de nuestro sistema magnetohidrodinamico, que es el caso 4.5, los perfiles se ajustan particu-
larmente mejor que en los casos de fuerzas aisladas de las secciones 4.1, 4.2 y 4.3. El caso 4.6
que hubiera sido también de particular interés lamentablemente no pudo ser comparado exito-
samente. El caso 4.4, pese a no tener efectos electromagnéticos en el sistema también se ajusta
muy bien en el perfil analitico respecto al experimental.



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo abordamos tedrica y experimentalmente el flujo impulsado electromag-
néticamente entre dos esferas concéntricas considerando la rotacion diferencial y la agitacion
electromagnética en el régimen laminar, que ha sido poco investigado. La fuerza electromagné-
tica azimutal se genera mediante la interaccion de una corriente continua inyectada radialmente
en la region ecuatorial y un campo magnético dipolar. Esta configuraciéon es una versiéon mo-
dificada de uno de los problemas fundamentales de la dinamica de fluidos: el flujo de Couette
esférico giratorio. Sin embargo, dado que la agitacién electromagnética esta presente, el flujo
ahora depende de un mayor ntimero de pardmetros que dan lugar a un conjunto mas amplio
de estructuras de flujo, que son una investigacion en curso. Debido a la simetria del problema,
se presenta una soluciéon analitica para Re < 1. La caracterizacion experimental se realizd me-
diante la técnica PIV en una seccién del plano ecuatorial. Para la validacién de los modelos
analiticos se considerd una revision sistematica de seis diferentes casos, tres de ellos puramente
hidrodinamicos, uno que sé6lo involucraba forzamiento electromagnético y dos casos combinados.
En condiciones experimentales exploradas, el niimero de Reynolds varia de 525 a 1800 aproxi-
madamente, lo que confirma el régimen de flujo laminar. A pesar de que se han desatendido
diferentes fenémenos en la obtencion de la solucion analitica, las comparaciones mostradas en
este trabajo confirman su validez en el régimen de flujo progresivo (Re < 1). Ademas, los perfiles
de velocidad experimentales y analiticos se compararon con éxito de forma cualitativa para al-
gunos de los casos, sin embargo, mostraron diferencias para otros, lo cual puede ser explicado en
términos del régimen obtenido experimentalmente que tiene un Reynolds de aproximadamente
3 ordenes de magnitud mayor, lo cual da validez a los modelos y suposiciones matematicas
realizadas y nos confirma que vamos por buen camino en la compresion de flujos generados
en dinamos esféricos y que al menos para electrolitos podemos estar confiados para intentar
resolver las ecuaciones numéricamente y ver fluidos tridimensionales tomando especial atencién
en el régimen para futuras comparaciones. Existe ya un articulo publicado con los datos de
este trabajo donde se agrega una comparaciéon numérica y un analisis mas extenso [?]. A pesar
de que obtuvimos una buena concordancia entre los resultados teéricos y experimentales, ain
quedan varios temas por entender, tales como: la estabilidad del flujo en funcién de las fuerzas
impulsoras y la extension del modelo hacia otros planos. A diferencia de la ecuacion, la validez
de estos resultados para liquidos altamente conductores, entre otros, requiere una investigacion
separada, por lo que el trabajo con metales liquidos como el galinstan ya se esta llevando a cabo.
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