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Capitulo 1

Introduccion

Las colisiones de iones con atomos han pasado de ser una técnica de investigacién fun-
damental a ser un tema de gran importancia para varias aplicaciones. Esto debido a que
tecnolégicamente se ha alcanzado una energia de impacto muy grande, lo que hace que la
longitud de onda de De Broglie sea muy pequena, alcanzando una resolucion muy buena
y con ello se tiene una caracterizacién precisa de los procesos de interaccién tales como
la ionizacion y la exitacién de los atomos o moléculas, transferencia de electrones entre el
blanco y el proyectil asi como la energia perdida por el proyectil mientras se atraviesa un
medio.

Con el advenimiento del anillo de antiprotones de baja energia (LEAR) [1] y, més tarde,
también el descelerador de antiprotones (AD) [2], ambos siendo parte del CERN, una
nueva rama de la fisica fue establecida. De este modo, antiprotones son ralentizados a
velocidades similares a la de Bohr, es decir, la velocidad de un electréon en un atomo de
hidrégeno. Los fenémenos que ocurren en el correspondiente régimen de energia son bien
descritos por la fisica atomica y molecular. Un proceso que puede ocurrir en interaccio-
nes de antiprotones de baja energia con atomos y moléculas es la captura antiprotonica.
De este modo un antiprotén, relativamente pesado, es capturado por un nticleo positivo
similarmente a un electrén en atomos y moléculas ordinarias.

La relativamente pesada masa del antiproton permite una descripcién semiclésica en la
cual el proyectil se mueve en una trayectoria clasica y es aplicable incluso cuando el mismo
tiene una velocidad similar a la de Bohr o menor. Por esta razon, utilizar en nuestro estu-
dio a esta particula nos puede permitir un tratamiento numérico menos robusto y de esta
forma consumir menos recursos computaciones procurando tener resultados comparables
con otros trabajos.

El motivo por el cual escogimos trabajar con el ion molecular H, es el hecho de que
se trata de la molécula mas simple, incluso existe solucion analitica a la ecuacién de
Schrodinger para esta molécula en coordendas prolatas [3] dentro de la aproximacion de
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Born-Oppenheimer. Lithr [4] realizé un estudio detallado en la colision de protones y
antiprotones con distintos atomos y moléculas. Particularmente son sus resultados en la
colisién H, —p los que son de especial interés en este trabajo pues muestra la seccién trans-
versal de ionizacién utilizando el método close-coupling dependiente del tiempo. También
quisiera resaltar el trabajo pionero de K. Sakimoto [I5] en el estudio de la colisién Hy —p
quien utiliz6 el método de Representacion en Variable Discreta (DVR en inglés).



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Aproximacién Born-Oppenheimer

Debido a que la masa del electron y la masa de los nucleones es muy distinta, para cier-
ta cantidad de momento el nicleo se mueve mucho més lento que el electréon y de esta
caracteristica se vale la aproximacién de Born-Oppenheimer para conseguir expresar la
funciéon de onda de una molécula como el producto de una electrénica y otra nuclear
U = 9.1, despreciando, de esta manera, los términos de acoplamiento. A grandes rasgos,
el desarrollo de esta aproximaciéon va como sigue.

La ecuacién de Schrodinger para una molécula la podemos escribir de la siguiente forma
T.+Tr+V(r,R)| U(r,R) = EV(r,R), (2.1)

donde 7, es la energia cinética total de los electrones, Ty la de los nicleos y V(r,R) la
energia potencial total. Para dar un tratamiento perturbativo vamos a considerar a los
nicleos fijos y con ello la ecuacion de Schrodinger se reduce a

T+ V(L R)| v = ca(R), (2.2)
donde 7, es la funcion de onda electrénica.

Para comenzar con la aproximacién de Born-Oppenheimer utilizando las soluciones de la
ecuacién ([2.2) para desarrollar las soluciones de (2.1]) en la forma

U(r,R) = ngm<R)wm<r7R)u (2.3)
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donde ¢,,(R) es la funcién de onda nuclear para un estado electrénico m.

Al sustituir (2.3) obtenemos

Observamos que
. o . h?

En la region cercana al equilibrio las funciones electrénicas ¢ varian lentamente con R,
por lo que los dos ultimos términos de la ultima expresion son despreciables. Ademas, el
ultimo sumando desaparece cuando M >> 1 el cual es este caso. Con esta aproximacion,
la ecuacién anterior se reduce a

Z VY [TRSOm + gm(R%Dm} =EB Z YmPm.- (2.6)

Al multiplicar por 9! e integrar sobre todas las variables electrénicas, queda finalmente
una ecuacién de Schrodinger para el movimiento nuclear:

TRgpn +en(R)pn = Epp. (2.7)

Esta ecuacién muestra que la energfa electrénica €,(R) del estado en consideracion es el
potencial que determina el movimiento nuclear [17].

Con el resultado anterior podemos estudiar las caracteristicas de la molécula de H, utili-
zando técnicas como la Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos para conocer la funcién
de onda electronica que nos permita desarrollar la dindmica de las colisiones que deseamos.

2.2. Combinacion Lineal de Orbitales Atomicos

Debido a que podemos suponer que los protones estan fijos en el espacio entonces el
hamiltoniano electrénico de la molécula Hy es

R 2 /11
H=-—'v*-_° <—+—>, (2.8)

2m dmeg \r1 9

donde ry y ro son las distancias del electréon a los protones.



El método de Combinacion Lineal de Orbitales Atémicos, nos permite considerar como
solucion aproximada a este hamiltoniano como una combinacion lineal del estado base del
atomo de hidrégeno

Y(r)1s = (%)m e r/m, (2.9)

Tag

Podemos pensar que la molécula de Hy se forma atrayendo, desde el infinito, un protén
hacia un atomo de hidrégeno. Inicialmente el sistema comienza como H + p pero conforme
la distancia entre ellos decrece llega un punto en donde el proton trata de robar al electron
de H pero debido a la simetria del potencial que siente el electron podemos considerar a
esta funcién de onda (de manera aproximada) como la combinacién lineal de dos funciones
de onda del estado base de H. Esta combinacion lineal puede ser simétrica o antisimétrica,
es decir,

\I/:t(r, R) = N:t [wls,l(r, R) + 1/118’2(1', R)] 3 (210)

donde N es el factor de normalizacion.

Si calculamos la norma nos queda (de aqui en adelante haremos 151 = [1) y V152 = [2))

N2 = (14+21+2) = (1[1) + (22) £ 2 (1]2), (2.11)
hacemos S = (1]2) que mide el traslape entre las funciones de onda 1 y 2.

Como (1]1) = (2]2) = 1 entonces s6lo nos queda calcular el valor de S, el cual queda de
la siguiente forma

S = e~ ft/ao, (2.12)

R 1/R\?
1+—+-1—
Qo 3 Qo

Finalmente vamos a calcular el valor esperado del hamiltoniano dado por la ecuacién ({2.8])

1

ﬁ>:N21i2FI1i2:—
( PaE2Hx2) = o

[<1\ A1)+ (1| H |2>} , (2.13)

en la literatura [I7] se pueden encontrar los cdlculos detallados, en este caso sélo nos
limitaremos a escribir el resultado

A\ 2 (1+xz)e £ (1—22%/3)e™®
<H> =B+ g . (2.14)




Una grafica del valor esperado de H para la funcion de
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Figura 2.1: <I:I > de la molécula H, para los estados simétrico y antisimétrico.

Hemos de notar que para el caso antisimétrico no existe un minimo para R finito con
lo cual este es un estado inestable. En cambio, la simétrica posee un minimo alrededor
de R = 2.5 u.a.. Notemos que en cada caso la energia tiende a —0.5 u.a. para distancias
internucleares muy grandes la cual es la misma que el estado base del &tomo de hidrégeno.

El resultado para el estado molecular simétrico (también llamado o,1s) lo podemos uti-

lizar para saber qué tan buenos son nuestros resultados numéricos que explicaremos en
capitulos siguientes.

2.3. Potencial de Morse

Una parte muy importante en este trabajo, pues vamos a utilizar una molécula de H,,
es el potencial de Morse pues es un modelo de interaccién interatomica conveniente para
la energia vibracional de una molécula diatémica. Es una mejor aproximacion para la
estructura vibratoria de la molécula que el oscilador arménico cuantico porque incluye
explicitamente los efectos de la ruptura de enlaces. También explica la anarmonia de los
enlaces reales y la probabilidad de transicién distinta de cero para las bandas armoénicas

y de combinacién. También se puede utilizar para modelar otras interacciones, como la
dada entre un atomo y una superficie.

La forma de potencial de Morse es



V(r) =D, (1 — e ora)?, (2.15)

donde r es la distancia entre atomos, 7. es la distancia de equilibrio, D, es la profundidad
del pozo, y a controla el ’ancho’ del potencial (cuanto méas pequeno es a mas grande es
el pozo). La energia de disociacién del enlace se puede calcular restando la energia de
punto cero Fy de la profundidad del pozo. La constante de fuerza (rigidez) del enlace se
puede encontrar mediante el desarrollo en serie de Taylor de V(r) alrededor de r = r,,
considerando solamente los términos hasta segundo orden

V(r) = Dea®(r — 1), (2.16)

que es equivalente al potencial de un oscilador arménico si D.a? = k./2 y entonces

ke
2D,

(2.17)

a =

donde k. es la constante de fuerza pasa oscilaciones pequenas alrededor del minimo del
pozo.

Dado que el cero de la energia potencial es arbitrario, la ecuacién para el potencial de
Morse se puede reescribir de muchas maneras. Cuando se utiliza para modelar la interac-
cién atomo-superficie, la energia cero se puede redefinir para que el potencial de Morse se
escriba como

Viu(r) =V (r) — D, = D, (e 2277e) — 2¢=alr=re)) | (2.18)

que es la forma que Morse propuso en su publicacién de 1929 [7].

Para obtener las soluciones, de la ecuacién de Schrodinger con este potencial, primero
debemos hacer dos cambios de variables. Inicialmente hacemos u = r — r. y luego y =
exp (—au). Con lo que la ecuacién de Schrodinger nos queda

U 14V 2u | E 2D,
d_y2 4 ;d_y + T {E ; — De} U = 0. (2.19)
Ahora hacemos
d= QD)2 p e =2d (2.20)
a0 BT TR AT '

y con esto nos queda



d?

2 2
d‘PJr(C_i_b__l)q;:o' (2.21)

Vamos a hacer el siguiente cambio de variable

U(z) = e 2222 F(2), (2.22)

y entonces, para las derivadas de ¥ tenemos

v
—F = (b— 2)e */282 7 F (2) +
v ob 2P —2/2 _b/2-2 —z/2 _b/2
T ot T)e T F(2) +e #2212 F"(2), (2.23)
1dw b
= (55 ) s ), (2.24)
z dz

por lo que la ecuacién (2.21)) queda

d*F dF b 1
- 1 — 2) — 2 _2\F —0. 29
z = + (b—|— z) ; + (d 5 2) (z) 0 ( 5)

La solucién a esta ecuacién es un polinomio finito si d — b/2 — 1/2 = n con n entero. Y
esta solucién son los llamados Polinomios Asociados de Laguerre y se escriben como sigue

F(2) = Ly (%)

db z dn+b n+b_—z
=3 | (z"*e7?) |, (2.26)

para que estos polinomios sean distintos de cero, b > 0 por lo que n sélo puede tomar los
valores entre 1 y d — 1.

Finalmente, la solucion de la ecuacion de Schrodinger con el potencial de Morse es

U(r) = Nexp (—de_“(r_”)) X
> [Zde—a(r_re)} (2d—2n—1)/2 ng:ii—ll [Zde—a(r_re)} , (227)

donde N es la constante de normalizacién.

Ademas, podemos encontrar la energia



1 h2w? 1\?
E = —D, + hw —) - - 2.2
et <n+2) 1D, (n+2) : (2.28)

donde w es la frecuencia angular y se puede deducir directamente de la ecuacién ([2.17))
sabiendo que k., = pw?.

Debemos recordar que esta energia la obtuvimos al considerar el potencial de Morse menos
la constante D, por lo que la energia que obtendriamos al considerar ([2.15]) es

1 h202 1\2
E = hw ) - ) 2.2
(n—l— 2) ) (n—l— 2) (2.29)

2.4. Rotacion de Moléculas Diatomicas

Como primera aproximacion podemos modelar el movimiento rotacional de una molécula
sin tomar en cuenta la parte vibracional dada por el potencial de Morse. Debido a esto
la molécula se va a comportar como un rotor rigido pues la distancia internuclear no va
a cambiar. Notemos que el hamiltoniano (cldsico) para un rotor rigido es

L o

H L2, (2.30)

B 212

pues si consideramos el potencial de interaccion entre ambos es una constante que pode-
mos hacer nula debido a que su posicion relativa no cambia.

Para obtener el hamiltoniano de un rotor rigido basta con reemplazar el momento angular
al cuadrado por el operador L? en la anterior ecuacion.

En coordendas esféricas el hamiltoniano se escribe

N h2 o2 1 9 1 92
H=- 902 FrRsCr Y 2.31
2pr? {892 * tan 6 96 * sin? 6 6¢2] ’ (2.31)
entonces la ecuacién de Schrodinger para este caso es
B2 [ 02 1 0 1 8
N 202 —t 75|V = FEU ) 239
2pur? [892 T angoe " sm298¢2] (0,¢) ) (2.32)

En la literatura [14] podemos encontrar el desarrollo completo de su solucién que resultan
ser los armoénicos esféricos dados por
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m I =—m)!
Y, —\/ Tl m)] ™ P (cos 6), (2.33)

donde P/" son los llamados Polinomios Asociados de Legendre y |m| < [ con m y [ enteros.

Ademas tiene las siguientes energias

2

h
B = o1+ 1), (2.34)

donde I = pur? es el momento de inercia.

2.5. Colisiones atomicas

En la colisién p con Hj los siguientes canales son abiertos

Hf +p—p+H"+H " +e, (2.35)
Hf+p—p+H+HT, (2.36)
Hf +p—P+H, (2.37)
Hf +p—P+pte, (2.38)

donde P es el simbolo utilizado para el protonio que se trata de un atomo exético confor-
mado por un protén y un antiprotén.

En este trabajo vamos a utilizar la aproximacion de Born-Oppenheimer con lo cual el
canal de disociacién (el segundo) no podemos alcanzar ya que los ntcleos estan fijos.
Los canales de formacién de protonium seran el objetivo cuando logremos implementar
Dindmica Electrén-Nucleo.

En este trabajo utilizaremos el método semiclasico de parametro de impacto ya que se
ha encontrado que la interaccién coulombiana tiene efectos despreciables sobre la trayec-
toria del proyectil. Consideramos que el proyectil se mueve describiendo un Movimiento
Rectilineo Uniforme cuya distancia al centro de masas de la molécula esta dada por

R =V + 022, (2.39)

donde b es el parametro de impacto y t el tiempo.
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Dentro de esta aproximacién podemos calcular la seccién transversal de ionizacion con la
siguiente expresién

Lm(lfl‘
o= 27r/ db bP(b). (2.40)
0

En caso de llegar a pensar en llegar al canal de disociacién es necesario utilizar otra apro-
ximacion en la cual los nicleos si tengan movimiento y una de ellas es la conocida como
Dinamica Electron-Nucleo que se muestra a continuacion.

2.6. Dinamica Electron-Nucleo

Para conocer la dindmica de una colisién H, —p vamos a aproximar la interaccién electrén-
nucleo al considerar el movimiento acoplado de cada particula del sistema. Podemos pen-
sar que los electrones interactiian con los ntcleos, considerados como particulas clasicas
que se encuentran en el valor esperado de sus coordenadas cuanticas en cada instante
de tiempo. Con ello estamos diciendo que realizamos un tratamiento semi-clasico de la
colision.

Para conocer la evolucion de nuestro sistema vamos a utilizar el principio de minima ac-
cién 0A = 0 dado por la siguiente ecuacién

to
A= / LV, U* t) dt, (2.41)
t1
con un lagrangiano dado por
0 .
L= <\I/|za—H|\I/>. (2.42)

La funcién de onda acoplada de nuestro sistema se compone de una parte nuclear y otra
electrénica

() = [V) [#) . (2.43)

La parte nuclear la conforma un paquete gaussiano

1
(x; —R;)* +i=P; (x;, — R;)| , (2.44)

h

N
M;w
n:A -
o = oo [~

12



donde A es la constante de normalizacién.

Ademas

o1v) _ 9[v)

ot - ot ‘¢n> + ’qje> ot ) (245)
por lo que al proyectar sobre ¥ tenemos
(e[ ) = tonlond (| 52 )+ (wudwa) (n] %00, (2.40
como (P, |pn) = (Ve|V,) = 1, es decir, estan normalizados y entonces
ov ov, 0n,
Ul— ) =( V. |— . 2.4
o) = Qo)+ (o) )
Para la parte nuclear
Olén) _ O Aﬂex _ M (x; — R;)* + p, (x; — R;) (2.48)
or ot | CALTP [Ty T R TR TR '

Por comodidad hacemos B; = —25 (x; — R,)’ +iP; (x; — R;) /h y entonces

9, _ 1
ot h

N
(le (X1 — Rl) Rl + ? (Xl — Rl) P1 — P1R1> BBI HBBi

1=2
N
roem |1 G& (2.49)
ot =2 7 '

Como cada factor comparte la misma forma podemos concluir que

3!%

S?‘IH

Z[ R)) R, +iP; (x; - R)) —z’PiRi] |Pn) - (2.50)

Debemos notar que (¢,|x; |¢n) = Ry, es decir, R; no es méas que la posicién promedio de
la variable cuantica x; entonces cuando lo anterior lo proyectamos sobre |¢y,)

(o2

a¢n i N )
- ——Y"P,-R, 2.51
> h;:l: Ry, (2.51)

13



entonces el lagrangiano nos queda

c=in(

El hamiltoniano del sistema es el siguiente

o al .
U, W>+;Pi-Ri—(xp\qrz\xm. (2.52)

1 Z; Z:e?
’H:_ — _ Lt Ay 2.53
2me Z i 47T6OZ|I‘—R| 4W€O;|RZ‘—Rj| ( )

entonces

h? 1 N 7.2
U H W) =(T,| | — V2 — § J U
(PIH D) = e|< 2m. dmey ]r—Rj\>| 2

FLZ x ZZ‘Z]'G2
- — —= |oy) . 2.54

=1

Si desarrollamos el tercer sumando, como {x;} son variables independientes 0x;/0x; = 0
y entonces,

N
(6n] Vi, [6n) = (60| V3, (H B)

J=1

= (cbnl (Mw( H

Z :1

1 N
= ﬁ<¢n|[—]\/[iw+( Mw(x; — R;) 4 iP;)] 1:[

1
= 3 (Ol [FAMw + MW (x; = Ry)? = 2iMiw(x; — Ry)P; = PY] |n)
1

— ~3 <P2+ th).

Para considerarlo un paquete de minima dispersién tenemos que hacer Aiw — 0 y con ello

P2

<¢n’ V;ch ¢n> = _ﬁa

(2.55)
por lo tanto

14



B2 1 L Ze?
om V- 4 Z _j . We)
e T ‘5 Ir — R

al al Z:Zje
L = PR, — 2.56
(v > > ;QM mzm @
h?
v )
- (Tl - 2m6 471'8 Z |r ve)
De la ecuacién de Euler-Lagrange
d (0L oL
— [ Z=)_-=Z==9 2.57
dt ( dq ) dq ’ (2.57)
podemos pensar que ¢ = (V.| = ¥’ entonces L£(¢) = 0. De (2.54) se tiene que = 0 por
lo que
o R, 1 e Ze?
h Y- - Ve — / V) =0 2.
! ot > 2me 47T€0 JZI |I‘ — R]| | > ’ ( 58)
que es justamente la ecuacién de Schrodinger para el electron.
Si pensamos que ¢ = R; tenemos gé = P, y entonces
oL 1 al 9 1
= .|y Ze? v,
8RZ 47T€0< |]Z i€ 8RZ (’I'—R]‘) ‘ >
dre €0 ; kz>j 8R |Rk — jl
1 Zie(r — Ri) - R,
= v, v,) R TY ) (5,5 — 6
47r€o< | \r—Rj]?’ 47T€oZ ke ( Ry - R j|3>( ’ )
=P, (2.59)
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Si g = P; entonces L <RZ) = 0 por lo tanto % = 0 y de esta forma

Condensando los resultados

o h? 1 L Zge?
h|—= ) = |- 2 _ J T,
! ‘ (’9t> Zmev 4#50;]1‘—Rj\ ITe)
M;R; =P,
. Ziez(r — Rz) ZkZ‘Gz
4regPy = (U, | ————2(0) + Y —— (R — R;) (6 — 0y5) -
R Z R - R,[* / :

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Este sistema de ecuaciones nos dice cémo se mueven los niticleos en funcién del campo
promedio del electrén y de los otros nicleos. Esto lo podemos utilizar para describir las
colisiones que deseamos con trayectorias mas realistas, cuando se resuelve el sistema de

manera simultanea.
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Capitulo 3

Método numeérico

En la mecanica cuantica los sistemas fisicos deben cumplir con la ecuacién de Schrodinger

n* 9? 0
{——— + V(a:)} U(x,t) = iﬁalll(x, t), (3.1)
y se resuelve, para sistemas simples y de forma analitica, conociendo la expresién para el
operador hamiltoniano (propia de cada sistema fisico)

A

H=T+V, (3.2)

y aplicando métodos tales como separacion de variables y luego técnicas para las Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias.

Para sistemas de muchos cuerpos es necesario realizar aproximaciones que hagan las ex-
presiones mas simples o utilizar métodos numeéricos que nos permitan describir el sistema
fisico estudiado. Uno de estos es el de diferencias finitas, que es el que vamos a utilizar
para estudiar nuestros sistemas, y se muestra a continuacién.

3.1. Meétodo de Diferencias Finitas

La necesidad de utilizar este método radica en que conceptos como la derivada y la integral
no pueden ser utilizados directamente pues en el limite esto implicaria realizar operaciones
donde el tiempo de cémputo tenderia a infinito.

Se piensa en un sistema fisico de una dimension espacial y otra temporal como una
malla de 2 dimensiones donde las variables propias del espacio-tiempo toman los valores
discretos z y t", con k,n enteros. Geométricamente se puede pensar como una malla de
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dos dimensiones donde los nodos son puntos que corresponden a (zy,t") como se ilustra
en la figura (3.1

Axk

n+1

k-1 k k+1
Figura 3.1: Red de Cémputo. Tomada de [5
Para conocer la aproximacion de una segunda derivada parcial en diferrencias finitas de

f(z,t) se hace un desarrollo en serie de Taylor a segundo orden de esta misma funcién,
alrededor de zg

of 16%f

= _ 2 3
flzo + Az, t) = f(xg) + e LO Ax + 202 |, Az® 4+ O(Ax?) (3.3)
y
_ of 10%f 2 3

de donde se tiene una expresion para lo que se define como una diferencia hacia adelante

of ~ fo+ Az) — f(x0)
y hacia atras
0 — - A
_a£ - J (o) i(ifo z) O(Az?). (3.6)
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finalmente se suman (3.4]) y (3.3) de donde se obtiene

0*f

da?

_ flwo+ Ax) = 2f(20) + f(z0 — AX)
N Ax?

+ 0 (Az%). (3.7)

T=x0

Dentro del contexto del método de diferencias finitas vamos a suponer que (x,t) corres-
ponde a un punto en la red espacio-temporal y de esta forma © — xy, * + Az — xp1q,
t—t"y f(x,t) = fi. Con lo anterior podemos reescribir (3.7)) como

02 f

s _ fre1 = 2fe + fuar
0x?

(Az)”

+ 0 (Az?). (3.8)

T=T)

Otro caso que nos interesa desarrollar dentro de esta aproximacion es el de la integral.
Utilizamos la definiciéon de Riemann, pero no podemos realizar el caso limite porque
nuestra malla tiene un tamano de paso Ax finito, con lo cual

/abf(a:)dx

donde a =z, y b=xy.

N—

r

I
=
5
kol
s

|

8
z

I
=

B>
RS
—
w
N/

Una vez que tenemos conocimiento de la forma que toman las expresiones deseadas dentro
de la aproximacion toca el turno de utilizarlas en la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo

{_h_Qa_Q + V(x)} U(x,t) = EV(z,t). (3.10)

3.1.1. Caso independiente del tiempo

Para un potencial V' (z), la aproximacién en una malla uniforme con un tamafno de paso

Az = xp41 — o sustituimos (3.8) en (3.10) y tenemos

h_2 {\I’k+1 — 2V + Wy

- VU, = By, 3.11

en donde la dependencia temporal se ha omitido.

Debido a que nuestro espacio es discreto con valores kK = 1,..., N entonces la ecuacion
anterior tiene una solucién completa cuando se cumplen las condiciones de que ¥, sea
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de cuadrado integrable (¥, € L£?), con ello queremos decir que en la frontera de nuestro
sistema la funciéon de onda se anula. Entonces Wy_g =0y WUr_n,1 = 0 por lo que en los
puntos extremos de la malla se cumple

h2

y
h2

Esta condicién se puede incluir en un arreglo matricial si definimos un vector con compo-
nentes dadas por el valor de la funcién de onda en la malla ¥ = {¥,}. El sistema queda
como

HY = £V, (3.14)
donde H tiene elementos dados por
h2
Hy; = ——=+V,
p(Ax)
h2
H;; - 3.15
i+l 2/,L (ALE)Q ( )
h2
Hi; —— (3.16)
21 (Az)

donde el resto de componentes de H son nulos y con ello tenemos una matriz hermitiana
tridiagonal. Escrito asi el sistema nos deja ver que el problema de conocer la funcion de
onda se vuelve un problema de autovalores y autovectores de dlgebra lineal.

Como sabemos, los sistemas fisicos evolucionan en el tiempo y es por ello que ademas de
conocer el caso estacionario también debemos hacerlo con el dinamico o dependiente del
tiempo.

3.1.2. Caso dependiente del tiempo.

Para conocer la aproximacién debemos utilizar la ecuacién (3.1)) y aplicamos la aproxi-
macion de diferencias finitas con lo que obtenemos
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Wy
tntl _¢n ’

h2 {\I/ZH - 2\112 + \Ijg—l (3 17)

_ 2 + Vi, UT =ih
2u (Az)? } ¢

Asi, para un tamaiio de paso en el tiempo de At = t"*! — " la funcién de onda en el

tiempo t"! se expresa como

ihAt iAt
— g oy P L P 4 P = gL 3.18
2,u(Ax)2{ k+1 k k 1} A k¥*k k ( )

Esta ecuacién representa un ejemplo del método explicito, puesto que la soluciéon a un
tiempo posterior depende de la misma a un tiempo anterior. Se sabe que este método
explicito es poco estable aunque numéricamente es menos exigente en recursos compu-
tacionales. Debido a que estamos interesados en comparar nuestros resultados con los
datos experimentales no nos seria de mucha utilidad utilizar este resultado. Que se puede
expresar de la siguiente forma

Pt = {1 - %H} L8 (3.19)

y sabemos que la soluciéon dependiente del tiempo, tedricamente, se puede obtener con el
operador de evolucion temporal y se expresa como sigue

U(z,t) = exp (—z’ 0131) Uz, t), (3.20)

con lo cual la ecuacién (3.19) no es més que el desarrollo en serie de Taylor a primer orden
para el tiempo At + ty.

Dados los argumentos anteriores combiene desarrollar nuestra aproximacion partiendo de
la ecuacién ([3.20) con un método, mas estable, que se conoce como Método de Cranck-
Nicholson.

3.1.3. Meétodo de Cranck-Nicholson en una dimensién

Si utilizamos la relacion de Baker-Campbell-Hausdorff, a primer orden,

exp (/1 + E’) = exp (121) exp (B) exp <[/21, B]) , (3.21)

podemos reescribir la ecuacion ([3.20]) como

At o At - At? 7
U(z,t) = exp <—27T) exp (—z?V) exp (—? [T, V}) U(x,ty), (3.22)
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donde At =t —tg.

Se puede ver que podemos despreciar el término que contiene el conmutador de T y 1%
para At lo suficientemente pequeno y entonces

U(x,t) ~ exp (—z%f’) exp (—z%V) U(z,to). (3.23)

Podemos utilizar (3.21) para separar el factor que contiene a T, pero como [T , T] =0

entonces
U(z,t) ~ e_i%Te_i%Te_i%V\D(x,to), (3.24)
tal que
ei%T\P(x, t) ~ e_i%fe_i%‘}\lf(x, to)- (3.25)
Por comodidad definimos
At~
f(x,t, tg) = exp —ZFV U(x,to), (3.26)

y si desarrollamos el factor dependiente del operador de energia cinética a primer orden
en serie de Taylor a ambos miembros de (3.25)), tenemos

At - At -
{1+2%T} U(z,t) ~ {1 —Z%T} [z, t,to). (3.27)
Como el operador de energia cinética es T = —h?/2u(82/0x?), podemos discretizarlo con
(3.8) obteniendo
n . hAt . . .
{‘Ijkﬂ ~huna? (Ui — 20 + ‘I’kﬁ)} - (3.28)
. hAt
= {kaer (fk+1—2fk+fk_1)}, (3.29)

ecuacion que se puede expresar en forma matricial como sigue

ATPH = AF (3.30)
donde las matrices AT y A~ son tridiagonales con elementos
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AL = 1420, (3.31)
Ai‘ﬂ = Fv, (3.32)
= Fu, (3.33)

hAt

donde v =1 TuAs? -

Este resultado se conoce como el método implicito de Cranck-Nicholson pues la ecuacion
que nos describe la evolucién al tiempo ¢t"*! depende de la funcién de onda en ese mismo.

El coeficiente v tiene mucha relevancia en este problema pues se ha encontrado que el
método de Cranc-Nicholson es estable y convergente para v < 1 e inestable para v > 1
con lo que elegir las dimensiones y resolucién de la malla queda restringido al hecho de
que esta condicién (v < 1) se cumpla. No olvidemos que también At tiene que ser pe-
queno para que se cumpla. Con lo anterior conocemos las condiciones que debemos
cumplir al momento de utilizar este método.

Para mostrar la utilidad de este método vamos a mostrar algunos ejemplos en este caso
donde sélo consideramos una dimension espacial.

Parte radial del atomo de hidrégeno

Sabemos que la ecuacién estacionaria de Schrodinger en tres dimensiones se escribe como

h2
- 2—V2‘I/(x,y, 2)+ V(z,y,2)¥(z,y,2) = EV(x,y, 2), (3.34)
i
donde 1 = mem,/(me + m,) es la masa reducida del dtomo.

Debido a la simetria del sistema podemos utilizar coordendas esféricas y con una propuesta
de solucién de la forma U(r,0¢) = R(r)0O(0)P(¢) nos queda, para la parte radial,

%d% (Tgacli_f) _ 2% V(r)— E] = 1(1+1). (3.35)

Debido a la naturaleza de la interaccion entre el protén y electrén, el potencial que vamos
a utilizar es el de Coulomb y definimos U(r) = rR(r) para obtener

241 dr? +

K2 &2 1 Ze* R
v { ‘ (l+1)| U= EU, (3.36)

Cdmey T 2pur?
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que es la ecuacion de Schrodinger con un potencial efectivo

1 e R
Ve = - —
s(r) dmeg T + 2412

I(1+1). (3.37)

Debido a la forma de (3.37) podemos resolverla numéricamente con el resultado del méto-
do de diferencias finitas ((3.30)).

Para poder conocer la precision de nuestros resultados vamos a compararlos con la solucion
analitica, dada por [9]

2\* (n—1-1)! 27 \! 2
U(r) = (n _per/meo (2} p2et (Z) 0 (3.38)
nag /) 2nl(n+1)!] nag nag

pie?
2n2h?(4meg)?’

donde L*}!' (2r/nag) son los polinomios asociados de Laguerre y ag = 4meoh?/m, es el
radio de Bohr para el atomo de hidrégeno.

Otro resultado que podemos utilizar para comparar nuestros resultados numeéricos es el
valor esperado de r, que en funcién de n y [ queda como

(r),, = (7) [3n% = 1(1+1)] . (3.40)

Con un tamano de paso Ax = 0.01 w.a. y un ancho de 7.0 u.a. obtuvimos la siguiente
densidad de probabilidad radial (U(r)?)
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0.6 T
Numerico e
. Analitico
05 |- ’ -
04| .
E)
o 03f .
5
02| -
01 | i
O | | | | s
0 1 2 3 4 5 7
r(u.a.)
Figura 3.2: |U(r)|? del estado 1s del 4tomo de hidrégeno.
ademas obtuvimos una energia de £ = —0.51059675495323631 u.a. con un error relativo

de 2.119350991 % y (r) = 1.4641203509408049 w.a. con un error relativo de 2.391976604 %.

Ahora vamos a mostrar el resultado de utilizar esta aproximacion para el estado 2p del
atomo de hidrégeno. Con un tamano de paso Az = 0.01 u.a. y un ancho de 30.0 u.a.
obtuvimos la siguiente densidad de probabilidad radial (|U(r)|*)
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Numerico .
Analitico

0.18 |- B
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0.14 s
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0.06 |- ,

0.04 ]

0.02 |- |

0 ! ! "
0 5 10 15 20

r(u.a.)

Figura 3.3: |U(r)|? del estado 2p del dtomo de hidrégeno.

en este estado obtuvimos EF = —0.12500025791437067 w.a. con un error relativo de
0.000206331 % y (r) = 4.9999812463984119 w.a. con un error relativo de 0.000375072 %.

Podemos ver que para el estado 1s la precision de este método es relativamente baja si la
comparamos con lo que obtuvimos para el estado 2p y creemos que esto es debido a que
este tltimo converge més répido a cero y con ello la divergencia 1/r, del potencial, afecta
menos nuestros resultados.

Oscilador armodnico

Otro caso que podemos considerar es el caso de una particula de masa m interacciona con
un potencial de la forma

1
V(z) = émw%z, (3.41)
donde w es la frecuencia de oscilacion del sistema.

La ecuacién de Schrodinger estacionaria de este sistema es
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———t = U= FEVv 3.42
2m dx? + gt ’ ( )
cuya solucién analitica es
mw\/4 1 2
v, ( ) H, (€)e €72, 3.43
@ = ()" @ (343

donde £ = \/mw/h x y H,(x) son los polinomios de Hermite. Ademads se tiene la energia
1
E, = <n + 5) hw, (3.44)
paran =0,1,2,...

Para obtener los resultados numéricos hicimos w = m = h = 1 w.a. y para nuestra
malla elegimos x € [—10.0 u.a.,10.0 u.a.] y Az = 0.01 u.a.. Particularmente para n = 0
obtuvimos

0.6 T
Numerico .
Analitico

05 ,

04 B

03 |

¥ (x)[?

0.2 - ,

0.1 | ]

Figura 3.4: |¥(z)|? del nivel energético n=0 del oscilador arménico.

y E =0.49999687497478679 u.a. con un error relativo de 0.000625005 %
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Elegimos ademés el estado cuando n = 3 y sin otro cambio en la malla obtuvimos

0.35

T
Numerico .
Analitico

0.25 - B

0.2 | ]

¥ (x)[?

0.15 | ]

0.1 | |

0.05 - B

0 | | | L |
- - - 0
X (u.a.)

Figura 3.5: |¥(z)|? del nivel energético n=3 del oscilador arménico.

y E = 3.4999218732239346 wu.a. con un error relativo de 0.002232194 %.

Podemos observar que el error relativo para este caso es mucho menor que para la parte
radial del 4tomo de hidrogeno y esto es debido a que el potencial no presenta divergencias
en el origen y no es necesario ningun tratamiento extra para obtener buenos resultados.

Un caso que tampoco presenta divergencias en el origen y es relevante en el caso de la
molécula de H; es el potencial conocido como ”Potencial de Morse”que se muestra a
continuacion.

Potencial de Morse

Debido a que los resultados para el potencial de Morse son en una dimensién, podemos
obtener resultados numéricos para compararlos con los analiticos.

Consideramos un tamano de paso de dr = 0.01 u.a. y un ancho de la malla que depende
del nivel energético que pongamos. Las constantes que elegimos, para obtener los resul-
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tados numéricos, fueron de acuerdo a la aproximacion de oscilaciones pequenas donde el
potencial de Morse es V(z) = a?D.. Como para el oscilador arménico utilizamos una
frecuencia de 1.0 w.a. entonces hacemos a*D, & 0.5 u.a. pues w = a\/2D, /. Particular-
mente elegimos D, = 4.08 u.a. y a = 0.35 v.a. y r. = 0.0 w.a.

Para el estado nase (n = 0) obtuvimos lo siguiente

05 ]

04 | .

03 |

2
[V

0.2 |

0.1 ,

0 L~ ! ! ! !
-3 -2 -1 0 1 2 3

r(u.a.)

Figura 3.6: |¥(z)|? del nivel energético n=0 del potencial de Morse.

donde para la energia obtuvimos el valor de 0.48458461747748655 u.a. con un error rela-

tivo de 0.019962614 %.

De igual forma obtuvimos la densidad de probabilidad y la energia para el estado n =5
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Figura 3.7: |¥(z)|? del nivel energético n=5 del potencial de Morse.

donde la energia tiene un valor de 3.6460568925373398 u.a. con un error relativo de

0.010673007 %.

Podemos observar que el error relativo con respecto a la energia es pequeno en los casos
paran = 0,5 y podemos creer que es un buen criterio para considerar si nuestros resulta-

dos son buenos.

Efecto Ramsauer-Townsend

El efecto Ramsauer-Townsend se deriva de los trabajos pioneros de Ramsauer, Townsend
y Bailey quienes (y con diferentes técnicas) observaron un minimo pronunciado en las
secciones transversales de dispersion total para colisiones de electrones con Ar, Kry Xe
para energia de alrededor de 1 eV. En trabajos mas recientes ha sido observado en coli-

siones de positrones con un gas inerte como el Argén []].

En libros introductorios de mecénica cudntica [J] se muestra un tratamiento a este efecto
con un modelo elemental donde se considera un potencial con forma de pozo cuadrado.

Dicho potencial tiene la siguiente forma
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| =W , para —a<x<a,
Viz) = { 0 , para |z| > a, (3.45)

donde Vj es una constante positiva.

Debido a que el desarrollo analitico de sistema se encuentra reportado en la literatura,
nos limitaremos a mostrar los coeficientes de reflexion y transmisién que se obtienen

T = —— (3.46)

R= (3.47)

Con el objetivo de reproducir este efecto se cred una malla de [—150.0 w.a., 150 u.a.] con
un tamano de paso dr = 0.2 u.a. y dt = 0.1 u.a.. Con un paquete de onda gaussiano de
la siguiente forma

U(z,t) = Nexp (—(5”_0—2‘770)2 + m) : (3.48)

(donde N es la constante de normalizacién) variamos la velocidad al cuadrado desde
0.1 u.a.? hasta 8.0 u.a.? con un incremento de 0.1 u.a.2. Con un potencial de —1.0 u.a. se
hicieron dos corridas del programa, una con ¢ = 10.0 u.a. y con o = 50.0 w.a.

Algunos fotogramas de la animacion donde se visualiza la dinamica del paquete se mues-
tran a continuacién:
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p,(2)
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Figura 3.8: Dindmica de un paquete gaussiano a v = 1.0 w.a. y con ¢ = 10 u.a. interac-
cionando con un pozo de potencial centrado en el origen con Vj = 1.0 u.a. y un ancho de
10 u.a.

Donde podemos observar que cuando el paquete interacciona con el pozo de potencial el
comportamiento oscilatorio se manifiesta y cuando ha terminado una parte de la densidad
sigue trayectoria mientras que el resto ha sido reflejado. Ademas de que se observa cémo
la dispersion del paquete comienza a aumentar con el tiempo ya que es lo que se esperaria
de este sistema.

Para poder obtener los coeficientes de reflexion y transmisién para cada velocidad calcula-
mos la probabilidad para x < —a en el caso de la reflexién y © > a para la transmision. El
calculo se puede realizar dentro del mismo método de diferencias finitas si encontramos los
enteros jr, jr tal que se cumpla lo anteriormente dicho, quedando de la siguiente forma

1jR—1
R = §;Ax(|qf,-|2+|xpm|2), (3.49)
T - 1§Ax(|ﬁl-|2+]\lf- 2) (3.50)
9 . % i+1 . .
JT
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Los coeficientes obtenidos de manera analitica y numérica se muestran a continuacion

1 T //' N EZ e T F = R R Ny P
. “ oy * s ennl T &falitico
/\\/ S R analitico
R parac =10 (u.a.)
\ J Tparac =10 (u.a)
R para ¢ =50 (u.a.)
08 T parac =50 (u.a.) . .
0.6 | |
04 | B
| /\\
0.2 \ B
\
\\ f\\\ )
0 \ ! A ! AN /’ \\\\ 4T ST O0a . T Y
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 3.9: Coeficientes de transmisiéon y reflexién.

Podemos observar que para ¢ = 10.0 u.a. el efecto se manifiesta pero en menor medida
que en el caso analitico y para o = 50.0 w.a. el resultado se aproxima mucho mejor. Una
explicacién que podemos dar a esta caracteristica es que si hacemos el paquete de onda
mas disperso, debido al principio de indeterminacion, su momento estaria mas definido y
con esto el resultado numérico diferiria menos del teérico debido a que en teoria se trata
de una onda plana con momento completamente definido. Numéricamente no podemos
tratar una onda plana y tenemos que recurrir a hacer el paquete de onda lo suficiente-
mente ancho.

Como hemos visto en el anterior ejemplo podemos hacer evolucionar en el tiempo un
paquete de ondas y obtener resultados que son comparables con lo que se obtiene analiti-
camente. Sin embargo, es de nuestro interés reproducir la dindmica con funciones de onda
que no funcionan tan bien en el caso en el que tengamos que utilizar una malla pequena
pues, por efectos de las fronteras, se podrian observar oscilaciones inherentes a la natura-
leza del método y no debido a las propiedades fisicas que necesitemos reproducir. Es por
ello que necesitamos utilizar una técnica que nos permita minimizar estos efectos y ésta
en cuestion consiste en hacer evolucionar nuestro sistema en un tiempo imaginario, como
se muestra a continuacion
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Tiempo imaginario

Hacemos 7 = it en la ecuacién ([3.1)), con

0 or 0 .0
or = ator = 'or (3:5)

y entonces (para V = 0)

oU b 0P

hay que notar que la ecuacién (3.52)) tiene la forma de una ecuacién de difusién con
D = h/2pu.

Para entender cémo podemos interpretar el término de la energia potencial, escribimos la
ecuacion de Schrodinger en un tiempo imaginario como

ha\lf(ac,r) B h_QGQ\If(x,T)

o = g V@) (3.53)

si logramos que el primer término (el término difusivo) en el lado derecho de (3.53)) el
resultado seria una ecuacién diferencial de primer orden correspondiente a un proceso de
decaimiento o crecimiento dependiente del signo del potencial.

Ahora utilizaremos la interpretacion probabilistica en (3.53)) para desarrollar un algoritmo
para determinar el estado base de la funcion de onda y su energia. La solucion general de
la ecuacién de Schrodinger puede ser escrita para un tiempo 7 como

U(z,7) = cugn(a)e 7/ (3.54)

n

Para un tiempo lo suficientemente largo, el término dominante en la suma de (3.54]) viene
del término que representa el autovalor de mas baja energia. Debido a ello tenemos

U(z, 7 = 00) = COQSO(:v)e_EOT/h. (3.55)
De (3.55)) vemos que la dependencia espacial de ¥(x, T — 00) es proporcional al autoesta-

do del estado base ¢ [0] . Ademas, debemos esperar que al normalizar (3.55]) obtengamos
el estado base.

Una vez obtenida esta funcion de onda podemos conocer la energia asociada al sistema
de la siguiente forma
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E = (H) :/das U*(x, 7 — o0) H U(z, 7 — o0). (3.56)

Debido a que los sistemas fisicos existen en tres dimensiones espaciales, nos combiene
extender el método de Cranck-Nicholson a tres dimensiones para que de esta forma po-
damos crear modelos mas realistas. El fin de esto es poder comparar nuestros resultados
numéricos con los de otros modelos y experimentos que se tengan hasta el dia de hoy.

3.1.4. Método de Cranck-Nicholson en tres dimensiones

En tres dimensiones el operador de energia cinética es la suma de los operadores (T;) para
cada coordenada. Es decir,

~ ~

T=T,+T,+T., (3.57)

con ello podemos utilizar la técnica de separacién de operadores (como en el caso unidi-
mensional) en la ecuacion (3.20]) para tres dimensiones y nos queda

YAV JANAR JANAR
exp {Z T ] exp [Z Ty] exp {ZQ_BT”‘} U (z,y,2,t) ~

on 7 2h
IYAN AR 1AL - 1AL -
exp {—%Tzl exp {—%Tyl exp {—%Tl«] f(z,y,z,tto), (3.58)
donde
AL -
f('T,y,Z,t,to) = exXp {_%V] \II(JI,y,Z,to), (359>

esto se puede hacer debido a que el operador de energia cinética no conmuta cuando se
trata de coordenadas ortogonales, es decir [Ti, Tj] = 0. Ademas, esta caracteristica nos

permite tomar el orden de aplicacion que deseemos pues el aplicar el operador exponencial
en una coordenada a la funcién de onda no afecta al resto.

De la misma forma que en una dimensién, vamos a hacer un desarrollo en serie de Taylor
y a aplicar el método de diferencias finitas al operador de energia cinética en x
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i6t . iNe T i T
exp {%T} exp {%Ty] 0, (UL 20 g )]

(JANAS iAt -
= ©eXp [_%Tz} exp [_%Ty} [fi,j,k + Uy (fi+1,j,k —2fijk + fi—l,j,k)] , (3.60)
donde v, = ihAt/4pAz? y el triplete (z,y, 2) es equivalente a i, j, k en el sistema discreto.

Definimos ahora las matrices A* de la siguiente forma:

Af = 1+, (3.61)
Az:',ti+1 = Fls, (3.62)
A = T (3.63)

con el resto de componentes igual a cero.

Se definen los siguientes vectores ¢"™! = ATW®" v o = A—f. Quedando la siguiente
ecuacion

iAL - iAL - " IAL - (FAN AN
exp {ﬁTZ] exp {%Ty} P = exp {—%Tz] exp [_ﬁTy] g, (3.64)

volviendo a expandir en serie de Taylor y aplicando el método de diferencias finitas pero
ahora al operador de energia cinética en y tenemos

AL -
exp llz_Tz] (@35 = vy (Pigagn = 2070 + 07 )] =

A

—Tz} [9igk + Vy (Gijaie — 2Gijki + Gij—1.)] 5 (3.65)

donde v, = ihAt/4pAy* de forma similar, podemos definir las matrices A;t. Por lo que
nos queda:

(JAN 1AL - _
exp {%Tzl A;@fHJ = exp |:_§Tz:| Ay g. (366)
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Finalmente el proceso es muy similar a lo hecho con las otras dos dimensiones, hacemos
é‘n“rl — A;-(I)n—i-l y h = A;g:

[ ln+;i — v, ( Zl;—]i+1 - 262% + f?ﬁq)] = [hijp + Vs (hijgs1 — 2hije + hijr—1)], (3.67)

donde v, = ihAt/4uAz2.

Esta misma ecuacién se puede escribir en forma matricial utilizando unas matrices simi-
lares a matrices A y queda de la forma

AT = Ah. (3.68)

Si sustituimos (3.68]) y (3.66|) en (3.64) tenemos
ATATATE = ATATA- ZNV " 3.69
z A2y By — £y £y By exp _T ’ ( . )

como podemos ver, este método sigue siendo implicito pero se sigue mantiendo la estruc-
tura del método en una dimensién con lo que el programa que se utilice para desarrollar
este resultado llevaria a cabo un proceso anidado.

Ademaés de conocer la funciéon de onda a un tiempo dado también necesitamos la energia
del sistema para poder o compararla con la tedrica o seguir evolucion temporal. Es por
ello que procederemos a discretizar la integral para obtener el valor esperado del hamil-
toniano.

Como H = T + V vamos a obtener el valor esperado de cada operador por separado.

En un espacio continuo el valor esperado se expresa

(T) = ///Z do dy dz U (x,y,2) T U(z,y, 2), (3.70)

el operador de energia cinética lo podemos expresar en forma matricial para cada una de
las coordenadas si utilizamos (3.8]) y lo expresamos como sigue

—2 1 0 0 0

92 1 1 =21 ... 0 0

92 A2 |ttt | (371)
0O 0 O 1 -2



este mismo operador lo denotaremos como D, pues se aplica solo en las componentes
correspondientes a la coordendada z y a D,, . como la suma del operador para cada
coordenada. De aqui utilizamos la expresion de la integral de Riemann en la malla para
poder obtener una expresién discretizada para el valor esperado de T:

Ny—1Ny—1N,.—1

h? :
(T) = ~5— SN Uy (DayoD)iju AxAyAz, (3.72)

i=1 j=1 z=1

Para el valor esperado del potencial es un poco mas simple pues simplemente discretiza-
mos la funcién V(z,y, 2) — V; ;v entonces

Ny—1Ny—1N,-1
<V> = Z ‘I’Zj,kvi,j,k\l’mkAxAyAz. (3.73)

i=1 j=1 k=1

Debido a que nuestro espacio es finito podemos encontrar que ocurren efectos que no
deberian y que afectan (o podrian afectar) los resultados de nuestro estudio de la colisién
Hy — p ya que la ionizacién es un proceso que esperamos observar. Es por ello que va-
mos a utilizar el método de la funcién de enmascaramiento para intentar minimizar estas
complicaciones en la frontera y simular un sistema mucho mas realista, que es a final de
cuentas lo que deseamos en este trabajo.

3.2. Malla Absorbente

3.2.1. Potencial Complejo

Una de las dos maneras que mencionaremos en esta secciéon es agregar un término ima-
ginario al potencial de nuestro sistema fisico, dicho término es puramente artifical y no
afecta la dindmica en las zonas en donde sea nulo. Con este término tenemos el siguiente
hamiltoniano

~

H=T+V=T+Vg+iVe, (3.74)

donde Vg es la parte fisica del potencial complejo (real) y Vi es el término que nos
permitira tener una absorcién en la zona donde nosotros elijamos. Esto se puede ver méas
claramente si tenemos en cuenta el operador de evolucion temporal

~

Ht T
1\ (I', t) = exXp <—Z?> \\J (I', to) = €Vct/h exp <—Z —;VR t) 1\ (I', to) . (375)

A N
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Como podemos ver, si Vo es negativo entonces con el paso del tiempo la densidad de
probabilidad comenzara a disminuir hasta volverse nula. Esto lo podemos interpretar
como una absorcién de la onda [I2]. La zona en donde esto ocurra serd definida por
conveniencia.

3.2.2. Funcion de Enmascaramiento

Las funciones de enmascaramiento son comunmente usadas donde el operador de evolucion
temporal debe aplicarse de forma iterativa para obtener la dindmica del sistema como sigue

U(z,t+ At) = M(x)U(t + At t)V(z, 1), (3.76)

donde M(x) es la funcién de enmascaramiento y U(t + At,t) el operador de evolucién
temporal.

La funcion de enmascaramiento debe ser 1 dentro de la regién en donde no queremos que
haya absorcién y debe, suavemente, llegar a 0 en la frontera de nuestra malla para que el
efecto sea minimizar la reflexién de la onda.

Debido a las caracteristicas de esta manera de obtener una malla absorbente vamos a
utilizarla para este trabajo y la funcién de enmascaramiento sera la siguiente

cos™ (Mﬂ) . Sl |Tpmar — x| < L
M(z) =q cos™ (ZminttEs)  si [z, —z) < L (3.77)
1 , C.0.C.

Cabe mencionar que ambas maneras de obtener una malla absorbente, funciéon de en-
mascaramiento y potencial complejo, estan conectadas con lo cual se pueden obtener
resultados similares con cualquiera de las dos. Dicho resultado se muestra en [13].

3.3. Método de Runge-Kutta

En analisis numérico los métodos de Runge-Kutta son una familia de métodos de dife-
rencias finitas explicitos e implicitos, que incluyen varios métodos de Euler usados en la
discretizacion temporal para la solucién aproximada de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los métodos generales de Runge-Kutta de orden k£ (RK(k)) pueden ser escritos como

k
g =yt ALY bif, (3.78)
=1
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donde

fl :f (tnuyn) )
fa=f([{t" 4+ At y" + At(aa f1)),
fa=f (" + csAt,y" + At(as f1 + as2 f2))

fo =f (" + At y" + At (a1 f1 + agafo+ -+ app—1fe-1)) -

Para especificar un método en particular, necesitamos dar un entero k y los coeficientes
a;; (paral <j<i<k) b (parai=12,....k)yc¢ (parai=2,3,...,k). a;; es llamada
la Matriz de Runge-Kutta, mientras que las b; y ¢; son conocidos como los pesos y los
nodos [10].

El método de Runge-Kutta (RK(k)) es consistente si

Zaij =c¢ parai=2,...,k. (3.79)

Uno de estos métodos, muy conocido y utilizado, es el de orden 4 que tiene la siguiente
forma, para un tamano de paso At > 0,

g =yt Sk 20 4 1), (3.80)

donde

=f@"y"),

—f (1" + A2, y" + ALf,/2),

_F (1 4 AL2, g+ ALL2),
f4— (t" + At y" + Atfs),

para obtener cada una de las f; se puede utilizar el método de Euler.

3.3.1. Método de Euler

El método de Euler nos permite resolver ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de las
condiciones iniciales. Este método también es llamado forward Euler, y recibe su nombre
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de utilizar como aproximacion de la derivada de una funcion a la diferencia hacia adelante
[11]

. fn+1 _ fn dfn
D.fr=tl n O

.81
k dx (3.81)

esto nos da

n

d
= k. .82
f ks (3.82)

De los valores iniciales f(xy) podemos obtener los valores para z; y asi sucesivamente.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Sin malla absorbente

Debido a que el tema principal en este trabajo es la colisién H,” — p necesitamos propagar
la funcién de onda molecular en el tiempo imaginario para minimizar la energia del siste-
ma en la malla y de esta forma obtener el estado de la malla asociado a dicha energia.
Después de realizar lo anterior esperamos que el sistema describa la fisica de manera
adecuada y de esta forma nosotros obtener resultados similares a los encontrados en un
experimento.

En este caso utilizamos una malla con un tamano de paso de 0.4 u.a. para las tres coor-
denadas espaciales y 0.1 u.a. para el tiempo. Ademas de que en el eje X y Y tomamos
un tamano de 34.4 w.a. centrado en el origen y para el eje Z 68.8 w.a. pues el proyectil
que nosotros utilizaremos se mueve en esa direccién con lo que nos interesa que el tamano
de la malla sea més grande ahi, para poder evolucionar el sistema durante mas tiempo
cuando necesitemos hacerlo.

Se toman los protones de la molécula y se colocan inicialmente en (0.0,0.0,£0.15) w.a..
Colocamos la funcion de onda electrénica como la suma de la funcién obtenida para el caso
del a&tomo de hidrégeno para cada protén y se normaliza. Una vez termina de evolucionar el
sistema lo que hacemos es aumentar la distancia entro los protones en 0.2 u.a. y volvemos
a evolucionar. Con ello obtuvimos la siguiente curva energética
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Figura 4.1: Curva energética de la molécula H, en funcién de la distancia internuclear
para el método de Crank-Nicholson al tiempo imaginario, se compara con el potencial de
Morse y el valor esperado del hamiltoniano Ec. (2.14)) con la técnica LCAO.

Podemos observar que esta curva nos muestra que la distancia internuclear de minima
energia se encuentra en 2.0 w.a. por lo que esa serd la distancia que utilizaremos en
el proceso de colision Hy — p, para el estado 1o, de la molécula de H . Ademds de
que podemos ver que el potencial de Morse se ajusta bastante bien a los resultados que
obtuvimos mientras que con la técnica LCAO se reproduce la forma de la curva energética
pero la profundidad del pozo es menor y la distancia de equilibrio es un poco mayor.
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Figura 4.2: |¥]? de la molécula H; para distintas distancias internucleares proyectada en
XyY.

Cuando aumentamos la distancia internuclear la densidad electronica comienza a distri-
buirse simétricamente entre ambos protones. Ademas se puede ver que esta densidad no
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estd dividida sino que una pequena parte de la misma se encuentra en el centro del sistema
y con ello se forma un enlace covalente.

Tamano de paso en la malla

Algo importante a tomar en cuenta es que el método que utilizamos para describir los
procesos fisicos es una malla uniforme y por ello el tiempo de computo varia en funcién del
niumero de puntos que se encuentren en la misma. Debido a ello tenemos que tener mucho
cuidado con las dimensiones y la resolucién de la misma que utilicemos. En este caso en
particular, al ser un resultado que emplearemos mas tarde, se utilizaron dos tamanos de
paso en el espacio y estos son Az = 0.4 y 0.2u.a.. El realizar la evolucién temporal de la
molécula al tiempo imaginario en ambas mallas obtuvimos lo siguiente

! curva‘de energia éon dx=0.4 %u.a.) -
curva de energia con dx = 0.2 (u.a.)

048 | :
05|

-0.52 -

energia (u.a.)

-0.56 -

-0.58 -

-0.6 & I ‘ I I I I I I [
1 2 3 4 5 6 7 8
distancia internuclear (u.a.)

Figura 4.3: Curva de energia de la molécula H, para distintas distancias internucleares
y mallas numéricas.

Como podemos ver, ambas curvas de energia coinciden en gran medida y es por ello que
elegimos trabajar con un tamano de paso de Az = 0.4 u.a.

Ahora que ya conocemos las caracteristicas de la funcién de onda para la molécula de H,
podemos centrarnos en conocer las caracteristicas de la colision Hy — p.

4.2. Con malla absorbente

Como sabemos, en una colisiéon puede existir un canal de ionizacién y es por ello que vamos
a utilizar en cada proceso una funciéon de enmascaramiento para minimizar la reflexion
de la ionizacién de la molécula. Si no se implementa una malla absorbente la ionizacion
puede volver a ser parte de la molécula con lo cual no nos conviene que esto ocurra.
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La colisién en cada caso se llevara a cabo mediante la aproximacién de trayectorias rectili-
neas considerando al electrén puramente cuantico, a los nucleos y proyectil como particulas
puntuales y es por ello que este tratamiento es semi-clésico.

4.2.1. Colisién Hy —p

Vamos a considerar la funcién de enmascaramiento de acuerdo a la ecuacion ha-
ciendo n = 2,1/8 y también el caso en donde no colocamos una malla absorbente para
mostrar su utilidad. Con una malla de [-18.4, 18.4] u.a. para X y Y, y de [—34.4, 34.4] u.a.
en 7 con un tamano de paso de 0.4 w.a. para las tres coordendas. Hicimos evolucionar el
sistema 104.0 w.a. en el tiempo con un tamano de paso de 0.1 u.a. El proyectil se inicia en
la posicién (0.1,0.0,—30.0) w.a. con una velocidad de (0.0,0.0,1.0) w.a.. Ademdas de que
los protones de la molécula se colocaron en (0.0, 0.0, £1.0) u.a..

En la figura siguiente se muestra p, para los tres casos anteriormente nombrados para, de
manera grafica, observar la diferencia que obtenemos

0.3

0.25

02+ |

0.1

0.05 |-

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 4.4: p, para diferentes funciones de enmascaramiento con una energia de colision
E =25.0 u.a. y un parametro de impacto b = 0.1 u.a.

Podemos observar que en los casos en donde tenemos una funcién de enmascaramiento ya
no se tienen esos modos resonantes debido al efecto de que el sistema es finito. Ademaés se
observa como la densidad que sigue en la molécula es levemente mayor y esto es debido a
la reabsorcién del electron reflejado. Todo esto nos afecta en los célculos que pretendemos
realizar con lo que lo mejor es utilizar una malla absorbente. Podemos observar que no
hay diferencias sustanciales entre los casos en donde n cambia de valor con lo cual pro-
cederemos a mostrar la densidad de probabilidad electrénica en funcién del tiempo a lo
largo de la evolucién del sistema.
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Figura 4.5: |¥(¢)|? para diferentes funciones de enmascaramiento.

En esta ultima figura podemos observar que la absorcién debido a la funcién de enmas-
caramiento con n = 0.125 es més efectiva cuando el tiempo se acerca al final de
la simulacion. También observamos que en el caso en el que no colocamos una funcion
de enmascaramiento la densidad no se mantiene constante y creemos que es debido a
que, al acercarse mucho el proyectil a los nodos de la malla la energia potencial comienza
a fluctuar. Este comportamiento no es propio de la colisién pero no afecta en gran me-
dida pues al tiempo final la densidad diferfa de la unidad (para el caso sin malla) en 0.08 %.

Una vez vemos que la norma, para el menor pardmetro de impacto utilizado que es
b = 0.1 w.a., se mantiene bastante estable y que la funcién de enmascaramiento con
n = 0.125 es una buena opcién entonces vamos a proceder a obtener la probabilidad de
ionizacién para este caso en particular.

Hemos de notar que la probabilidad de que no exista ionizacion es la parte de la nube
electronica que se mantiene dentro de la malla después de la absorcion realizada por la
funcion de enmascaramiento. Es entonces que nosotros podemos decir que la probabilidad
de ionizacion es la densidad inicial menos la que nos queda después de que ocurrié todo
este proceso de colision.

El criterio que utilizamos para definir el tiempo maximo en el cual el sistema estaria evo-
lucionando fue elegido empiricamente. El proyectil tiene que moverse 64.4 u.a. para poder
salir de la malla y en el proceso la nube electrénica ionizada debe viajar hacia la frontera
para ser absorbida y eso puede tomar mas tiempo del que le tomé al proyectil viajar de
la molécula a la frontera. Pensamos en anadir cierta cantidad de tiempo extra después de
que el proyectil deje la malla y el mismo iba a ser fijo para todas las velocidades utilizadas
porque para las grandes la ionizacién es absorbida mas rapido que si lo comparamos con
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las pequenas.

A lo largo de la evolucién de la densidad de probabilidad mostrada en la figura [4.5 pode-
mos ver que el tiempo que le dimos al sistema para evolucionar fue suficiente como para
observar cierta constancia en la densidad restante en la malla. Observamos que en este
caso la densidad practicamente no cambia hasta 107 con lo cual consideramos que pu-
diera ser otro buen criterio para elegir el tiempo. Nosotros decidimos agregar solo 40 u.a.
para cualquier velocidad y los resultados se muestran a continuacién.

Debido a que estamos tratando con una molécula en la colision no podemos tomar sélo una
direccion de incidencia pues en el caso mas realista no tenemos control sobre la configu-
racién espacial que tenga la molécula al momento de colisionar el antiprotén. Es entonces
que vamos a tratar diferentes configuraciones en la colision para intentar aproximarnos
lo mejor posible a otros resultados obtenidos en otros trabajos. Las orientaciones de la
molécula que vamos a considerar se muestran en la siguiente figura.
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Molecule—fixed frame
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@ @

Figura 4.6: Orientaciones de la molécula que se utilizaran en la colisiéon H, — p. Tomada
de [16]

En la figura vamos a llamar, a lo largo del resto de capitulo, a (i) la configuracién
paralela y a (i), (4i7) las configuraciones perpendiculares. Ademds (ii) es perpendicular
en el parametro de impacto y (iii) paralela, esto debido a que el pardmetro aumenta en
esas direcciones.

Con estas orientaciones lo que hacemos es variar el parametro de impacto desde 0.1 u.a.
hasta 7.1 uw.a. y calculamos la densidad que sigue dentro de la malla para conocer la pro-
babilidad de ionizacion.
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La malla que vamos a utilizar es la misma que describimos en el caso donde mostramos
la diferencia entre las distintas funciones de enmascaramiento y en vamos a hacer
n = 0.125. Donde obtuvimos la siguiente probabilidad de ionizacién para una energia de
impacto 125 kel para las tres orientaciones

0.1 ]

bP(b)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
b (u.a)

Figura 4.7: Probabilidad de ionizacién para una energia de impacto de 125 kel para cada
orientacién con el método de Cranck-Nicholson (puntos) y se comparan los resultados con
los obtenidos por Lithr & Saenz [16] (lineas continuas). En la figura el color rojo es para
la configuracién (i), el color azul para (ii) y el verde para (iii).

Podemos ver que nuestros resultados concuerdan bastante bien para las orientaciones (i7)
y (i) mientras que en (i77) existe una diferencia notable aproximadamente en b = 1.0 u.a.
y creemos que es porque la malla no absorbié de manera eficiente y existe reflexién en la
frontera con lo que al realizar el calculo de la norma de la funciéon de onda dentro de la fun-
cién de enmascaramiento se consieran aportaciones que no tienen que ver con la molécula.

Configuracion paralela
Una vez que conocemos la probabilidad de ionizacion para cada parametro de impacto,

cambiamos la velocidad (energia) de incidencia para conocer mucho mejor las caracteristi-
cas de esta configuracion en diferentes condiciones.
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Figura 4.8: Probabilidad de ionizacién en funcién de la energia y el parametro de impacto
para la configuracién paralela.

Podemos observar que la seccién diferencial de ionizacién alcanza su maximo para parame-
tros de impacto cercanos a la unidad. Porque podemos pensar que el impacto es frontal
con el electron que se encuentra a 1 u.a. del nicleo que se encuentre orbitando, y con una
energia de alrededor de 10 keV. Esto lo podemos explicar si consideramos el hecho de que
para energias altas (en este caso del orden de MeV) el proyectil no interactia el tiempo
suficiente con la molécula como para ionizarla y para energias pequenas la ionizaciéon no
es tan alta debido a que la transferencia de momento es pequena. También es notable el
hecho de que para pardmetros de impacto mayores que 3 w.a. tenemos bP(b) practica-
mente cero y lo podemos explicar pensando que con ese parametro la interaccion entre el
electrén y el proyectil es casi nula y la molécula no sufre practicamente ningiin cambio.

Configuracion perpendicular

Otras orientaciones que nos interesa estudiar es el caso en el que el eje de la molécula es
perpendicular a la velocidad del proyectil y el parametro de impacto aumenta sobre el eje
o perpendicular al mismo. De esta manera tenemos dos configuraciones y los resultados
quedan de la siguiente manera.
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Figura 4.9: Probabilidad de ionizacién en funcién de la energia y el parametro de impacto
para la configuraciéon perpendicular en la velocidad y paralela en el parametro de impacto.

Podemos ver que ocurre algo similar al caso paralelo pero el punto donde bP(b) es mayor
se encuentra en 50 keV', es decir, un poco mayor que en el caso anterior pero sigue
manteniendo el mismo valor para el pardmetro de impacto (b=1.0). Esto nos indica que
en esta configuracion es necesario que el proyectil tenga mas energia para que la ionizacion
sea mayor y, sin embargo, ésta no alcanza los mismos valores que el caso paralelo. Para
la otra configuracion paralela tenemos lo siguiente

0.1

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

bP(b)0.05

Figura 4.10: Probabilidad de ionizacién en funcién de la energia y el parametro de impacto
para la configuracion perpendicular en la velocidad y perpendicular en el parametro de
impacto.

Podemos observar que las caracteristicas son muy similares que en el caso anterior pero
en este caso bP(b) es mds pequeno y es debido a que el proyectil no interacciona mucho
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con el electrén dado que no pasa tan cerca de lo nicleos de la molécula como en los casos
anteriores.

Promedio

Como mencionamos anteriormente, nos interesa conocer el comportamiento de la colision
en el promedio de estos tres casos y tenemos lo siguiente.

0.14
0.12
0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

Figura 4.11: Probabilidad de ionizacién promedio en funcion de la energia y el parametro
de impacto.

En el promedio podemos ver que si queremos maximizar la seccién diferencial de ioniza-
cién debemos utilizar un parametro de impacto de aproximadamente una unidad atémica
pues es ahi en donde se obtiene el maximo. De igual manera, para energias de alrededor
de 1 MeV esa seccién es més pequena que para el resto de velocidades. Hemos de notar
aqui que para parametros de impacto mayores que los que utilizamos realmente no habria
aportacion alguna a la probabilidad de ionizacién con lo cual no es necesario considerarlas.

Seccion total de ionizacion

De lo anterior mostrado podemos calcular la seccion total de ionizacion para cada una
de las orientaciones de la molécula. Los resultados que obtuvimos los mostramos en la
siguiente figura.
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Figura 4.12: Seccién transversal de ionizacién, inducida por un antiproton, para las dis-
tintas orientaciones de la molécula H obtenidad en este trabajo y en el de Liihr & Saenz
[T6]. La grafica superior izquierda es la orientacién paralela; la superior derecha es la
orientacién perpendicular en la velocidad y en el parametro de impacto; la inferior es la
orientacién perpendicular y paralela en el pardmetro de impacto.

Podemos observar que nuestros resultados son buenos si los comparamos con los de Liihr
et. al. y creemos que se pueden mejorar si hacemos mas larga la zona en donde la funciéon
de enmascaramiento es distinta de la unidad.

También, mostramos la seccién total de ionizacién promedio en funcién de la energia y lo
comparamos con los resultados obtenidos por K. Sakimoto [I5] que utiliza el método de
Representaciéon en Variable Discreta (DVR en inglés) y con los de Lithr & Saenz [16] que
utilizan close-coupling dependiente del tiempo.
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Figura 4.13: Seccion transversal de ionizacién en funcion de la energia de colision para
antiprotones colisionando con Hy .

Podemos observar que para 2 kel la seccion transversal de ionizacién no es tan grande y
a medida que nos acercamos a 25 kel comienza a crecer obteniendo, en nuestras medidas,
un maximo en 50 keV. Para energias mayores la secciéon comienza a hacerse pequena.
La informacion que podemos extraer de esta grafica es que para energias menores a 25 kel
el antiprotén no alcanza a ionizar en buena medida a la molécula debido a que su energia
es relativamente baja. En la zona entre 25 kel y 50 kel (aproximadamente) la ionizacion
es Optima y esperamos que exista una alta ionizacién si pensamos en un gas de H; al cual
se le hace incidir un haz de antiprotones. Ademds, para las energias mas altas mostradas
la interaccion entre el electron y el proyectil es tan rapida que el primero permanece sin
grandes cambios.

Finalmente quieremos mostrar algunos cuadros de la dindmica de la colisién H," — p para
convencer al lector de que el método que utilizamos aqui reproduce bastante bien la fisica
dentro de las aproximaciones utilizadas. Con una energia de impacto de 100 keV tenemos
la siguiente dindmica.
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Figura 4.14: Dindmica de la colisién Hy —p a v = 2.0 v.a. y con b = 0.1 u.a.

En el primer y segundo cuadro observamos cémo la molécula practicamente no se ve
alterada por la presencia del antiprotén pero conforme comienza a avanzar la dindmica
vemos como existe ionizacion y ésta es absorbida por la funcién de enmascaramiento. En
los 1ltimos dos cuadros se observa como la molécula se encuentra en un estado exitado
debido a que el electron se encuentra oscilando entre los protones fijos.

Hemos de notar que en esta colisiéon existen otros canales, como el de disociacion, que
no podemos conseguir con este proceso debido a que consideramos los nicleos fijos en
el espacio. Debido a ello resulta conveniente pensar en utilizar el método de Dindmica
Electron-Nicleo (END en inglés) con la que podriamos conseguir que exista movimiento
en los nucleones de tal forma que se consigan vibraciones, rotaciones y fragmentacién en
la interaccién proyectil-blanco tales como la formaciéon de Protonio y la produccion de
H™". Sin embargo, todo esto no lo podemos presentar aqui debido a las limitaciones de
tiempo.
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Capitulo 5

Conclusion

El uso de lenguajes de programacion es importante para el estudio de sistemas fisicos
de forma numérica. En particular, Fortran 95 nos permite desarrollar programas para
obtener los datos necesarios de forma eficiente, tal que se puedan utilizar en equipos de
coOmputo no tan modernos.

Debido a que numéricamente no se puede derivar ni integrar una funcién se deben utilizar
distintos métodos para aproximar los resultados que se esperarian con un procedimiento
analitico y uno de ellos es el de Diferencias Finitas que pasé a ser parte central en este
trabajo. Para adquirir experiencia en su implementacién comenzamos a modelar sistemas
tales como el oscilador armonico, la parte radial del atomo de hidrégeno y el potencial
de Morse. En ellos nos dimos cuenta que los resultados son bastante buenos y, ademas, el
tiempo de computo era relativamente pequeno.

Otro método importante que utilizamos fue el de Cranck-Nicholson que nos permitio
hacer evolucionar en el tiempo desde sistemas, relativamente simples, como un paquete
gaussiano con un pozo de potencial del que obtuvimos una descripcién bastante buena de
lo que se espera analiticamente para el efecto Ramsauer-Townsend. Ademas, otra técnica
muy relevante en este trabajo es la evolucion al tiempo imaginario para poder obtener
el estado de minima energia dentro de la malla para que no existan efectos que no exis-
tirfan en el experimento y esto debido a que lo que se espera en este tipo de estudios es
compararlos con los datos ya existentes obtenidos en un laboratorio o con otros métodos
y técnicas.

Es importante resaltar que estos métodos se deben manejar con cuidado porque el ta-
maiio de paso para cada coordenada de la malla estd implicado en la precision y el tiempo
de cémputo con lo que considerar las condiciones At << 1y At/4Az? < 1 es esencial.
Ademas debemos elegir entre tener mayor precision o menor tiempo de cémputo pues
para calculos como los que desarrollamos aqui vemos que basté considerar Ax = 0.4 u.a.
y At = 0.1 u.a. debido a que v = 0.15625. Por lo que tuvimos una precisiéon bastante
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buena y un tiempo de cémputo relativamente bajo, recordando que éste 1ltimo va como
np® donde np es el nimero de puntos en la malla.

El tema central de este trabajo es la colisién Hy — p y para la descripcién molecular
decidimos utilizar la aproximaciéon de Born-Oppenheimer para de esta forma simplificar
los calculos. Teniendo en cuenta que el proyectil lo trabajamos con trayectorias rectilineas
que, aunque no es un aproximacion muy buena para bajas velocidades, nos permite estu-
diar la dindmica y compararla con los trabajos ya existentes. Decidimos evolucionar p en
el rango de [2,1225] keV porque dentro del mismo otros trabajos fueron desarrollados y
es necesario comprobar la precisién de nuestros programas.

Analizando las graficas de los resultados que obtuvimos notamos que, aunque son buenos,
se pueden mejorar si modificamos la funcién de enmascaramiento para que absorba mucho
mejor la ionizacion y de esta forma aumentemos la precisién. Sin embargo, esto no se pudo
llevar a cabo debido a que éramos casi ignorantes en el uso de programas computaciona-
les para el estudio de sistemas fisicos con lo que gran parte del tiempo de este trabajo lo
dedicamos a pulir y optimizar nuestros programas. Inicialmente los programas donde se
desarrollaba la colision H,y — p duraban hasta 12 h y ya casi al final podfamos tener un
maximo de 2 h para las velocidades més bajas y hasta 0.25 h para las méas altas.

Hemos de resaltar aqui que pensabamos incluir la colisién H, — p pero la malla utilizada
para describir este sistema debe ser mas grande que en el antiprotén debido a que en
este caso si existe un canal de captura con lo que tenemos cierta probabilidad de obtener
H como producto. Debido a ello el tiempo de computo para cada parametro de impacto
podia llegar a 6 h para ciertas velocidades con lo que decidimos no seguir.

Otro punto a considerar es el hecho de que, aunque lo incluimos en el marco teérico, no
utilizamos el método de Dinamica Electron-Nicleo para este trabajo y la justificacion
es la misma que en el parrafo anterior. Pero esperamos poder implementarla en futuros
trabajos que puedan ser publicados en alguna revista cientifica. De haber podido imple-
mentarlo hubiesemos podido describir la formacién de protonium ya que los ntcleos en
este caso ya no estarfan fijos y su movimiento esta acoplado al resto de particulas dentro
de la caja.

Sin duda, los métodos computacionales para estudiar sistemas cuanticos son muy ttiles y
necesarios para tener una visiéon méas completa de la dindmica de estos sistemas que en el
experimento (al ser escalas muy pequenas) no serfa posible observar con detalle. Las suti-
lezas en su implementacion son muchas y es necesario tener una intuicion fisica bastante
desarrollada para entender qué es lo que sucede cuando no se estan obteniendo resulta-
dos satisfactorios ya que la malla puede agregar interacciones fisicamente inexistentes que
modifiquen el resultado final.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1. Unidades Atdomicas

La descripcion analitica de los sistemas estudiados en los capitulos anteriores esta dada en
unidades del sistema SI mientras que para los programas se utilizaron unidades atéomicas
pues éstas son adimensionales y son de mucha utilidad en este tipo de estudios. Dichas
unidades se pueden obtener de la ecuaciéon de Schrédinger en una dimensién

h? 0% ov
_ il U = ih—— 1
2m, Ox? i th ot’ (6.1)

hacemos un cambio de variable x = x,ay, donde z, es adimensional y ag es el radio de
Bohr del d4tomo de hidrégeno y obtenemos, al despejar,

_10%w N meang _ imeag ow

2012 h? hooot (6.2)

meag
h

Podemos hacer un segundo cambio de variable con t = t,, donde t, es adimensional,

y obtenemos

10°Y  meal ow
_-Z* U= j—. .
2o T VYT i, (6:3)
Finalmente podemos hacer V' = mh—ZQVa, donde V, es adimensional y nos queda
edp

10%°W ov

- —— U=qi—. 4
2om TV =i (6.4)

Como caso particular podemos tomar el potencial de Coulomb dado por
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1 Ze?

\% = 6.5
@) = = (6.5)
y que, con los cambios de variable anteriores, (6.3]) se escribe como
10°0 7 v
Loy 2y 2'8 (6.6)

2 Ox2 + Ty Oty

Como vemos, utilizar estos cambios de variable nos dejan una ecuaciéon adimensional
bastante mas comoda para trabajar dada la escala en la cual los sistemas cuanticos se
estudian.

En la literatura se puede encontrar, ademas, un tratamiento en el cual se hace h = e =
me = ag = 1 Hartree = 1 que nos dejaria la misma expresion para la ecuacion de
Schrodinger. Sin embargo, nosotros preferimos el primero pues las expresiones se simpli-
fican de manera natural.

A continuacién agregamos una lista del valor de algunas constantes ttiles:

h = 6.626 x 1073 Js, (6.7)
= 1.602 x 107" C, (6.8)
me = 9.109 x 107! kg, (6.9)

2
ag = 4dmeg——; = 5.2918 nm, (6.10)

mee

h2
1 Hartree = 5 = 27.212 €V, (6.11)
meag

donde 1 eV = 1.6 x 1071? J.
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6.2. Programa en Fortran95 para modelar la colisién
Hy — p con trayectorias rectilineas

program TraRec
implicit none
integer :: opstat,INFO

U bbb hhh bbbt hhhlohhthtohhtehhhtehhtethhhtehhhtehhhthhhthhhhthhhhhhhhhh
! SE DEFINEN LAS VARIABLES DEL SISTEMA FISICO

integer :: i, j, k, n, m, npx, npy, npz, npt, npti
integer, allocatable, dimension(:) :: IPIVx, IPIVy, IPIVz
double complex :: nux, nuy, nuz, nuxi, nuyi, nuzi
double precision :: xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax, tmin, tmax
double precision :: dx, dy, dz, dt, L
double precision :: masap, masat, masara, hbar, b, tiempo, Zt, Zp, area,
aux, normal
double precision :: V, T, ril, ri2
5 double precision :: erro, enl, en2, con
double precision, allocatable, dimension(:) :: x, y, z
7 double precision, allocatable, dimension(:) :: psiz, Avec, Tvec, Vvect
double precision, dimension(3,3) :: R,P
double complex, allocatable, dimension(:) :: ApDLx, ApDUx, ApDx, ApDU2x,
ApDLy, ApDUy, ApDy, ApDU2y, ApDLz, ApDUz, ApDz, ApDU2z
double complex, allocatable, dimension(:,:,:) :: psi
double precision, allocatable, dimension(:,:,:) :: Vpot, Vpoti

VSl h bt h o htetelohhtelhhtetohhtelhhtelohhtetehhtetolhtetlhtetelohtettohtetetohthtetohothls
UV Yl hh o htetelohtetolohhtetelohthtetohhtelohhtelohthtotohhtolohohtotohohtelotothtolotottototostootostslh

xmin = -18.4d0
xmax = 18.4d0
ymin = -18.4d0
ymax = 18.4d0
zmin = -34.4d0

zmax = 34.4d0
tmin = 0.0d0

33 tmax = 48.6d0

L = 6.0d0 ! DISTANCIA DE LA FUNCION DE ENMASCARAMIENTO

;dx = 0.4d0
dy = 0.4d0
dz = 0.4d0
dt = 0.1d0
b = 0.1d0
Zt = 1.0d0
Zp = -1.0d0

! COMPONENTES DE R Y P PARA EL OBJETIVO

7 P(1,1) = 0.040 ! Pxa

P(1,2)

0.0d0 ! Pya
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79

90

5 nuz

P(1,3) = 0.040 ! Pza
R(1,1) = -1.040 ! Rxa
R(1,2) = 0.0d0 ! Rya
> R(1,3) = 0.040 ! Rza
P(2,1) = 0.0d0 ! Pxb
s P(2,2) = 0.0d0 ! Pyb
P(2,3) = 0.040 ! Pzb
R(2,1) = 1.0d40 ! Rxb
R(2,2) = 0.040 ! Ryb
R(2,3) = 0.0d0 ! Rzb
! COMPONENTES DE R Y
2 P(3,1) = 0.040 ! Px
P(3,2) = 0.0d0 ! Py
P(3,3) = 12852.0d0 !
5 R(3,1) = b ! Rx
R(3,2) = 0.0d0 ! Ry
7 R(3,3) = -30.0d0 ! Rz
hbar = 1.0d0
masap 1836.04d0
masat = 1836.0d0
masara = 1.0d0
npx = nint ((xmax - xm
npy = nint ((ymax - ym
npz = nint ((zmax - zm
7 npt = nint ((tmax - tm
erro = 1.0d0
enl = 2.040
con = 1.0d-6
; nux = complex (0.0d0,

nuy = complex (0.0d0,

complex (0.0d0, hbar * dt / ( 4.0d0 * masara * dz

P PARA EL PROYECTIL

Pz

in) / dx ) + 1
in) / dy ) + 1
in) / dz ) + 1
in) / dt )

hbar * dt / ( 4.0d0 * masara * dx **x 2 ) )
hbar * dt / ( 4.0d0 * masara * dy **x 2 ) )
¥k 2 ) )

nuxi = complex(hbar * dt / (4.0d0 * masara * dx ** 2), 0.0d0)

nuyi

complex (hbar * dt / (4.0d0 * masara * dy **x 2), 0.0d0)
o nuzi = complex (hbar * dt / (4.0d0 * masara * dz ** 2), 0.0d40)

U Rt To Tl oot ToToTofo oot to I ToToTo fo o oo 0o %o T To o o o o o o 0o 9o T o o o o o o T o o o o o o o o o e e
U bl T Tl bbbt hToToTo bttt lo Tl hthtohleToToolohththleloohhhhththletetotthhhththh %t
(psi(npx,npy,npz),Vpot (npx,npy,npz),Vpoti(npx,npy,npz))

(x(npx) ,y(npy) ,z(npz) ,psiz (npz) ,Avec(npt) ,Tvec (npt) ,Vvect (npt))
(ApDx (npx) , ApDUx (npx-1) ,ApDU2x (npx-2) , ApDLx (npx-1))

(ApDy (npy) , ApDUy (npy-1) , ApDU2y (npy -2) , ApDLy (npy-1))

(ApDz (npz) , ApDUz (npz-1) ,ApDU2z (npz-2) ,ApDLz (npz-1))

(IPIVx (npx) ,IPIVy(npy) ,IPIVz (npz))

allocate
allocate
allocate
allocate
allocate
allocate

! SE GENERAN LOS PUNTOS DE LA MALLA
call malla (x,y,z,xmin,ymin,zmin,npx,npy,npz,dx,dy,dz)
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127

149
150
151

152

! SE LLAMA A LA SUBRUTINA QUE DEFINE LAS MATRICES AP Y AN

call matrizAm (ApDLx, ApDx, ApDUx, ApDU2x, npx, nuxi, IPIVx)
call matrizAm (ApDLy, ApDy, ApDUy, ApDU2y, npy, nuyi, IPIVy)
call matrizAm (ApDLz, ApDz, ApDUz, ApDU2z, npz, nuzi, IPIVz)

U bbb hhh bbbl hhhthhtohhtthhhttehhtehhhtethlhtehlhhhlhhthhhthhhhhhhh
Vbbbl hhh bbbt hhhlohhtetohhtethhtethhhtehhhtehhhhtehhhhhlhhthhththhhhhhhhh

! SE DEFINE LA FUNCION DE ONDA INICIAL Y SE NORMALIZA

> call onda (psi,npx,npy,npz,xXx,y,Z,R)

call norma (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,area)
call Vveci (Vpoti,x,y,z,npx,npy,npz,R)

5 psi = psi / dsqrt(area)

UV Sl h bt h ettt htethhhtelhhtelohhtetohhtethhtehtlhttthhththhththhthhthhh

T R bl hhlhhh el hhtlhhtelhhtetehhtetelhtetlhthtetohthtelohthtelhhtetohhtethhhtethhthh

! SE LLEVA A CABO EL METODO DE CRANK-NICHOLSON A TIEMPO IMAGINARIO
do while (erro .gt. con)

call Vexpi (npx,npy,npz,psi,Vpoti,dt,hbar)

call metodoCNz (psi,nuzi,ApDz,ApDLz,ApDUz,ApDU2z ,npz,zmin,dx,dy,dz,
IPIVz,INFO)
call metodoCNy (psi,nuyi,ApDy,ApDLy,ApDUy,ApDU2y ,npy,ymin,dx,dy,dz,
IPIVy, INFO)
call metodoCNx (psi,nuxi,ApDx,ApDLx,ApDUx,ApDU2x ,npx,xmin,dx,dy,dz,
IPIVx,INFO)
call Vexpi (npx,npy,npz,psi,Vpoti,dt,hbar)
call mascara (x,y,z,npx,npy,npz,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax,psi,L)
call norma (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,area)
psi = psi / dsqrt(area)
call Tprom (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,T,masara,masap,masat,hbar,R,P)
call Vprom (npx,npy,npz,Vpot,psi,V,dx,dy,dz,R,Zp,Zt)
en2 =T + V
erro = (en2 - enl) / en2
erro = dabs(erro)
enl = en2
end do
U BB BU BRI URLLBBRLL LB BB BBBRLLLBBRLLBBBRLBBBRLLLBHBLBBHHY

! SE LLAMA A LA SUBRUTINA QUE DEFINE LAS MATRICES AP Y AN

call matrizAm (ApDLx, ApDx, ApDUx, ApDU2x, npx, nux, IPIVx)
call matrizAm (ApDLy, ApDy, ApDUy, ApDU2y, npy, nuy, IPIVy)
call matrizAm (ApDLz, ApDz, ApDUz, ApDU2z, npz, nuz, IPIVz)
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163

164

165
166
167
168

169

188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198

199

! SE LLEVA A CABO EL METODO DE CRANK-NICHOLSON
do n=1,npt

call Vvec (Vpot,x,y,z,npx,npy,npz,Zp,Zt,R)
call Vexp (npx,npy,npz,psi,Vpot,dt,hbar)

call metodoCNz (psi,nuz,ApDz,ApDLz,ApDUz,ApDU2z ,npz,zmin,dx,dy,dz,
IPIVz,INFO)

call metodoCNy (psi,nuy,ApDy,ApDLy,ApDUy, ApDU2y ,npy,ymin,dx,dy,dz,
IPIVy, INFO)
call metodoCNx (psi,nux,ApDx,ApDLx,ApDUx,ApDU2x ,npx,xmin,dx,dy,dz,
IPIVx, INFO)
call Vexp (npx,npy,npz,psi,Vpot,dt,hbar)
call mascara (x,y,z,npx,npy,npz,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin, zmax,psi,L)
call norma (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,area)
U BB BRBBBBUULTBBBRLLLBBBLDBBBRRLBBBRLLBLBRRBLLBBRLLBLBBBEBBHBLL%
call Tprom (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,T,masara,masap,masat,hbar,R,P)
call Vprom (npx,npy,npz,Vpot,psi,V,dx,dy,dz,R,Zp,Zt)
Avec(n) = area
Tvec(n) = T
Vvect(n) =V
R(3,1) = R(3,1) + P(3,1) / masap * dt
R(3,2) = R(3,2) + P(3,2) / masap * dt
R(3,3) = R(3,3) + P(3,3) / masap * dt
end do
O Y Y X X XYY/ X X X YY) X X Y X X XY X X X YY) X XYY X XY X XYY X X Yy X X Y ¥ X

psiz = 0.0d0

do k=1,npz
do i=1,npx-1

do j=1,npy-1
psiz(k) = psiz(k) + ABS(psi(i,j,k))**2
end do
end do
end do
psiz = psiz * dy*dz

open (unit=10000 + nint (10.0d0*b) ,file="colisioni.dat",status="new",
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205
206
207
208
209
210
211
212
213
214

215
216

217

239

240

241

action="write",position="rewind",iostat=opstat)

do k=1,npz
write (10000 + nint (10.0d0*b) ,*) z(k), psiz(k)
end do
close (10000 + nint (10.0d0*b))
U BB BTN NI b1 h T Tt T b T b T bt T b b T b bt b th b b A b b b b B b I BT b BT 1 %4
open (unit=1000 + nint (10.0d0*b),file="normai.dat",status="new",action="
write",position="rewind",iostat=opstat)
do n=1,npt
write (1000 + nint (10.0d0*b) ,*) tmin + (n-1)*dt, Avec(n), Tvec(n),
Vvect (n)
: end do

close (1000 + nint (10.0d0*b))

bt htotelohtotelohhhtetohhtelohhtelohhtelehhtotolhtelelohtetelohtotolohtototohthtotohothtelotohtetot s
Dbl ol hthlohhtothhtelhhtetehhtethhhehlehhthlehhtlhhtthhtthhthhhthhhh
Dbl h ol hhtlhhtethhtethhtethhhtehhhtehlehthhlhhthhhhthhhtlhhhhbhhhhhhh
Dbttt hhtethhtethhtethhtethhtehhhthlhthhlhththhhththhhhthhhhhhhhbhhh

contains

UV bbbl hhh bbbl hhhlohhtetohhtehhhtethhhtehhhtehhhhtehlhhhlhhthhhthhhhhhhhh
UV bbbl h bbbt hhtlhhtetohhtethhtethhhtehhhtehhhthhhthhtlhhthhhthhhhhhhhhh

subroutine malla (x,y,z,xmin,ymin,zmin,npx,npy,npz,dx,dy,dz)
implicit none

integer :: 1i,j,k

integer , intent(in) :: npx, npy, npz

double precision, intent(in) :: xmin, ymin, zmin, dx, dy, dz
double precision, dimension(npx), intent (out) :: x

double precision, dimension(npy), intent(out) :: y

double precision, dimension(npz), intent (out) :: z

do i=1,npx
do j=1,npy
do k=1,npz
x(i) = xmin + (i-1)*dx
y(j) = ymin + (j-1)x*dy
z(k) = zmin + (k-1)x*dz
end do
end do
end do
253 return

5 end subroutine malla
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258 U % hhthhhthhhthhhthhhththhhtththhththlhhthhhtlhhthhhtbhhhlbhhhbhhhbhhhhhhh
259 U % hhthhhtelhhtelhhhtethhtetlhttlhthtlhhtthhtelhhtelohhtetohhtetthhththhthhhthhh

261 subroutine matrizAm (ApDL, ApD, ApDU, ApDU2, np, nu, IPIV)
262 implicit none

263 integer :: i, INFO

264 integer , intent (in) :: np

265 integer , dimension(np), intent (out) :: IPIV

266 double complex, intent(in) :: nu

267 double complex, dimension(np-1), intent(out) :: ApDL, ApDU
26s double complex, dimension(np-2), intent (out) :: ApDU2

260 double complex, dimension(np), intent(out) :: ApD

270

271 ! SE DEFINE LA MATRIZ A+
272

273 ApDL = - nu

274 ApDU = - nu

275 ApD = 1.0d0 + 2.0d0*nu

277 ' SE LLAMA LA MATRIZ QUE DESCOMPONE LA MATRIZ A+ EN LU

278

279 call ZGTTRF (np, ApDL,ApD,ApDU, ApDU2,IPIV, INFO)

280

2s1 if (INFO /= 0) then

282 write (*,*) "La subrutina ZGTTRF fallo al descomponer la matriz A+"
283 stop

284 end if
286 return
285 end subroutine matrizAm

200 U % hhthhhthhhthhhthhhththlhththththtlhhthhhthhhthhhtbhhhlbhhhtbhhhbhhhhhhh
200 U % hhthhhtlhhtethhtethhtetlhttlhthtlhthtlhthtlhththhhlhhhlbhhhtbhhhbhhhhhh

203 subroutine Vvec (Vpot,x,y,z,npx,npy,npz,Zp,Zt,R)

205 implicit none

206 integer :: 1i,j,k

207 integer , intent(in) :: npx, npy, npz
208 double precision :: rtl, rt2, rp

200 double precision, intent(in) :: Zp,Zt

300 double precision, dimension(3,3), intent (in) R
300 double precision, dimension(npx), intent (in) X
302 double precision, dimension(npy), intent (in) y
303 double precision, dimension(npz), intent(in) :: z
304 double precision, dimension(npx,npy,npz), intent(out) :: Vpot

306 Vpot = 0.0d0

307
308 do 1=1,npx
309 do j=1,npy
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313

329

330

348
349
350

351

do k=1,npz
rtl1 = dsqrt((R(1,1) - x(i))**2 + (R(1,2) - y(j))**2 + (R(1,3) - z(
k) ) *x%2)
rt2 = dsqrt ((R(2,1) - x(i))**2 + (R(2,2) - y(j))**2 + (R(2,3) - z(
k))*x%2)
rp = dsqrt ((R(3,1) - x(i))**2 + (R(3,2) - y(j))**x2 + (R(3,3) - z(k
)) *%2)
Vpot(i,j,k) = -Zt/rtl - Zt/rt2 - Zp/rp
end do
end do
end do
return
end subroutine Vvec
Voot toto ottt totolototolototolo T tolo T toloTo toloTo tolo To tolo To tofo To Tolo To 0o o To %o o To %o o To %o o o
U BBBBBBLBBRBBN T BWT BB BRL BB BB BBLBBBBLLBLLBBLLBILBIDLE
subroutine onda (psi,npx,npy,npz,x,y,z,R)
g implicit none

integer :: i, j, k
integer , intent(in) :: npx, npy, npz

331 double precision, dimension(3,3), intent (in) R

332 double precision, dimension(npx), intent(in) :: x

333 double precision, dimension(npy), intent (in) y

330 double precision, dimension(npz), intent(in) :: z

335 double complex, dimension (npx,npy,npz), intent (out) :: psi

336

337 do i=1,npx

338 do j=1,npy

339 do k=1,npz

340 psi(i,j,k) = (dexp(- dsqrt( (R(1,1) - x(i))*x*x2 + (R(1,2) - y(j))
*%2 + (R(1,3) - z(k))**2)) + &

341 dexp (- dsqrt( (R(2,1) - x(i))=**x2 + (R(2,2) - y(j))**x2 + (R(2,3) -
z(k))**2)))*complex (1.0d0,0.0d0)

342 end do

343 end do

344 end do

345

346 return

347

end subroutine onda

U kbt h et h et hhtethhtetohhtelhhtethhtethhtethhtehtlhtththhthtththththhthhthhhh
VSl hh o h el htetetohhtelohhhtetohhtelhhtelohhtetohhtetohhtetlohtetelohtetlohtetetohthtetoh s

3 subroutine norma (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,area)

implicit none
integer :: 1i,j,k

356 integer , intent (in) :: npx,npy,npz

double precision, intent(in) :: dx,dy,dz
double precision, intent(out) :: area
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350 double complex, dimension(npx,npy,npz), intent(in) :: psi
360

361 area = 0.0d0

362

363 do i=1,npx-1

364 do j=1,npy-1

365 do k=1,npz-1

366 area = area + ABS(psi(i,j,k))x**2
367 end do
368 end do

360 end do
371 area = dx*dy*dz*area
373 return
375 end subroutine norma

377 N b hh b hhhh el hhthhhthhlhthtthhtlhhtethhtethhtthhtthhhthhhtbhhhtbhhhhhh
378 U % hhthhh el hh e hhte el htetelhteteththtethhtethhtethhtetohhtethhtetththttthththththh

350 subroutine metodoCNx (psi,nux,ApDx,ApDLx,ApDUx,ApDU2x ,npx,xmin,dx,dy,dz,
IPIVx,INFO)

381 implicit none

382 integer :: 1i,j,k

333 integer , intent (in) :: npx

332 integer , intent (out) :: INFO

3s5 integer , dimension(npx), intent(in) :: IPIVx

3s6 double precision, intent(in) :: dx, dy, dz, xmin

3s7 double complex, intent(in) :: nux
3ss double complex, dimension(npx), intent(in) :: ApDx

sso double complex, dimension(npx-1),intent(in) :: ApDLx, ApDUx
300 double complex, dimension(npx-2),intent(in) :: ApDU2x

301 double complex, dimension(npx,npy,npz), intent (inout) :: psi
302 double complex, dimension(npx) :: AUX, psii

393
394

305 do j=1,npy

396 do k=1,npz

397 do i=1,npx

398 psii(i) = psi(i,j,k)

399 end do

200 ! SE MULTIPLICA LA MATRIZ A- POR EL VECTOR F=EXP(V)*PSI

401 do i=2,npx-1

102 AUX (i) = psii(i) + nux*(-2.0d0*psii(i) + psii(i-1)+psii(i+1))
103 end do

104

405 AUX (1) = psii(1) + nux*(-2.0d0#*psii(1) + psii(2))

406 AUX (npx) = psii(npx) + nux*(-2.0d0*psii(npx) + psii(npx-1))

107
408
109 ! SE LLAMA A LA SUBRUTINA ZGTTRS PARA RESOLVER EL SISTEMA A x X = B
410 call ZGTTRS(’N’,npx,1,ApDLx,ApDx,ApDUx,ApDU2x ,IPIVx,AUX ,npx,INFO)

411

66



432
433

134

436
437
438
139
440
141

442

if (INFO /= 0) then
write (*,*) "La subrutina ZGTTRS no pudo resolver el sistema A*X=B"
stop

end if

do i=1,npx
psi(i,j,k) = AUX(i)
end do
end do
end do

return

5 end subroutine metodoCNx

T b h Ul hh e hh e hhtlhhtelehhtetehhtetelhtetelohtetelohtetelohthtolohthtotohthtotohohhtetotothtetotohs

UV bbbl hhh bbbt hhhlhhttohhthhhtethhhtehhhtethlhtehlhhhlhhthhhhthhhhhhhh

subroutine metodoCNy (psi,nuy,ApDy,ApDLy,ApDUy,ApDU2y ,npy,ymin,dx,dy,dz,
IPIVy, INFO)
implicit none

integer :: i,j,k
integer , intent (in) :: npy
integer , intent (out) :: INFO
5 integer , dimension(npy), intent(in) :: IPIVy
double precision, intent(in) :: dx, dy, dz, ymin
double complex, intent(in) :: nuy
double complex, dimension(npx), intent(in) :: ApDy
double complex, dimension(npx-1),intent(in) :: ApDLy, ApDUy
double complex, dimension(npx-2),intent(in) :: ApDU2y
double complex, dimension(npx,npy,npz), intent (inout) :: psi
double complex, dimension(npy) :: AUX, psii
5 do k=1,npz
do i=1,npx
do j=1,npy
psii(j) = psi(i,j,k)
end do
! SE MULTIPLICA LA MATRIZ A- POR EL VECTOR F=EXP(V)=*PSI
do j=2,npy-1
AUX(j) = psii(j) + nuy*(-2.0d0x*psii(j) + psii(j-1)+psii(j+1))
end do
AUX (1) = psii(1) + nuy*(-2.0d0x*psii(1) + psii(2))
AUX (npy) = psii(npy) + nuy*(-2.0d0*psii(npy) + psii(npy-1))

! SE LLAMA A LA SUBRUTINA ZGTTRS PARA RESOLVER EL SISTEMA A *x X = B
call ZGTTRS(’N’,npy,1,ApDLy,ApDy,ApDUy,ApDU2y ,IPIVy,AUX,npy, INFO)
if (INFO /= 0) then

write (*,*) "La subrutina ZGTTRS no pudo resolver el sistema A*X=B"
stop
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465 end if

467 do j=1,npy

168 psi(i,j,k) = AUX(j)
169 end do

470 end do

1 end do

3 return

175 end subroutine metodoCNy

476

vl LU RUBRBBIBLBILBILBBBLBRLRLBBLLBILLBILBILBRLBUBBULBBLBDBLBIBLBILE

478 N b bl b bt oo oo oot o to ot oo oo o to oo to oo to Yoo to b o ot o To %o fo To %o o T %o o o

479

180 subroutine metodoCNz (psi,nuz,ApDz,ApDLz,ApDUz,ApDUQZ,npz,zmin,dx,dy,dz,
IPIVz,INFO)

181 implicit none

1g2 integer :: 1,j,k

153 integer , intent (in) :: npz

152 integer , intent (out) :: INFO

185 integer , dimension(npz), intent(in) :: IPIVz

156 double precision, intent(in) :: dx, dy, dz, zmin

157 double complex, intent(in) :: nuz

st double complex, dimension(npz), intent(in) :: ApDz

150 double complex, dimension(npz-1),intent(in) :: ApDLz, ApDUz
100 double complex, dimension(npz-2),intent(in) :: ApDU2z

101 double complex, dimension(npx,npy,npz), intent (inout) :: psi
192 double complex, dimension(npz) :: AUX, psii

193
194
195 do i=1,npx

496 do j=1,npy

197 do k=1,npz

498 psii(k) = psi(i,j,k)

199 end do

500 ! SE MULTIPLICA LA MATRIZ A- POR EL VECTOR F=EXP(V)=*PSI

501 do k=2,npz-1

502 AUX (k) = psii(k) + nuz*(-2.0d0*psii(k) + psii(k-1)+psii(k+1))
503 end do

504

505 AUX (1) = psii(1) + nuz+*(-2.0d0*psii (1) + psii(2))

506 AUX (npz) = psii(npz) + nuz*x(-2.0d0*psii(npz) + psii(npz-1))

507

508

509 ! SE LLAMA A LA SUBRUTINA ZGTTRS PARA RESOLVER EL SISTEMA A * X = B
510 call ZGTTRS(’N’,npz,1,ApDLz,ApDz,ApDUz, ApDU2z,IPIVz,AUX ,npz, INFO)
511

512 if (INFO /= 0) then

513 write (*,*) "La subrutina ZGTTRS no pudo resolver el sistema A*X=B"
514 stop

515 end if

516

517 do k=1,npz
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518

566
567
568

569

570

psi(i,j,k) = AUX(k)
end do
end do
end do
return
5 end subroutine metodoCNz

VYl hh bl htetelohhhtelohhhtetohhtelohhtelohhtotohhtetolohtetolohtetetothtetelototeteTohototsohotsls
U bbbl hhhhhhhthhhhhhtohhhthhhttohhtehlhtohhlhtohhhhhhhhthhhthhhthhhhh

subroutine Vexp (npx,npy,npz,psi,Vpot,dt,hbar)
implicit none

integer :: i,j,k

integer, intent(in) :: npx,npy,npz

double precision :: c

5 double precision, intent(in) :: dt, hbar
; double precision, dimension (npx,npy,npz), intent(in) :: Vpot

double complex, dimension(npx,npy,npz), intent(inout) :: psi
c = dt / (2.0d0 * hbar)

do i=1,npx
do j=1,npy
do k=1,npz
psi(i,j,k) = exp( complex(0.0d0,- ¢ * Vpot(i,j,k)) ) * psi(i,j,k)
end do
end do

7 end do

return
end subroutine Vexp

VSl h bt h ettt hhtelhhhtethhhtelhhtelehhtetehhtetolhtetlhtetlhtetetohtethhthtththh
VYl hh bl htetelohhtelohhtetohhtelohhtelohhtolohhtotolohtetolothtetelothtetslohototeTototstsohos s

subroutine Tprom (psi,npx,npy,npz,dx,dy,dz,T,masara,masap,masat,hbar,R,P
)

implicit none

integer :: i,j,k

integer, intent(in) :: npx, npy, npz

double precision, dimension(3,3), intent(in) :: R,P

double complex, dimension(npx,npy,npz), intent(in) :: psi

double complex, dimension(npx) :: psix

3 double complex, dimension(npy) :: psiy

double complex, dimension(npz) :: psiz

5 double precision, intent(in) :: dx, dy, dz, masara, masap, masat, hbar

double precision, intent(out) :: T
double precision :: Ex, Ey, Ez

T = 0.0d0
Ex = 0.0d0
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582
583
584
585
586

587

Ey
Ez

do

0.0dO0
0.0d0

j=1,npy

do k=1,npz

do i=1,npx
psix (i) = psi(i,j,k)
end do
Ex = Ex + CONJG(psix (1)) * (psix(2) - 2.0d0*psix (1))
do i=2,npx-1
Ex = Ex + CONJG(psix(i)) * (psix(i+1) - 2.0dO0O*psix (i) + psix(i-1))
end do

end do

end do

Ex

. do

= Ex / dx*x*2

k=1,npz

do i=1,npx

do j=1,npy
psiy(j) = psi(i,j,k)
end do
Ey = Ey + CONJG(psiy (1)) * (psiy(2) - 2.0d0*psiy (1))
do j=2,npy-1
Ey = Ey + CONJG(psiy(j)) * (psiy(j+1) - 2.0d0x*psiy(j) + psiy(j-1))
end do

end do

end do

Ey

= Ey / dy*x*2

do i=1,npx
do j=1,npy

do k=1,npz
psiz (k) = psi(i,j,k)
end do
Ez = Ez + CONJG(psiz (1)) * (psiz(2) - 2.0d0*psiz (1))
do k=2 ,npz-1
Ez = Ez + CONJG(psiz(k)) * (psiz(k+1) - 2.0d0*psiz(k) + psiz(k-1))
end do

end do

end do

Ez

= Ez / dz*x*2

Tt hte el htotelhhtethetelhethhhtethhtethhtehhhtelhhteththtethhthththththththhthhshhh

- hbar**2 / ( 2.0d0 * masara ) * ( Ex + Ey + Ez ) * dxx*dyx*dz

SE SUMAN LAS COMPONENTES DE MOMENTO CLASICO

return

end subroutine Tprom
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639
640
641
642
643
644
645

646

661
662
663
664

665

666
667
668
669
670

671

Vbbbt hhh o hhhtohhhtohhththhtethhtethhtethhhtehhhtehhhthhhthhhhthhhhhhhhhh
UV kbt h el h et hhtlhhtethhtehhhtethhtehhhtethhhthhhthththththhhhhhhhhhhhhb

subroutine Vprom (npx,npy,npz,Vpot,psi,V,dx,dy,dz,R,Zp,Zt)
implicit none

integer :: 1i,j,k

integer , intent(in) :: npx, npy, npz

double precision :: ril, ri2, rin

double precision, intent(in) :: dx, dy, dz, Zt, Zp

5 double precision, intent(out) :: V

; double precision, dimension(3,3), intent(in) :: R
double precision, dimension (npx,npy,npz), intent(in) :: Vpot
double complex, dimension(npx,npy,npz), intent(in) :: psi
V = 0.0d0

do i=1,npx-1
do j=1,npy-1
do k=1,npz-1
V =V + ABS(psi(i,j,k))**2 * Vpot(i,j,k)
end do
end do
end do

V =V x dx*xdyx*dz

V=1V + Zt**2 / dsqrt ((R(1,1) - R(2,1))**2 + (R(1,2) - R(2,2))**2 + (R
(1,3) - R(2,3))*%2)
return

; end subroutine Vprom

UV kbbbt h et hhththhtethhtehhhtethhtethhtehhhtehthhtehthhthhhthhhthhmhhhh

subroutine mascara (x,y,z,npx,npy,npz,xmin,xmax,ymin,ymax,zmin,zmax,psi,
L)

implicit none

integer :: 1i,j,k

integer, intent(in) :: npx, npy, npz

double precision :: pi, auxxmin, auxxmax, auxymin, auxymax, auxzmin,
auxzmax ,C

double precision, intent(in) :: xmin, xmax, ymin, ymax, zmin, zmax, L
double precision, dimension(npx) :: argxmin, argxmax

double precision, dimension(npy) :: argymin, argymax

double precision, dimension(npz) :: argzmin, argzmax

double precision, dimension(npx), intent(in) :: x

double precision, dimension(npy), intent(in) :: y

double precision, dimension(npz), intent(in) :: z

73 double complex, dimension(npx,npy,npz), intent(inout) :: psi

pi = 3.141592653589793238464d0
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692
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696
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699
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auxxmin = x(1) + L

auxxmax = x(npx) - L
auxymin = y(1) + L
auxymax = x(npy) - L
auxzmin = z(1) + L
auxzmax = z(npz) - L
c = pi / (2.0d40%L)
argxmin = (x - auxxmin)*c
argxmax = (X - auxxmax)*c
argymin = (y - auxymin)*c
argymax = (y - auxymax)*c
argzmin = (z - auxzmin)*c
argzmax = (z - auxzmax)*c
do i=1,npx
do j=1,npy
do k=1,npz
if (x(i) <= auxxmin) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argxmin(i))**(0.125d0)
else if (x(i) >= auxxmax) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argxmax(i))**(0.125d0)
end if
if (y(j) <= auxymin) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argymin(j))**(0.125d0)
else if (y(j) >= auxymax) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argymax(j))**(0.125d0)
end if
if (z(k) <= auxzmin) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argzmin(k))**(0.125d0)
else if (z(k) >= auxzmax) then
psi(i,j,k) = psi(i,j,k)*dcos(argzmax(k))**(0.125d0)
end if
end do
end do
end do
return

end subroutine mascara

U BB BRBBN BN bbbt bbb b bbb bbb b th b bbb b b B b b b BT 1 %A
O X XY X XX/ X XY X Y X XY X XY/ X N Y/ N N X/ X R X/ X XY X XN X X X X Y X X Y Y X Y X XY Y X Y X Y X Y X Y/
Vbt tohhto oot ol to oo to oo to oot ol b ol to oot oo ool b to o oo o oot %olo o %o o %o fo %o %o o %o

! AQUI DEFINIMOS LAS SUBRUTINAS NECESARIAS PARA EJECUTAR CN A TIEMPO
IMAGINARIO

subroutine Vveci (Vpoti,x,y,z,npx,npy,npz,R)
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implicit none

integer :: 1i,j,k

integer , intent(in) :: npx, npy, npz

double precision :: rl, r2

double precision, dimension(3,3), intent (in) R

double precision, dimension(npx), intent (in) X
5 double precision, dimension(npy), intent (in) y
; double precision, dimension(npz), intent(in) :: z

double precision, dimension (npx,npy,npz), intent(out) :: Vpoti

do i=1,npx
do j=1,npy
do k=1,npz
rl = dsqrt ((R(1,1) - x(i))**2 + (R(1,2) - y(j))=**x2 + (R(1,3) - z(k
)) *xx2)
r2 = dsqrt ((R(2,1) - x(i))=**2 + (R(2,2) - y(j))=**2 + (R(2,3) - z(k
)) *xx2)
Vpoti(i,j,k) = - 1.0d40/r1 - 1.0d0/r2
end do
end do
end do

Vpoti = Vpoti + 1.0d0/dsqrt((R(1,1)-R(2,1))*x2 + (R(1,2)-R(2,2))**2 + (R
(1,3)-R(2,3))*%2)

return
end subroutine Vveci

UV R bl hhh bl hhhhhthhlehhhhthtthlhhhhhththhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
VR Rl hh ottt lolohhhhtthhlehhhhtttlelohhhhttthtlhhhhthththtththhhthnhmhh
subroutine Vexpi (npx,npy,npz,psi,Vpoti,dt,hbar)

implicit none
integer :: 1i,j,k

integer , intent (in) :: npx,npy,npz

double precision :: ¢

double precision, intent(in) :: dt, hbar

double precision, dimension (npx,npy,npz), intent(in) :: Vpoti
765 double complex, dimension(npx,npy,npz), intent (inout) :: psi

N4 N 9
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c = dt / (2.0d0 * hbar)

do i=1,npx
do j=1,npy
do k=1,npz
psi(i,j,k) = dexp( - c * Vpoti(i,j,k)) * psi(i,j,k)
end do
end do
end do

return

end subroutine Vexpi
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