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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de colisiones atémicas ha presentado grandes avances a la ciencia actual gracias a
la teoria cuantica. Los modelos tedricos para estudiar procesos de dispersion entre particulas
cargadas y atomos han permitido comprobar que las teorias desarrolladas hasta ahora, son
compatibles con los resultados que arrojan los experimentos bajo el marco conceptual de la
mecanica cuantica. Para esto, la computacion cientifica ha sido una pieza fundamental en la
aceptacion de estos modelos; sin esta herramienta no tendriamos forma eficaz de convencer que

los céalculos tedricos son correctos.

Debido a que en la segunda mitad del siglo XX las computadoras comenzaron a tener una
gran capacidad para hacer calculos numéricos, los desarrollos tedricos planteados por cientificos
para resolver problemas actuales han sido concretados con mayor facilidad. En especial, en el
area de la fisica atémica se han estudiado los procesos en los que particulas cargadas interac-
cionan con atomos o moléculas de todo tipo. Los resultados de estas interacciones son procesos
de captura electronica, ionizacién, fragmentacién molecular, etc. Algunos de estos procesos son
de gran interés para la medicina y la industria, por lo que tener un modelo teérico que descri-

ba procesos de dispersion es de gran importancia para el desarrollo tecnoldgico y el sector salud.

Tomando en cuenta el sector salud, por ejemplo, se puede estudiar la deposiciéon de energia
de la irradiacion de hidrégeno neutro en biomoléculas, ya que esto permite comprender el dano
celular por iones pesados en radioterapia y dosimetria. Un claro ejemplo de este tipo de tra-

bajos es el estudio realizado por C. Martinez, F. J. Dominguez y R. Cabrera sobre los efectos
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rotacionales y vibracionales en la pérdida de energia del hidrégeno colisionando con la glicina a
bajas energias de irradiacién [1]; colisiones moleculares como las que se menciona anteriormente
son desarrollos tedricos que se llevan a cabo con distintas teorias, las cuales a su vez tienen las

bases de la mecanica cuantica.

Para comenzar a interactuar con este tipo de procesos, es conveniente trabajar colisiones
atémicas que permitan asegurar que los resultados tedricos son compatibles con los resultados
experimentales; los experimentos para este tipo de colisiones no son para nada sencillos y los
que han sido de gran relevancia para este area son las colisiones entre protones/antiprotones con
atomos de hidrégeno. Este tipo de colisiones permiten observar procesos de captura electroni-

ca, de ionizacion, e incluso de formacién de atomos exdticos (en particular, &tomos de protonio).

Existen varios modelos tedricos sobre este tipo de colisiones como el realizado por Schultz [2],
el cual presenta una descripcién de la ionizacion de hidrogeno e iones hidrogénicos por impacto
de antiprotones (antiparticula del protén), basada en soluciones numéricas a muy gran escala
de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo. Posteriormente en 2001, Tong et. al. [3]
presenta su trabajo en donde se estudia la ionizaciéon de un atomo de hidrégeno por impacto
de un antiprotén en un rango de energia de 0.1 keV a 1000 keV tomando una aproximaciéon
semiclasica, en donde la evolucién en el tiempo de la funciéon de onda electrénica se propaga
mediante el método del operador dividido con un método pseudoespectral generalizado en la

representacion de energia.

Trabajos més recientes como el realizado por B. J. Killian et. al. [4], emplean el formalis-
mo de Dindmica Electron-Nicleo (END por sus siglas en inglés) para investigar los procesos de

dispersion y transferencia de carga resonante en la colisién de protones en atomos de hidrégeno.

Cada uno de estos modelos tedricos comparan sus resultados con los datos experimentales
de Knudsen [5], quien presenta datos experimentales para la ionizacién de dtomos y moléculas
por impacto de antiprotones obtenidos a partir del acelerador LEAR en el CERN, durante la
colaboracién PS194.
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Por otro lado, estudiar colisiones atémicas nos permite desarrollar métodos y experimentos
para la formaciéon de cierto tipo de atomos, como el atomo exdético de protonio en la colision de
antiprotones con hidrégeno, pero no es el tinico en el que podemos pensar; ademas de atomos
exéticos, podemos formar antimateria. Un ejemplo es la formacion de antihidrogeno, el cual es

el 4&tomo de antimateria mas simple formado por un antiprotén y un positrén.

La produccién experimental del antihidrégeno se logré por primera vez en 1995 en el CERN,
donde se producieron algunos atomos de antihidrogeno. Posteriormente, en 2002, los experi-
mentos ATHENA y ATRAP demostraron que era posible producir atomos de antihidrégeno
en grandes cantidades; sin embargo, el experimento ALPHA se ha encargado en los tltimos
anos de generar grandes avances en el estudio de atomos de antihidrégeno, como transiciones

electrénicas en estos atomos.

Existen varios procesos para la formacion de antihidrégeno, sin embargo, uno de los pro-
cesos mas simples es mediante la colision de un antiprotén con un dtomo de positronio (un
electrén y un positron ligados entre si). Este proceso de dispersién tedricamente es posible y
se han desarrollado varios modelos desde finales del siglo XX; algunos ejemplos son el método
Kohn-variacional de Humberston [6], donde se consideré solo la formacién del antihidrégeno en
su estado base, o el método de canales acoplados dependiente del tiempo por Yamanaka y Kino
[7], quienes presentaron sus resultados teéricos en 2002. Incluso se han utilizado otros métodos
como la aproximacién de Born a primer orden [8], la simulacién de la trayectoria clasica Monte

Carlo [9], o el método adiabatico de cruce oculto [10].
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1.1. Propésito de este trabajo

Como primer objetivo, se busca demostrar que el método de diferencias finitas y el método de
Crank-Nicolson dan resultados aceptables aplicandolos a problemas conocidos de la mecénica
cuantica, por ejemplo, el oscilador arménico cuantico, la parte radial del atomo de hidrégeno y
los coeficientes de reflexion y transmision en el efecto Ramsauer-Townsend. Para obtener estos

resultados se utiliza el lenguaje de programacién Fortran 95.

Posteriormente, se estudia la colisiéon de un protén con un atomo de hidrogeno, y la colision
de un antiprotén con un atomo de hidrogeno; estas colisiones nos permitiran estudiar proce-
sos de captura electrénica, de ionizacion e incluso de formaciéon de protonio. En el capitulo 4
se explica céomo trabajar con el proyectil siguiendo trayectorias rectilineas y con el nicleo del
atomo fijo; ademads, en este mismo capitulo se implementan las paredes absorbentes para el
proceso de ionizacién en las colisiones. Se presentan los resultados comparados con los datos

experimentales.

La posible formacion de protonio en la colisiéon de un antiprotén con un atomo de hidrégeno
debe de ser tratada con cuidado porque el atomo de protonio estd formado por un protén y un
antiproton, lo que nos puede llevar a procesos de aniquilaciéon entre particula y antiparticula
que deberan de ser estudiados a partir de la ecuacion de Dirac, en donde los efectos relativistas
son importantes. De hecho, el estado base del atomo de protonio es inestable debido a la aniqui-
lacién y el tiempo de vida media para este caso es de 7 ~ 5 x 1071? 5. Sin embargo, el protonio
en estados excitados es estable ya que el tiempo de vida media, considerando aniquilacién, es
proporcional a n? (ay/ R*)2l, donde n es el nimero cuantico principal, ag es el radio de Bohr,

R, es el rango de la fuerza nuclear fuerte y [ es el momento angular orbital inicial [11].

Si consideramos que la energia se conserva en la colision antiprotén-hidrogeno, se obtiene
que el antiprotén y el protén del dtomo de hidrégeno pueden llegar a ligarse (formando proto-
nio) en un estado de Rydberg con n ~ 30, lo que nos lleva a una vida media de 7 ~ 10?® afios
cuando [ = 5 [11]. De esta manera, serd suficiente estudiar la formacién de protonio a través de

la ecuacién de Schrodinger y no de la ecuacion de Dirac.
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Ademas, se presentan algunos detalles importantes para estudiar la colisién antiprotén-
positronio, y el posible canal de formacién de antihidrogeno, y se muestra el desarrollo tedrico
de la dinamica electron-ntcleo, el cual se pretende utilizar para obtener procesos de dispersion

mas realistas.

Por tultimo, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones de los resultados obtenidos, se
discuten las implicaciones y las limitaciones presentes en este trabajo, y se analiza una posible

continuacion en este tipo de analisis tedricos.



Capitulo 2

Método de diferencias finitas aplicado

a la ecuacion de Schrodinger

La fisica de muchos problemas dependientes del tiempo se puede describir por sistemas aco-
plados de ecuaciones diferenciales parciales (generalmente no lineales), complementados por las

condiciones iniciales del sistema. Un ejemplo es la ecuacién de Schrodinger en una dimensién:

P v vy = inlwey (2.1)
201 022 x z,t) = iho V(z, : :
O en el caso independiente del tiempo
h? d?
- U(x) = FEV : :
g+ V(@) w0 = Bv) (2:2)

Para resolver esta ecuacion utilizaremos el método de diferencias finitas que se explica a conti-

nuacion.

El concepto de la aproximacion en diferencias finitas a sistemas que evolucionan en el tiem-

po puesde ser ilustrado si consideramos un problema en 1 + 1 dimensiones (z,t).
En la figura 2.1 se muestra un tipo de red de computo que consiste en un sistema de posi-

ciones fijas x, que pueden o no estar espaciadas uniformemente y que se definen en un tiempo

discreto ¢™.

10



Método de diferencias finitas aplicado a la ecuacion de Schréodinger

n+l

Aty

k-1 k k+1

Figura 2.1: Red uniforme en el espacio-tiempo con Az = Axy y At = At" constantes.

2.1. Diferencias finitas

2.1.1. Funciones

Si el valor de una funcién f(z,t) en el punto (z,t) se asocia a un punto en la red, entonces

[l t) = flop, ") = fi - (2.3)

Notese que utilizaremos subindices para representar dependencia espacial y superindices

para dependencia temporal.

2.1.2. Derivadas parciales

La aproximacion en diferencias finitas de las derivadas parciales de f(x,t) se puede construir

del desarrollo en series de Taylor alrededor de z(. Esto da

- of 1 02f
f(xo + Az, t) = f(xo) + %LOAHUJrg Fye)

Ax? + O(Ax®) (2.4)

Z

11
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of Az +

2
flzog — Ax,t) = f(x0) — p % 0 5| A +0(Az%) . (2.5)

of
ox

De la ecuacion (2.4) obtenemos lo que se conoce como una diferencia hacia adelante:

of
ox 20

_ f(xo+ Az) — f(x0)

o +O(Ax?) . (2.6)

Y de la ecuacion (2.5) obtenemos lo que se define como una diferencia hacia atrés:

of
ox 20

_ f(x0) — f(zog — Ax)
Az

+O(Az?) . (2.7)

Una aproximacién para la segunda derivada se obtiene del desarrollo en series de Taylor su-

mando la ecuacién (2.4) y de la ecuacion (2.5):

0% f

If| _ flawo+ Ax) — 2f(xo) + f(xo — Ax)
0z? xo_

Ax?

+O(Az*) . (2.8)

Supéngase que f(x,t) corresponde a un punto de la red espacial: g — xy,
o+ Ax — Ty, To— Ax — 1 y f(z,t) — f7. Entonces, la ecuacién (2.6) que describe

una diferencia hacia adelante se convierte en

of | _fn—h

Ox - $k+1—9€k

O(Az?) (2.9)

la cual representa una primera aproximacién de la diferenciacion hacia adelante (en el espacio)

a % en el punto de la red k.
Th

De la misma manera, la ecuacién (2.7) nos da la aproximacion hacia atras de la diferencia

of
ox

_ fk - fk—l

L — Tk—1

+O(Ar?) . (2.10)

Tk

Y para la segunda derivada parcial de f(z,t) en el punto de la red x de una red uniforme, se

obtiene
>’f
0x?
Tk

e
Ax?

+O(AZ?) . (2.11)

12
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2.1.3. Integrales

Para la integracion, utilizaremos la definicién de Riemann de una integral, es decir

/f

donde a = 1 y b = xy, que para una red uniforme nos da

/f

2.2. Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

2

-1

Se(Trp — o) (2.12)
1

e
Il

2

ka:v : (2.13)

1

=
Il

con diferencias finitas

En el caso de resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para un potencial
V(z), la aproximacion a la ecuacién diferencial en diferencias finitas se obtiene sustituyendo
la expresién para la segunda derivada (2.11) en la ecuacién de Schrodinger independiente del

tiempo (2.2); asi, para una red uniforme con ;1 — z;, = Az, se tiene

B2 [ Whyy — 20y + Wy
2u Ax?

+ Vi, = BT, (2.14)

Como k = {1,--- , N}, entonces la ecuacién (2.14) tiene una solucién completa cuando se
especifican las condiciones iniciales o de frontera.
En nuestro caso, ¥(z,t) € £L? (de cuadrado integrable), tal que en infinito la funcién se anula.
Como no podemos representar fronteras infinitas en una computadora, estas estaran truncadas

tal que Vo =0y Wi—ni1 = 0. Asi, tenemos para k = 1:

h2
y para k = N + 1:
h2
oA {20y + Uy )} +VaUy = ETy . (2.16)

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en diferencias finitas (2.14) junto con

13
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la condicién de frontera se puede escribir en forma de matriz haciendo un arreglo del vector

U = {0}, asi

HY = F& . (2.17)
Donde H tiene los elementos dados por
h2

H,=—+V, | 2.18
v (2.18)

h?
H,,1=—— , 2.19

h2
H;, 1 =—— 2.20
1T Ty AL (2.20)

La cual es una matriz hermitiana tridiagonal de la forma

H,, Hy, 0 0 0
Hy Hyy Hos 0 0
0 H H H 0
H — . .32 .33 34 (2.21)
0 - 0 Hyoin-2 Hyoan-1 Hyoan
0 0 0 Hy n-1 Hy N

La ecuacién de Schrodinger (2.17) representa asi un problema de eigenvalores en algebra
matricial con la ventaja de tener una matriz tridiagonal. El nimero de eigenvectores y de ei-

genvalores depende asi del nimero de puntos en la red.

14
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2.3. Ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo
con diferencias finitas

Para el caso dependiente del tiempo, utilizamos la ecuacién de Schrodinger dependiente del

tiempo (2.1) y aplicando la aproximaciéon de diferencias finitas, tenemos que

_h_z ¢Z+1 — 20+ W,
21 Ax?

(2.22)

gl gn
} + V.U, = ik (’f—’f)

tn—l—l —tn
Asi, para el incremento en el tiempo At = "1 — " tenemos que la funcién de onda al tiempo
t =t" + At esta dada por

R? At iAt

N (U, — 20 + 97, ] — 7‘/1@ o (2.23)

+1 _
U = —
La ecuacién (2.23) representa un ejemplo del método explicito, puesto que la solucién a un
tiempo posterior, depende de la solucién a un tiempo anterior. Esta tltima ecuacién se puede

reescribir como

- A -
gl = ll - %H] ¥ (2.24)
donde
h?’
H — —W ( Z+1 —2\P2+\I/Z_1) +Vk

Maés atin, sabemos que la solucién a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (2.1)

para el hamiltoniano independiente del tiempo H es

- (t—tg) 1

U(z,t) =e " n M(x,ty) . (2.25)

De aqui vemos que la ecuacion (2.24) obtenida de aplicar diferencias finitas es el término a
primer orden de la solucién general (2.25). Asi podemos usar la ecuacién anterior junto con el
método de diferencias finitas para obtener una mejor evolucién en el tiempo de la funcién de

onda que pueda ser implementada computacionalmente.

15
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2.4. Método de Crank-Nicolson unidimensional

Utilizando la técnica de separaciéon de operadores, podemos escribir la solucién a la ecuacién

de Schrodinger dependiente del tiempo (2.25) como
U(z,t) = e 0 (TVE)g(r ) | (2.26)

donde At =t —ty. Suponiendo que [T, V]At es muy pequeno, separemos el operador de energia

cinética de la siguiente manera

Uz, t) ~ e Te o Te W VEOW (2 tg) (2.27)
Por lo que
istT PSLT Aty (g)
e T W(z,t) ~ e " Te W VW (, 1) . (2.28)
Ahora, si definimos
Fxtt) = e F VO (x, o) (2.29)

obtenemos, a primer orden en la exponencial, lo siguiente:

[1+@'%T] U(z,t) = ll —@%T] flx,t,ty) . (2.30)

En la ecuacion (2.30) solo se realiz6 un desarrollo en series de Taylor para la exponencial y

nos quedamos a primer orden. Ademaés, como el operador de energia cinética es T = —%6‘9—;,
entonces, aplicando el método de diferencias finitas a la ecuacion (2.30), obtenemos
hAt hAt
n+1 . n+1 n+1 n+1 o .
{‘I’k TN (Thfy — 293" + 0y )} = {fk +ZW (frr1 = 2/ + fk—l)} , (2.31)
lo cual se representa de la siguiente manera en forma matricial
AT AT (2.32)
Por lo tanto
Tt = (AT) AT (2.33)
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Este es el método implicito de Crank-Nicolson, en donde ambos lados de la ecuacion de-

penden del tiempo final de evolucién. Las matrices AT y A~ son matrices tridiagonales con

elementos
A =1+20 | (2.34)
A;EH =Fv (2.35)
AL =Fv (2.36)
donde v = 4’;?;2. De esta manera, se tiene que

1+2v  Fv 0 0 0
Fr 1+2v Fv 0 0
0 v 1+£2v 72 0
0 0 Fv 1+£2v Fv
0 0 0 Fr 142

Asi, la evolucion del sistema se puede resolver a partir de métodos de algebra lineal, como por

ejemplo, la descomposicién LU de matrices [12].
Es importante aclarar que este método requiere que v < 1 para que la propagacién de

solucién sea estable, en caso contrario la propagacion de la funciéon de onda es inestable y con

ello, se pueden obtener errores numéricos considerables.

17
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2.5. Método de Crank-Nicolson tridimensional

Ya se ha descrito el modelo de Cranck-Nicolson en una dimensién, pero para tener un modelo
mas realista del sistema que se estara trabajando, generalizaremos el método a tres dimensio-
nes; asi, el estudio de colisiones atémicas para este trabajo serd més formal y se obtendran

resultados mas interesantes.

Lo primero es identificar que el operador de energia cinética en tres dimensiones no es mas

que la suma de operadores de energia cinética para cada coordenada espacial, es decir

T=T+T,+T, . (2.38)

Ahora, recordemos que la funcién de onda en una dimensién para cualquier tiempo t > tg

se puede escribir en términos del operador temporal de la siguiente forma:
At A
U(z,t) = exp —sz U(x, ty) . (2.39)

Entonces, para el caso tridimensional, se tendra:

At [~ o~
\IJ(Z', t) = exXp |:_7’? (T + V>:| \I](Qf, Y,z tO)

At~ “ - At -

~exp | —i— (Tm + T, + TZ> exp | —i—V |V(z,y, z,ty) . (2.40)
h h

Para lo que sigue, definamos la funcién
At~
f(xvyu thO) = €Xp _va \I[(xvy727t0> : (241)

Debido a que el operador de energia cinética de cada componente espacial conmuta con
cada una de las otras componentes, se tiene que [Ti,Tj] = 0. De esta manera, se pueden

despejar los términos de la energia cinética por medio de la técnica de separacién de variables,
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obteniendo lo siguiente

JAN At JAN AN
exp {ZQ—hTZ] exp [g_hTy] exp [ZZ_thl U(z,y,z,t)
AN TTAN N TTAN N
~ exp [—ﬁTZ] exp [—%Ty] exp [—%T;p} flzyy,z,to) . (2.42)

Necesitamos ahora discretizar la ecuacion (2.42), por lo que tomaremos la aproximacién en

diferencias finitas para una funcién en tres dimensiones como se sigue

f(xay7zﬂt) = f(x’wy]7zkatn) — fzr,lj,k : (243)

De esta manera, definamos al vector U™ = U?. = donde los indices i, j, k corresponden a pun-

Z7j7k7

tos en la red de las coordenadas z, vy, z respectivamente. Por ejemplo, restringiéndonos al caso
donde N, = N, = N, tendremos que nuestro vector ¥" serd como una matriz ctibica con

elementos W, j .

De la ecuacion (2.42) se expande en un desarrollo en serie de Taylor las exponenciales
correspondientes a la coordenada x, y al aplicar el método de diferencias finitas al operador de

energia cinética en x, obtenemos
(JAN N 1AL~
exp [—TZ] exp [—Ty] {\I/;”,i — U, (\I/:flljk — 2\1117; + \Ilzlfl’j’k) }

VAN 1AL ~
= €exp |:_ﬁTz:| €xXp {—% y:| {fi,j,k + Vs (fz’+1,j,k - 2fi,j,k + fi—l,j,k) } )

(2.44)

donde v, = ihAt/4pAz?.

Aqui es importante notar que los indices j y k no cambian, por lo que es conveniente definir
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los vectores ® = AtUn+! y 7= A~ ", donde

AL =1+20, |, (2.45)
A1:L|,:i+1 =FVe (2.46)
Ab =Fve (2.47)

con el resto de componentes igual a cero. De esta manera, la ecuacién (2.44) se convierte en

IAL - [7AN P IAL - (7AN 2P
exp {ﬁTZ] exp {%Ty} P = exp {—%TZ] exp [_ThTy}g . (2.48)

Ahora, realicemos el mismo desarrollo en series de Taylor y apliquemos nuevamente el
método de diferencias finitas, pero ahora sobre el operador de energia cinética en y, obteniendo

de la ecuacion (2.48) lo siguiente:
iAL - " . . .
o {Q_f’LTz} {(I)Zﬁ = vy (R = 20005+ P ) }
(JAN N
= exp |:—2—hTz:| {gi,j,kz + Vy (gi,j—i-l,k: - QQi,j,k + gi,j_17k> } . (2.49)

Aqui v, = ihAt/4pAy?.

Notemos que en este caso, el indice que cambia es solo el indice j, es decir, el indice rela-

cionado con la coordenada y; por ello, definamos los vectores E = B+ontl y h=B" g, donde

Bi=1+2y, |, (2.50)
B =%, . (2.51)
B =Fv, . (2.52)
Asi, la ecuacion (2.49) se convierte en
(TAN P iAt < ]
— T, | = ——T.|h . 2.
exp |G B[t —ep |- (2.53)
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Finalmente, volvamos a realizar el desarrollo en series de Taylor y apliquemos el método
de diferencias finitas, pero ahora sobre el operador de energia cinética en z, obteniendo de la

ecuacion (2.53) lo siguiente:

Eh = va (€ = 260+ €)= hig vz (Bagws = 2hige+higar) , (254)

donde v, = ihAt/4puAz2.
Reescribiendo la ecuacién (2.54) en forma matricial, se tiene
Crétl=Ch . (2.55)

Aqui C* y C~ son matrices tridiagonales con la misma estructura que las matrices A%, A~,

B* y B~. Es decir

Ch=1+2v, | (2.56)
Chiy =TFv: (2.57)
Ciioi=Fv. . (2.58)

Este es el método implicito de Cranck-Nicholson en tres dimensiones. Es claro que las ma-
trices C* y C~ acttian solo en las componentes de la coordenada z, por lo que al implementar
este método se tendra un ciclo para la solucién en z, anidado con los dos ciclos anidados para

la solucién en y y en x, respectivamente, para cada paso de tiempo.

De esta manera, para obtener la evolucién de nuestro sistema se tendra que resolver la
ecuacion

CTBTATU" = C B A f . (2.59)

Por lo tanto

It = (AY) T (BY) T (CT)TTCB AT . (2.60)

Ahora que conocemos la funciéon de onda a un tiempo n + 1, es importante también obtener

la energia total del sistema tratado. Es por ello que necesitamos una expresion discretizada
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para el operador hamiltoniano H=T+V.En particular, nos interesa el valor esperado del
hamiltoniano, por lo que serd necesario calcular el valor esperado del operador de energia

cinética y de la energia potencial. Para la energia cinética se tiene que

(T) = /// U (x,y, 2)TU(x,y, 2) dedyde (2.61)
Siguiendo el método de diferencias finitas, podemos expresar la segunda derivada de ¥

respecto de la coordenada z, por ejemplo, de la siguiente manera:

PU(r,y,2) _ Wirrju —2Wijn+ Vi1 jx
ax2 A$2

(2.62)

De esta manera, la segunda derivada respecto de x en su forma matricial, considerando el

método de diferencias finitas, es

-2 1 0 0 0
1 =2 1 0 0
A I (2.63)
S I
0 o 1 -2 1
0 0o o0 1 =2

-2 1 0 0 0

1 -2 1 0 0

1 0 1 -2 1 -+ 0
PEREL s 200

0 0 1 -2 1

0 o 0 1 =2
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-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
p.— | b b 0 (2.65)
Az? ] : SR :
0 0 1 -2 1
0 0 0 1 =2

La segunda derivada de la funciéon de onda en tres dimensiones, en su forma matricial, puede

ser considerada como la suma de las tres matrices anteriores, es decir
D,,.=D,+D,+D, . (2.66)

Teniendo esto en consideracion, el valor esperado de la energia cinética en la malla que

utilizaremos para nuestro sistema, considerando la definicién de suma de Riemann, es
9 Ny—1Ny—1N,—1
E g E i o (Day oz )” L ArAyAz (2.67)
Jj=
Por otro lado, el valor esperado de la energia potencial sera
Nz—1Ny—1N,—1

=2 > Z U;, VigaUisnAzAyAz . (2.68)
=1 j=1 =

Con este planteamiento, podemos comenzar a disenar los cddigos correspondientes para

resolver la ecuacion de Schrodinger para distintos problemas.
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2.6. Ecuacion de Schrodinger en tiempo imaginario

Numéricamente, conocemos muy bien las soluciones a la ecuaciéon de Schrédinger para el caso

independiente del tiempo

HV(x) = EV(x) (2.69)

mediante la aplicaciéon del método de diferencias finitas. Ademaés, para la solucién a la ecuacién

de Schrodinger dependiente del tiempo

L 0Y(z,t)

HV(x,t) =ih Y (2.70)

también conocemos las soluciones numéricas de cualquier sistema cuantico a partir del método

de Crank-Nicolson.

Sin embargo, si nosotros hacemos un cambio de variable en la parte temporal, con la inten-

cion de trabajar con tiempos imaginarios, se tendra que
T=at (2.71)

de donde se sigue

0 oor 0

%= o "o (2.72)

Entonces, la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se convierte en

L .ov ov
HY = ih {a—} = —hgo
Es decir
h2 0?2 o
— [—%@ + V(.T):| U = hE . (273)

Esta transformacion reemplaza el problema original de la mecanica cuantica con un proceso
difusivo, en donde el término entre corchetes, se convierte, segiin el signo, en un término de

absorcién o fuente.
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Si consideramos V' (x) = 0, obtenemos la ecuacién

ov(x,7) iﬁQ\I/(a:,T)

= 2.74
or 2m  Ox? (2:74)
Ahora, recordemos que la ecuacion de difusién en una dimension es
0¢ D¢
—=D— 2.75
ot Ox? ( )

Comparando las ecuaciones (2.74) y (2.75), notamos que, bajo ciertas modificaciones, la ecua-
cién de Schrodinger para tiempo imaginario es semejante a la ecuacion de difusion, con una

constante de difusién D = h/2m.

Por otra parte, si ignoramos el término de la energia cinética en la ecuacién (2.73), se obtiene

ovr  V(x)

or h

U (2.76)

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden que describe procesos de decaimiento o de

crecimiento, dependiendo del signo del potencial V' (z).

En general, la solucién a la ecuacién de Schrodinger con el tiempo imaginario (2.73) es de

la forma:

U(z,7) =Y cntn(@)e ™ . (2.77)

Para 7 suficientemente grande, el término dominante en la suma de la ecuacion (2.77) es para

n = 0, es decir, obtenemos el estado base
(2,7 — 00) = cothpe 07 . (2.78)

Con esta funcién de onda, podemos calcular la energia asociada calculando el valor esperado

del hamitoniano de la siguiente manera

E:<H>:/\IJ*(m,T—>oo)H\If(x,T—>oo)dx : (2.79)
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Resulta interesante que, una vez hayamos implementado un cédigo que resuelva la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo para un cierto potencial V(x) mediante los métodos de
diferencias finitas y Crank-Nicolson, podemos hacer el tiempo imaginario y obtener la funcién
de onda del estado base para el sistema deseado en cierta malla numérica que nosotros defina-

mos.
De esta manera, ya no es necesario hacer el calculo de los eigenvalores. Con empezar la

dindmica con una funcién de onda prueba convergeremos al estado base, el cual sera utilizado

como funciéon de onda inicial para la evolucién con la interaccion adecuada.
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Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Aplicacién del método de diferencias finitas y del
método de Crank-Nicolson

Con la finalidad de verificar la eficacia y precision de los métodos vistos en el capitulo ante-
rior, a continuacion se presentan algunos ejemplos de sistemas cuanticos que son estudiados
en un curso basico de mecanica cuantica. La solucién de estos problemas serd obtenida desde
un punto de vista computacional utilizando el método de diferencias finitas y el método de

Crank-Nicolson.

3.1.1. Oscilador arménico

El oscilador arménico es uno de los sistemas cuanticos mas importantes en la fisica porque
cualquier potencial que trabajemos lo podemos aproximar a un potencial arménico en las pro-
ximidades del punto de equilibrio, con ayuda de un desarrollo en series de Taylor para el
potencial tratado. Ademés, podemos resolver la ecuacién de Schrodinger para este sistema de
manera analitica a partir de dos distintos métodos; uno de estos hace uso de operadores de
creacion y aniquilaciéon, y el otro conlleva resolver dicha ecuacién a partir de un método de

serie de potencias. Ambos nos dan las mismas funciones de onda normalizadas, las cuales son:

o) = (52) " e 3.1)
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donde £ = /™*x y H(&) son los polinomios de Hermite.

Mas atn, los niveles de energia vienen dados por
1
En:<n+§)ﬁw n=0,1,2--- (3.2)

A continuacion se representa el cuadrado de la funciéon de onda del estado base del oscilador
armoénico calculado numéricamente a partir del método de diferencias finitas y el método de

Crank-Nicolson implementados a través de un codigo realizado en Fortran 95.

0.7 ! : - —
Diferencias finitas *
0.6 | Solucion analitica ———— -

0.5 .

0.4 .
N—
=

— 03 .

0.2 .

0.1 .

0 b * R T

—4 -2 0 2 4
X (a.u.)

Figura 3.1: Estado base del oscilador arménico calculado de forma analitica y numérica.

Para la solucién numérica del estado base del oscilador arménico se tomé un Az = 0.01
a.u., una masa de m = 1.0 a.u y una frecuencia angular de w = 1.0 a.u. con lo que se obtuvo
un eigenvalor de 0.49999687497890555 w.a., teniendo asi un error relativo de 0.00062499055 %
respecto del valor analitico, el cual es 0.5 a.u. La solucion obtenida a partir de diferencias finitas
presentada en la figura 3.1 son puntos representativos que nos permiten diferenciar y comparar

la solucién analitica de la numérica.
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3.1.2. Parte radial del atomo de hidrégeno

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en tres dimensiones se escribe como

2

h
——VUV + VU =Fy . (3.3)
2m

Si queremos trabajar con un atomo de hidrégeno, es conveniente usar coordenadas esféricas,

donde el operador laplaciano esta dado por

10 9, 1 0 0 1 0?
2_ -~ Y ([ 29 — [ sinf— — [ — : 4
v r2 or (T 8r> + r2sin 6 00 (Smeae) + 2 sin” § (3¢2) (34)

De esta manera, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en coordenadas esféricas

es

R [1 0 [ ,00 1 0 (. oY 1 0% B
2m {ﬁ& (7’ E) i 2 sin 6 00 (Smeﬁ) * 72 sin? 0 ((9@252)] TVe=FEy . (35

Dicha ecuacion puede ser resuelta a partir del método de saparacion de variables, donde bus-
caremos una solucién del tipo ¥(r, 0, ¢) = R(r)Y (0, ¢). Entonces, sustituyendo esta propuesta
de solucién en la ecuacion (3.5), obtenemos

Y d [ ,dR R 0 oY R 0%y
_ | - [ sinf=— Y = FRY
2m {73 dr (r dr) + r2sin 0 00 (Slne(?@) + 72 sin? 6 (3¢2)] VR o

Dividiendo por RY y multiplicando por —2mr?/h?, se tiene

1d [ ,dR 2mir? 1 1 0 (. ,0Y 1 0*Y B
{m ( dr)_ 2 [V“)—E]}*?{sme@(Sm%>+—sm<a752>}—0

(3.6)

El primer término en corchetes solo depende de r, mientras que el segundo solo depende
de 6 y de ¢, y como su suma es igual a cero, necesariamente cada uno debe de ser igual a
una constante con signos opuestos que, por comodidad, llamaremos (I 4+ 1). De esta manera,

obtenemos las dos ecuaciones:

}%d% (rzd;f) - 27;@?2 V(r)-El=1(+1) , (3.7)
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1 1 0 (. 0Y 1 0%y

Consideremos un potencial coulombiano entre el protén y el electron del &tomo de hidrogeno

de la forma
1
Vir)y=——°% | (3.9)

dmeg r

Si nos centramos en estudiar la parte radial del atomo hidrogenoide de forma numérica,

podemos trabajar con la ecuacién (3.7), de donde tenemos que

d% (ﬁ%f) —~ 221—;2 V(r)—E]R=11+1)R . (3.10)

Si hacemos el cambio de variable u(r) = rR(r), obtenemos la ecuacion

R @ R0+ 1
_ GG )]U—Eu . (3.11)

“mar? { m

Esta ultima ecuacion es llamada la ecuacion radial, la cual es idéntica a la ecuacién de Schro-

dinger unidimensional, con el potencial efectivo dado por

h_2l(l +1)
2m 72

Vipp =V + (3.12)

Asi, la ecuacién que resolveremos de manera numérica serd la ecuaciéon (3.11).
Las soluciones a las ecuaciones (3.7) y (3.8) son:

Ru(r) = \/ (%)3 %e—r/m (%)l L2 (2r/na) (3.13)

Y™ (0,¢) = \/<2l;;1)! E; _T_ Zi:eimd’ﬂm (cos®) (3.14)

donde L?*!  (2r/na) son los polinomios asociados de Laguerre, P/ (cos#) son los polinomios

asociados de Legendre y a = 4mwegh®/me? es el radio de Bohr.
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Mas aun, las energias permitidas son

m [ e \°| 1
En = — [ﬁ (471'60) ] ﬁ n = 1,2,3, s (315)

A continuacién, se presenta el cuadrado de la funcién de onda del estado base para la parte

radial del atomo de hidrogeno obtenida a partir del método de diferencias finitas y el método

de Crank-Nicolson, y comparada con la soluciéon analitica.

0.6 I I . I R I L. I
” Diferencias finitas *
05 Solucién analitica — |

04 .
“S 03 .

0.2 .

0 | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

r (a.u.)

Figura 3.2: Estado base de la parte radial del dtomo de hidrégeno calculado de forma analitica y
numeérica.

Para la soluciéon numérica del estado base de la parte radial del atomo de hidrégeno se
tom6 Ax = 0.01 w.a. y una masa de m = 1.0 a.u. con lo que se obtuvo un eigenvalor de
—0.51071167775199400 w.a., teniendo asi un error de 2.142 % respecto del valor analitico, el
cual es —0.5 u.a. La solucion obtenida a partir de diferencias finitas presentada en la figura 3.2
son puntos representativos que nos permiten diferenciar y comparar la solucién analitica de la

numérica.
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3.1.3. Paquete gaussiano libre (Efecto Ramsauer-Townsend)

El efecto Ramsauer-Townsend es un fenémeno fisico que resulta de la dispersién de electro-
nes de baja energia por atomos de un gas noble y que consiste en que para ciertas energias del

electron la transmitancia es total.

Si se intenta predecir la probabilidad de colision con un modelo clasico que trata al electrén
y al atomo como esferas duras, se encuentra que la probabilidad de colisiéon deberia ser indepen-
diente de la energia incidente del electrén. Sin embargo, Ramsauer y Townsend observaron que
para los electrones de movimiento lento en argéon, kriptéon o xendn, la probabilidad de colision
entre los electrones y los atomos de gas obtiene un valor minimo para los electrones con una

cierta cantidad de energia cinética.

Un modelo simple de una colisiéon que hace uso de la teoria ondulatoria puede predecir la
existencia del minimo de Ramsauer-Townsend. Se presenta un modelo que considera al atomo
como un pozo de potencial cuadrado finito. Dicho pozo de potencial cuadrado finito puede ser

descrito por el potencial

Vo si —a<z<a
V(z) = , (3.16)
0 si|z| >a

donde V; > 0. Aqui tendremos dos tipos de estados: estados ligados (E < 0) y estados disper-
sivos (E > 0).

Recordemos que si la energia cinética T' es positiva, las soluciones para este problema de-
beran de ser soluciones oscilantes; mientras que si la energia cinética es negativa, las soluciones
deberan de ser decayentes. Ademaés, si £ > 0, entonces T" > Vj; en tal caso, el momento lineal

en la zona —a < x < a aumentard, por lo que la longitud de onda disminuird (recordar la

férmula de De Broglie p = h/\).

Para empezar, trabajemos con los estados ligados F < 0. En especial, consideremos la region

r < —a (que llamaremos region I), donde el potencial es cero; de esta manera, la ecuacién de
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Schrodinger para esta zona sera:

h? d?y
_ T 2Y _ g
2m dxz? v —

Py,
d Y

_Q;L”E . Asi, la solucién para le region I sera de la forma:

donde k =

Yr(z) = Ae ™ + Be™ . (3.17)

Es necesario que la primera exponencial no aparezca en la solucién pues cuando r — —oo,
dicha exponencial diverge y no queremos que suceda esto. Por ello, la solucion para la region I

sera

Yi(z) = Be™ . (3.18)

Ahora, para le region —a < x < a, que denotaremos por region II, tenemos que el potencial

es V(x) = =V, por lo que la ecuacién de Schrodinger queda como
h2 d2w d2w
——— -V =F — =
2m dx? 0¥ vo= dx? v

A/ 2m(E+V)

. De esta manera, la solucién en la regiéon II se convierte en
Yrr(x) = Csin (lx) + D cos (lx) . (3.19)

Por otra parte, para la region > a (regién III), nuevamente se tendrd que el potencial
es cero, por lo que la soluciéon lucird semejante a la solucion de la region I; solo que aqui, la
segunda exponencial de la solucién (3.19) serd la que divergera cuando = — oo, por lo que la
solucion tendra que ser

wjjj(x) = Fe_m” . (320)

El siguiente paso a tratar serda imponer las condiciones de frontera en

Y|,, v ¥|_, Condiciones de Dirichlet

ay @

Condiciones de Neumann
dx dx

y

“+a

—a
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Notemos que el potencial es una funciéon par, por lo que podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que las soluciones son funciones pares o impares. Esto nos sera util porque bastara

con imponer condiciones de frontera en +a, pues en —a se obtendran inmediatamente ya que

(=) = £P().

Debido a lo anterior, nos podemos quedar solo con las soluciones pares (como lo es el coseno

para la solucién de la regién II), y de esta manera tendremos

Fe *r* —a<z<a
V() =4 Dcos(lz) O<z<a - (3.21)
P(—x) x <0

Entonces, trabajando con la continuidad en z = a de ¥(z), se tiene

Fe "% = Dcos (la) . (3.22)
Y por continuidad para % en r = a, obtenemos
—kFe ™ = —[Dcos (la) . (3.23)

Dividiendo la ecuacion (3.22) entre la ecuacion (5.23) se obtiene la siguiente expresion:

Kk =ltan(la) . (3.24)

Ahora, notemos que

2mE N 20E+Vy)  2ml,

2, 2
K+l—.hQ 72 72

Mas atn, definamos las siguientes variables dependientes de la energia E':

2mV, (3.25)

z=la , 2z =
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De esta manera

De aqui se sigue que

ka=\/28 —2% . (3.26)

Siguiendo la ecuacién (5.24) se tiene que

K
an (la) = tan z 7 o .

Por lo tanto

tanz = <%>2 -1 . (3.27)

La ecuacion (3.27) es una ecuacién trascendental para z (y, por lo tanto, para E) como

funcion de zp (que es una medida del tamano del pozo).

, . 2 .
Un método para resolver esta ecuacion trascendental es graficando tanz y (Z?O) — 1 si-

multdneamente y ubicar los puntos de interseccion.

Si consideramos los estados dispersivos E > 0, en la regién I (V(z) = 0), obtenemos

Yr(z) = Ae™™ + Bem*r (3.28)

Por otra parte, dentro del pozo se tiene que V' (z) = V4, por lo que la solucién serd de la

forma

i (x) = Csin (lx) + Dcos (lx) (3.29)
donde [ = y2m(EEVo)

h
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Finalmente, para la regién III, asumiendo que no vienen ondas de esa regién hacia el lado
izquierdo, tomemos

w]][(l') = Fe““” . (330)

Nuevamente, A es la amplitud de incidencia, B es la amplitud reflejada y F' es la amplitud

transmitida.

Notemos que tendremos cuatro ecuaciones de las condiciones de frontera:

1. Continuidad de ¥ (z) en —a:
Ae~"*a 1 Betke = _(C'sin (la) + D cos (la) . (3.31)
2. Continuidad de dv/dz en —a:
ik [Ae™™* — Be™] = [[Ccos (la) + Dsin(la)] . (3.32)
3. Continuidad de ¥(z) en +a:
C'sin (la) + Dcos (la) = Fe*® . (3.33)
4. Continuidad de dv/dz en +a:
1[C cos (la) — Dsin (la)] = ikFe*® . (3.34)

Multipliquemos por sin (la) a la ecuacién (3.33) y por  cos (la) a la ecuacion (3.34), y luego

sumémoslas. Asi, obtendremos lo siguiente
ika . ik
C = Fe™ |sin (la) +  ¢os (la)| . (3.35)

Multiplicando por cos (la) a (3.33) y por sin(la) a (3.34), y restémoslas. Tendremos en-
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tonces que

D = Fe'ke [cos (la) — ?Sm (la)} : (3.36)

Sustituyendo (3.35) y (3.36) en la ecuacién (3.31), se tiene que

Ae*a 4 Betke = _ pethe {sin (la) + 27 cos (la)} sin (la) + Fe'® {cos (la) — 27 sin (la)] cos (la)
ika 2 ik . 2 ik
= Fe'™ |cos” (la) — 7 sin (la) cos (la) — sin® (la) — - sin (la) cos (la)

= [eika [cos (2la) — %sin (2la)} : (3.37)

De la misma forma, para la ecuacién (3.32), sustituyamos las expresiones (3.35) y (3.36),

obteniendo lo siguiente:

Ae~ke _ Betka — —%Fe“m <sin (la) + ? Ccos (la)) cos (la) + (COS (la) — ?sin (la)) sin (la)]

il ik k
— U peita |gin (la) cos (la) + ZT cos? (la) + sin (la) cos (la) — 17 sin? (la)]

k
il ik
= —%Fe“m sin (2la) + ZT Ccos (2la)1
| _ 1
= Fe'e [cos (2la) — %sin (QZQ)] : (3.38)

Sumando la ecuacion (3.37) y la ecuacion (3.38) que se obtuvieron anteriormente, se obtiene

' . ko1l
9 Ae—tha — frpika lz cos (2la) — i (7 + E) sin (2la)] )

de donde se sigue que

672ika
F=A 3.39
Los (2la) — i(kzzlp) sin (21a)] (3.39)
Ahora, restando la ecuacién (3.38) de la ecuacion (3.37), obtenemos:
ika ika | ; ! k :
2Be™ = Fe™ i | — — — | sin (2la)
ko1
Por lo tanto
sin(2la) 5
B=F — . A4
[z T (I — k) (3.40)
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Recordemos que el coeficiente de transmisién estd dado por T' = |F/AJ%. De hecho, para

simplificar los calculos, notemos que el inverso del coeficiente de transmision es

A
T7'=|=
i
in? (21
= cos”® (2la) + W (k* + l2)2 ) (3.41)
pero cos? (2la) = 1 — sin? (2la), de esta manera
k2 — %)
T =1+ sin® (2la) [%] : (3.42)
Ademas, recordemos que k = 2£”E yil= w, entonces

2
9a = %x/2m(E V) . (3.43)

Més atn, k* — 1* = —2290  de donde se sigue que
et MU G B £ (3.44)
(2k1)? 4(%—@)2E(E—I—%) 4E(E+Vy) '

Sustituyendo las ecuaciones (3.43) y (3.44) en la ecuacién (3.42), tenemos finalmente que

T'=1+ V—OQSiHQ 2—a\/2m(E+ Vo) (3.45)
T AE(E+ V) h o) ‘

Notemos que el coeficiente de transmision es T' = 1 (el pozo es transparente) cuando el seno
es cero. Para ello, se necesita que el argumento de esta funcion sea multiplo entero de m, es
decir

2a
+ 2m(E + Vo) = nm (3.46)

con n algin entero. Por lo tanto, las energias para transmision perfecta esta dada por

n?m2h?

Bt Vo= "2
T om (2a)°

: (3.47)

que son precisamente las energias permitidas para un pozo cuadrado infinito.
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Hay que recordar que el coeficiente de reflexion y de transmision debe de cumplir que

R+ T =1, por lo que una vez que tenemos 7', podemos calcular facilmente R.

mu?
2

Considerando que FE = , podemos dejar el coeficiente de transmision en términos de la
velocidad al cuadrado de la funciéon de onda gaussiana, hecho que nos permitira desarrollar un
c6digo mas eficiente a la hora de buscar las soluciones numéricas. De esta manera, el coeficiente

de trasmision sera

%2

T = o () T

ssin (3 /Em(m 2 1 13 )

Si ademas consideramos unidades atémicas y tomamos m = A = V5 = 1, obtenemos la

expresion

14 ! sin? (20/2((7/2) 1 1))

2 (022 1 1)
R S (mﬁ)

v? (V2 + 2)

Por lo tanto, para las soluciones analiticas de los coeficientes de transmision y reflexion en

funcién de v2, nos queda

sin? (wm)} h

1
* v? (V2 +2)

R=1- {1 + sin’ (m@)] 7

1
v2 (V2 4 2)
Ahora, para comparar las soluciones exactas con las soluciones numéricas que se obtienen
al implementar el método de Crank-Nicolson, se tomarda una onda plana incidente que sera
modulada por una gaussiana, la cual interactiia con un pozo de potencial de ancho 2a = 10.0

a.u. y con una profundidad V) = 1.0 a.u. La malla unidimensional va desde —150 a.u. hasta

150 a.u., con Az = 0.2, At = 0.1 a.u. y Av =10.1 a.u.

A continuacién se presenta una grafica de los coeficientes de transmision y reflexiéon en

términos del cuadrado de la velocidad v? = 2£ calculados de forma analitica v de forma numérica
m
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a partir del método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson implementados a través
de un codigo realizado en Fortran 95. Se presentan los resultados para distintos valores de o,

es decir, para varios anchos del paquete de ondas gaussiano.

0.8

R para 0=20 ——
0.6 | R para 0=60 -
T para 0=20 ——=—
T para 0=60

0.4 R analitico —— |
T analitico

R, T

0.2

V2 (a.u.)

Figura 3.3: Coeficientes de transmisién y de reflexiéon como funcién del cuadrado de la velocidad.
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3.2. Estado base del atomo de hidrégeno a partir del
método de Crank-Nicolson con tiempo imaginario

Usando el método del tiempo imaginario, se calculd la funcién de onda del estado base del
atomo de hidrégeno. La figura 3.4 presenta la densidad de probabilidad electronica proyectada
sobre el eje z del estado base haciendo el tiempo imaginario en una malla de [—14.2,14.2], X
[—14.2,14.2], x [—30.2,30.2],, con un nimero de puntos en la red de 70 en z, 70 en y y 150
en z; es decir, se tiene un tamano de paso en la malla de Ax = Ay = Az = 0.4 a.u. Aqui, la
energia del atomo de hidrégeno en su estado base calculada a partir de la malla anteriormente
mencionada es de —0.48236020 a.u. Comparada con la energia del atomo de hidrégeno que se
conoce de manera analitica (la cual es de —0.5 a.u.), se obtiene un error de 3.5 %. Ademas, en la
misma figura se presenta también la densidad de probabilidad electronica del estado base pro-
yectada sobre el eje z, pero con un tamano de paso en las coordenadas de Ax = Ay = Az = 0.2
a.u. En este caso, la energia total del atomo de hidrégeno en el estado base calculada de forma

numérica es de —0.49509919 a.u., obteniéndose un error de 0.98 %.

T
A=0.2 a.u. X
05 A=0.4 a.u. x

‘ Solucién analitica

P,

z (a.u.)

Figura 3.4: Densidades de probabilidad electrénicas del estado base del 4tomo de hidrégeno
confinado en una malla uniforme Az = Ay = Az = 0.2 a.u. (A = 0.2 a.u.) y en una malla uniforme
Azx = Ay =Az =04 au. (A =04 a.u.), comparadas con la densidad de probabilidad electrénica
analitica del 4tomo de hidrégeno en dicho estado.
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Ambas densidades de probabilidad electronicas obtenidas con distintos tamanos de paso se
comparan con la densidad de probabilidad electrénica analitica y se observa que dichas densi-

dades son bastante semejantes.

Es claro que entre mas fina sea la malla, la energia asociada al estado base del atomo de
hidrogeno se acerca mas al valor tedrico. Sin embargo, el error presente en las energias del estado
base del atomo de hidrégeno calculadas a través del método de diferencias finitas y el método
de Crank-Nicolson para ambos tamanos de paso utilizados son pequenos. Asi, considerando
que necesitamos soluciones numéricas precisas ahorrando el mayor tiempo de cémputo posible,
basta con trabajar el estado base del atomo de hidrégeno cuando se define una malla numérica

con un tamano de paso de 0.4 a.u.
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Capitulo 4

Colisiones atémicas con trayectorias

rectilineas

4.1. Clasificacion de colisiones atémicas

Si se considera la colisiéon entre iones A y atomos B, podemos clasificar el tipo de colisién a
partir de los productos finales de la reaccién. En general, existen tres categorias que se explican

a continuacion.

La primer categoria es el de colisiones que describen procesos de dispersion elastica en la
que las energias internas de A y By, en consecuencia, la energia cinética total no cambian, pero
las particulas incidentes se desvian a través de un cierto angulo 6. Esto se describe a partir del

siguiente esquema

A+B—+A+D . (4.1)

La segunda categoria es el de las reacciones inelasticas en las que el i6n o el atomo A o B
(o ambos), se excitan a un nivel de energia diferente. Este tipo de procesos puede ser descrito

a través de

A+B — A+ B* |
A+B— A"+ B (4.2)

A+B— A"+ B |
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donde el asterisco significa que el i6n o atomo se encuentra en un estado distinto al estado
inicial. En esta categoria se incluye a las reacciones en las que uno o ambos atomos se ionizan

y uno o mas electrones son expulsados, dejando un ién positivo o iones, es decir

A+B— A+Bt+e |
A+B—A"+B+e (4.3)

A+B ..

Finalmente, la tercera categoria es la que describe reacciones en las que se transfieren uno
o mas electrones entre A y B. Estas son las reacciones de intercambio de carga o captura

electronica, es decir

A+B— A" +B . (4.4)

La clasificacion de las colisiones dependera de la carga del ién proyectil, del tipo de atomo

blanco que se estudie y, especialmente, de la energia de colision.

4.1.1. Canales

Al estudiar colisiones atomicas surge un término que se utiliza cominmente para trabajar este
tipo de procesos; dicho término es el de canal. Un canal es un posible modo del sistema com-
puesto A+ B durante la colisién [13]. Se caracteriza por el nimero y la naturaleza de los estados
en los que se puede describir el sistema A + B. En las colisiones elasticas, las dos particulas
Ay B que chocan permanecen en el canal inicial, mientras que las colisiones inelasticas son

procesos que conducen desde un canal inicial dado a un canal final diferente.

Ademas, se dice que un canal es abierto si la colisién correspondiente estd permitida por
leyes de conservacién conocidas (como la conservacion de energia o del momento); de lo con-

trario, se dice que es un canal cerrado.

En el presente trabajo se estudian colisiones atémicas en donde habra reacciones de ioniza-
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cion y de captura electronica, por lo que a continuacién se presentan los métodos para calcular

probabilidades de ionizacién y de captura electronica para distintas colisiones.

4.2. Calculo de la probabilidad de captura electrénica y
la seccion eficaz de captura

Considerando la colisién de una particula con carga positiva, la cual es el proyectil, y un dtomo

neutro (por ejemplo, un dtomo de hidrégeno), el potencial que describira este sistema serd

Zy Z
Viet)=——— ——=—~ | (4.5)
x| |r =R, ()]
donde |r| = \/22 + y% + 22, Z, es la carga del blanco (el nicleo del dtomo de hidrégeno), Z, es
la carga del proyectil (por ejemplo, un protén) y R, (t) es la trayectoria del proyectil definida

COo1mo

R,(t) = bk + vtz | (4.6)

donde b > 0 es el parametro de impacto y v es la velocidad del proyectil, ademés, X y z son los

vectores unitarios en direcciéon del eje x y z respectivamente.

Es importante resaltar que el potencial no incluye la interaccién nicleo-nticleo. Si asi fuera,
como este término no corresponde a la interaccion de la nube electronica, al resolver la ecuacién
de Schrodinger obtendriamos una funcién de onda con un término de fase relacionado a esta
interaccion; sin embargo, esta fase desaparece al obtener la probabilidad del sistema, por lo que

no es necesario en un principio considerar dicha interaccion.

Por otro lado, para calcular la probabilidad de captura, se integra la densidad de probabi-
lidad del electrén sobre una caja numérica €2 dentro de toda la red numérica al tiempo final de

propagacion t; de la siguiente forma:

P(b):/|\I/(x,y,z,tf)|2dxdydz:/ \pz(z,tf)dz , (4.7)
Q

20

45



Colisiones atémicas con trayectorias rectilineas

donde zy es el valor en z que divide las regiones donde se encuentran bien diferenciadas la
probabilidad de excitacién del &tomo de hidrégeno y la probabilidad de captura electrénica, y

Zmaz €S €l punto maximo de la red en el eje z. Asi, la funcién de densidad esta dado por
Tmazx Ymax
pet)= [ [ s tPardy (4.9
Tmin Ymin

Al implementar la ecuacién (4.7), es importante que las contribuciones de la funcién de onda
del proyectil y del blanco estén claramente separadas en la red numérica. Asi las contribuciones

en la frontera de la region €2 son pequenas y no afectaran el resultado numérico.

Mas atin, podemos hacer una proyeccion de la magnitud de la funcién de onda sobre el eje

z de la siguiente manera

N-1

W (2)]? = / U*(z,y, 2)V(z,y, z)dedy ~ Z U, U, A Ay . (4.9)
- i,j=1
De esta manera, la seccion eficaz se calcula como
bmam
o= 27?/ bP(b)db . (4.10)
0

Cabe destacar que las probabilidades de captura dependeran del pardmetro de impacto,
pero la secciéon eficaz de captura dependera de la velocidad del proyectil o de la energia de la

colision.
4.3. Calculo de la probabilidad de ionizacién y la secciéon

eficaz de ionizacion

La ionizacion de cierto atomo puede ser inducida si hacemos colisionar algin tipo de particula
con dicho atomo; en particular, en mecanica cudntica, existe cierta probabilidad de que un
atomo se ionice tras una colision. El calculo de este tipo de probabilidad no se puede realizar

de la forma en la que se calcula la probabilidad de captura.
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Notemos que como estamos considerando trayectorias rectilineas, podemos localizar la par-
ticula proyectil, ya que esta es tratada como una particula clasica; la probabilidad de captura
no es mas que el area bajo la curva del cuadrado de la funcién de onda que describe a la nube
electronica que es arrastrada por el proyectil. Asi, es facil definir una regién sobre la cudl se

integrara el cuadrado de dicha funcién de onda.

Sin embargo, la probabilidad de ionizacién corresponde a la funcién de onda que se despren-
de del nucleo del blanco y que no se adhiere al proyectil. Dicha nube electronica que describira a
la ionizacién puede salir en cualquier direccion en las tres dimensiones de nuestra malla numéri-
ca. Ahora, como nuestra malla es finita, la nube electrénica que salga dispersada (en principio)
en todas las direcciones, llegara al borde de la malla y rebotara hacia adentro. Esto provocara

que se generen modos normales dentro de la malla que generaran errores numéricos.

Para estudiar procesos de ionizacion, conviene dividir nuestra malla en dos regiones: una
region interna que contiene el sistema atémico o molecular en estudio y una region externa
definida como su complemento en dicha malla. En la region interna, la ecuacién de Schrodinger
se puede resolver numéricamente con herramientas computacionales apropiadas para configu-
raciones electronicas ligadas, como lo es el tratamiento que le hemos dado hasta ahora con el

método de Crank-Nicolson.

Como no necesitamos describir los estados del sistema en el continuo, podemos hacer uso de
la técnica de fronteras absorbentes. Su simplicidad de implementacion y costo computacional

limitado los hacen, en muchas situaciones, preferibles a otros enfoques mas laboriosos.

De esta manera, nos podemos centrar en tres familias distintas de fronteras absorbentes
(conocidas también como absorbentes) [14]:

1. Potenciales absorbentes complejos.

2. Absorbentes de funciéon de enmascaramiento.

3. Absorbentes derivados de escalamientos complejos de exterior liso.
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El método de la implementacion de potenciales complejos absorbentes consiste en alterar el
hamiltoniano de un sistema agregando un potencial complejo artificial que no es cero en una
pequena porcion de la malla cerca de los limites. La propagacion en el tiempo con este hamil-
toniano modificado da como resultado la absorcién o inyeccion de paquetes de ondas desde los

limites, dependiendo de la forma de dicho potencial [14].

Los absorbentes con funcién de enmascaramiento son el tipo de absorbente més simple. En
cada paso de tiempo uno multiplica la funciéon de onda por una funcién de enmascaramiento,
que tiene valores entre cero y uno dependiendo de la region en el espacio. La funcién general-
mente se elige de tal forma que sea 1 dentro de una region interna, luego decaiga a cero cerca
de la frontera de la malla de simulaciéon para amortiguar cualquier parte de la funcién de onda

que se extienda hacia los limites de la malla [14].

Por otra parte, el método de escalado complejo se desarrollé originalmente para calcular
las propiedades de estados metaestables o resonancias [14]. Este método funciona mediante un
escalado de la variable de posiciéon del hamiltoniano por un factor complejo. Esto hace que los
estados que representan ondas salientes extendidas o resonancias se vuelvan normalizables y,

por lo tanto, accesibles computacionalmente.

4.3.1. Potenciales complejos

El primer tipo de paredes absorbentes se puede describir considerando la ecuacién de Schro-

dinger dependiente del tiempo

ov(xz,t A
A GILI N Y (4.11)
ot
Esta ecuacién tiene como solucién
U(z,t) = e MYzt =0) . (4.12)

la cual es la funciéon de onda al tiempo ¢ en términos de dicha funcién al tiempo inicial £ = 0.
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Si consideramos que el operador del potencial tiene una parte real y una parte imaginaria,

tendremos que

V=V.+iV; | (4.13)
donde
H=T+V
= ( +W) +iV;
=Ho+iV; . (4.14)

Sustituyendo el nuevo hamiltoniano (4.14) en la solucién a la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo (4.12) obtenemos una expresion para la funcion de onda al tiempo ¢, la
cual muesta el papel del término imaginario en el potencial. Asi, dicha funcién de onda queda
como

U(x,t) = ewt/he_iﬁot/h’lll(x,t =0) . (4.15)

De aqui se observa que si V; es negativa, entonces la amplitud de la funcién de onda se atenuara

gradualmente a medida que incremente el tiempo.

Los potenciales complejos que se usan seran distintos de cero solo en una regiéon predefinida
cerca de los bordes de las mallas espaciales utilizadas; todos estos potenciales seran potenciales
imaginarios negativos. Este tipo de potenciales tienen una gran historia en la teoria de colisio-

nes independientes del tiempo, donde generalmente se conocen como "potenciales épticos'[15].

Notemos que al hacer este cambio, el nuevo hamiltoniano H ya no es hermitiano y el

operador de propagaciéon de tiempo asociado
Ucap(t + At t) = e HAL — oilHotiViJAt (4.16)

se vuelve no unitario. Cuando se elige que V;(z) sea distinto de cero solo en la region de absor-
cién [0, L], esta no unitaridad se localiza y, durante la propagacién del tiempo, las funciones de

onda tienen su norma alterada (aumentada o disminuida) cuando se superponen con esa region.
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Para absorber, la parte imaginaria de V' (x) debe tomar valores negativos ya que la presencia de
un potencial imaginario negativo en el exponente del operador de propagacién de (4.16) induce

un amortiguamiento exponencial de los paquetes de ondas.

Se han propuesto una gran variedad de potenciales complejos, pero uno de los mas utilizados
es de la forma
0 ,six <0

Vi(z) = . (4.17)
o ,si0<z <L

Para actuar como absorbente, este tipo de potencial complejo debe tener o < 0, mientras
que b puede ser cualquier nimero mayor que uno. La fuerza de la amortiguacion inducida
depende de la energia cinética del paquete de ondas en colision y del ancho de la region de

absorcion.

4.3.2. Funciones de enmascaramiento

Por otra parte, las funciones de enmascaramiento se utilizan cominmente en sistemas que se
propagan de forma numérica donde el operador de evolucién temporal infinitesimal U (t+ At, t),
que conecta t con t+ At, se aplica repetidamente a una funcién de onda inicial. Usualmente, se
elige una funciéon de enmascaramiento 0 < M(z) < 1y se aplica multiplicativamente en cada

paso de tiempo, es decir

Y(x, t+ At) = M(x)U(t + At t)o(x, t) . (4.18)

Si se define la funcién M (x) para que decaiga suavemente a partir de la regién [0, L], la
aplicacién iterativa de (4.18) da como resultado una amortiguacién de cualquier parte de la
onda que se extiende hacia esta regién. Para absorber, la funcién de enmascaramiento debe ser
menor que 1, pero puede asumir cualquier valor de 0 a 1 en la frontera x = L. Las propiedades

de absorcién resultantes dependen de la forma funcional especifica de M(x).

50



Colisiones atémicas con trayectorias rectilineas

Funciones de enmascaramiento muy comunes son las siguientes:

T2 — 2 + L )
LI S —

M(z) = 2L : (4.19)
1 , en otra parte de la region
ginl/4 (M) St Zmae — 2] < L
M(z) = 2L . (4.20)
1 , en otra parte de la region

Aqui se esta considerando que estas funciones estaran definidas sobre el eje z con contrapartes
similares para el eje x y y. Cabe mencionar que, en general, las funciones de enmascaramiento
son senos y cosenos que estan elevados a alguna fraccion entre 0 y 1. Esto es lo que permite

que el decaimiento de la funcién de onda sea rapido en la regién de absorcion.
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4.4. Colisién entre un protén y un atomo de hidrégeno

A partir del método de Crank-Nicolson podemos empezar a estudiar la dindmica de colisiones
atémicas. En particular, si consideramos un atomo de hidrégeno colisionando con un protén,
el electron del atomo podra ser capturado por el proton proyectil, por lo que existird una pro-

babilidad de capturar dicho electron.

Una vez que se tiene la funciéon de onda numérica del estado base del atomo de hidrogeno
en la malla que hayamos definido, se puede realizar la dindmica de la colisiéon de un protén
proyectil con el atomo de hidrégeno. La funciéon de onda inicial se modificard a cada paso de

tiempo y de ésta se podra obtener la informacion de la colisién.

Para la colisiéon de un protén con el &tomo de hidrogeno, se emplea un c6digo en Fortran 90
que implementa el método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson. Aqui se trata
con trayectorias rectilineas, por lo que el proyectil lleva una velocidad constante y el protén del

nucleo del atomo de hidrégeno esta fijo en el origen.

Se utiliza una malla de [-14.2,14.2], x [-14.2,14.2], x [—30.2,30.2],, con un tamano de
paso de Az = Ay = Az = 0.4 a.u., por lo que la funcién de onda inicial que se debe de utilizar
para el estado base del atomo de hidrogeno sera la que es solucién para la misma malla antes

mencionada, con el mismo tamano de paso.

En la figura 4.1 se presenta la dinamica de la colision p + H cuando se elige una energia
de colision de 1 keV', correspondiente a una velocidad del protén de v = 0.2 a.u., y donde el
parametro de impacto es b = 2.0 a.u. La dindmica se llevo a cabo en 200 unidades atéomicas de
tiempo y se presentan seis fotogramas para t; = 0.0 a.u., t = 100 a.u., t3 = 115 a.u., ty = 125

a.u., ts = 152 a.u. y tg = 200 a.u.

52



Colisiones atémicas con trayectorias rectilineas

Colisién p+H, con enargia de 1 keV y b=2.0:1= 0.0 {a.u}
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Figura 4.1: Dindmica de la colisién p + H para una energia de colisién de 1 keV y un pardmetro de

impacto de b = 2.0 a.u.
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El protén proyectil lanzado inicialmente de z = —25 a.u. sigue una trayectoria recta de
izquierda a derecha, empieza a interactuar con la nube electronica del atomo de hidrégeno y la
comienza a capturar. Una vez alcanza los valores positivos de z, el momento angular [=7x D,
el cual apunta hacia adentro de la pagina, hace que la nube electronica gire en direccién de las

manecillas del reloj.

Finalmente, se detiene al protéon proyectil en z = 15 a.u. Aqui, la nube electronica que
describe a la probabilidad de que el &tomo de hidrégeno quede excitado después de la colision
y la nube electronica que describe a la probabilidad de captura electronica se logran diferenciar
correctamente. Esto permitira definir una region 2 en donde serd posible calcular la proba-
bilidad de captura electronica sin correr el riesgo de que falte o sobre parte de la funciéon de
onda que describa dicho proceso. Para calcular dicha probabilidad de captura electrénica sera
necesario calcular el drea bajo la curva que describe a la densidad electrénica p, en dicha regién

Q2. A continuacién se presentan los resultados obtenidos.
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4.4.1. Probabilidad de captura electrénica

Para el calculo de la probabilidad de captura electrénica, se colocé al atomo de hidrégeno en
el origen, y el protén proyectil se lanzé desde z,,;, = —25 a.u.. La dindmica se desarrollé hasta
que el proyectil llegara a z,,,, = 15 a.u., en donde se puede diferenciar la densidad de proba-
bilidad del 4&tomo de hidrégeno excitado por la colision, y la densidad de probabilidad debida
a la captura electronica. En la figura 4.2 se muestra la densidad electronica en funcién de la

variable z donde se lleva a cabo la dinamica.

0.35 | | | I I

03 r -
0.25 -
0.2 -

N
Q

0.15 -

O | | | |
30 -20 -10 0 10 20 30

z(au.)

Figura 4.2: Densidad de probabilidad electrénica para la colisién p+ H con el pardmetro de impacto
b= 2.0 a.u. y con una energia de colisiéon de 1 keV .

La probabilidad de captura electrénica obtenida en la colisiéon p + H cuando la energia de
colision es de 1 keV y el parametro de impacto es de b = 2.0 a.u. es de 0.704062; la region 2

donde se llevo a cabo la integracién fue 2 = [8, 30] en unidades atémicas sobre el eje z.
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Se obtuvieron las densidades de probabilidad de captura electrénica desde b = 0.4 a.u. hasta
b = 10.0 a.u., realizando un paso en el parametro de impacto de Ab = 0.4 a.u., por lo que la

dindmica se realizo para 25 parametros distintos, considerando la energia de colision fija.

Para la energia de colisién de 1 keV/, se presenta la cantidad bP(b) en funcién del pardmetro

de impacto b en la figura 4.3.

4.5 | | | |
4
35
3
2.5 |
2 L
1.5 |
1+
05

O | |
0 2 4 6 8 10

b (au.)

bP(b) (a.u.)

Figura 4.3: bP(b) en funcién del pardmetro de impacto cuando la energia de colision es de 1 keV.

Mas aun, se hicieron estos mismos calculos para distintas energias de colision: 90 eV, 202..5
eV, 360 eV, 640 eV, 1 keV, 1.56 keV, 3.06 keV, 5.06 keV, 10.56 keV', 18.06 keV', 25 keV', 50
keV y 100 keV .

La figura 4.4 muestra una relacién entre la energia de colision, el parametro de impacto y

la cantidad bP(b) relacionada a la seccion transversal diferencial. En esta figura se logra apre-
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bP(b)

S B N W M~ 01 O

O B N W b 00O

Figura 4.4: Mapa de densidad de bP(b) en funcién del pardametro de impacto y de la energia de
colisién para la colisién p + H.

ciar como para las energias més bajas, hay tres maximos que se presentan para parametros de
impacto mayores a b = 2.0 a.u. De hecho, para parametros de impacto menores, la cantidad
bP(b) es casi practicamente cero, al llegar alrededor de b = 2.5 a.u. dicha cantidad crece, vuelve
a decrecer entre b = 3.0 a.u. y b = 3.5 a.u., crece de nuevo alrededor de b = 4.0 a.u. y decae al
llegar a b = 5.0 a.u.; pero una vez pasa el parametro de impacto b = 5.0 a.u., existe un maximo
aun mas considerable que es alcanzado entre b = 6.0 a.u. y b = 7.0 a.u. aproximadamente. Estos
maximos para parametros de impacto grandes surgen debido a que las energias de colision (y
por ende, las velocidades del proyectil) son lo suficientemente pequenas para que el proyectil
y el &tomo blanco interactien aun cuando se encuentran bastante lejos el uno del otro. Este
efecto comienza a perderse cuando las energias de colision comienzan a crecer; en la figura 4.4
se aprecia como para las energias mas grandes los méximos de la cantidad bP(b) comienzan a
acercarse cada vez mas a los pardmetros de impacto mas pequenos. Esto sucede porque cuando
las energias de colisién son grandes, el proyectil y el &tomo a penas interactiian, generando que

la probabilidad de captura sea notable solo cuando atomo y proyectil pasan muy cerca uno del
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otro.

Finalmente, en la figura 4.5 se presenta la secciéon eficaz total de captura para la colision
del proton con el &tomo de hidrégeno, en donde podemos comparar con los resultados experi-

mentales de Gealy y Van Zyl [16], Fite et. al. [17] y McClure [18].

45— ———— —
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35 o Em L F|teeta| u .
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Figura 4.5: Seccién eficaz total de captura para la colisién p + H a distintas energias de colisién
calculada a través de diferencias finitas (DF), y comparada con los resultados experimentales: Gealy
y Van Zyl [16], Fite et. at. [17] y McClure [18].

Ademaés del proceso de captura electréonica que se presenta en la colision p + H, existe la
posibilidad de que el &tomo se ionice debido a la interaccion entre el proton proyectil y el proton
del nicleo (el blanco que en estamos considerando fijo en nuestra malla). Esta probabilidad de
ionizacion debe de ser muy pequena, pero existe ya que estamos considerando al electréon cuan-
tico. Sin embargo, hay que agregar paredes absorbentes; es por ello que a continuacién tratamos

la colision de un antiprotén con un atomo de hidrégeno, en donde la ionizaciéon es mas evidente.
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4.5. Colisién entre un antiprotén y un atomo de hidré-
geno

Como ya se mencioné anteriormente, la probabilidad de que un atomo se ionice tras una colision
no puede ser calculada de la forma en que calculamos la probabilidad de captura electronica
debido a que la funcién de onda que describe al electron expulsado hacia el continuo, en prin-
cipio, sale hacia cualquier direccion; es por ello que en el cédigo que se utilizo para describir la
dindmica de la colisién p+ H, se agregara una subrutina en la que se implementan las funciones

de enmascaramiento cerca de la frontera de nuestra malla numérica.

Una vez mas, la malla utilizada para esta colisién sera de [—14.2,14.2], x [—14.2,14.2], x
[—30.2,30.2],, con un tamano de paso de Az = Ay = Az = 0.4 a.u., por lo que la funcién de
onda inicial para el estado base del d4tomo de hidrégeno (el blanco de la colision), serd el que

se calcula cuando el tamaifio de paso en la malla es de 0.4 a.u. en la parte espacial.

Cuando no se implementa la funciéon de enmascaramiento en este tipo de colision, la fun-
cion de onda que es expulsada debido a la ionizacion, llega a las fronteras de la malla y rebota,
generando modos normales semejantes a los que se forma cuando tenemos una onda estaciona-
ria. Las paredes de la malla, cuando no se tienen funciones de enmascaramiento o potenciales

complejos, se comportan como una barrera de potencial infinito.

La figura 4.6 muestra la dinamica de la colision p + H cuando no se implementa funcién
de enmascaramiento. Aqui la energia de colision es de 1 keV y el parametro de impacto es de
b = 1.2 a.u. La dindmica se llevé a cabo en 667 unidades atémicas de tiempo y se presentan
seis fotogramas para t; = 0.0 a.u., to = 125 a.u., t3 = 150 a.u., t4 = 186 a.u., t5 = 400 a.u. y
ts = 667 a.u. Notemos que los modos normales no desaparecen, solo se van mezclando; las pa-
redes de la malla, en este caso, obligan a la funcién de onda electrénica que describe el proceso
de ionizacién a quedarse rebotando dentro de la malla el tiempo que se defina para realizar la

dindmica.
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Figura 4.6: Dindmica de la colisién p + H para una energia de colisién de 1 keV y un pardmetro de
impacto de b = 1.2 a.u. en una malla sin paredes absorbentes.
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Para observar cémo trabajan las paredes absorbentes, se emplearon las funciones de enmas-
caramiento (4.19) y (4.20) que cominmente se trabajan en este tipo de problemas. Se defini6
una zona de absorcion en las fronteras de dos unidades atémicas de longitud, es decir, L = 2.0

a.u.

En la figura 4.7 se comparan las densidades de probabilidad electronica al tiempo final
t = 667 a.u. para la colisiéon p + H con dos funciones de enmascaramiento distintas definidas
por (4.19) y (4.20), cuando la energfa de colisién es de 1 keV y el pardmetro de impacto es de
b= 1.2 a.u.; ademas, se presenta la densidad de probabilidad electrénica cuando la funcién de
enmascaramiento es M = 1 en toda la malla numérica, lo que es equivalente a no implementar

paredes absorbentes, dejando inalterada a la funcién de onda en las fronteras.

0.25 | T
M:cosi//iq —
M=sin"'q ——
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Figura 4.7: Densidad de probabilidad electrénica con distintas funciones de enmascaramiento para
la colisién p + H, donde g = <W>
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Notemos que la funcién de enmascaramiento que mejor elimina los modos normales en la
malla y, por ende, la que mejor absorbe, es la funciéon de enmascaramiento (4.19). De esta

manera, en lo que sigue se trabajara con esta funcién de enmascaramiento.

Con la intenciéon de mostrar la evolucién de la funcién de onda electronica durante la co-
lision p + H cuando se implementan las paredes absorbentes, en la figura 4.8 se presenta la
dindmica de la colisiéon p+ H cuando se elige una energia de colision de 1 keV, correspondiente
a una velocidad del antiproton de v = 0.2 a.u., y donde el parametro de impacto es b = 1.2 a.u.
Nuevamente, la dindmica se llevd a cabo en 667 unidades atéomicas de tiempo y se presentan
seis fotogramas para t; = 0.0 a.u., to = 125 a.u., t3 = 150 a.u., t4 = 186 a.u., t5 = 400 a.u. y
te = 667 a.u.

Una vez mas, el proyectil es lanzado desde z = —25 a.u. como lo fue en la colision p + H,
sin embargo, lo que provoca el proceso de ionizacién (y no el proceso de captura electrénica)
es el hecho de cambiar la carga del proyectil; en este caso, dicha carga es de +1 en unidades

atoémicas, por lo que se estd tratando con un antiprotén proyectil.

Comparando las figuras 4.6 y 4.8 se observa que los modos normales cuando se introduce la
funcién de enmascaramiento desaparecen, quedando dentro de la malla solo la funcién de onda
que describe al atomo de hidrégeno excitado y absorbiendo la funcién de onda que describe al

proceso de ionizacion.
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Figura 4.8: Dindmica de la colisién p + H para una energia de colisién de 1 keV y un pardmetro de
impacto de b = 1.2 a.u. en una malla con paredes absorbentes.
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Colisiones atémicas con trayectorias rectilineas

4.5.1. Probabilidad de ionizacion

Cuando se calcula la norma de la funciéon de onda en la colision p + H, el método de Crank-
Nicolson asegura que ésta permanece inalterada, es decir, siempre vale 1; sin embargo, al tra-
bajar con la colisiéon p + H e implementar funciones de enmascaramiento para tener paredes
absorbentes, la norma de la funciéon de onda ird decreciendo a medida que la nube electrénica

procedente del proceso de ionizacion llega a las fronteras.

Dependiendo de la energia de la colisién (y por ende, de la velocidad del proyectil), la
densidad de probabilidad para la ionizacion serd absorbida por las paredes absorbentes en un
rango de tiempo distinto; entre mas lento se mueva el proyectil, més tardard en ser absorbida
la densidad de probabilidad de ionizacion. Es por ello que se busca que la norma disminuya
hasta un valor en donde casi se vuelve constante. Puede que dicha norma siga presentando
una disminucién muy pequenia a pesar de que el tiempo se haga muy grande, pero bastara con
que se mantenga constante en los primeros tres digitos. De esta manera, para cada energia de
colision, habra que tomar en cuenta que nuestra norma disminuida se debe de mantener después

de cierto tiempo en un valor constante en, por lo menos, los primeros tres decimales.

Una vez se haya estabilizado la norma de la funciéon de onda electrénica, ya podemos calcu-
lar la probabilidad de ionizacién. Como la nueva norma disminuida de la funciéon de onda que
sobrevive dentro de nuestra malla representa a la nube electrénica que no llegd a las fronteras
absorbentes, se puede entender que esta es la probabilidad de que el proceso de ionizacién no
ocurra; por ello, basta con restarle a 1 esta norma disminuida para obtener la probabilidad de

que el proceso de ionizacién suceda.

Es importante aclarar que el tiempo que se define para que la dindmica se lleve a cabo,
puede ser lo suficientemente grande como para que nuestro proyectil se salga de la malla. Por
ejemplo, en la figura 4.9 se muestra como la norma decae de 1 a un cierto valor que se vuelve
casi constante cuando la energia de colision es de 1 keV. Aqui se utilizé una malla que va desde
—30.2 a.u. hasta 30.2 a.u. en el eje z, por lo que hay un total de 60.4 a.u. para que el proyectil

se mueva dentro de la malla, pero el tiempo que se corri6 la dinamica fue de t = 666.67 a.u.,
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Figura 4.9: Norma de la funcién de onda para distintos pardmetros de impacto para una energia de
colisiéon de 1 keV para la colisiéon p + H.

por lo que si la energia de colisiéon fue de 1 keV (equivalente a una velocidad del antiprotén de
v = 0.2 a.u.), entonces la distancia que recorre es de d = 133.33 a.u.. Es claro que el proyectil
saldra de la malla, pero esto no altera en nada a la funcion de onda electronica, por lo que

esto sera una buena forma de asegurar que nuestras paredes absorbentes cumplen con su funcién.

Por otra parte, en la figura 4.10 se muestran los rangos del parametro de impacto y de
las energias de colisién en donde se alcanza un méximo para el valor de bP(b). En este caso,

[0, 3], x [0.1,100] es la regién que presenta la mayor probabilidad de ionizacion.

En especial, se observa un maximo alrededor de b = 1.0 a.u., con una energia de aproxima-
damente FF = 1 keV. Este maximo se localiza alrededor de b = 1.0 a.u. porque el antiprotén

esta colisionando de forma completamente frontal al electréon, el cual se encuentra con mayor
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Figura 4.10: Mapa de densidad de bP(b) para la probabilidad de ionizacién en funcién del
pardametro de impacto y la energia de colisién para la colision p + H.

probabilidad a un radio de Bohr del nicleo, es decir, a ag = b = 1.0 a.u.; cuanticamente el
electrén debe de ser descrito como una nube electrénica la cudl tiene su maximo a una unidad
atémica del niicleo; por ello, si el antiprotén es lanzado con un parametro de impacto igual a
una unidad atémica, es mas probable que el antiproton y el electrén del atomo de hidrégeno

choquen frontalmente y se genere una ionizacién mas notable.

Por tdltimo, la seccién eficaz total de ionizaciéon calculada con el método de diferencias finitas
se compara con resultados experimentales de Knudsen et. al. [19] y con los modelos tedricos
de Schutz et. al. [2], Tong et. al. [3] y Wells et. al. [20] en la figura 4.11. La seccién eficaz
total de ionizacién comienza a crecer a medida que aumenta la energia de colisién, alcanza un
maximo a 25 keV y después decae exponencialmente. Esta seccion eficaz total de ionizacion,
que representa la seccion transversal efectiva vista por el proyectil al aproximarse al blanco en

donde se genera la ionizacién, nos permite inferir que a muy bajas energias, el antiprotéon no
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lleva la suficiente energia como para mandar al electrén del atomo de hidrégeno al continuo,
pero conforme la energia empieza a crecer y llega a 25 keV, el antiprotéon alcanza la energia
6ptima para provocar ionizacion en el a&tomo de hidrogeno; después de esta energia de colision,
el antiproton alcanza una velocidad muy grande y la interaccion entre este y el atomo de
hidrégeno es tan rapida que la ionizaciéon comienza a decrecer exponencialmente a medida que

aumenta la energia.
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Figura 4.11: Seccién eficaz total de ionizacién para la colisién p + H a distintas energias de colisién
calculada con diferencias finitas (DF) y comparada con los modelos teéricos de Schultz et. al. [2],
Tong et. al. [3], Wells et. al. [20] y el experimento de Knudsen et. al. [19]
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Colisiones atémicas con trayectorias rectilineas

4.6. Colision entre un antiprotén y un atomo de posi-
tronio

La colision entre un antiprotén y un atomo de positronio puede resultar en tres canales posibles

p+ Ps— p+ Ps El sistema no se transforma
p+Ps—pt+et+e Fragmentacién o ionizacién
p+Ps— H+e Captura

Utilizando trayectorias rectilineas, el antiprotén proyectil lleva una velocidad constante, el
nucleo del dtomo de positronio se encuentra fijo en el origen del sistema y dicho atomo sera

tratado como un atomo hidrogenoide con ciertas limitaciones.

El hecho de que nuestro atomo blanco sea un atomo exdtico formado por un electrén y un
positrén nos obliga a trabajar con la masa reducida de este sistema, el cual es m./2 (0 0.5 en
unidades atémicas); debido a que ambas particulas tienen la misma masa, lo conveniente es
trabajar a ambas como particulas cuanticas, sin embargo, omitamos este detalle por el momento

(se hablara mas de esto en las conclusiones).

Inicialmente, sabemos que el radio de Bohr para un d4tomo hidrogenoide va como el inverso
de la masa de dicho atomo, por lo que para este caso, el radio para la primera 6érbita de Bohr
serd el doble del radio del atomo de hidrogeno. Es por ello que se trabajara con una malla mas

grande que la utilizada en las colisiones anteriores.

Tomando una malla de [—30.2,30.2], x [—30.2,30.2], x [—70.2,70.2],, con un tamano de
paso de Az = Ay = Az = 0.4 a.u., se obtuvo la densidad de probabilidad electrénica proyec-
tada sobre el eje z que se muestra en la figura 4.12; dicha densidad electrénica se compara con
la densidad electronica que se espera tedricamente para el atomo de positronio, considerando
a este como un atomo hidrogenoide con masa reducida m,/2. Aqui, la energia del estado base

obtenida con el método de tiempo imaginario para dicho atomo fue de —0.24756643 a.u.
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Figura 4.12: Densidad de probabilidad electrénica del estado base del 4tomo de positronio en una
malla uniforme Az = Ay = Az = 0.4 a.u. (A = 0.4 a.u.) comparada con la densidad de probabilidad
electrénica analitica.

La energia del estado base del atomo de positronio con esta malla es muy cercana a la

energia esperada tedricamente (Eps = —0.25 a.u.), obteniéndose un error de 0.97 %.

Es importante notar que para la formacién de antihidrogeno, el positrén debe de poder li-
garse con el antiprotén proyectil. Como el objetivo es la formacién de antihidrégeno, se debe de
tener en mente que las investigaciones relacionadas con la antimateria se realizan tipicamente
a bajas energias [21], pero con trayectorias rectilineas no es posible la formacién de este tipo de
atomo debido a que el niicleo (el positrén) del dtomo inicial se mantiene fijo en el origen; este
proceso no es viable usando trayectorias rectilineas. De esta manera, conviene implementar una

teoria mas completa para obtener trayectorias mas realistas.
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Capitulo 5

Dinamica electron-nucleo

Describir la dinamica de una colision usando trayectorias rectilineas, como se ha presentado
hasta ahora, da buenos resultados para altas energias de colision; sin embargo, para bajas ener-
gias, dicho tipo de trayectorias ya no son tan buena aproximacion para un tratamiento cuéntico.
Es por ello que en lo que sigue, se trabajara con la dindmica de nuestro sistema considerando
un electréon puramente cuantico interaccionando con N ntcleos con cierta carga cada uno, que
generaran un campo promedio con el que dicho electrén estard interaccionando. Los ntucleos

seran tratados como un paquete de ondas gaussiano, pero dichas particulas seran clasicas.

Vamos a proponer una funcién de onda que sea un producto entre la funciéon de onda

electrénica y la funcién de onda nuclear

W) = [Ve)ldn) (5.1)

donde la parte nuclear estaré descrita por

) = He—j‘g—lﬁ“(xi—Ri)M%P.(xi—Ri) ‘ (5.2)
i=1

Aqui R; es el vector de posicion del i-ésimo niicleo y P; es el momento del i-ésimo nucleo.

Para describir la dindmica del sistema, vamos a emplear el principio de minima accién
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Dinamica electron-nucleo

0A = 0, donde la accién viene dada por

to
_ / LW, T ) dt (5.3)
t1

y donde el lagrangiano cuantico viene dado por

_ (m% - ’H) ) (5.4)

Entonces, como queremos obtener el lagrangiano cuantico, lo primero que hay que calcular es

91y a|x1/>

16,)
w) = 2ot + w) D (55)

ot

De esta manera, al proyectar el ket de la derivada parcial de la funcién de onda respecto del

tiempo sobre el bra de esta misma funcion de onda, se tiene que

(o[ ) = tenlon (w0 ) + v (o )

_ <xp f)’ait> <¢>n a¢"> | (5.6)

Mo (x; — R,)’+ 1P (x; — R;), tendremos que la derivada

Notemos que, si tomamos a; = —

parcial respecto del tiempo de la funciéon de onda nuclear es

8|¢n> o a¢n o a 2h (x;—Ry) ;LP-(xifRi)
ot _‘ ot/ " ot He

N
1 > s a i
:ﬁ[MluJ(Xl—Rl)'Rl‘i‘ZPl'( Rl)—ZP1 ] 1H€

=2

N

=1

es decir

on) _ 1y o :
8: = Z [Miw (xi —R;)-R; +iP; - (x; — R;) —iP; - Rz} [Pn) (5.7)

=1
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Dinamica electron-nucleo

Maés atn, el valor esperado de la variable cuantica del i-ésimo ntcleo x; para los estados

nucleares es R;, por lo que {(¢,|x;|¢,) = R;, de donde se sigue que

(o

a¢n 1 al > 2 ; -
W> =5 Z<¢n| [Miw (x; —R;)-R; +P; - (x; — R;) —iP; - Ri] |On)
i—1

[ Mir{ul (% = Ra) - Rala) + {0 Pi - (x: = Ra) [0) = {00 [P - Ril)]

I
St —

1

-
Il

M) =

1 . . .
=% MiwR; - (Re—TRG) +iP; - (Re—R;) — iP - R; (¢n|dn)
=1

1

(2

Por lo tanto, la proyecciéon del ket de la derivada parcial de la funciéon de onda nuclear respecto

del tiempo sobre el bra de la misma funcién de onda nuclear nos da

(o

De esta manera, el lagrangiano cuéntico nos queda

06, \ i :
E>_—ﬁZPi-R,~ . (5.8)

L— m<\y %—‘f> (|

—in{ v,

Por otra parte, el hamiltoniano de nuestro sistema debe de considerar la energia cinética

O al :
W>+;Pi-m— (U|H|T) (5.9)

del electrén, la energia cinética de los N ntcleos, el potencial coulombiano entre el electron y

cada uno de los ntcleos, y el potencial coulombiano entre los nicleos; es decir

B, e B, 1 SN Zie? 1 N ZiZe?
- _ — — . 5.10
H 2mev ; 2szx1 471'80 ; ‘I'i — Rz| + 471'80 ; ’Rz — RJ‘ ( )
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Dinamica electron-nucleo

Entonces, calculando el valor esperado del hamiltoniano de nuestro sistema, se tiene

N

g Z
(PIH[T) = (| ( 2m 47?5() Z lr; — < ) )
al P AT
+ (¢l <—z; TR Amo Z R —jRj\> |6n)

h2 il 7>
= <\IJ€| ( Qme 47T€ Z |I_Z Z ) >

Y Z:Z;¢?
+ (¢l (— 3 ) |6n) + AMO Z R (5.11)

Asi, calculemos el valor esperado de la energia cinética de los nticleos sobre los estados nucleares:

7 B2
<¢n|< oM, >|¢n>——ZQM,<¢n|Vii¢n>

=1

De donde se sigue que

<¢>n|( v >|¢n>—§;[;};ﬁ%} . (5.12)

i=1

Notemos que nos queda la energia cinética clésica de cada uno de los nicleos con masa M;,
mas un término de energia cuantica que es especificamente la energia del estado base del osci-
lador armoénico cudntico. Sin embargo, como queremos que los ntcleos sean particulas clasicas,
ignoremos el término de la energia del oscilador arménico cuantico, lo que equivale a considerar
w — 0, es decir, consideremos un paquete de ondas con una anchura muy pequena, de tal forma

que los nicleos queden descritos por una funcién delta.
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Dinamica electron-nucleo

Con esta aproximacion, tenemos finalmente que

(6] (—ZQ’L >|¢n>—22§;i . (513)

=1 =1

Sustituyendo el valor esperado de la energia cinética de los N nicleos clasicos (5.13) en el

valor esperado del hamiltoniano (5.11), tenemos:

h2 N Ze N p2 Nz Z e?
WIH|WY = (V| | — U,.)
(PH|) = ’( Qme 47r502|rz R|>| +ZZIZM 47?502|
(5 14)
Asi, el lagrangiano descrito por la ecuacién (5.9) estd dado por
O al : 12 1 L Ze?
L=ih{ U, |—= P, R,— (V.|| —V?— : U,
‘ < ot >—i_lz1 < | ( 2m€ 47T€0izl |rz_Rz|> | >
N N
].:)2 1 ZiZjez
- - . 5.15
; QMZ 47T€0 ; |Rz — R]| ( )

El siguiente paso es construir las ecuaciones de movimiento a partir de la ecuacion de Euler-

d (0L oL
)%

Lagrange

donde las coordenadas generalizadas ¢ para nuestro caso seran ¢ = (V.|, R;, P;.

Primero, calculemos la ecuacién de movimiento para la parte electrénica ¢ = (V.| notando

que
. 0q ov,
= — =(— . 1
i= 5= sl = (% (517
Pero L para nuestro caso, no contiene al bra <‘98\I;8 . Entonces
oL oL oL
dt (@‘I’e |> (.| (T, (5.18)
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Dinamica electron-nucleo

Derivando el lagrangiano parcialmente respecto de (¥.|, obtenemos

0 h? 1 L Ze?
h—|U.) — |- 2 - : U.)=0
! E)t| > 2mev 471'80; |r1_Rz| | >
Es decir
h2 0
=ih—|U,) 5.19
[ 2me 47rz—:0 Z |r, o) =i 8t| ) ( )

la cual es la ecuacion de Schrodinger del electrén interatuando con los N ntcleos.

Bq _ 8R1‘ _

Por otro lado, para la coordenada ¢ = R;, se tiene que ¢ = 3l = G+ = R;, pero
oL d (0L .
JR; dt \ OR;

Mas atn
oL o 1 L 7 ZkZ e?
= oo [Tl [~ v.) Z -
8RZ GRZ 47T€0 1 ‘I‘k — Rk:l 47T€0 ‘Rk
N
1 0 1 1 0 1
W Nzt W) - — N 2.7,
(| ( Ameg ; ““ IR, |r —Rk|> I¥e) ~ T, ; 4% 9R; Ry — R

1 (r_Ri) al ZkZ€
= (v, Z;e? (Ry — R;) 0ix R, — R.)4,
(0| (477-50 € lr; — R, ‘3> 47r€0 Z R — R,|3 { i) 0 — (Ry, ;) Jl

(5.21)

De donde se sigue que

. 1 (r_Ri) al ZkZG
Pi= (e Zie" (R, — R;) 6u— (R — R;) 6,
i < |(47‘r50 € |ri_Rz'|3) 47T502|Rk—R|3 ]) k ( k ]) j

(5.22)

Esta segunda ecuacion de movimiento describe la fuerza del i-ésimo nicleo que hay entre el
electron y dicho nucleo (es decir, la interaccién del i-ésimo ntcleo interactuando con el campo
promedio generado por el electrén cudntico), asi como las fuerzas entre dicho ntcleo con los

demaés.
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Dinamica electron-nucleo

Por ultimo, cuando ¢ = P;, se tiene que ¢ = 8—3 = % = Pi, pero el lagrangiano no depende
de ].5’2-, por lo que
oL oL
Ademas
L 0 | . . P2
= P, R, — !
P, P, 2 PioRi—) 2M,
k=1 k=1
. P.
R, — — 5.24
i (5:24)

Entonces, comparando las ecuaciones (5.23) y (5.24), obtenemos
P, = MR, . (5.25)
Esta tltima ecuacién de movimiento es simplemente el momento lineal del i-ésimo ntcleo.

De esta manera, se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento para la dindmica de un

sistema de un electrén cuéntico con N nucleos clasicos:

R, 1 s Ze? 0
- — U, = ih=|¥ 2
[ 2mev 47'('80 zzl |I'Z‘ — Rz| | e> ! 8t| e> (5 6)
P, = M;R,; (5.27)

. 1 r—R)) 1 & (Ry — R,)
P, = (T, Z:e® )+ —— > ZpZ;e -t (5, — 6 5.28
< ’(47“30 ’ |1‘z‘—Rz‘\3>’ >+4W€0§j e |Rk—Rj|3( e~ 0g)| (528)

Estas tres ecuaciones de movimiento estan acopladas, por lo que se tendran que resolver
simultaneamente con algin método computacional que permita resolver sistemas de ecuaciones

diferenciales acopladas, como lo es el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Capitulo 6

Conclusiones

En la presente tesis se utilizo el método de diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson
como método computacional para resolver la ecuaciéon de Schrodinger en diferentes problemas
de mecanica cuantica, como lo es el oscilador armoénico, la parte radial del atomo de hidré-
geno y los coeficientes de reflexién y transmision en el efecto Ramsauer-Townsend; este tipo
de problemas que tienen soluciones analiticas permitieron comparar estas con los resultados
numeéricos, obteniendo una muy buena precision que dependia del tamano de paso en la malla;
entre mayor sea Ax, mayor serd el error obtenido en los resultados numéricos. Asi mismo, entre

mas pequeno sea Az, los resultados numéricos se aproximaran mas a los analiticos.

Por otra parte, al implementar estos métodos para la dindmica de las colisiones p + H y
P+ H, se obtuvieron muchos resultados importantes y que estuvieron de acuerdo con los datos
experimentales. En primer lugar, al obtener el estado 1s del atomo de hidréogeno mediante la
ecuacion de Schrodinger en tiempo imaginario, se observé la misma dependencia en el tamano
de paso Ax; ademaés, al cambiar el tamano de paso en la parte temporal, se observa que este
cambio solo hara que la funciéon de onda converja mas rapido al estado base siempre que At no
sean bastante grande. M4s atin, la condicién de que At/4Az? sea menor que uno nos permite
asegurar que la propagacion de la funciéon de onda no sea inestable. Para obtener los mejores
resultados, se debe de cumplir esta condicion de estabilidad, pero también se debe de considerar
si vale la pena tener un tiempo de computo muy grande; asi que a la hora de definir la malla, es
importante analizar qué tanta precision se quiere tener, y cual es el tiempo de computo acep-

table para nuestras corridas, considerando que el tiempo de computo crece como N°, donde N
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es el namero de puntos que hay en la malla.

Para las colisiones planteadas, se decidié correr energias de colision que estén en los ran-
gos de los datos experimentales, y se noté6 que para bajas energias de colisién, los resultados
obtenidos para trayectorias rectilineas no son tan buena aproximacion ya que, desde un punto
de vista mas realista, el proyectil debe de reajustar su trayectoria debido a que este tultimo y
el blanco tienen méas tiempo para interactuar, y entonces la interaccién entre particulas genera
mas efectos unas sobre otras. Como el proyectil, para trayectorias rectilineas, lo estamos for-
zando a viajar a una velocidad constante, estamos agregando fuerzas fisicamente inexistentes
que neutralizan a las fuerzas de repulsién o atraccion coulombiana que surgen de la interaccion
entre proyectil y blanco. La aceleracién que sufrird el proyectil dependera de la energia de co-
lisién (y por ende, de la velocidad del proyectil en estos casos donde el blanco esta fijo), pero
al obligar al proyectil a viajar con velocidad constante, estamos insertando fuerzas en el sis-

tema de tal forma que la fuerza total sobre el proyectil sea cero, generando una aceleracién nula.

Ademas, el hecho de que supongamos que el nucleo esté fijo, no permite que para bajas
energias dicho atomo sea desplazado debido a la interacciones de repulsion entre nticleo y pro-
yectil, o entre electrén y proyectil, dependiendo de qué tipo de colision se esté tratando. A bajas
energias en la colisién antiprotén-hidrogeno es donde se presenta la formacién de protonio, por
lo que se tiene que recurrir a la dinamica electron-nicleo para permitirle a todas las particulas

moverse desde un enfoque semiclésico.

Otro punto importante que se debe de mencionar es que las colisiones protén-hidrogeno
tienen como canal dominante al proceso de captura electronica, sin embargo, como la mecanica
cuantica nos impone un enfoque probabilistico, los procesos de ionizacién también son posi-
bles. Aqui habra que decidir el tamano de la malla adecuado para que en ella estén incluidos
los estados resultantes después de la colision; por ejemplo, para ciertas energias de colision se
observa que un posible canal después de la colisiéon p + H es un atomo excitado descrito por
orbitales p, lo que nos lleva a definir una malla méas grande que la utilizada cuando solo se tiene
el estado base; una vez maés, serd importante decidir qué tan grande se hace la malla para que

los canales resultantes estén dentro de la malla, pero que esta no alargue el tiempo de coémputo
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demasiado.

A pesar de que el codigo empleado para las colisiones con trayectorias rectilineas funciona
para cualquier &tomo hidrogenoide como blanco y cualquier particula cargada como proyectil,
se decidio no trabajar con este la dindmica de la colisiéon entre un dtomo de positronio con un
antiprotéon por varias razones. La primera es que, al tener al nicleo fijo, la formacién de anti-
hidrégeno no seria posible, a menos que el proyectil (el antiprotén) se detenga completamente
y se mantenga ligado al positrén (el cual podriamos considerar, en primera instancia, como el
nicleo del 4&tomo de positronio), pero esto no podria ser posible a menos que se trabajara a muy
bajas energias de colision (incluso asi se tendria problemas con la conservacién del momento);
sin embargo, esto nos trae de vuelta al problema de que en realidad, ninguno de estos procesos
cuanticos pueden ser tratados con particulas clasicas fijas. De hecho, la dificultad fundamental
de este proceso es el hecho de que el &tomo de positronio que debe de ser colocado inicialmente,
es un atomo exdético que consiste de dos particulas de masas iguales; dichas particulas deberan
ser tratadas como particulas cuanticas, por lo que el estado del atomo tendra que ser descrito

a través de dos funciones de onda, una para el electréon y otra para el positron.

En el capitulo 4 se trabajé al positronio a través de una sola funciéon de onda, suponiendo
una masa reducida de m./2, y se omitio el hecho de que ambas particulas deben de ser tratadas
cuanticamente. Sin embargo, utilizar la masa reducida nos permite trabajar el problema de dos
cuerpos como si fuese un solo cuerpo orbitando un sistema de referencia anclado en el centro de
masas de los dos cuerpos iniciales. Esto tiene la limitacion de que los cuerpos tratados deben
de ser clasicos, pero nuestras dos particulas que componen el atomo de positronio forzosamente

tienen que describirse desde un punto de vista cuantico.

Incluso con el formalismo de la dindmica electrén-nicleo mostrado en el capitulo 5, la forma-
cion de antihidrogeno no podria ser tratada con una precision aceptable ya que las ecuaciones
de movimiento de DEN mostradas anteriormente suponen niicleos clasicos que se pueden mover
bajo las reglas de la mecdanica clasica, es decir, no son niicleos cuanticos; pero el positronio debe

de ser tratado como un sistema de dos particulas cuanticas ligadas con cargas de signos opuestos.
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Debido a lo anterior, la formacién de antihidrogeno no es conveniente trabajarla bajo estos
métodos, a menos de que desarrollemos las ecuaciones de movimiento de DEN para el antiprotén
proyectil (considerando a este una particula clésica) y el positronio de manera simulténea, pero
considerando al electrén y al positron como particulas cuanticas. Es por ello que se optd por
obtener primero resultados tedricos de las colisiones p+ H y p+ H con trayectorias rectilineas,
y asi comparar estos con los datos experimentales. Gracias a esto, se concluye que los métodos
utilizados son de gran utilidad en procesos cuanticos como lo son las colisiones anteriormente
mencionadas, ademas de que conllevan a una buena precision, siempre y cuando se respeten las
condiciones de convergencia. En el futuro se intentard implementar la dinamica electrén-nicleo
en los codigos trabajados hasta ahora para describir trayectorias méas realistas y, con ello, poder

obtener la formacion de antihidrogeno que se plante6 inicialmente.
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