UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL
ESTADO DE MORELOS

UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE MORELOS

INSTITUTO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS BASICAS Y
APLICADAS

CENTRO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS

Entropia de transferencia y causalidad en
fenomenos de transporte de calor

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
DOCTOR EN CIENCIAS

PRESENTA
Antonio Ivan Rivera Islas

Director de Tesis
Dr. Federico Vazquez Hurtado

Co-director de Tesis
Dr. Aldo Figueroa Lara

Cuernavaca, Morelos Noviembre, 2022



Antonio Ivan Rivera Islas
Entropia de transferencia y causalidad en fenémenos de transporte de calor
Doctor en Ciencias, Fisica.

Esta tesis fue evaluada por el siguiente jurado:

Dr. Markus Miiller Bender (Presidente)

Dr. Rolando Pérez Alvarez (Secretario)

Dr. Mariano Lopez de Haro (Vocal)

Dra. Ruth Estephania Gonzalez Narvéez (Vocal)
Dr. Ratl Salgado Garcia (Vocal)

Dr. Mario Alberto Abarca Sotelo (Suplente)

Dr. Federico Vazquez Hurtado (Suplente)

Esta tesis fue desarrollada en conjunto con el comité tutoral:

Dr. Federico Vazquez Hurtado
Dr. Ratl Salgado Garcia

Dr. Mariano Lopez de Haro
Dr. Aldo Figueroa Lara

Centro de Investigacién en Ciencias, Instituto de Investigacién en Ciencias Bésicas y Aplicadas
Universidad Auténoma del Estado de Morelos

Tesis realizada gracias al apoyo econémico de la beca ntimero 713736 otorgada por el CONACYT.

Esta obra estd licenciada bajo la Licencia Creative Commons Atribucién-NoComercial-Compartirlgual
4.0 Internacional. Para ver una copia de esta licencia, visita http:/ / creativecommons.org/licenses /by-
nc-sa/4.0/.

200









AGRADECIMIENTOS

AML,AS,MC,CV.yAL
A todos aquellos que dijeron “buen trabajo”.
A todos aquellos que leen este manuscrito.



RESUMEN

La estructura de las ecuaciones de la fisica tedrica cldsica usualmente se describen con una es-
tructura tal que todos sus términos, salvo ciertas constantes, estan parametrizados respecto a un
mismo tiempo. Sin embargo, esta estructura, es en ciertas ocasiones obtenida mediante aproxima-
ciones lineales que se toman en el tiempo, por lo cual, aparecen términos dependientes de coefi-
cientes temporales conocidos como tiempos de retardo o lag. Un ejemplo de esto son los modelos de
transporte de calor donde los gradientes de temperatura producen flujos de calor.

Se presenta la interpretacién de la relacién causal lineal entre variables presentes en los modelos
tedricos clasicos del transporte de calor. Partiendo de las ideas y herramientas de la teoria de la
informacién, en concreto, de la entropia de transferencia, originalmente formulada por Schreiber [1],
se desarrolla la metodologfa que permite caracterizar numéricamente las relaciones causales en
cada modelo.

OBJETIVOS

» Establecer una descripcién, al principio cualitativa, de la estructura causal entre variables en
cada modelo de transporte de calor

» Mediante las herramientas de simulacién numérica y empleando estadistica, construir un
sistema experimental para cada modelo del cual se puedan obtener series de tiempo para el
posterior anélisis

» Desarrollar una metodologia basada en las herramientas de la teorfa de la informacién para
caracterizar las relaciones causales embebidas en los modelos

s Obtener una descripcién cuantitativa de las relaciones causales en los modelos de transporte
de calor

NOTAS RAPIDAS PARA AL LECTOR

» En el texto se emplea indistintamente causalidad, relacién causal, relacion de causalidad, y relacién
de causa y efecto

» Por variables causales se debe entender que se habla de las variables que guardan una relaciéon
de causa y efecto. No necesariamente coinciden con las variables fisicas

» En este trabajo se aborda el problema de la caracterizacion de la causalidad. El problema de
la deteccién de la causalidad es otro distinto y no se aborda en ningtin momento

II
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CAPITULO 1

Introduccidén

El estudio del problema de determinar las relaciones causales que ocurren en algtn sistema en
particular en las ciencias naturales y sociales es fascinante. Granger [2], inspirado en el trabajo
de Wiener [3], fue uno de los primeros en estudiar el problema e introdujo el concepto de relaciéon
causal en el andlisis de las series de tiempo. Granger, considerando el caso en que el efecto depende
linealmente de las causas, desarrollé un test estadistico para detectar la posible causalidad entre
series de tiempo en modelos econométricos, el cual se puede aplicar incluso en los casos donde
las series de tiempo se ven influenciadas por ruido externo. Desde el trabajo de Granger, se han
introducido distintas maneras de estudiar el problema de determinar la causalidad entre las que
destacan las técnicas basadas en teoria de la informacién [4, 5, 6, 7, 8], las propiedades recurrentes
del sistema [9] y la mejora de la predictibilidad [10], solo por mencionar algunas.

Es claro que contar con la técnica adecuada para probar las relaciones de causalidad embebidas
dentro de un sistema tiene un gran potencial para diversas aplicaciones en un nimero considera-
ble de disciplinas. En particular, existe un reciente interés en el estudio de la relacién del principio
de causalidad y el acoplamiento entre diferentes fuerzas termodindmicas para la termodinamica
fuera del equilibrio debido a que podria conducir a realizar cambios en las respectivas ecuacio-
nes constitutivas [11]. Esto tiltimo muestra la importancia en determinar las influencias causales a
partir de las observaciones entre dos 0 mds procesos dentro del sistema.

Entre las técnicas basadas en la teoria de la informacién para probar las relaciones de causalidad se
encuentra la entropia de transferencia, la cual se define como la cantidad de informacién transferida
entre procesos [1, 4, 12]. Esta técnica permite detectar la magnitud y direccién de dicha informa-
cién. Esta dltima es de suma importancia en el andlisis de las series de tiempo debido a que se
relaciona con la interaccién y acoplamiento entre procesos, lo cual permite el estudio de las inter-
acciones complejas observadas en una variedad de sistemas de diversas disciplinas, como son la
fisica [13, 14], neurociencias [15, 16] y ciencias financieras [17].

Dada la capacidad de la entropia de transferencia para determinar la magnitud y direccién del
flujo de informacién entre dos series de tiempo, se propone en este trabajo caracterizar la relacion
causal entre dos procesos. Es decir, se propone la aplicaciéon de la entropia de transferencia para
estudiar las relaciones causales descritas a a priori en un sistema. La idea es la siguiente: dado un
fenémeno, se tienen distintos modelos que lo describen, y cada uno de estos modelos involucra
una serie de variables acopladas que deben guardar alguna relacién causal. Si las variables, sus
relaciones causales y los modelos son dados, entonces al aplicar la entropia de transferencia se
deben obtener resultados contrastantes entre si, lo que permitird caracterizar la causalidad en cada
caso.

Para este trabajo, el fenémeno a tratar es la conduccién de calor en un material rigido en una
dimensién con difusividad térmica constante [18]. En particular, se elijen tres modelos que lo des-
criben: Fourier, Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV), y Jeffreys-Guyer-Krumhans! (JGK). Para este caso,
los modelos de Guyer-Krumhansl y Jeffreys coinciden. Ver Apéndices A y B). Estos tres modelos
son descritos por un par de ecuaciones en derivadas parciales respectivamente: una ecuacién cons-
titutiva y una de tipo transporte. Ambas ecuaciones estan dadas en términos de la temperatura y
el flujo de calor, por tanto, se debe describir en forma precisa los acoplamientos y relaciones de
causalidad presentes en los modelos. Por tanto, el trabajo inicia con la descripcién de las relaciones
causales presentes en los modelos.



CAPITULO 2

Propuesta del concepto causalidad para los modelos de la fisica tedrica

El concepto de la causalidad no es trivial [19, 20] y a generado una serie de controversias y dis-
cusién ontoldgica que va mas alld del alcance de este trabajo [21, 22, 23, 24]. Por tanto, se debe
dejar claro que no existe una definicién general que sea aplicable a toda disciplina. Sin embargo,
esto motiva a precisar una definicién en particular para el estudio, justo como ha ocurrido en otros
estudios de otras disciplinas, como lo son el derecho [25], las ciencias sociales [26] y la medicina
[27].

Asi, este capitulo esta dedicado a formular un concepto de causalidad que perfectamente describa
las relaciones presentes en los modelos de conduccién de calor, para posteriormente, describir el
esquema general para caracterizar la causalidad.

2.1 El elusivo concepto de la causalidad

Tomando las ideas propuestas por Granger [2] y la estructura lineal de los modelos de conduccién
de calor [18], se busca desarrollar un concepto de causalidad que se aplique al estudio.

Asi, el primer paso es describir lo que es un acoplamiento. Para una relacién de acoplamiento se
tiene la siguiente definicién:

Definicién 1 (Acoplamiento). Sean dos variables, procesos o eventos A y B, se establece una relacién
de acoplamiento si se cumple la siguiente condicién:

1. Existe un modelo descriptivo formal que involucre A y B.
Asf, se dice que A esta acoplado con B.

La definicién 1 es bastante relajada. Solo hay que establecer un modelo descriptivo entre A y B,
no importando si existe algtin C que también tenga relacién con A y/o B. Tampoco es necesario
establecer algun tipo de desfase temporal entre las variables, bien pueden ser simultaneas (con una
misma evolucién temporal) o bien, una puede tener un retraso temporal respecto a la otra. El punto
es especificar el modelo descriptivo que las involucra entre si. Un ejemplo es simplemente una
ecuacion diferencial donde ambas variables estén involucradas, o determinar A como una variable
aleatoria caracterizada por una distribucién de probabilidad dada en términos de B.

Como primera propuesta de notacion, si se tiene que las variables A y B no presentan un acopla-
miento, es decir, que no cuentan con un modelo descriptivo, entonces se escribe

A <+ B. (2.1)

Dado que en este trabajo el objetivo es la caracterizacién mas no la detecciéon de la causalidad, si
se llega a considerar el caso en que dos procesos A y B guarden una fuerte correlacién (o antico-
rrelacién) pero a priori no se tenga su acoplamiento, no se considerara como parte del objeto de
estudio. Ejemplos un tanto extremos de estos casos se pueden encontrar en el Apéndice C.

A continuacion se tiene la definicién de causalidad

Definicién 2 (Causalidad). Sean dos variables o eventos A y B, se establece una relacién de causa-
lidad si se cumplen las siguientes condiciones:

1. En el tiempo, A precede a B
2. Existe un modelo descriptivo que involucre Ay B

3. No existen otros factores ajenos a A que intervengan para la produccién de B

2



2.2. DEFINICIONES DE CAUSALIDAD 3

Asi, se dice que A es la causa y B el efecto.

Esta definicién se construye sobre la definicién de acoplamiento, es pragmadtica y empirica; en
la vida cotidiana, asi como en el laboratorio, permite el entendimiento de muchas situaciones
las cuales posteriormente se describen subconscientemente como una secuencia finita de eventos
(formalizables) con una entrada y una salida, es decir, un algoritmo. Un ejemplo ilustrativo es Ia
expansion libre adiabdtica de un gas ideal:

A El gas ideal se encuentra confinado por una constriccién a un volumen V4. Se retira la constric-
cion

B Se expande el gas Vg = Vp(t), con AQ =0y AW = AU

C Alcanza el volumen final V-

Este algoritmo es suficiente para comprender la situacién y expresarla en términos de la relacién
de causalidad que se ha definido: la expansién adiabética de un gas cuenta con un modelo des-
criptivo; el evento A precede a B y no existe otro evento que intervenga, por tanto A es causa
de B. Siguiendo esta l6gica, se argumenta que B es causa del evento final C. Sin embargo, en es-
te algoritmo es posible refinar el evento B, es decir que se pueden tener By, By, ..., B, para cada
t=1t1,tp,...,ty, conn < oo, tal que el algoritmo puede ser tan fino como se deseé.

Surge un inconveniente. Tener la capacidad de insertar o refinar mds eventos en el algoritmo rom-
pe con la relacién de causalidad: si entre la causa A y el efecto B se inserta un evento X, ;Realmente
A sigue siendo causa de B? Es necesario superar esta deficiencia.

No todo estd perdido. Aunque la definicién 2 por si misma presenta deficiencias, atin representa
un buen punto de partida. En este caso, lo mejor es definir un concepto practico de relacién de
casualidad con el cual, apoyandose en los fundamentos adecuados, permita realizar los andlisis
pertinentes limitdndose al campo de estudio.

Asi, para definir el concepto de relacién de causalidad que se requiere para el estudio es necesario
voltear a ver los modelos fisicos.

2.2 Definiciones de causalidad

En fisica experimental frecuentemente es natural dar por hecho las relaciones de causalidad. No
es complicado ver la razén: el disefio experimental estd basado en una serie de hipétesis que a
priori ya contemplan las posibles relaciones de causalidad que se presentan entre las variables del
sistema. Asi, dependiendo el éxito del experimento se aceptan, rechazan o reformulan las hipétesis
y consigo, las relaciones de causalidad. Sin embargo, esto no ocurre asi en la fisica teérica.

Un primer paso hacia la definicién de causalidad en los modelos de la fisica teérica seria partir
de la definicién 2; si bien por ella misma presenta deficiencias, los conceptos de precedencia y
la existencia del modelo descriptivo permiten establecer cierta directriz que sirva de guia para
encontrar una definicién aplicable.

En general, las ecuaciones dependientes del espacio y el tiempo suelen escribirse asf
a(f1) - X (7o, t) = b(73) - Y (4, 1), (2.2)

donde - representa el producto tensorial adecuado para la ecuacién y las cantidades a y b se con-
sideran constantes en el tiempo.

Sin embargo, en una buena parte de los campos de la fisica clasica, la mayoria de las leyes y
ecuaciones que permiten describir un sistema tienen su dependencia espacial restringida a 7 =
71 =t = ¥3 = 74, por tanto, se tiene

a(F) - X (7,t) =b(F) - Y (7, 1). (2.3)
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Por otra parte, las variables X y Y en general pueden ser construidas como una combinacién lineal
de otras variables

X7t =Y xi[#t), YFt)=) yi(7t). (2.4)

Dadas las ecuaciones (2.3) y (2.4), se empiezan a cumplir los puntos 2 y 3 de la definiciéon 2: dada la
estructura que en particular tenga (2.3) se describe como una variable produce a la otra mientras
que por (2.4) deja en claro que las variables relevantes son X y Y al ser tinicos, mientras que x; y
y; son factores acoplados (1) que tienen cierta contribucién en la construccién de X y Y, pero no
tienen peso causal por si solos.

Las variables X y Y se parametrizan respecto al mismo tiempo, es decir, que los cambios en ambas
variables son simultaneos. Empleando la notaciéon compacta X(7,t) = X;, se construye el conjun-
to

Sx/y = {{Xt,Yt} | te [to, tn]}, (2.5)

donde tg y t,, son el tiempo inicial y final donde el modelo descrito por la estructura (2.3) es valido,
respectivamente. Cada pareja {X;, Y;} se dice que es un evento del sistema.

Los sistemas descritos con la estructura (2.3) pueden leerse en ambos sentidos: tanto X produce Y,
asi como Y produce X. Esto permite proponer una notacién compacta que denote la simultaneidad
de las variables

X: < Y. (26)

La estructura (2.3) no presenta precedencia entre las variables, su simultaneidad lo imposibilita.
Por tanto, la falta de precedencia entre variables las hace incompatibles con la definicién 2. Asf,
las variables del sistema no presentan una relacién de causalidad. Asi, se presenta la definicion de
simultaneidad para variables.

Definicién 3 (Simultaneidad). Dos variables A y B presentan una relacién de simultaneidad si:
1. Las variables A y B se evaltian al mismo tiempo
2. Las variables A y B siguen la estructura (2.3)
3. Las variables A y B son tnicas para el sistema y estan construidas por (2.4)

Por otra parte, para eventos si se puede definir una relacién causal.

Definicién 4 (Causalidad entre eventos). Para dos tiempos t; y tp, se define la causalidad entre
eventos {Ay, B;} si

1. Parat; < tp el evento {Ay,, By, } precede a {Ay,, By, }
2. Existe un algoritmo para producir {Ay,, By, } a partir {A;,, By, }
3. No existen otros factores ajenos a A y B en el sistema y estan construidas por (2.4)

Asi, aunque las variables de estructura (2.3) solo presenten simultaneidad, sus eventos si pre-
sentan una relacion causal. Con lo cual, en general, siguiendo las definiciones 3 y 4 se tiene que
para los modelos fisicos la causalidad entre variables no es lo mismo a la causalidad entre even-
tos.

Para establecer relaciones causales entre variables en un modelo fisico, se debe tener la siguiente
estructura

a-X(7t+Atx) =b-Y (7t + Aty), (2.7)

tal que Atx y Aty son los tiempos de retardo del sistema y cumplen Atx # Aty.
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Los tiempos de retardo son ordenables, por lo cual, con su insercién permite establecer la prece-
dencia de los efectos de una variable respecto a la otra. Para entender a qué se refiere esta prece-
dencia, se analiza lo siguiente. Suponiendo Atx < Aty, se tiene la trasformacién

t=t" — Aty, (2.8)
asi se reescribe 2.7 como
a-X(7,t)=b-Y (7 t+At), (2.9)

donde se han retirado el asterisco y At = Aty — Atx.
Se propone la aproximacién en series de Taylor a primer orden de estas variables, esto es

Y (7 t+AH) R Y+ At%. (2.10)

Esta aproximacién permite cambiar las estructuras (2.7) y (2.9) por una del tipo (2.3). Esto motiva
la construccién de dos conjuntos: uno de simultaneidad para (2.7)

SX+ Aty X, Y+Atya Y = 11Xt + Atx0i Xy, Yi + AtydrYi} |t € [to, ta]}, (2.11)
o su equivalente para (2.9)
Sx, y+atay = {{Xe, Ye + Ator Y} |t € [to, ta]}, (2.12)
y otro que se define como conjunto de precedencia

]PAt;X—>Y = {{XtrYt+At} | O0< Attty —tg t € [t(), fn]} (2.13)

La existencia del conjunto de simultaneidad (2.11) o (2.12) es consecuencia de establecer la relaciéon
de causalidad entre eventos del sistema, y, a su vez, la existencia del conjunto de precedencia (2.13)
es consecuencia de establecer la causalidad entre variables.

Entonces, para las estructura (2.9) la notacién de simultaneidad es

X & Y+ At%—:{ . (2.14)
t

En esta notacién, la produccién simultanea entre variables ya no es directa, es necesaria ademads la
contribucién de la derivada a primer orden en el tiempo de una de las variables modulada por su
respectivo tiempo de retardo.

Por completez, si no se tomara la transformacién (2.8) con lo cual se mantiene la forma (2.7), la
notaciéon de simultaneidad equivalente con los tiempos de retardo es

oX oY
Xt + Atxat <~ Y+ Atygt, (2.15)

con lo cual la produccién simultanea de variables es expresada de forma atin més complica-
da.

Para denotar la causalidad entre variables se propone la notacién
Xt = Yipar (2.16)
o para la estructura (2.7) con Aty < Aty, la notaciéon
Xepat, = Yipat,- (2.17)

Ambas notaciones de causalidad solo puede leerse en un sentido: X causa Y. Asi, solo resta con-
densar toda esta descripcion en una definicién de causalidad para variables.
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Definiciéon 5 (Causalidad entre variables (lineal)). Se tiene una relacion de causalidad entre varia-
bles A y B si se cumple

1. Existe At (o At, y Aty,) tal que A precede a B
2. La produccién de B a partir de A esta descrita por la estructura (2.9) (o (2.7))
3. Las variables A y B son tinicas para el sistema y estan construidas por (2.4)

Asi, se concluye que todos los modelos fisicos descritos por (2.3), (2.7), 0 (2.9) cuentan con rela-
ciones causales entre eventos del sistema (definicion 4). Mientras tanto, solo los modelos fisicos
descritos por (2.9) (o (2.7)), cuentan con relaciones causales entre variables (definicién 5).

Esto describe una interpretacion cualitativa de la causalidad para eventos y variables, con lo cual
los resultados que se obtengan con la metodologia basada en la entropia de transferencia podran
tener un significado que contribuira con la interpretacién cuantitativa. Por tanto, el siguiente paso
es establecer un esquema para los modelos fisicos que permita aplicar la entropia de transferencia,
y que, junto a las definiciones de causalidad establecidas, permita realizar su caracterizacién en
los modelos fisicos a tratar.

2.3 Esquema general para la caracterizacién de la causalidad

En la seccién anterior se mencioné que para establecer la produccién causal entre eventos es ne-
cesaria la descripcién de un algoritmo iterativo que permita el cdlculo de un evento a partir de su
antecesor. Esto fue un adelanto del primer paso necesario para establecer el esquema de medicién
de la causalidad: cambiar el dominio temporal del continuo al discreto. De tal modo, el dominio
temporal t € [ty, t,] se convierte en un conjunto finito de n + 1 valores para el tiempo, tal que
t=to,...,t;,...,ty, conel indice i = 0,...,n. Al discretizar el tiempo y precisar a priori su con-
junto finito de valores permitidos por el algoritmo se supera el inconveniente de la insercién de
eventos arbitraria mencionada para la definicién 2.

Si las variables X y Y, ahora consideradas causales, pasan a su forma discreta, entonces X(t;) = X;
y Y(t;) = Y; pasan a ser series de tiempo.

Con las variables causales descritas como series de tiempo, y considerando que sean variables
aleatorias, los conjuntos de precedencia y/o simultaneidad pasan a ser las realizaciones del modelo.
Al ser estas realizaciones construidas a partir de variables aleatorias, existe un conjunto infinito de
realizaciones; a este conjunto infinito se le llama ensamble de realizaciones del sistema.

Para aplicar una metodologia fundamentada en la entropia de transferencia, es necesario solo
tomar una muestra del ensamble, ya que en la practica es imposible trabajar sobre un conjunto
infinito de datos. La muestra del ensamble entonces pasa a ser generada por la implementacién
de los algoritmos en una simulacién numérica.

Una vez generada la muestra del ensamble de realizaciones se aplicardn la entropia de transfe-
rencia para proceder con el andlisis de la causalidad, el cual se interpretard apoyandose en las
definiciones 2, 3,4 y 5. Al complementar el andlisis con esta interpretacion, se lograra caracterizar
cuantitativamente las relaciones de causalidad.

Esto describe el esquema general que permite la caracterizacién de la causalidad en modelos fi-
sicos tedricos, lo cual concluye esta seccién. A continuacién, se describen los modelos fisicos de
interés donde se realizard la caracterizacidén cuantitativa de las relaciones de causalidad.



CAPITULO 3

Descripcion causal de los modelos fisicos

Existen una serie de modelos [18] que describen la conduccién de calor en materiales rigidos en
una sola dimensién. En este capitulo se describen varios de ellos con lo cual se podra definir
en particular para cada uno sus respectivas relaciones de causalidad. Para definir las relaciones
de causalidad en los modelos se describirdn las ecuaciones; y su respectivo algoritmo para su
implementacién en simulacién numérica.

En general, los modelos de conduccién de calor en una dimensién se describen con una ecuacién
de tipo transporte y una ecuacién constitutiva. La ecuacién de transporte correspondiente a cada
modelo debe derivarse al combinarse la ecuacién constitutiva y la ecuaciéon de conservacién de la
energia
oT 9g
C(x)=— +=—=c(x,1), 3.1

()= + 5, = ¢ (xt) (3.1)
definiendo T como la temperatura y g como el flujo de calor; con C(x) = p
es la densidad y C,(x) la capacidad calorifica del material; por otra parte ¢ (
energética que tiene el sistema con el ambiente.

(x)Cy(x) donde p(x)
x,t) es la interaccién

Para este estudio se considera el caso en que el material es uniforme y aislado del ambiente, es
decir que C(x) es una constante tal que C(x) # 0y ¢ (x,t) = 0. Ademds, otra consecuencia de esta
suposicion es que la conductividad térmica k(x) = cte y la longitud libre media de los fonones
I(x) = cte las cuales estan presentes en sus respectivas ecuaciones constitutivas.

Antes de comenzar a describir cada modelo, para evitar redundancias al repetir el discurso, se
hace notar que todos modelos ya estdn descritos siguiendo alguna de las estructuras causales
(2.3), (2.7) 0 (2.9), por lo tanto, son interpretables en términos de las definiciones 3, 4 y/o 5 segtin
sea el caso.

Al implementarse la simulacién numeérica en este estudio, es conveniente presentar los modelos
de la forma adimensional, las cuales se obtienen al aplicar las siguientes variables adimensiona-

les )
0 L

donde L es la longitud del material, ¢ es el tiempo caracteristico, y Ty es la temperatura ini-
cial.

Por claridad, la manipulacién algebraica necesaria para derivar la correspondiente ecuacién de
tipo transporte y la respectiva transformacién del modelo de su forma dimensional a la adimen-
sional estd presentada en el Apéndice A, mientras que la demostracién de la equivalencia del
modelo de Jeffreys con el modelo de Guyer-Krumhansl esta descrita en el Apéndice B.

Por otra parte, la notacién presente en los algoritmos puede necesitar cierta explicacién. Dicha
explicacién se encuentra detallada en el Apéndice D.

Asi pues, se describen los cuatro modelos de conduccién de calor en materiales en una dimension:
Fourier, Maxwell-Cattaneo-Vernotte, y Jeffreys-Guyer-Krumhansl.

3.1 Modelo de Fourier

La ecuacién constitutiva es la ley de Fourier

oT
q= a5 (3.2)
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Realizando el dlgebra adecuada se obtiene la ecuacion de difusién

oT 0°T
5 = a—axz , (3.3)
donde & = Dt.L~2 es el nimero de Fourier.

Ambas ecuaciones 3.2, y 3.3 siguen la estructura causal 2.3, por tanto solo presenta causalidad
entre eventos, mientras que para las variables solo presenta una relacién de simultaneidad descrita
por la definicién 3.

El algoritmo de solucién numérica del modelo de Fourier estd expresado por la Figura 3.1.

Algoritmo 1: SolF
Datos: «, x, t, Ty, up, qo, FT
Resultado: T, u, g
parai =0,...,n — 1 hacer

T.; < RK4 (Ti, @1 FT, )

92T
Ujr1 = “asz_l ’

qit+1 <= — Bx1+1 ’

Figura 3.1: Algoritmo para la solucién numérica del modelo de Fourier.

La notacién RK4 (+, -, -) expresa la aplicacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden, mientras
que las derivadas parciales espaciales de primer y segundo orden son construidas empleando
diferencias finitas. El subindice i € [0, ...,n — 1] representa el numero de paso correspondiente al
tiempo t; € [to,...,t,—1], porlo tanto, Tp, 1 y 4o son las condiciones iniciales del sistema, mientras
que FT son las condiciones de frontera para la temperatura. Por completez en los resultados, se

JaT
define u = 5

3.2 Modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV)

La ecuacién constitutiva de MCV introduce el tiempo de retardo efectivo 7; a la ley de Fou-
rier
oT ag  dT
glt+m) =35 9+Tg = 50 G4

y realizando la manipulacién algebraica en combinacién con la ecuacién de conservacién de la
energia, se obtiene la correspondiente ecuacién de transporte

oT (HT)_aaZT 8T+T82T_“82T (35)
ot i ox2’ ot ' o2 T ox? '

Se puede notar répidamente que si 7; = 0, el modelo de MCV se reduce a Fourier.

Los pares de ecuaciones 3.4 y 3.5 conforman el modelo adimensional de MCV. La diferencia entre
las ecuaciones del lado izquierdo y derecho consiste en la aplicacién del traductor (2.10), y cada
lado tiene su utilidad: el lado izquierdo permitira realizar el andlisis de causalidad entre variables
causales mientras el lado derecho da lugar al algoritmo de produccién causal entre eventos, lo
cual a su vez da lugar a la simulacién numérica.

Una vez expresada la estructura matemaética del modelo de MCV, se muestra su respectivo algo-
ritmo de simulacién numérica en la Figura 3.2.
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Algoritmo 2: SoIMCV

Datos: «, 7, x, £, To, g0, o, FT
Resultado: T, u, g
parai =0,...,n — 1 hacer

2
u;11 <= RK4 <ui, qu {“3751‘ — u&) ;
Ti—i—l < Euler (Tir Uirq, FTI) ;

Ji+1 < RK4 <qi/ 7%1 [g%i_;'_l + %}) ;

Figura 3.2: Algoritmo para la solucién numérica del modelo de MCV

Aquiu = %—{ se emplea para reducir el orden en las derivadas parciales temporales de la ecuacién

3.5, lo cual permite aplicar RK4 (-, -, ) para su solucién en u. Por otra parte Euler (-, -, -) repre-
senta la aplicacién del método de Euler. Finalmente, para que el algoritmo tenga sentido se debe
cumplir 7, > At, con At = t; 1 — t;, el tamafio de paso del tiempo de simulacién, para cualquier
valida.

3.3 Modelo de Jeffreys-Guyer-Krumhansl (JGK)

En el Apéndice C se muestra que para las condiciones de estudio, los modelos de Jeffreys y de
Guyer son equivalentes con 7y, r = f, y por tanto, se reducen a un solo modelo el cual se le
llamarad Jeffreys-Guyer-Krumhansl (JGK).

El modelo esta dado por
_aT ' o |oT | 9 (OT
q(t—o—Tq)——g(t—i—,B), 9+ 75 = ax—i_ﬁat(ax)] (3.6)
y
oT 0T oT 0°T T 9 [9°T
ar (1) =ega (4B); Gp g =« 8x2+ﬁat<8x2> 67
donde
A2 P2
== t.D’ 58

con A = IL~1 es el ntimero de Knudsen.

En el modelo de JGK, aparecen dos tiempos de retardo efectivo, 7; y 8, correspondientes al flujo
de calor q y al nimero de Knudsen A. Si se hace 7, = 0y B = 0, se devuelve el modelo de
Fourier.

En este modelo, se presenta la oportunidad para aplicar una reducciéon al modelo de MCV em-
pleando la transformacién (2.8), lo cual eliminarfa uno de los tiempos de retardo. Sin embargo se
opta por no hacerlo para ofrecer un analisis mas completo y contrastar la causalidad con el resto
de los modelos.

El algoritmo de solucién numérica del modelo de JGK se muestra en la Figura 3.3. Comparado
con el algoritmo 3.2, la diferencia principal es la introduccién de § y los términos correspondien-
tes.

En la siguiente seccién se describen las relaciones y variables causales de cada modelo.
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Algoritmo 3: SolJGK

Datos: «, 75, B, x, t, Ty, g0, up, FT
Resultado: T, u, q

parai =0,...,n — 1 hacer

e o (1, ]
T;v1 < Euler (T;, u;yq, FT;) ;

gi+1 < RK4 (qi, — {8x1+1 + B T ]) z

Figura 3.3: Algoritmo para la solucién numérica del modelo de JGK

3.4 Relaciones y variables causales de los modelos de conduccién de
calor

El analisis de la causalidad en los modelos de conduccién de calor se realizard principalmente en-
tre las variables causales. Para ello, es necesario identificar estas variables que no necesariamente
corresponden a las variables fisicas de interés usuales. Para su identificacién, se hace referencia a
las estructuras causales (2.3), (2.7), y (2.9) descritas en el capitulo 2.

Para los modelos de Fourier, MCV, y JGK, siguiendo las ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), y
(3.7) las variables causales, son las mismas. Estds son
oT 0°T oT
A_ﬁ’ B—axz, C=g; D—a. (3.9)
Sin embargo, estas son solo las variables causales, el tipo de relacién causal que presentan también
debe describirse. Empleando la notacién (2.6), y (2.16), recordando que At = t; 1 — t; y empleando
la notacién X, = X, se tiene para cada caso:

Fourier Solo se presenta simultaneidad debido a la carencia de precedencia entre variables

A,' = Bi; Cz' = Di‘ (3.10)

MCV Se da una causalidad con el tiempo de retardo es 7. Si ;= mAt, con m un entero positivo,
entonces
B Airy; Dj— Cippe (3.11)

JGK Presenta causalidad con dos tiempos de retardo 7; y B. Si 1y = myAt, y p = mgAt, con ambos
mg y mg enteros positivos y ademds, mg < my, se tiene

Bierﬁ - Ai+mq} Di+mﬁ - Ci+mq' (3.12)

Al revisar las relaciones de cada modelo, se observa que las relaciones solo se dan en dos parejas:
A con B, y C con D. Para otra pareja, por ejemplo, A con C, es un tanto complicado el plantea-
miento de algtin tipo de relacién debido a que para este estudio no se contempla una ecuacién
que siga cualquiera de las estructuras (2.2), (2.3), (2.7), 0 (2.9), por tanto, se desconoce si presentan
alguin tipo de precedenia, la produccién de una respecto a la otra, o si existen otros factores que
intervengan en su produccién. Por tanto, al no contar con una descripcién de su causalidad, se
imposibilita su caracterizacion.

Habiendo identificado y descrito las variables y relaciones causales presentes en cada modelo, se
procede a discutir un punto importante sobre el esquema para la caracterizacién de la causalidad
que hasta el momento se habia ignorado: el ensamble de realizaciones.
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3.5 Ensamble de realizaciones y condiciones de frontera

Los algoritmos de los modelos (Figuras 3.1, 3.2 y 3.3), una vez implementados en un cédigo nu-
mérico, permiten obtener una solucién dadas las condiciones iniciales y de frontera. En el caso de
las condiciones iniciales, para este estudio siempre son las mismas, y son

Tx,t=0))=Tp=1+pur(1—x); u(x,t=0)=uy=0, q(x,t=0)=go=—pur. (3.13)
Por otro lado, para el estudio se eligen condiciones de frontera de tipo Dirichlet. Estas son

T(x=0,8) ~ N (7,03 (Toin Toae] ) ;- T(x=1,6) =1, (3.14)

La frontera en x = 0 para cada valor de t estd dada por A la cual es una distribucién de probabi-
lidad normal truncada, donde pt es el promedio y o es la desviaciéon estdndar de la temperatura
en x = 0. La distribucién se trunca en los limites Ty,;;, = 1y Tuax = 1+ 4or. De tal modo, la
notaciéon compacta empleada en los algoritmos, usando ambas condiciones de frontera (3.14), se

tiene
) T(x=0,t)
FT = {T(x —1,1 . (3.15)

Dado que el ensamble tiene un ntimero infinito de realizaciones, se define la muestra de realiza-
ciones del ensamble de las condiciones de frontera

EF = {ef, = {FT}, |r € [1,R]}, (3.16)
donde, r es el ntimero de realizaciéon y R el ntimero total de realizaciones tal que R < co.

Dada la muestra (del ensamble) de realizaciones de la frontera EIF, entonces se genera la muestra
de realizaciones de variables causales, la cual estd definido por

EV = {ev, = {A,B,C,D,E}, |r € [1,R]}, (3.17)

donde E = T. Aunque T no aparece como variable causal en ninguno de los modelos, se agrega
como extra para propoésitos del posterior analisis.

Usando la notacién Sol para indicar el uso de SolF, SoIMCV o SolJGK segtn sea el caso, se
define el algoritmo para generar IEV a partir de [EFF en la Figura 3.4.

Algoritmo 4: GenVariablesCausales

Datos: «, 75, B, x, t, To, q0, ug, EF
Resultado: EV
parar =1,...,R hacer
T/ u,q < Sol (D‘/ Tl/]I ,B/ X, tr TOr qo, Uo, ef'r‘) ;
A<=u,;
2T .
B < Erel

C<=q,;

Figura 3.4: Algoritmo para la generacién de EV

Fijando el algoritmo de solucién en particular, se obtiene EV para su respectivo modelo, por tanto,
se tiene completa la representacion cualitativa de la causalidad para cada modelo de conduccién
de calor y, el primer paso para proceder con su andlisis numérico.
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3.6 Calibracion del método de solucion

Se definieron los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3 para la solucién numérica de cada modelo de conduc-
cién de calor. Dados que estos métodos estdn en el ntcleo de la generacién de las muestras de
realizaciones IEV por 3.4, es de suma importancia tener siempre en cuenta su respectiva calibra-
cion.

Dadas las condiciones iniciales y de frontera (3.13), (3.14), la simulacién numérica se realiza a
partir del estado estacionario y se mantiene fluctuando alrededor de éste para los tres modelos.
En el Apéndice E se muestra el dlgebra del estado estacionario y su respectiva gréfica para cada
modelo. En cada caso, se observa que la solucién numérica se ajusta muy bien a la analitica. Los
detalles de la implementacién de la solucién numérica se tienen en Apéndice F.

Dado que para el andlisis de causalidad se requiere una muestra EV generada por valores FT da-
dos por (3.14), se muestra en la Figura 3.5 las graficas con todas las realizaciones de la temperatura
para cada uno de los modelos. Se debe recordar que las series de tiempo de las variables A, B, C,
D, y E = T se capturan en el punto de interés x, = 0.2.

Se observa en las tres graficas como para la muestra del ensamble la temperatura para cada de
uno de los modelos varia entre cierto rango de valores. Las graficas son muy similares entre si,
esto se debe a que las tres se construyen de manera independiente con su respectiva simulacién
pero usando la misma muestra del ensamble de fronteras EIF. Sin embargo, en teoria debido a la
existencia de los tiempos de retardo 1¢ y Tp, deben existir ciertas diferencias entre las series de
tiempo de cada modelo entre si.

En la Figura 3.6 se muestra la comparacion entre el promedio numérico y la solucién analitica
para el caso con frontera fija yr. Dado el teorema del limite central [28], este promedio aproxima al
promedio real del ensamble (con infinitas realizaciones), el cual es justamente el caso analitico con
frontera fija 1. Si bien esto no dice nada sobre la distribucién de las realizaciones de la muestra del
ensamble, si refleja que al menos para esta muestra el promedio se aproxima al promedio analitico
de frontera fija. En el sombreado azul se tiene entre que valores méximos y minimos estan todas
las realizaciones mostradas en la Figura 3.5 por cada paso en el tiempo.

Para estudiar la distribucién de la muestra del ensamble de realizaciones, se debe voltear a ver a
la implementacién de la simulacién. La generacion de realizaciones de la frontera EIF se genera a
partir de la API correspondiente de Numpy (ver Apéndice F). Se emplea una funcién para generar
las R realizaciones del ruido, el cual estd dado por una distribucién normal que corresponda con
(3.14), la cual se aprecia en la Figura 3.7.

Con la muestra EF, se aplica el correspondiente algoritmo de solucién 3.1, 3.2 y 3.2 para obtener
las realizaciones de E = T mostradas en la Figura 3.5. Finalmente, se obtiene su respectivo histo-
grama el cual se muestra en la Figura 3.8. En los tres modelos, se muestra una aproximacién a una
distribucién normal y mds atn, se alcanzan a apreciar las pequefias diferencias entre ellas. Asi se
tiene de forma precisa como estd dada la distribucién de la temperatura T(x = xp).

Dado este ejercicio de calibracién, ahora se tiene una idea de que tan confiable es la implementa-
cién numérica de los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3. Por lo cual, se puede continuar con el cédlculo de EV
para cada modelo.

3.7 Resumen

Se toman una serie de modelos de conduccién de calor para materiales sélidos simples en una di-
mensién. Estos modelos estdn descritos matemdticamente por un par de ecuaciones diferenciales:
la ecuacién constitutiva y la ecuacion de tipo transporte. Al escribir ambas, se puede determinar el
tipo de causalidad entre variables siguiendo el esquema de caracterizacién descrito en el capitulo
2y, ademds, permite determinar un algoritmo de simulacién numérica.
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(c) Caso 2a (con tamafio de paso en el tiempo At = 1.0 x 107° y, tiempos de retardo Tc = 15At y Tp = 5At) de JGK

Figura 3.5: Promedio numeérico de la muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura

Empleando los algoritmos de simulacién nimerica se generan los ensambles EV a partir de EFF
para cada modelo de conduccién de calor.

El ensamble EV es un conjunto de series de tiempo perfectamente etiquetado, por lo tanto, se
toma de punto de partida para alimentar a la metodologia de andlisis de la causalidad basada en
la teoria de la informacién, la cual se describe en el siguiente capitulo.
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(c) Caso 2a (con tamafio de paso en el tiempo At = 1.0 x 107° y, tiempos de retardo Tc = 15At y Tp = 5At) de JGK

Figura 3.6: Muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura
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Figura 3.7: Caracterizacién del ensamble de la frontera [EIF
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Figura 3.8: Histogramas de la muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura



CAPITULO 4

Metodologia y Validacién

En el capitulo anterior, se describi6 las relaciones de causalidad entre variables presentes en los
modelos de conducciéon de calor basdndose en el esquema de caracterizacién establecido en el
capitulo 2. Ahora siguen los célculos. La cuestién es entonces cémo representar o por lo menos,
reflejar, la causalidad numéricamente. La respuesta que se propone para este estudio es calculos
de la entropia de transferencia simbdlica ET S.

4.1 Informacién y Entropia de Shannon

La teoria de la informacién, o como fue concebida por Shannon [29], la teoria matemdtica de la comu-
nicacion, es la teoria encargada del estudio de la cuantificacion, almacenamiento y transmision de la
informacion, la cual es tratada como un conjunto o secuencias de datos medibles, finitos y estruc-
turados por alguna sintaxis.

La informacién usualmente se mide en bits. Para calcular el nimero de bits contenidos en una
pieza de informacién X se emplea la entropia de Shannon

E(X) = =} P(x;)log,(P(x)), (4.1)

Xi
donde P(x;) es la probabilidad de que la variable aleatoria x tome el valor x;.

Para ilustrar la definiciéon de la entropia de Shannon se toma el caso de una moneda justa MJ.
Para la moneda justa x solo puede tomar los valores de dguila 4 o sol s, y ambos tienen la misma
probabilidad P(a) = P(s) = 0.5, por tanto, el calculo de entropia de transferencia devuelve

£(MJ) = ~P(a) logy(P(a)) — P(5) logy(P(s)) = 5 logy(2) + 5 log(2) = 1.

La informacién contenida por la moneda justa es de 1 bit. Si se toman n monedas justas e indepen-
dientes, se tienen 7 bits, con los cuales se pueden formar 2" de combinaciones o secuencias de a 'y
s de longitud n. Dejando de lado de que se habla de monedas justas, se tiene que a mayor niimero
de bits, se tiene un mayor ntimero de secuencias binarias accesibles.

Estas secuencias binarias al ser codificadas mediante una sintaxis adecuada (software), permiten
generar estructuras tales como ntimeros, caracteres, programas, imdgenes, sonido, vibraciones,
etc. las cuales para el usuario pueden tener significado o no. Este hecho, junto a la idea de que
X puede ser cualquier pieza de informacién, deja ver que la entropifa de Shannon no acarrea el
significado de X, solo mide el ntimero de bits que contiene. Si se plantea el uso de la entropia de
Shannon, o cualquier otra medida de entropia de la teoria de la informacién, siempre debe tenerse
en cuenta el significado de X.

Ahora se toma el caso de una moneda totalmente “injusta” MI. Para este caso, la moneda solo
puede tomar un valor, por ejemplo s, de tal modo que su probabilidad es P(s) = 1. Entonces, la
entropia de Shannon devuelve

E(MI) = —P(s)log,(P(s)) = 1log,(1) = 0.

La moneda totalmente injusta contiene cero bits, por lo tanto es una pieza de informacién total-
mente ambigua.

Dado que para la entropia de Shannon le es irrelevante el significado de X, la moneda injusta, en
el dominio de la teoria de la informacién, es equivalente a un loro que solo sabe decir “Hola”.

17
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No importa que se le pregunte al loro, siempre respondera “Hola”, si se pretende preguntarle a
este loro cual es el estado del clima o si sabe donde estdn las llaves, él jamas podra arrojar una
respuesta satisfactoria.

Si la ambigiiedad total es representada por cero bits, ;qué se interpreta de una pieza de infor-
macién que contenga n > 0 bits? Para 1bit es sencillo: puede interpretarse simplemente como
los estados encendido y apagado, y dependiendo el contexto de la variable, tiene su significado.
Ejemplo, suponiendo que X sea un led indicador del aceite en un automoévil, el encendido y apa-
gado representa si se necesita cambiar o no el aceite del vehiculo. Esto es con tan solo un bit, para
n > 1bits se pueden describir ideas u objetos mds complejos. Estas ideas u objetos al aumentar
su complejidad, van reduciendo su ambigiiedad, por tanto, la informacién vista como un niimero
n > 0 de bits se interpreta como la reduccién en la ambigiiedad.

Esto es una pequeria descripcién de la entropia de Shannon y algunos conceptos importantes que
se tienen respecto a la informacién. La informacién como objeto de estudio, es un concepto mucho
mas complejo que llega a tener relevancia en otras disciplinas del conocimiento [30, 31, 32, 33, 34].
Sin embargo, esta breve descripcion es suficiente para este trabajo y para abordar la herramienta
principal para este estudio: la entropia de transferencia.

4.2 Causalidad y Entropia de Transferencia

Se consideran dos procesos estocdsticos descritos por las series de tiempo X = {X; |i € [0,n — 1]}
eY = {Y;|i € [0,n — 1]} definido en un espacio de estado discreto S. Se definen los vectores
aleatorios

XD = (X; ... Xi|j<i<n—1}, (4.2)
Y® = (Y. Y k<i<n—1} (4.3)

Aqui, Xi(j ) y ng) se interpretan como las trayectorias que siguen los procesos X y Y en los tiempos

[i —j,i] y [i — k, i], respectivamente.

SN0

Ahora, se denota con P(y,'H,yE ,x;”’) ala probabilidad conjunta de que la variable aleatoria Y q

(el proceso Y en el momento i + 1) tome el valor y; 1 y que las trayectorias Y® ¢ XD tomen los
p Yi+1Y q y i Y4
valores

v = {yig . yilk<i<n—1}, (44)

xl(j):{xi,j,...,x,»|j§i§n—1}, 4.5)
respectivamente.
También es necesario denotar P(y; 1] yl(k), xl.(j )) y P(yi1 |y§k)), como las probabilidades condicio-
nales. Esta notacion expresa que, se tiene la probabilidad de que Y;;; tome el valor y;;; dados

(7

los valores (condiciones) yl(k),xi . El célculo de ambas probabilidades condicionales estd dado

por
. P(yii1, l(k>’xl§j))
Py, %)
y
P(yis1,y))
P(yipaly) = =2 47)
P(y;™)
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Asi, habiendo definido las probabilidad conjunta y las probabilidades condicionales necesarias, se
define la entropia de transferencia [1]

0 0010y, POl )
ETxoy =) 2 ) Pty %) logy ———=—5t—=
yirt 0 ) P(yisaly;”)

Yi X

(4.8)

La entropia de transferencia, similar a la entropia de Shannon, mide informacién en bits. Sin em-
bargo, hay una diferencia, la entropia de transferencia mide la informacién transferida de X a
Y.

Observando su definicién rdpidamente, se puede notar un par de caracteristicas importantes.
()

En el caso de que Y no dependa de X, la probabilidad condicional P(y;1| yfk),xi ) se reduce a

P(yit1 |y§k) ), y por tanto
<S.7-XH\{ =0. (4_9)

Por otra parte, suponiendo que la dependencia entre X y Y no sea nula, la entropia de transferencia
es una magnitud asimétrica respecto a X y Y, de tal modo que en general

ETx=y # ETyox- (4.10)

Tomando en cuenta la asimetria entre variables, al calcular la diferencia se obtiene uno de los
posibles resultados

ETxoy —ETy=ox >0, ETxoy —ETysx <0, o ETxoy —ETy-x=0. (4.11)

Dependiendo el sentido de la desigualdad, se puede saber dentro del sistema si hay una preferen-
cia en el sentido de la transferencia de informacién, ya seade XaY,odeYaX. Y, enel caso dela
igualdad, se indica que la transferencia de informacién no tiene una preferencia en el sentido de
las variables.

Para entender el papel que juega la entropia de transferencia en la deteccién y caracterizacién de la
causalidad, primero se debe definir el concepto en el marco de la teoria de la informacién.

Definicién 6 (Causalidad en teoria de la informacion). Para la teoria de la informacion, se tiene una
relacién de causalidad entre A y B si

1. A precedea B

2. El conocimiento de A determina el conocimiento sobre B, es decir, que la informacién que se
tiene sobre A reduce la ambigiiedad que se tiene sobre B

Al comparar las definiciones 2 y 6 se observa que ambas solo comparten la propiedad de prece-
dencia, ;Qué implica esto? ;Ambas podrian ser equivalentes? No realmente. Suponiendo que X
cause Y segun la definicién 2, se sabe que son tinicos y estd dado el modelo descriptivo que esta-
blece la produccién de una variable respecto a la otra. Por tanto la ambigtiedad sobre Y se reduce
al conocer X, con lo cual se cumple la definicién 6. Por otro lado, suponiendo que X cause Y segtin
la definicién 6 es imposible saber, sin informacién externa y limitdndose solo a la teorfa de la in-
formacion, si se tiene una relacién causal entre X y Y o incluso, si simplemente las variables tienen
un acoplamiento (definicién 1).

Asf, en general, si dos variables X y Y tienen una relacién causal descrita por la definicién 2 (o un
acoplamiento por definicién 1), se garantiza que también tienen una relacién causal segtn 6, sin
embargo, esto no necesariamente se cumple en el sentido contrario. Esta conclusién es esperada.
Para la teorfa de la informacién no es relevante el significado que tengan las variables en su campo
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del conocimiento, por tanto, lo que signifique tener una relacién causal en un campo especifico
fuera de la teoria de la informacién no puede ser explicado solamente con sus herramientas.

Es también importante notar lo siguiente. Dada la definicién 6, la propiedad (4.9) indica que no
hay transferencia de informacién de una variable X a Y, al no recibir Y informacién de X, el co-
nocimiento de X es irrelevante y no contribuye a reducir la ambigiiedad sobre Y, por tanto, al
menos en el sentido de X a Y, no se indica causalidad. Por otro lado, la propiedad (4.11) indica
el sentido de la transferencia de informacién, y asi, se sabe si el conocimiento de X reduce maés la
ambigiiedad sobre Y o si es al contrario. Por tanto, indica, a nivel de la teoria de la informacién,
cual variable causa a la otra.

En conclusién, la entropia de transferencia ofrece una excelente herramienta para detectar la po-
sible causalidad entre variables al identificar la transferencia de informacién que se tiene entre
ellas. Si, a priori se conoce el tipo de relacién causal o de acoplamiento que tienen las variables, la
entropia de transferencia se vuelve una herramienta para caracterizar estas relaciones, y en el caso
de este trabajo, caracterizar las relaciones entre variables de los modelos de transporte de calor en
materiales.

4.3 Calculo numérico y Entropia de Transferencia Simbélica

Se ha dejado claro las “bondades” de la entropia de transferencia. Sin embargo, ahora se presenta
un problema, la evaluacién de (4.8) no es trivial.

En el caso de que las variables X y Y sean procesos de Markov de primer orden, donde los valores
a futuro y; 1 solo dependan de los valores presentes y; y x;, la definicién (4.8) se simplifica

P . X
ETxsy = ) Y. Y P(yis1,vi,xi) log, l(jy(lmyr;) (4.12)
Yis1 Vi X Yit1lYi

Esta simplificacion es un paso hacia adelante para computar el valor de la entropia de transferen-
cia. Sin embargo, para el propdsito del calculo numérico, puede simplificarse atin mas.

Para m € IN de define el vector m-dimensional v; = {x¢, X441, Xt42, ..., Xt+m—1} para todo ¢ tal que
0 <t <n—mSeaPy: R" — R" el operador de permutacion ¢ tal que al aplicarlo al vector v;
resulta en V; = Py(v;), que tiene todas sus coordenadas ordenadas en forma ascendente. Asociada
a esta permutacion se tiene un vector m-dimensional V; cuyas coordenadas son los valores en el
ranking ! de cada coordenada del vector v; respectivamente.

Ejemplo, sea m = 3, y las entradas del vector v; tengan el orden x;1p < x; < x;11, entonces
se tiene 9(¥v¢) = 9({2,3,1}) = {1,2,3}, y por tanto, al aplicar Py se obtiene ¥; = Py(v;) =
{xt+2/ Xt, xt+1}-

Finalmente, a V; se le asigna un simbolo £;. Entonces, dada la dimensién m, sin repeticién de valo-
res, las coordenadas de v; tienen un orden que corresponde con uno de los m! posibles rankings.
Por tanto, existen m! posibles valores que pueden tomar el vectores V¢, cada uno asociado a £, el
cual toma como valor a uno de los m! posibles simbolos del diccionario D,,.

Entonces, dada la dimensién m de los vectores vy, la serie de tiempo X = {x,...,x,_1} se reem-
plaza con la serie de simbolos X = {£, ..., £,—m }. Del mismo modo, Y se reemplaza con la serie
de simbolos Y = {7y, ..., Jn—m}-

Dadas las series de simbolos, se define la entropia de transferencia simbélica [12]

A P(fi+1]9i, %i)
ETSg y = Y P(is1, i, i) log, —o il %) (4.13)
XY - (y1+1 Yi l) 82 P(yi—i-l‘]/i)

IClasificacién de mayor a menor, ttil para establecer criterios de valoracion.
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Comparando (4.13) con (4.12), la diferencia mds importante se da en la simplificacién de la estima-
cién de las probabilidades conjuntas y condicionales. Para £7 se requiere emplear la estimaciéon
por densidad de kernel, por ejemplo, mientras que para £7 S, gracias a los valores finitos discre-
tos que toman las variables del diccionario D,,, basta con simplemente calcular las probabilidades

usando la técnica usual
_ No.deeventos favorables de A

P(A) = (4.14)

No. de eventos totales

Computacionalmente, la entropia de transferencia simbélica es menos costosa y sencilla de cal-
cular. Sin embargo eso conlleva un “sacrificio”. Al simbolizar las series de tiempo, se pierde
informacién. En lugar de tener series de tiempo cuyos valores son precisos y viven en R, se
tienen series de simbolos que solo indican como se comporta la serie. Por ejemplo, para la se-
rie de tiempo Y(t) = cos(t), su respectiva serie de simbolos para t € [0, 77| seria simplemente
Y(t) =V,9,...,V,V,donde V es el simbolo que indica decrecimiento. Eso significa que la serie
de simbolos es una representacién méds ambigua que la serie de tiempo. Por tanto, es ttil no de-
sechar la serie de tiempo original, y la serie de simbolos solo debe emplearse para el cdlculo de la
ETS.

En el apéndice G se muestran ejemplos de diccionarios D para m = 3y m = 4.

Habiendo definido la entropia de transferencia simbélica y descrita su funcién como indicador de
causalidad dentro de los limites de la teoria de la informacion, solo falta un paso mas para aplicarla
a los modelos de conduccién de calor y caracterizar su causalidad. Los modelos de conduccién de
calor, en particular los modelos de MCV y JGK, en su descripcién incluyen los tiempos de retardo
T; = Tc y Tp,7 = Tp, tal que se ha cambiado el subindice por su respectiva etiqueta en la notacion
de variables causales. Estos tiempos en general, cumplen 7 > Aty tp > At, con At = t;1 — t;
el tamafio de paso de la simulacion. Para las series de tiempo, se ajustan los tiempo de retardo
como

Tc = VcAt; T = UDAt, (415)

con vc,vp € ZT. Estos vc y vp son el nimero de pasos de retardo asociados a sus respectivos
tiempos de retardo.

Generalizando la entropia de transferencia simbdlica, se tiene

. o P10, |0;, %
ET sy (v) = 3 P(@itv, i, £i) log, ij(l”'yfl) (4.16)
i Jivv|7:)

conv € Z™.

Ahora £T'S es una funcién de v, por tanto, cuando v = v¢,vp, la ETS debe devolver un valor
que indique causalidad, mientras que para v # v¢, vp no. Es decir, al hacer un barrido sobre un
conjunto de posibles valores para v, que incluyan a vc y vp, se deben obtener curvas que serdn
caracteristicas para cada modelo.

Dado que la £T S acepta cualquier par de series de simbolos, nada impide evaluarla con un par
que no tengan relacién causal. Esta evaluacion permite calibrar la implementacién computacional,
lo que contribuye positivamente a la caracterizacion de variables causales.

Asf, ya solo es necesario describir la metodologia precisa para la caracterizacién de la causalidad
en los modelos de conduccién de calor. Sin embargo, primero hay que validar la implementacién
de £T'S con sistemas mas sencillos de los cuales se conozca su causalidad.

4.4 Validacién metodolégica: descripcién experimental

Se proponen seis ejercicios de los cuales se conoce su causalidad dada por las definiciones 2, 3, y
5 para evaluar el desempefio de la entropia de transferencia simbélica. En estos seis experimentos
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las series de tiempo Xy Y toman valores x; y y; en Z = [1,...,n], y su respectiva distribucion est4
dada por el tipo de relacién que tengan.

Dado el experimento, se tienen combinaciones de dos distribuciones de probabilidad: la primera,
es una distribucién uniforme
XY ~U(Z), (4.17)

y la segunda, una distribucién no-uniforme

XY ~P (i) - (4.18)

Aqui, [;; representa el tiempo de retardo y los subindices i y j indican el sentido de que variable
influencia a la otra, por ejemplo, Iy es el tiempo de retardo de la influencia de x sobre y. Asi pues,
el pardmetro Pt s un vector de n entradas cuyos valores son las probabilidades de que las

variables tomen un valor en Z. Para construirlo, se tiene
B : it = thrll‘]'/ (419)

donde i; es una representacion vectorial especial del valor que tome x; o y;, segtn sea el caso. En
la Tabla 4.1 se muestra esta representacién espacial.

Valor numérico i
1 [1,0,0,...,0,0]
2 [0,1,0,...,0,0]
3 [0,0,1,...,0,0]
n—1 [0,0,0,...,1,0]
n [0,0,0,...,0,1]

Figura 4.1: Representacion vectorial especial de los valores en Z.

Por otro lado, P es una matriz diagonal de n x n la cual es

pq q
p= |17 9 (4.20)
9 9 |

Aqui,p€[0,1]yq= 4.

En pocas palabras, P(pt+lij) se puede entender como un dado “cargado” o no-justo para deter-

minar el efecto j, que en cada instante de tiempo ¢ selecciona que cara favorecer sobre las demads
dependiendo la causa i.

Con las distribuciones de probabilidad descritas, los experimentos son los siguientes:
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Experimento 0: X y Y son independientes causalmente

X o Y. 4.21)

Las series de tiempo X y Y son independientes y no tienen retroalimentacién. Para este caso en
particular, X y Y se determinan por la distribucién uniforme.

Experimento 1: X y Y son simultidneos

XY (4.22)

La serie Y se obtiene de
Y = aX, (4.23)

donde a # 0 es una constante. No existe retroalimentacién. El proceso X se determina mediante la
distribucién uniforme.

Experimento 2: X es causa directa de Y

Yt+lxy = {let, (424)
donde a # 0 es una constante y Iy, es el tiempo de retardo de X a Y. No existe retroalimentacién.
El proceso X se determina mediante la distribucién uniforme.

Experimento 3: X es causa de Y

X — Yt+lxy (4.25)
conl xy €S el tiempo de retardo de X a Y. No existe retroalimentacién. El proceso X se determina me-
diante la distribucién uniforme mientras que Y queda dado por la distribucién no-uniforme.

Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a si mismo

Yipr, =aXe, X = Xepr, (4.26)
donde a # 0 es una constante, [ xy es el tiempo de retardo de X a Y, y Iy es el tiempo de retardo para
la retroalimentacién de X. El proceso X se determina mediante la distribucién no-uniforme.

Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a si mismo

Xt = Yoy, Xe = Xeyi, (4.27)

donde Iy es el tiempo de retardo de X a Y, y Ixx es el tiempo de retardo para la retroalimentacion
de X. Ambos procesos X y Y se determinan mediante la distribucién no-uniforme.

Asi, habiendo descrito los experimentos, se realizan a continuacién.

4.5 Validacién metodolégica: evaluacién experimental

El cédigo se encuentra disponible en https:/ / github.com / tri-ntropy / causalidad-validacion, mien-
tras que todas graficas se encuentran en la Seccién 4.7.

Se realizan los experimentos mediante simulaciones implementadas en Python usando el genera-
dor de nimeros aleatorios de Numpy. Para cada experimento se genera una muestra del ensamble
{X,Y}g con R = 144 realizaciones, donde las series de tiempo estdn compuestas de 100001 valores.
Para cada realizacién, primero se calcula la entropia de transferencia simboélica £7 S(v) haciendo
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un barrido de v = 1,...100 en ambos sentidos X — Y y Y — X para posteriormente tomar su
diferencia

AETS =ETSxy — ET Sy=x (4.28)

Para cada pareja X, Y de la muestra, se obtiene una tres series E7 Sx_y, ET Sy_x, y AET S sobre
v. Con R series producidas por las variables aleatorias X y Y, son esperadas ciertas variaciones,
por tanto, para cada valor de v se toma el respectivo promedio sobre todas las realizaciones de
la muestra. La serie promedio se emplearad para caracterizar la causalidad de cada experimen-
to.

Los resultados se describen a continuacion.
Experimento 0: X y Y son independientes causalmente

Enlas Figuras 4.2 se tienen las gréficas del experimento 0. Al no estar relacionadas causalmente, los
bits de la supuesta informacién transferida entre las variables son espurios, por lo tanto, no indican
causalidad. Algo destacable de estos resultados, es que los bits medidos estan en el orden de 1073,
por tanto, estos resultados pueden emplearse para calibrar las mediciones de otros sistemas: si
esas mediciones se ven ruidosas, y ademads, estdn en ese mismo orden de magnitud, es probable
que sean espurias. Por otra parte, para el caso de 4.2a y 4.2b, las mediciones son siempre positivas,
por tanto para 4.2¢, la serie estd aproximadamente centrada alrededor de 0 y los valores indican
el sentido de la transmisién de informacién segiin su signo: los valores positivos para el sentido
X — Y y los negativos para Y — X.

Experimento 1: X y Y son simultdneos

En las figuras 4.3 se tienen las graficas del experimento 1. Las series 4.3a y 4.3b son iguales, esto
como consecuencia de la simbolizacién: si la relacién entre variables estd dada por (4.23), se tiene
una constante @ # 0 que amplifica o reduce Y, esta informacién se pierde al simbolizar las series
Xy Y, por tanto, se tiene

X=Y. (4.29)

En consecuencia

5TSX_>X = 5TSX_>Y = STSY_»( = ETSY_w. (4.30)

El resultado (4.30) explica entonces porque 4.3c es simplemente una horizontal en 0.

Finalmente, se debe ofrecer una interpretacion a las series decrecientes 4.3a y 4.3b. Regresando a
la expresion general para la entropia de transferencia simbélica (4.16), los simbolos representan el
comportamiento de la series X y Y respecto al tiempo, por tanto al calcular la £7 S de una variable
consigo misma, siguiendo la definicién de causalidad 6, el pico indica que existe cierta causalidad
de X; con los valores consecutivos. Dicho de otra manera, si se conoce X, es posible predecir con
cierta precisiéon algunos de los valores consecutivos. Asi que este decrecimiento en particular, se
le llamara decrecimiento de prediccion.

Experimento 2: X es causa directa de Y

Se tienen los resultados del experimento 2 en las figuras 4.4. Para este caso en particular si se tiene
causalidad y el tiempo de retardo o lag es I, = 13At. Con esto en consideracién se analizan las
figuras.

En la figura 4.4a se muestra la serie de la entropia de transferencia simbélica promedio en el
sentido X — Y. En esta se muestra un pico cuyo méximo se encuentra en v = 14, solo un paso
de tiempo de diferencia con ly,. Esta diferencia posiblemente se deba a la implementacién de la
entropia de transferencia simbélica. Dado que la relacién de los valores entre las series de tiempo
Xy Y es uno a uno, al generar los simbolos se obtendrén tres contiguos donde se comparta un
valor en particular, y no es hasta el cuarto valor que ya no se comparte, asf, al calcular los valores
de la entropia de transferencia simbdlica, no es hasta que ocurre este desfase en una posicién que
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se evaltia adecuadamente. Esto queda sujeto a debate y necesita verificarse. Sin embargo, este
“defecto” en particular es consistente en los experimentos, asi que puede decirse que este error se
encuentra calibrado.

Alrededor del maximo, el valor de la entropia de transferencia simbdlica decrece pero no instan-
tdneamente, por tanto, se establece que en estos puntos los valores de Y se pueden predecir con
cierta precisién dado X, por lo cual, a este conjunto de puntos alrededor del méximo se le llama
pico de prediccion.

Por otra parte, en la figura 4.4b se tiene una serie similar a las obtenidas para el experimento 0,
lo cual es esperado. El experimento describe una relacién causal en el sentido X — Y, pero no
en Y — X, por tanto la £7 S mide transmisiones espurias de informacién. Estas transmisiones
espurias también estdn presentes en 4.4b fuera del pico de prediccién, pero debido a la resolucién
de la gréfica no se alcanza a apreciar.

Por ultimo, para la diferencia se tiene la figura 4.4c. El resultado es simplemente la Figura 4.4a
trasladada un poco hacia abajo, conservando su pico de prediccién. Sin embargo, como es la serie
de la diferencia, la transmisién de la informacién se da en el sentido de X — Y, por tanto, para el
experimento queda caracterizada la causalidad como un solo pico de predicciéon cuyo maximo se
encuentraen v = [y, + 1.

Experimento 3: X es causa de Y

Se producen cualitativamente los resultados del experimento 2, pero con una sutil diferencia. Al
comparar las graficas de la Figura 4.5 con las de 4.4, se observa que tanto para el sentido X — Y
como para la diferencia, el promedio de la entropia de transferencia simbdlica es un orden de
magnitud menor para el experimento 3 que en el experimento 2. Para el sentido Y — X se vuelve
a obtener informacién transferida espuria

Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a si mismo

Para este experimento, el tiempo de retardo de la retroalimentacién para X es Iy, = 23At. Los
resultados se encuentran en la Figura 4.6.

La principal cualidad notable de estas gréficas es que ya no solamente llegan a producir un pico,
una curva decreciente monétona o ruido, ahora se producen una serie de picos que decrecen y
siempre tienen la misma separacion. La separacién entre maximo y maximo es de Av = 23 pasos
de tiempo, lo cual corresponde con los pasos del tiempo de retardo de la retroalimentacién para
X. En el sentido X — Y, el primer pico alcanzd su maximo en v = 14, con lo cual se repite esa
cualidad de los experimentos 2 y 3. Mientras tanto, en el sentido Y — X el primer pico alcanza
su maximo en v = 11. Siguiendo el patrén de los anteriores casos, indicaria un tiempo de retardo
ficticio I, = 10At, el cual coincide con la diferencia de los otros dos tiempos de retardo, es decir
que Ly — Ly = lyx.

Sin embargo, aunque la retroalimentacién de X justifica la existencia de la serie de picos, no jus-
tifica porque el sentido Y — X los presenta en primer lugar. El experimento no indica ninguna
relaciéon en el sentido Y — X, y dados los experimentos anteriores, se deberia producir mediciones
espurias. Probablemente se requiera disefiar otro experimento donde no exista retroalimentacion
para X pero si exista una relacion Y — X con tiempo de retardo /,x, de tal modo que se pueda
mostrar cierta equivalencia entre ese nuevo experimento y este. Esta idea, aunque no esta mal,
estd fuera del objetivo de esta tesis, por lo cual se decide postergar para otra ocasion.

Finalmente, al tomar la diferencia entre sentidos, se obtienen dos series de picos, una positiva y
otra negativa. Los picos positivos deben su existencia a las relaciones causales descritas por el
sistema, mientras que los negativos, debido a lo explicado en el parrafo anterior, no.
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En conclusién: la retroalimentacion de la variable X tiene el efecto de producir series de picos
para la entropia de transferencia simbodlica, los cuales tienen un periodo fijo correspondiente con
el tiempo de retardo de retroalimentacién de X.

Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a si mismo

Similar a lo ocurrido en el experimento 3, se obtienen resultados cualitativamente similares a los
del experimento anterior y, especificamente para el sentido X — Y y la diferencia se obtienen
resultados que son un orden de magnitud a su similar en el experimento 4.

Palabras finales para la validacién metodolégica

Habiendo validado, descrito y calibrado el empleo de la £7 S para la caracterizaciéon de la causa-
lidad, es momento aplicar la metodologia a los modelos conductores de calor, pero son necesarios
unos comentarios finales. En general, nada impide disefiar mas experimentos méas complejos, don-
de se den efectos cruzados donde X sea causa de Y y viceversa, ademads de incluir retroalimenta-
cién total para ambas variables o parcial solo para una de ellas. Sin embargo, para este trabajo solo
se limit a estos tres experimentos debido a que sus relaciones causales son las mas similares, sino
es que exactamente, a las presentes en los modelos de conduccién de calor en materiales.

4.6 Aplicacién de la metodologia a los modelos de transporte de calor

Se presenta a continuacioén la aplicacién metodoldgica a seguir para caracterizar las relaciones de
causalidad presentes en los modelos de transporte de calor empleando la entropia de transferencia
simbolica.

1. Se genera la muestra de realizaciones de la frontera de la temperatura ((3.16), (3.14)) em-
pleando el generador de ntimeros aleatorios de Numpy (ver Apéndice F). Las realizaciones
de la frontera se caracterizan como ruido blanco Gaussiano.

2. Para cada una de las realizaciones de la frontera de la temperatura, se realizan las simulacio-
nes estocasticas y deterministas para cada modelo implementando los algoritmos 3.1, 3.2, y
3.3. Para las simulaciones deterministas, la frontera de la temperatura estd dada por el valor
promedio constante de la respectiva realizacién de la frontera estocastica dada por (3.14).

3. De las simulaciones, para un punto de interés x, se capturan las series de tiempo para las
cinco variables causales dadas por 3.4, tanto estocésticas y deterministas.

4. Para cada realizacién de cada variable causal, se toma la diferencia entre la serie de tiempo
estocdstica y determinista para obtener la serie de tiempo de la fluctuacion.

5. Obtenidas las series de tiempo de las fluctuaciones para cada variable causal, se procede a
simbolizarlas, usando diccionarios con m = 3.

6. Se calcula la entropia de transferencia simbolica para las parejas de fluctuaciones {A, B},
{C,D}, y {C,E} de todas las realizaciones para cada modelo.

7. Se obtiene el promedio sobre todas las realizaciones de la entropia de transferencia simbdlica
para cada valor de paso en el tiempo v para cada pareja de variables de cada modelo.

8. Se analizan los resultados y se caracteriza la causalidad

Aplicando esta metodologia a los modelos de transporte de calor, los resultados principales de
este trabajo se encuentran en el siguiente capitulo.
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4.7. GRAFICAS DE RESULTADOS DE LA VALIDACION METODOLOGICA
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(a) Serie de la entropia de transferencia simbélica promedio en el sentido X — Y.

(b) Serie de la entropfa de transferencia simbélica promedio en el sentido Y — X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.

Experimento 0: X y Y son independientes causalmente. Los puntos son los valores promedio de la entropia de

transferencia simbélica para cada paso v. Las unidades son bits.

Figura 4.2
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simbolica para cada paso v. Las unidades son bits.

Figura 4.3: Experimento 1: X y Y son simultaneos. Los puntos son los valores promedio de la entropia de transferencia
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbdlica promedio

Experimento 2: X es causa directa de Y. Los puntos son los valores promedio de la entropia de transferencia

simbolica para cada paso v. Las unidades son bits.

Figura 4.4
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio

Experimento 3: X es causa de Y. Los puntos son los valores promedio de la entropia de transferencia simbélica

Figura 4.5

para cada paso v. Las unidades son bits.
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(b) Serie de la entropia de transferencia simbélica promedio en el sentido Y — X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.

Figura 4.6: Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a si mismo. Los puntos son los valores promedio
de la entropia de transferencia simbélica para cada paso v. Las unidades son bits.
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(b) Serie de la entropfa de transferencia simbélica promedio en el sentido Y — X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.

Figura 4.7: Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a si mismo. Los puntos son los valores promedio de la
entropia de transferencia simbdlica para cada paso v. Las unidades son bits.



CAPITULO 5

Resultados

Antes de empezar, se deben recordar varios detalles.

Se tienen las variables causales

oT 0°T dT
5 B=z5, C=q D=5 E=T. (5.1)

A:
ox’

Estas variables causales tienen relaciones dadas por los modelos de transporte de calor y estas
son:

Fourier Solo se presenta simultaneidad debido a la carencia de precedencia entre variables

A,‘ = Bi; C,‘ = Di‘ (5.2)

MCV Se da una causalidad con el tiempo de retardo es 7;. Si 7; = mAt, con m un entero positivo,
entonces
Bi = Aiym; Di— Cippe (5.3)

JGK Presenta causalidad con dos tiempos de retardo 7; y B. Si 1y = myAt, y p = mgAt, con ambos
mg y mg enteros positivos y ademas, mg < my, se tiene

Bi—i—mﬁ - Ai-&-mq} Di-&-mﬁ — Ci+mq~ (5.4)

La variable E como tal, no forma parte de ninguna relacién causal o de acoplamiento debido a
que su aparicién en los modelos se presenta mediante la aplicaciéon de operadores de derivada, en
particular, el gradiente y el laplaciano. Sin embargo, nada impide obtener sus series de tiempo de
las simulaciones como se vio en la calibracién numérica del Capitulo 3. El propésito de incluir en
el andlisis a la variable E mediante el emparejamiento con C, es mostrar los resultados no triviales
que estdn fuera de la descripcién causal propuesta.

Para cada modelo, Fourier, MCV y JGK se analizan las parejas {A,B}, {C, D}, y {C, E}. Para cada
modelo se estudian ciertos casos en particular, estos son:

Fourier Dos casos dependiendo el tamafio de la serie de tiempo:
Caso 1 Series de tiempo con 50001 valores.
Caso 2 Series de tiempo con 100001 valores.
MCV y JGK Cuatro casos dependiendo las series de tiempo y los respectivos tiempos de retardo:

Caso 1a Series de tiempo con 50001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de ¢ = 10At.
Para JGK, tp = 5At y ¢ = 15At.

Caso 1b Series de tiempo con 50001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de ¢ = 15At.
Para JGK, tp = 5At y ¢ = 20At.

Caso 2a Series de tiempo con 100001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de 7 = 10At.
Para JGK, tp = 5At y ¢ = 15At.

Caso 2b Series de tiempo con 100001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de ¢ = 15At.
Para JGK, tp = 5At y ¢ = 20At.

Las gréficas de los resultados se muestran en a Seccién 5.2.
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5.1 Discusién
Pareja {C, E} para los tres modelos de transferencia de calor

Al observar las graficas de las Figuras 5.3, 5.6, y 5.9, no se obtienen resultados consistentes entre
si. Para los modelos de Fourier y JGK se producen curvas que crecen y decrecen sin un patrén
aparente, mientras que para MCV, siguiendo el orden de los casos 2a — 2b — 1la — 1b, se muestra
como se forma un pico de prediccién que va alcanzando su méximo en v = 10, 8,7 siguiendo el
mismo orden para el sentido C — E. Siguiendo esta misma idea, para MCV en el sentido E — C,
estas curvas parecen haberse recorrido a la izquierda. Al tomar la diferencia, siguiendo el mismo
orden establecido, la entropia de transferencia simbdlica promedio parece oscilar respecto a la
horizontal en 0.

Estos resultados no tienen interpretacién basada en la definicién de causalidad o de acoplamiento
2, 1, respectivamente. Sin embargo, tampoco parecen ser transferencias de informacién espurias
como si fueran dos series de tiempo que no tienen relacién entre si, por tanto se motiva a preguntar
el porque de estos resultados. Una hipétesis surge de voltear a ver los algoritmos de simulacién
numérica 3.1, 3.2, y 3.3. En estos algoritmos, existe retroalimentacién de las variables C y/o E
debido a la aplicacién de los algoritmos de Euler (-, -,-) y RK4 (-, -, -), ademads de ciertas contribu-
ciones al célculo de otros factores, por tanto, esto ofrece una potencial explicacién al porque no se
producen transferencias de informacién que puedan considerarse espurias.

Modelo de Fourier, parejas {A,B} y {C,D}

Observando las Figuras 5.1 y 5.2, se obtienen resultados muy similares entre si y son el andlogo
con el experimento 1 (4.22) de la validacién: al no existir en el modelo algtn tiempo de retardo, las
parejas {A, B} y {C, D} tienen una relacion de simultaneidad y, por tanto, producen decrecimien-
tos de prediccion. Al tomar las respectivas diferencias, simplemente se producen horizontales en
0, lo cual denota que no existe una direccién de preferencia en la transferencia de informacién en-
tre las variables. Por tanto, se concluye que el modelo de Fourier es el equivalente al experimento
1 de validacién.

Finalmente, se debe notar las diferencias numéricas entre el Caso 1 y Caso 2 del modelo de Fourier.
Las curvas para estos casos se encuentran en el mismo orden de magnitud, pero los valores en el
que las series inician son distintos. El Caso 1 en general inicia con aproximadamente el doble de
bits transferidos que el Caso 2. Sin embargo, al recorrer las series, se muestra que el Caso 1 en
general decrece mas rédpido que el Caso 2. Esto puede deberse a que el tamafio de paso en el
tiempo del Caso 2 es més pequefio que el del Caso 1.

Modelo de MCV, parejas {A,B} y {C,D}
Para las parejas {A, B} y {C, D}, se obtienen las Figuras 5.4y 5.5.

En el sentido A — B y C — D respectivamente, muestra un decrecimiento de prediccién al ini-
cio para luego tener oscilaciones. En este sentido, no se puede argumentar alguna relacién causal
debido a como estdn descritas las ecuaciones diferenciales y el tiempo de retardo del modelo. Sin
embargo, la curva, es muy similar a lo visto en los experimentos de validacién con retroalimen-
tacion pero atenuado, esto podria intuir que existe algtn tipo de retroalimentacién en el modelo
pero esto no es apreciable en las ecuaciones (3.4) y (3.5), ;De donde viene esta curva? La posi-
ble respuesta se encuentra en el algoritmo de simulacién numérica. Al revisar el algoritmo 3.2, la
aplicacion de los métodos de Euler(-, --) y RK4(+, --) requieren del valor pasado inmediato de las
variables para el célculo del valor presente en el tiempo, por tanto eso justifica la aparicién del
decrecimiento y las oscilaciones. El porque solo oscila una o dos veces es debido a que se atentia
mucho maés rapido que en los experimentos de validacion, probablemente debido a los valores
pequefios que adopta el tiempo de retardo en el célculo.
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En los sentidos B —+ A y D — C se producen picos de prediccién acompafiados de una posterior
oscilacién. En este sentido se justifica una causalidad dado el modelo de ecuaciones diferenciales
y la oscilacién, siguiendo la misma hipétesis, aparece debido al algoritmo de simulacién numéri-
ca.

Finalmente, al tomar la diferencia, se muestra el pico negativo correspondiente a los sentidos
B — Ay D — Cy oscilaciones posteriores. Esta curva puede separarse por secciones de tal
modo que se ofrece una interpretacion de lo que ocurre: al inicio, la diferencia es positiva y de-
crece, hasta el cruce con 0, se puede argumentar que este es simplemente un decrecimiento de
prediccién a tiempos cortos vAt, mientras que el pico negativo representa la causalidad del mode-
lo. La oscilacién es una consecuencia del algoritmo numérico para finalmente, relajarse a 0 donde
la prediccién de una variable respecto a la otra es nula.

Otro detalle a notar en cada una de las graficas es que los Casos “b” alcanzan su maximo y mi-
nimo posteriormente a los respectivos Casos “a”, lo cual se debe a que para Casos “b” se impuso
el tiempo de retardo mayor a los de los Casos “a”. Sin embargo, al observar detenidamente estos
maximos no tienen un compartimiento que sea similar a los experimentos de validacién: respec-
tivamente, el maximo deberia alcanzarse en v = 11 y v = 16, sin embargo, para ambos casos el
maximo esta unos cuantas unidades a la izquierda.

Modelo de JGK, parejas {A,B}y {C,D}

Para el modelo de JGK se debe recordar algo importante sobre los tiempos de retardo: los tiempos
tienen un orden que es Tp < T¢, por tanto, se puede aplicar la transformacién (2.8), con lo cual
el modelo quedaria reducido a MCV. Con esto en cuenta, los resultados esperados deberian ser
cualitativamente a los del modelo anterior. Sin embargo, hay ciertas diferencias que hay tomar en
cuenta. Es importante también recordar que el método para obtener estos resultados emplean el
algoritmo 3.3, por lo que numéricamente la simulacién es distinta al modelo de MCV. Las graficas
se muestran en las Figuras 5.7 y 5.8.

En los sentidos A — B y C — D simplemente se tienen decrecimientos de prediccién, no ocu-
rren oscilaciones que realmente sean apreciables. Esta es la diferencia principal con el modelo de
MCYV, la aparente “desaparicién” de las oscilaciones que probablemente son atenuadas con un
forzamiento mayor.

Por otro lado, para los sentidos B —+ A y D — C se producen picos de prediccién pero que
decrecen maés lentamente comparado con MCV. Tampoco se aprecian oscilaciones.

Finalmente, para la diferencia, se obtiene una gréfica similar a MCV pero con dos diferencias
principales: la ausencia de oscilaciones y la curva tarda mds en relajarse a 0.

El porqué de esta relajacién lenta no es clara, pero seguramente tiene que ver con la implementa-
cién del algoritmo 3.3 que incluye expresiones mds complejas debido a la existencia del tiempo de
retardo 1p.

"

Del mismo modo, se obtiene el mismo comportamiento de los Casos “b” respecto a los “a”, como
se observ para MCV.
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(a) Serie de la entropfa de transferencia simbélica promedio en el sentido A — B.
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(b) Serie de la entropia de transferencia simbélica promedio en el sentido B — A.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.

Figura 5.1: Series de entropia de transferencia simbolica para la pareja {A, B} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropia de transferencia simboélica promedio en el sentido C — D.
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(b) Serie de la entropia de transferencia simbélica promedio en el sentido D — C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.
Figura 5.2: Series de entropia de transferencia simbdlica para la pareja {C, D} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropia de transferencia simboélica promedio en el sentido C — E.
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Figura 5.3: Series de entropia de transferencia simbdélica para la pareja {C, E} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. y + ¢]. Las unidades son bits.
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Figura 5.5: Series de entropia de transferencia simbolica para la pareja {C,D} del modelo de MCV. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio.. Las unidades son bits.
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Figura 5.6: Series de entropia de transferencia simbdlica para la pareja {C,E} del modelo de MCV. Los puntos son los
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Figura 5.7: Series de entropia de transferencia simbdlica para la pareja {A, B} del modelo de JGK. Los puntos son los

valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(c) Serie de la diferencia de la entropia de transferencia simbélica promedio.

Figura 5.8: Series de entropia de transferencia simboélica para la pareja {C, D} del modelo de JGK. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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Figura 5.9: Series de entropia de transferencia simboélica para la pareja {C,E} del modelo de JGK. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.



CAPITULO 6

Conclusiones

Dados los resultados del capitulo anterior, se tienen las siguientes conclusiones:

Las definiciones de causalidad presentes en este trabajo permitieron caracterizar hasta cierto
punto las curvas de entropia de transferencia simbélica para los modelos de Fourier, MCV y
JGK para las parejas {A, B}y {C,D}.

Se encontraron similitudes importantes entre estas curvas y las producidas por los experi-
mentos de validacién

Las variaciones en el tamafio de las series de tiempo y en los tiempos de retardo traen cam-
bios en la magnitud que alcanzan las curvas de entropia de transferencia y en la ubicacién
de los méximos de los picos de prediccién.

Los experimentos de validacién ofrecen un apoyo importante para la interpretacion de las
curvas de entropia de transferencia.

Entre més experimentos de validacién se disefien, las interpretaciones serdn mas completas.

Variables que no entran dentro del esquema propuesto de causalidad o de acoplamiento,
como lo son {C,E} no necesariamente producen curvas de transferencia de informacién
espuria.

El experimento 0 de validacién es fundamental para la calibracién de cualquier célculo de
entropia de transferencia.

El algoritmo mismo de simulacién introduce transferencias de informacién en el sistema.

6.1 Trabajo a futuro

Los resultados fueron obtenidos de simulaciones numéricas. Serfa interesante aplicar la mis-
ma metodologia pero para resultados experimentales.

Se propone aplicar la misma metodologia para simulaciones con distintos tiempos de retar-
do, en particular, de mayor magnitud que los presentes en este trabajo.

Existen otros modelos de conduccién de calor, se propone aplicar la misma metodologia a
otros modelos.

Para este trabajo se emple6 una implementacién de la entropia de transferencia simbdlica,
se propone ahora emplear la entropia de transferencia con uno o varios estimadores de pro-
babilidad distintos.

No necesariamente se necesita aplicar la metodologia en modelos de conduccién de calor, se
pueden explorar otros modelos de otras dreas de la fisica.

Se proponen disefiar més experimentos de simulacién
El estudio a profundidad de la pareja {C, E} estd pendiente.

Este trabajo abordé los modelos cuyos pardmetros a, § y sus respectivos factores que los
componen son todos constantes, queda pendiente el caso donde varios de estos parametros
tengan dependencia de la temperatura.

45



APENDICE A

Modelos fisicos: manipulacién algebraica

Como se menciona en el Capitulo 3, en este Apéndice se presenta la manipulacién algebraica para
derivar las ecuaciones de tipo transporte de cada modelo de conduccién de calor, asi como su
respectiva adimensionalizacion.

Como recordatorio, la ecuacién de conservacion de la energia es

oT  9dq
CE Ty~ 0, (A1)

y las variables adimensionales son

-1
x* = %, t* = i, T" = Tzo' g = <kLtC> q. (A.2)

La manipulacién algebraica sigue el mismo procedimiento para cada modelo: partiendo de la
ecuacién constitutiva de cada modelo en particular, se combina con la ecuaciéon de conservacién
de la energia para finalmente obtener una ecuacién de tipo transporte.

Para todos los casos, se considera el sistema en una sola dimensién espacial para un material
conductor térmico solido y simple.

Modelo de Fourier

La ley de Fourier es

oT
= —k=—. A.
7= kg (A3)
Derivando la ley de Fourier respecto a x se tiene
oq 0°T
— = —k—. A4
dx 9x? (A4
Sustituyendo A.4 en la ecuacién de conservacion de la energia y reescribiendo, queda
oT 0T
 —D— A.
ot ax?’ (A5

con D = kC™!
Asf, la forma dimensional del modelo esta compuesta por las ecuaciones (A.3) y (A.5).

Modelo de Fourier adimensional

Aplicando las variables adimensionales a (A.3), se tiene

o, mar
LT =70 ox’

la cual reescribiendo y eliminando los asteriscos queda la ley de Fourier en su forma adimensio-

nal 5
T
q= e (A.6)
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Por otra parte, aplicando las variables adimensionales a la ecuacién (A.5), se tiene

TodT* _ DTy 9*T*
te ot* L2 9x*2’

Basta con multiplicar ¢, y dividir toda la expresion por Ty para obtener

oT 0°T

_— = 0(7, A.7

ot d0x2 (A7)
donde &« = Dt.L~2. Esta tltima ecuaciéon es la ecuacién de difusién en su forma adimensio-

nal.

Asf las expresiones (A.6) y (A.7) componen el modelo adimensional de Fourier.
Modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV)

La ecuacién constitutiva de MCV es

a9q oT
g+ Atqg = —kg. (A.8)
Derivando (A.8) respecto a x se obtiene
0q % 9T
Por otra parte, derivando (A.1) respecto a ¢
’T  9%q
o7 Tarx Y (410
con lo cual, al sustituir en (A.9) da
g o’T 9T

Sustituyendo (A.11) en la ecuacién de conservacién (A.1) y reescribiendo

oT o’T 02T
— +Atj=— =D—. A12
ot ToigE TP o (A.12)
Por tanto, el modelo de MCV esta compuesto por (A.8) y (A.12).
Modelo de MCV adimensional
Aplicando las variables adimensionales, la ecuacién constitutiva (A.8) queda
KT ., MgKT)dg" _ KT, OT"
LT Lo T L ox
la cual, quitando los asteriscos y reescribiendo es
0 oT
q+Tq£ = -5 (A.13)

donde 7, = Atyt; ! es el tiempo de retardo efectivo.
Repitiendo el proceso para (A.12), se tiene

TodT* | ToAtg0*T* _ DTy 0*T*
te ot* 2 otz L2 9x*2’
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finalmente, retirando los asteriscos y reescribiendo

o, FT_ o

or T T Yaar
Asi, el modelo de MCV adimensional estd dado por (A.13) y (A.14).
Modelo de Jeffreys
La ecuacién constitutiva de Jeffreys es
dq _

q+Atqg_ k

O | gty (O
ox R%Tor\ox ) |-

Derivando (A.15) respecto a x se obtiene

9q Pq _
ax T Mg, = 7k

827]" + At 2 827]"
ax2 " TTgr\ 9x2 ) |
Sustituyendo (A.10) en (A.16) se tiene

aq 0°T 0°T o (9T
Finalmente, sustituyendo (A.17) en la ecuacién de conservacién (A.1) y reescribiendo
327’1" + At 2 827]"
ax2 T\ 9a2 ) |

Las ecuaciones (A.15) y (A.18) componen el modelo de Jeffreys.

oT o*T

ot -D

Modelo de Jeffreys adimensional

Con las variables adimensionales (A.2), la ecuacién constitutiva (A.15) queda

kTo . | AtgkTpdq* kT, |9T* | Atyr @ (9T
LT % T~ T + o /

L dx* te ot \ ox*

la cual, quitando los asteriscos y reescribiendo es

L% (9T 9 (9T
T705 = 7 |ox " Tor \ax ) |7

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

donde 7y 1 = Aty rto 1es el tiempo efectivo de retardo para el gradiente de la Temperatura,

mientras que T, es el tiempo efectivo de retardo para el flujo de calor.

Mientras tanto, para la ecuacién (A.18) se tiene

TodT* | ToAt; 0*T* DTy
tc Ot* 2 otz L2

aZT*+AtaxTi 92T*
ox*2 te ot \ 9x*2 ||’
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con lo cual, al retirar los asteriscos y reescribiendo es

oT _ 9°T 9’T o (0T
g +Tqﬁ = [axz ‘I’TaxT& <ax2>] . (AZO)

Con esto, el modelo de Jeffreys adimensional esta compuesto de (A.19) y (A.20).
Modelo de Guyer-Krumhansl (GK)

La ecuacién constitutiva de GK es

og  oT | ,9%q
q+ Atg— 5 = ka +1 2 (A.21)
Derivando (A.21) respecto de x se tiene
9q o%q  9*T  ,93%
e + Aty = Pr _kﬁ +1 33 (A.22)
Por otro lado, derivando la ecuacién de conservacién (A.1) dos veces respecto a x, da
93g o [ 9%°T
a0t Ca (a )0' (A2
Sustituyendo (A.23) y (A.10) en (A.22) se tiene
&l T 9T ,d (9T
I = CAty=> FYe) ka— —Cl 5 322 |- (A.24)

Sustituyendo (A.24) en la ecuacién de conservacién (A.1) y reescribiendo resulta en la ecuacién de
transporte para el modelo de GK

2 2 2
of + Atq%tz _p2T + 29 (”) . (A.25)

Con lo cual el modelo de GK esta dado por (A.21) y (A.25).
Modelo de GK adimensional

Aplicando las variables adimensionales (A.2) a la ecuacién constitutiva (A.21) se tiene

kTy .  AtgkTooq*  kTpdT* | kT 9*g*

LT 7 T~ T Lo B o
la cual, eliminando asteriscos y reescribiendo queda
a9q oT ,9%q
= a2t A2
AT [ax+ o3 |’ (A.26)

donde A = IL~1 es el ntimero de Knudsen.

Por otro lado, aplicando las variables adimensionales a (A.25) queda

TodT* | ToAtyo*T* _ DTy o*T*  IPTy 9 [T+
te ot 2 ot2 L2 9x*2  tL29t* \ ox*2
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la cual, retirando los asteriscos y reescribiendo queda
ar TTar TV o Tha e ) |

A2 12
’B*X*tCD

con

Asfi, el modelo de GK adimensional estd dado por (A.26) y (A.27).

(A.27)

(A.28)



APENDICE B

Equivalencia entre los modelos de Jeffreys y Guyer-Krumhansl (GK)

En este Apéndice se muestra la equivalencia entre el modelo de Jeffreys y el modelo de GK para
el material conductor solido simple en una dimensién. La razén principal por la cual se puede de-
mostrar esta equivalencia bajo estas condiciones las propiedades intensivas del material, que son
la conductividad térmica k, la longitud libre media de los fonones ! y el producto de la densidad
del material por capacidad calorifica a volumen constante C, son todas constantes.

Demostracidon y consecuencias

Se toma la ecuacién de conservacién de la energia (A.1) y se aplican las variables adimensionales
(A2)

cTodT™ | KTy 3g°
te ot* L ox*

a la cual se le retiran los asteriscos y se reescribe para obtener

=0,

dg 10T
g —_ &g. (B.l)
Derivando (B.1) respecto de x se tiene
0%q 19 (0T
w2 o (a) : (B.2)

Sustituyendo (B.2) en la ecuacién constitutiva de GK adimensional (A.26) se tiene

3 aT aT
1F Ty = l ﬁat (axﬂ (B.3)

donde B esta definido por (A.28).

Ahora se escribe nuevamente la ecuacioén constitutiva de Jeffreys adimensional (A.19)

aq aT d (dT
Al comparar las expresiones (B.3) y (B.4), se muestra que ambas son idénticas, y por tanto
B =Ty, (B.5)

Siguiendo este razonamiento, por el traductor (2.10), para el gradiente de la temperatura se tie-
ne

oT oT oT

5 (HF) = +ﬁat (E)x) (B-6)

Por otro lado, se escriben nuevamente las ecuaciones de transporte de Jeffreys y GK adimensiona-
les (A.20) y (A.27)
ot 7o~ oa2 T Tar \0a2 || '
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oT °T ?T 9 (3T
or TTigE = [w*ﬁm (E)x2>] (B8)

Al comparar ambas ecuaciones (B.7) y (B.8) se observa que son idénticas y de nuevo se cumple
(B.5).

Ahora, para el laplaciano de la temperatura, aplicando el traductor (2.10) se tiene
P PT 9 [T
— =—+B= |55 |- B.
ox2 (t+5) a2 P <8x2 (B9)

Debido a (B.6) y (B.9) y a la equivalencia entre modelos, se tiene que comparten las mismas varia-
bles causales, lo cual, supone en consecuencia que ambos modelos comparten la misma caracteri-
zacion causal.



APENDICE C

Ejemplos de procesos correlacionados sin un posible acoplamiento

Correlaciéon no implica causacién. Usualmente, cuando se habla de medir correlacién entre las
muestras de dos procesos X y Y, por lo general lo que se quiere decir es calcular el coeficiente de
correlacién de Pearson, el cual estd dado por

oo = 2 ) i — )
XY — .
\/Z(xi — 1)? Eyi — 1y)?

Asi, el coeficiente de correlacién se encuentra entre los valores rxy € [—1,1], si el valor de rxy
es cercano o exactamente 1 se dice que las variables estan correlacionadas, mientras que si es
cercano o exactamente —1 las variables estan anticorrelacionadas. Finalmente, si estd cerca o es
exactamente 0, las variables no estan correlacionadas.

Asf, se tienen los siguientes ejemplos cortesia (Figura C.1) de tylervigen (reproduccién bajo la
respectiva licencia Creative Commons).

En cada uno de los casos se tienen las series de tiempo de cada una de las variables y se calcula
su respectivo coeficiente de correlacién. En todos, se muestra que las variables estan correlaciona-
das al tener rx y > 0.75, sin embargo, es obvio que es imposible encontrar un modelo descriptivo
formal que las relacione de manera coherente, y asi, proponer algtn tipo de relaciéon o causali-
dad.

Si bien es posible proponer algin modelo de regresion lineal que permita extrapolar o interpolar
valores de las variables, desafortunadamente eso solo permitiria establecer un modelo predictivo,
lo cual no explica o justifica la existencia de una relaciéon de acoplamiento o causal.

53


https://www.tylervigen.com/spurious-correlations

54

Worldwide non-commercial space launches Divorce rate in Maine

Mozzarella cheese consumption

Divorce rate in Maine
correlates with

Per capita consumption of margarine

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
4.95 per 1,000
8lbs
4.62 per 1,000
6lbs
4.29 per 1,000 4lbs
3.96 per 1,000 2lbs

60 Launches

50 Launches

40 Launches

30 Launches

12lbs

11lbs

10lbs

9lbs

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-~ Margarine consumed -#- Divorce rate in Maine

(a) Correlacion rxy = 0.99.

Worldwide non-commercial space launches
correlates with

Sociology doctorates awarded (US)

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
700 Degrees awarded
650 Degrees awarded
600 Degrees awarded
550 Degrees awarded
500 Degrees awarded
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-@- Sociology doctorates awarded (US) - Worldwide non-commercial space launches

(b) Correlacién rxy = 0.78.

Per capita consumption of mozzarella cheese
correlates with

Civil engineering doctorates awarded

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
1000 degrees
800 degrees
600 degrees
—e-

400 degrees
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-®- Engineering doctorates -~ Mozzarella cheese consumption

(c) Correlacion rxy = 0.95.

Figura C.1: Ejemplos de correlaciones espurias. Cortesia de https:/ /www.tylervigen.com/spurious-correlations.
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APENDICE D

Notacion para los algoritmos de solucion numérica

Al leer los algoritmos 3.1, 3.2, y 3.3, la notacién empleada es clara para entender los pasos que los
componen, sin embargo, todos estos algoritmos estdn construidos sobre los algoritmos de Euler
y Runge-Kutta de cuarto orden. Estos métodos se expresan en el algoritmo con la notacién Euler y
RK4. A continuacién se da una explicacién de su significado.

Algorimo de Euler

Sea una ecuacion de la forma

Yot (©.1)
se tiene su forma discreta en términos de diferencias finitas
P = F (i), (D2)
donde At es el tamafio de paso.
Despejando y;11, queda finalmente
Yis1 = Yi + Atf (i ti). (D.3)

Escrito de esta manera, el término y;, 1 se estd expresando como una funcién dependiente de y; y
f (yi,ti), 1o cual en notacién algoritmica es

Yir1 < Euler (yi/f (y,‘, ti)) . (D4)

Sin embargo, si y = y (7,t), aplicar el algoritmo de Euler no solamente requiere de condiciones
iniciales, también son necesarias las condiciones de frontera. Sean Fy las condiciones de frontera,
se incluyen en (D.4) como

Yiy1 < Euler (%‘,f (i ti) /F]/i> . (D.5)

Algoritmo de RK4

Teniendo la misma ecuacién (D.1), el calculo de y;;1, segtin el algoritmo de RK4, estd dado
por

At
Vi1 =Yit (ky +2kp 4 2k3 + kg), (D.6)

donde se tienen los coeficientes de RK4

= fyi ti),
:f(y + %klft +3),
f(y + ks, ti + &)
k4 = f(y +Atk3,t +At)
De este modo, y; 11 se expresa como una funcién de y; y f(y;, t;), por lo tanto en notacién algorit-
mica, es
Yiy1 <= RK4 (yi,f (vi, fi)) , (D.7)
y agregando las condiciones a la frontera queda
Yiy1 < RK4 (yi,f (vi ti) ,Fyi) . (D.8)

55



56

Notacién posicional

Como se muestra en (D.4) y (D.7), el argumento estd estructurado de la misma manera: en la
primera posicién el estado presente de y, y en la segunda el término f. Si este orden en la notacién
se respeta, puede aplicarse sin problema para ambos Euler, RK4, y en general, cualquier otro
algoritmo que tenga la misma dependencia y cuyo objetivo sea calcular iterativamente ;. Por
tanto, para “ahorrar tinta”, cuando no sea necesario expresar los argumentos explicitamente, la
dependencia puede expresarse como (-, -).

Por otro lado, en el caso que incluyen las condiciones de fronteras, se incluyen en la tercera po-
sicién del argumento como se muestra en (D.5) y (D.8), y por lo tanto la notacién para “ahorrar
tinta” queda (-, -, -).



APENDICE E

Perfil estacionario de los modelos de conduccién de calor

Se reescriben las ecuaciones adimensionales de los modelos de Fourier, MCV y JGK 3.2, 3.3, 34,
3.5,3.6y3.7

Fourier
_ 9T 9T _ &T
ox’ ot  ox2’
MCV
T705 = "ox’ ot Yo T Yo
JGK

aT a£+rﬂ_a 82T+lBa 827’1"
ox of  Tor2 7 | 9x2 of \ 0x2

(a) Fourier. (b) MCV. (c) JGK.

Figura E.1: Perfil de temperatura en el estado estacionario de los modelos de Fourier, MCV y JGK. Para todos los modelos,
ur = 0.1

En el estado estacionario, las derivadas temporales se anulan y por tanto, las respectivas ecuacio-
nes de tipo transporte se reducen a
>*T
9x2

y las ecuaciones constitutivas se reducen a la ley de Fourier

=0, (E.1)

oT
Integrando dos veces (E.1), se obtiene la solucién para la temperatura
T(x) = mx +b. (E.3)
Derivando la solucién para la temperatura respecto x se obtiene el negativo del flujo de calor
oT
i m= —q. (E.4)
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Ambas ecuaciones (E.3) y (E.4) permiten calcular exactamente T(x) y q(x) en el estado estacionario
y muestra respectivamente que la temperatura es una recta y el flujo de calor una constante que
corresponde al negativo de la pendiente de la temperatura.

Fijando las condiciones de frontera T(x = 0) = 1+ ury T(x = 1) = 1, se fijan la ordenada al
origen y la pendiente como
b=1+ur, m=—pr, (E5)

por tanto, el perfil de temperatura y el flujo de calor son
T(x)=1+pur(l—x), gq=upur. (E.6)

El perfil de temperatura para cada modelo se observa en la Figura E.1.
Sin embargo, la resolucién puede engafiar. Se procede a calcular error para la temperatura en cada
caso, el cual se define
er = Max | Tyumerico — Tanatitico! - (E.7)
Asi, para cada modelo se tiene el respectivo error:
Fourier ¢ ~ 1.39 x 1010
MCV e ~2.74x 10~ 1
JGK er ~2.76 x 10711



APENDICE F

Detalles de la implementacion de la simulacién numérica

Lenguaje
Implementacién en Python empleando principalmente las bibliotecas Numba y NumPy.
Algoritmo generador de nimeros pseudo-aleatorios (GNPA)

Para la generacién del ruido, se emplea la implementacion de Numpy basada en el algoritmo
GNPA Tornado de Marsenne [35]. La caracteristica del algoritmo importante para este trabajo es que
el Tornado de Marsenne tiene un periodo de 219937 ~ 4.3 x 100901 1o cual, le permite generar una
secuencia 4.3 x 10°°! valores antes de repetir el patrén de valores. En este trabajo, la secuencia
maés larga que se genera es de 144 x 100001 ~ 1.44 x 107 valores, por lo cual es 5994 ordenes
de magnitud mds pequefia que la secuencia que puede generar el algoritmo sin repeticion del
patrén.

Mallado

Dos casos:
Caso 1 Uniformemente espaciado con 161 puntos para x € [0,1] y 50001 puntos para ¢ € [0,1].
Caso 2 Uniformemente espaciado con 251 puntos para x € [0,1] y 100001 puntos para t € [0,1].

Tamaiio de paso

Para los respectivos casos:
Caso 1 Para x es Ax = 0.00625 y para t es At = 2.0 x 107°.
Caso 2 Para x es Ax = 0.004 y para f es At = 1.0 x 1075.

Constantes para todos los modelos

» Longitud del material L =1
= Tiempo caracteristico t, = 1

Difusividad térmica D =1

= Ntumero de Fourier o« = 1
= Ndmero de realizaciones R = 144
» Punto de interés x, = 0.2 (donde se miden las series de tiempo)

Parametros para el modelo de MCV

Ademas de los casos por mallado, se tienen casos para el tiempo de retardo:
Caso a Tiempo de retardo del flujo de calor 7; = 7c = 10At.
Caso b Tiempo de retardo del flujo de calor 7; = 7c = 15At.

Parametros para el modelo de JGK
Se tiene:
» Longitud libre media de los fonones I = /5At
» Tiempo de retardo para el gradiente de temperatura p = 1) T = Tp = 5At/t.D
Ademas de los casos por mallado, se tienen casos por los tiempos de retardo del flujo de ca-

lor:
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Caso a Tiempo de retardo del flujo de calor 7; = 17c = 15At
Caso b Tiempo de retardo del flujo de calor 7; = 7c = 20At
Precisién

Float64, nombre en Python para flotante de doble precisién
Graficacién

Matplotlib y Seaborn

Cilculo del error del perfil estacionario

Para el célculo del error del perfil estacionario del Apéndice E se emple6 el Caso 1 para Fourier, y
el Caso 1a para MCV y JGK.

Cédigo

Se tienen dos repositorios: uno para Fourier, y otro para MCV y JGK. Cada repositorio esta prin-
cipalmente compuesto de un un médulo solver que permite para realizar la simulacién numérica
y de una serie numerada de notebooks que deben ejecutarse en orden. Desde la generacién de la
muestra del ensamble de fronteras EFg y pardmetros bésicos para la simulacién; pasando por
pruebas rdpidas, generacion de realizaciones, calibracién, calculo de la entropia de transferencia
simbdlica; y finalmente, los resultados, cada notebook representa un paso importante para el es-
tudio.

El c6digo se encuentra disponible en:
Fourier https://github.com/tri-ntropy/causalidad-f
MCV y JGK https://github.com/tri-ntropy/causalidad-cg


https://github.com/tri-ntropy/causalidad-f
https://github.com/tri-ntropy/causalidad-cg

APENDICE G

Diccionarios de simbolos

Sean dos series de tiempo Xy Y dadas por
X(t) ~ N(ﬂ =0,0= 0'4); Y(t) ~ Z’lZ(Vmin =1, Vimax = 6)/

donde A denota la distribucién normal con y es el promedio y ¢ es la desviacién estdndar, mien-
tras que Uz denota una distribucién uniforme de valores enteros discreta con V. el valor minimo
que toma y V,,;, el valor minimo. De esta manera, X es ruido blanco y Y un dado comtin justo de
seis caras.

Seat € [0,1] con n = 63 pasos en el tiempo, para una realizacioén en particular del ruido blanco
y el dado de seis caras se tienen las figuras G.1 y G.2. En las gréficas, los puntos representan los
valores que se toman en cada paso de la serie de tiempo, mientras que la linea punteada solo esta
presente para facilitar el seguimiento de la serie y por mera estética.

1.00
0.75
0.50

0.25

-0.50

-0.75
-1.00 H
00 02 04 06 08 10

Figura G.1: Ruido blanco Gaussiano generado por N (4 = 0,0 = 0.4)

6 ? ? oo Tt H

.-
-
S
-

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Figura G.2: Secuencia de tiradas de un dado de seis caras generado por Uz (Vyin = 1, Vyax = 6)

Para el caso del ruido blanco, se observa que no tiene valores repetidos, mientras que para el caso
del “dado” si se llegan a repetir valores de forma consecutiva. Estas series fueron escogidas de
esta manera para mostrar como son los diccionarios D, para ambos casos.

Por conveniencia, los simbolos que se eligen para componer los D, son la cadena de caracteres
correspondientes al ranking, asi, por ejemplo para m = 3, los simbolos para denotar decrecimien-
to y crecimiento total son ‘321" y "123’ respectivamente, mientras que para m = 4 son "4321" y
1234’
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Para estos simbolos, "1’ corresponde con el valor més bajo del ranking mientras que "3” 0 4’ corres-

ponde con el valor mds alto. Asi, en el caso que se repitan tres o cuatro valores seguidos se tiene

111" 0 '1111", segtn m.

Con esté descripcion de los diccionarios, se simbolizan las series X y Y, y se muestran a continua-

cion.

—Para Xy m = 3:

Serie de simbolos { "312" "123’ "132’ '321” 213’ 123’ '231’ '312’ ’231" ’312’ "132" "321" '213’ "132’
’3217 ’2137 '2317 ’312’ ’231" '312" 123’ "123’ ’132’ '321’ '213’ 132’ '321” ’213’ '231" '213" "132

3127 71237 “1327 '213’ 231’ 312’ 123’ ’231" ’3217 '213" "231" '312" "132’ 321’ ’321" '213" 123’
1327721377132’ 7321’ '312’ ’132’ ’321” ’321’ 213" '132’ ’312" '123’ '231" }

Tamafio de la serie de simbolos 61 simbolos
Diccionario {'123’ 132’ '213’'231’ ’312" '321’}
Tamafio del diccionario 6 simbolos

— Para X ym =4

Serie de simbolos {4123’ "1243" 2431’ '3214’ '2134’ '1342’ ’3412" "4231’ '2413’ "4132’ '1432" ’3214’
21437 1432’ ’3214’ '3241" '2413" '4231’ '2413’ "4123" '1234" '1243’ '2431" "4213" '3142" '1432’
4213 '3241" '2314" '3142’ '1423" "4123" "1243" "1324" '3241" '2413" '3124’ "1342’ ’3421" '3214’
’3241 '2413" '4132" '1432’ '4321" '3214" '2134’ '1243" "1324’ "3142’ '1432" '4312’ '4132" '2431’
4321’ 3214’ '3142’ "1423’ '4123’ '2341" }

Tamarfio de la serie de simbolos 60 simbolos

Diccionario {’1234" "1243" 1324’ "1342’ "1423" '1432" '2134’ '2143’ '2314" ’2341" '2413’ '2431" '3124’
’3142’ '3214" '3241’ '3412’ '3421" "4123’ 4132’ "4213’ 4231’ "4312’ '4321" }

Tamarfio del diccionario 24 simbolos
—ParaY ym=3:

Serie de simbolos { '221” '213" “123’ 231" ’312’ '231’ 211" "112" '132’ 321" ’321" '213’ "132’ '212’
1237 '1227 “1117 "1117 ’2217 ’321’ ’211" "1127 "1217 '3217 '2127 "123" "123’ "123" 231" ’321" "213’
122772217 ’3127 ’123’ 1327 ’3217 ’3217 2117 "1127 ’1327 321" '213’ 132" '312’ ’123" "122" "221’
212771237 231" 73127 “1237 1227 2217 '2117 '112" "132’ ’312" "121" '213" }

Tamafio de la serie de simbolos 61 simbolos

Diccionario {"111’ 112’ “121” "122’ "123" "132" 211" '212’ '213’ '221" '231’ ’312" '321’}
Tamaiio del diccionario 13 simbolos

—ParaYym =4

Serie de simbolos {'2213" 2134" '1342’ "2413" 4231’ '2311" "2113" '1132’ "1432’ ’4321" "4213’ "2132’
13237 ’2123’ 712337 “12227 "11117 '2221’ ’3321’ ’32117 '2113” '1121" ’2321" ’3212" '2123" "1234’
12347 71231’ ’3421’ '3214” '2133’ 1221’ ’3312’ "4123" '1243’ '1432’ 4321’ '3211" '2113" '1132’
24317 ’3214’ 3142’ "1423" '4123’ 1233’ 2331’ '2212" '2123" '2341" ’3412’ "4123" '1233" "2331’
22117 °21137 "1132’ '1423" ’3121" "1213" }

Tamaiio de la serie de simbolos 60 simbolos

Diccionario {11117 "1121’ “1132’ “1213’ "1221’ 71222’ 1231”1233’ "1234’ "1243’ "1323’ "1342’ "1423’
14327 2113’ '2123’ '2132’ '2133 2134’ 2211’ '2212’ '2213’ "2221’ "2311" '2321’ '2331’ "2341’
2413’ ’24317 '31217 "3142’ '32117 "3212’ /3214 '3312’ "3321" '3412 ’3421’ '4123’ "4213’ "4231
4321 )
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Tamarfio del diccionario 42 simbolos

Como era de esperarse, para la serie de simbolos del ruido blanco que no repite ningtn valor, el
tamafio de los diccionarios es de m!, mientras que para el dado con valores repetidos consecutivos,
los diccionarios son de mayor tamafio, y curiosamente, para el caso m = 4 parece que estan ausen-
tes los simbolos "1332" y "1324’, ademds de otros. De este modo se muestra que, aunque se pueda
calcular teéricamente la cantidad de simbolos que compone un diccionario dado m, depende de
la serie simbolos para determinar el diccionario.
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