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RESUMEN
La estructura de las ecuaciones de la física teórica clásica usualmente se describen con una es-
tructura tal que todos sus términos, salvo ciertas constantes, están parametrizados respecto a un
mismo tiempo. Sin embargo, esta estructura, es en ciertas ocasiones obtenida mediante aproxima-
ciones lineales que se toman en el tiempo, por lo cual, aparecen términos dependientes de coefi-
cientes temporales conocidos como tiempos de retardo o lag. Un ejemplo de esto son los modelos de
transporte de calor donde los gradientes de temperatura producen flujos de calor.

Se presenta la interpretación de la relación causal lineal entre variables presentes en los modelos
teóricos clásicos del transporte de calor. Partiendo de las ideas y herramientas de la teoría de la
información, en concreto, de la entropía de transferencia, originalmente formulada por Schreiber [1],
se desarrolla la metodología que permite caracterizar numéricamente las relaciones causales en
cada modelo.

OBJETIVOS
Establecer una descripción, al principio cualitativa, de la estructura causal entre variables en
cada modelo de transporte de calor

Mediante las herramientas de simulación numérica y empleando estadística, construir un
sistema experimental para cada modelo del cual se puedan obtener series de tiempo para el
posterior análisis

Desarrollar una metodología basada en las herramientas de la teoría de la información para
caracterizar las relaciones causales embebidas en los modelos

Obtener una descripción cuantitativa de las relaciones causales en los modelos de transporte
de calor

NOTAS RÁPIDAS PARA AL LECTOR
En el texto se emplea indistintamente causalidad, relación causal, relación de causalidad, y relación
de causa y efecto

Por variables causales se debe entender que se habla de las variables que guardan una relación
de causa y efecto. No necesariamente coinciden con las variables físicas

En este trabajo se aborda el problema de la caracterización de la causalidad. El problema de
la detección de la causalidad es otro distinto y no se aborda en ningún momento
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CAPÍTULO 1

Introducción

El estudio del problema de determinar las relaciones causales que ocurren en algún sistema en
particular en las ciencias naturales y sociales es fascinante. Granger [2], inspirado en el trabajo
de Wiener [3], fue uno de los primeros en estudiar el problema e introdujo el concepto de relación
causal en el análisis de las series de tiempo. Granger, considerando el caso en que el efecto depende
linealmente de las causas, desarrolló un test estadístico para detectar la posible causalidad entre
series de tiempo en modelos econométricos, el cual se puede aplicar incluso en los casos donde
las series de tiempo se ven influenciadas por ruido externo. Desde el trabajo de Granger, se han
introducido distintas maneras de estudiar el problema de determinar la causalidad entre las que
destacan las técnicas basadas en teoría de la información [4, 5, 6, 7, 8], las propiedades recurrentes
del sistema [9] y la mejora de la predictibilidad [10], solo por mencionar algunas.

Es claro que contar con la técnica adecuada para probar las relaciones de causalidad embebidas
dentro de un sistema tiene un gran potencial para diversas aplicaciones en un número considera-
ble de disciplinas. En particular, existe un reciente interés en el estudio de la relación del principio
de causalidad y el acoplamiento entre diferentes fuerzas termodinámicas para la termodinámica
fuera del equilibrio debido a que podría conducir a realizar cambios en las respectivas ecuacio-
nes constitutivas [11]. Esto último muestra la importancia en determinar las influencias causales a
partir de las observaciones entre dos o más procesos dentro del sistema.

Entre las técnicas basadas en la teoría de la información para probar las relaciones de causalidad se
encuentra la entropía de transferencia, la cual se define como la cantidad de información transferida
entre procesos [1, 4, 12]. Esta técnica permite detectar la magnitud y dirección de dicha informa-
ción. Esta última es de suma importancia en el análisis de las series de tiempo debido a que se
relaciona con la interacción y acoplamiento entre procesos, lo cual permite el estudio de las inter-
acciones complejas observadas en una variedad de sistemas de diversas disciplinas, como son la
física [13, 14], neurociencias [15, 16] y ciencias financieras [17].

Dada la capacidad de la entropía de transferencia para determinar la magnitud y dirección del
flujo de información entre dos series de tiempo, se propone en este trabajo caracterizar la relación
causal entre dos procesos. Es decir, se propone la aplicación de la entropía de transferencia para
estudiar las relaciones causales descritas a a priori en un sistema. La idea es la siguiente: dado un
fenómeno, se tienen distintos modelos que lo describen, y cada uno de estos modelos involucra
una serie de variables acopladas que deben guardar alguna relación causal. Si las variables, sus
relaciones causales y los modelos son dados, entonces al aplicar la entropía de transferencia se
deben obtener resultados contrastantes entre si, lo que permitirá caracterizar la causalidad en cada
caso.

Para este trabajo, el fenómeno a tratar es la conducción de calor en un material rígido en una
dimensión con difusividad térmica constante [18]. En particular, se elijen tres modelos que lo des-
criben: Fourier, Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV), y Jeffreys-Guyer-Krumhansl (JGK). Para este caso,
los modelos de Guyer-Krumhansl y Jeffreys coinciden. Ver Apéndices A y B). Estos tres modelos
son descritos por un par de ecuaciones en derivadas parciales respectivamente: una ecuación cons-
titutiva y una de tipo transporte. Ambas ecuaciones están dadas en términos de la temperatura y
el flujo de calor, por tanto, se debe describir en forma precisa los acoplamientos y relaciones de
causalidad presentes en los modelos. Por tanto, el trabajo inicia con la descripción de las relaciones
causales presentes en los modelos.
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CAPÍTULO 2

Propuesta del concepto causalidad para los modelos de la física teórica

El concepto de la causalidad no es trivial [19, 20] y a generado una serie de controversias y dis-
cusión ontológica que va más allá del alcance de este trabajo [21, 22, 23, 24]. Por tanto, se debe
dejar claro que no existe una definición general que sea aplicable a toda disciplina. Sin embargo,
esto motiva a precisar una definición en particular para el estudio, justo como ha ocurrido en otros
estudios de otras disciplinas, como lo son el derecho [25], las ciencias sociales [26] y la medicina
[27].

Así, este capítulo esta dedicado a formular un concepto de causalidad que perfectamente describa
las relaciones presentes en los modelos de conducción de calor, para posteriormente, describir el
esquema general para caracterizar la causalidad.

2.1 El elusivo concepto de la causalidad
Tomando las ideas propuestas por Granger [2] y la estructura lineal de los modelos de conducción
de calor [18], se busca desarrollar un concepto de causalidad que se aplique al estudio.

Así, el primer paso es describir lo que es un acoplamiento. Para una relación de acoplamiento se
tiene la siguiente definición:

Definición 1 (Acoplamiento). Sean dos variables, procesos o eventos A y B, se establece una relación
de acoplamiento si se cumple la siguiente condición:

1. Existe un modelo descriptivo formal que involucre A y B.

Así, se dice que A está acoplado con B.

La definición 1 es bastante relajada. Solo hay que establecer un modelo descriptivo entre A y B,
no importando si existe algún C que también tenga relación con A y/o B. Tampoco es necesario
establecer algún tipo de desfase temporal entre las variables, bien pueden ser simultaneas (con una
misma evolución temporal) o bien, una puede tener un retraso temporal respecto a la otra. El punto
es especificar el modelo descriptivo que las involucra entre si. Un ejemplo es simplemente una
ecuación diferencial donde ambas variables estén involucradas, o determinar A como una variable
aleatoria caracterizada por una distribución de probabilidad dada en términos de B.

Como primera propuesta de notación, si se tiene que las variables A y B no presentan un acopla-
miento, es decir, que no cuentan con un modelo descriptivo, entonces se escribe

A ↮ B. (2.1)

Dado que en este trabajo el objetivo es la caracterización más no la detección de la causalidad, si
se llega a considerar el caso en que dos procesos A y B guarden una fuerte correlación (o antico-
rrelación) pero a priori no se tenga su acoplamiento, no se considerara como parte del objeto de
estudio. Ejemplos un tanto extremos de estos casos se pueden encontrar en el Apéndice C.

A continuación se tiene la definición de causalidad

Definición 2 (Causalidad). Sean dos variables o eventos A y B, se establece una relación de causa-
lidad si se cumplen las siguientes condiciones:

1. En el tiempo, A precede a B

2. Existe un modelo descriptivo que involucre A y B

3. No existen otros factores ajenos a A que intervengan para la producción de B

2



2.2. DEFINICIONES DE CAUSALIDAD 3

Así, se dice que A es la causa y B el efecto.

Esta definición se construye sobre la definición de acoplamiento, es pragmática y empírica; en
la vida cotidiana, así como en el laboratorio, permite el entendimiento de muchas situaciones
las cuales posteriormente se describen subconscientemente como una secuencia finita de eventos
(formalizables) con una entrada y una salida, es decir, un algoritmo. Un ejemplo ilustrativo es la
expansión libre adiabática de un gas ideal:

A El gas ideal se encuentra confinado por una constricción a un volumen VA. Se retira la constric-
ción

B Se expande el gas VB = VB(t), con ∆Q = 0 y ∆W = ∆U

C Alcanza el volumen final VC

Este algoritmo es suficiente para comprender la situación y expresarla en términos de la relación
de causalidad que se ha definido: la expansión adiabática de un gas cuenta con un modelo des-
criptivo; el evento A precede a B y no existe otro evento que intervenga, por tanto A es causa
de B. Siguiendo esta lógica, se argumenta que B es causa del evento final C. Sin embargo, en es-
te algoritmo es posible refinar el evento B, es decir que se pueden tener B1, B2, . . . , Bn para cada
t = t1, t2, . . . , tn, con n < ∞, tal que el algoritmo puede ser tan fino como se deseé.

Surge un inconveniente. Tener la capacidad de insertar o refinar más eventos en el algoritmo rom-
pe con la relación de causalidad: si entre la causa A y el efecto B se inserta un evento X, ¿Realmente
A sigue siendo causa de B? Es necesario superar esta deficiencia.

No todo está perdido. Aunque la definición 2 por si misma presenta deficiencias, aún representa
un buen punto de partida. En este caso, lo mejor es definir un concepto práctico de relación de
casualidad con el cual, apoyándose en los fundamentos adecuados, permita realizar los análisis
pertinentes limitándose al campo de estudio.

Así, para definir el concepto de relación de causalidad que se requiere para el estudio es necesario
voltear a ver los modelos físicos.

2.2 Definiciones de causalidad
En física experimental frecuentemente es natural dar por hecho las relaciones de causalidad. No
es complicado ver la razón: el diseño experimental está basado en una serie de hipótesis que a
priori ya contemplan las posibles relaciones de causalidad que se presentan entre las variables del
sistema. Así, dependiendo el éxito del experimento se aceptan, rechazan o reformulan las hipótesis
y consigo, las relaciones de causalidad. Sin embargo, esto no ocurre así en la física teórica.

Un primer paso hacia la definición de causalidad en los modelos de la física teórica sería partir
de la definición 2; si bien por ella misma presenta deficiencias, los conceptos de precedencia y
la existencia del modelo descriptivo permiten establecer cierta directriz que sirva de guía para
encontrar una definición aplicable.

En general, las ecuaciones dependientes del espacio y el tiempo suelen escribirse así

a(⃗r1) · X (⃗r2, t) = b(⃗r3) · Y (⃗r4, t) , (2.2)

donde · representa el producto tensorial adecuado para la ecuación y las cantidades a y b se con-
sideran constantes en el tiempo.

Sin embargo, en una buena parte de los campos de la física clásica, la mayoría de las leyes y
ecuaciones que permiten describir un sistema tienen su dependencia espacial restringida a r⃗ =
r⃗1 = r⃗2 = r⃗3 = r⃗4, por tanto, se tiene

a(⃗r) · X (⃗r, t) = b(⃗r) · Y (⃗r, t) . (2.3)
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Por otra parte, las variables X y Y en general pueden ser construidas como una combinación lineal
de otras variables

X (⃗r, t) = ∑ xi (⃗r, t) , Y (⃗r, t) = ∑ yi (⃗r, t) . (2.4)

Dadas las ecuaciones (2.3) y (2.4), se empiezan a cumplir los puntos 2 y 3 de la definición 2: dada la
estructura que en particular tenga (2.3) se describe como una variable produce a la otra mientras
que por (2.4) deja en claro que las variables relevantes son X y Y al ser únicos, mientras que xi y
yi son factores acoplados (1) que tienen cierta contribución en la construcción de X y Y, pero no
tienen peso causal por si solos.

Las variables X y Y se parametrizan respecto al mismo tiempo, es decir, que los cambios en ambas
variables son simultáneos. Empleando la notación compacta X(⃗r, t) = Xt, se construye el conjun-
to

SX,Y = {{Xt, Yt} | t ∈ [t0, tn]}, (2.5)

donde t0 y tn son el tiempo inicial y final donde el modelo descrito por la estructura (2.3) es válido,
respectivamente. Cada pareja {Xt, Yt} se dice que es un evento del sistema.

Los sistemas descritos con la estructura (2.3) pueden leerse en ambos sentidos: tanto X produce Y,
así como Y produce X. Esto permite proponer una notación compacta que denote la simultaneidad
de las variables

Xt ↔ Yt. (2.6)

La estructura (2.3) no presenta precedencia entre las variables, su simultaneidad lo imposibilita.
Por tanto, la falta de precedencia entre variables las hace incompatibles con la definición 2. Así,
las variables del sistema no presentan una relación de causalidad. Así, se presenta la definición de
simultaneidad para variables.

Definición 3 (Simultaneidad). Dos variables A y B presentan una relación de simultaneidad si:

1. Las variables A y B se evalúan al mismo tiempo

2. Las variables A y B siguen la estructura (2.3)

3. Las variables A y B son únicas para el sistema y están construidas por (2.4)

Por otra parte, para eventos sí se puede definir una relación causal.

Definición 4 (Causalidad entre eventos). Para dos tiempos t1 y t2, se define la causalidad entre
eventos {At, Bt} si

1. Para t1 < t2 el evento {At1 , Bt1} precede a {At2 , Bt2}

2. Existe un algoritmo para producir {At2 , Bt2} a partir {At1 , Bt1}

3. No existen otros factores ajenos a A y B en el sistema y están construidas por (2.4)

Así, aunque las variables de estructura (2.3) solo presenten simultaneidad, sus eventos si pre-
sentan una relación causal. Con lo cual, en general, siguiendo las definiciones 3 y 4 se tiene que
para los modelos físicos la causalidad entre variables no es lo mismo a la causalidad entre even-
tos.

Para establecer relaciones causales entre variables en un modelo físico, se debe tener la siguiente
estructura

a · X (⃗r, t + ∆tX) = b · Y (⃗r, t + ∆tY) , (2.7)

tal que ∆tX y ∆tY son los tiempos de retardo del sistema y cumplen ∆tX ̸= ∆tY.
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Los tiempos de retardo son ordenables, por lo cual, con su inserción permite establecer la prece-
dencia de los efectos de una variable respecto a la otra. Para entender a qué se refiere esta prece-
dencia, se analiza lo siguiente. Suponiendo ∆tX < ∆tY, se tiene la trasformación

t = t∗ − ∆tX, (2.8)

así se reescribe 2.7 como
a · X (⃗r, t) = b · Y (⃗r, t + ∆t) , (2.9)

donde se han retirado el asterisco y ∆t = ∆tY − ∆tX.

Se propone la aproximación en series de Taylor a primer orden de estas variables, esto es

Y (⃗r, t + ∆t) ≈ Y + ∆t
∂Y
∂t

. (2.10)

Esta aproximación permite cambiar las estructuras (2.7) y (2.9) por una del tipo (2.3). Esto motiva
la construcción de dos conjuntos: uno de simultaneidad para (2.7)

SX+∆tX∂tX, Y+∆tY∂tY = {{Xt + ∆tX∂tXt, Yt + ∆tY∂tYt} | t ∈ [t0, tn]}, (2.11)

o su equivalente para (2.9)

SX, Y+∆t∂tY = {{Xt, Yt + ∆t∂tYt} | t ∈ [t0, tn]}, (2.12)

y otro que se define como conjunto de precedencia

P∆t; X→Y = {{Xt, Yt+∆t} | 0 < ∆t ≪ tn − t0; t ∈ [t0, tn]}. (2.13)

La existencia del conjunto de simultaneidad (2.11) o (2.12) es consecuencia de establecer la relación
de causalidad entre eventos del sistema, y, a su vez, la existencia del conjunto de precedencia (2.13)
es consecuencia de establecer la causalidad entre variables.

Entonces, para las estructura (2.9) la notación de simultaneidad es

Xt ↔ Yt + ∆t
∂Y
∂t t

. (2.14)

En esta notación, la producción simultanea entre variables ya no es directa, es necesaria además la
contribución de la derivada a primer orden en el tiempo de una de las variables modulada por su
respectivo tiempo de retardo.

Por completez, si no se tomara la transformación (2.8) con lo cual se mantiene la forma (2.7), la
notación de simultaneidad equivalente con los tiempos de retardo es

Xt + ∆tX
∂X
∂t t

↔ Yt + ∆tY
∂Y
∂t t

, (2.15)

con lo cual la producción simultanea de variables es expresada de forma aún más complica-
da.

Para denotar la causalidad entre variables se propone la notación

Xt → Yt+∆t, (2.16)

o para la estructura (2.7) con ∆tx < ∆ty, la notación

Xt+∆tx → Yt+∆ty . (2.17)

Ambas notaciones de causalidad solo puede leerse en un sentido: X causa Y. Así, solo resta con-
densar toda esta descripción en una definición de causalidad para variables.
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Definición 5 (Causalidad entre variables (lineal)). Se tiene una relación de causalidad entre varia-
bles A y B si se cumple

1. Existe ∆t (o ∆ta y ∆tb) tal que A precede a B

2. La producción de B a partir de A está descrita por la estructura (2.9) (o (2.7))

3. Las variables A y B son únicas para el sistema y están construidas por (2.4)

Así, se concluye que todos los modelos físicos descritos por (2.3), (2.7), o (2.9) cuentan con rela-
ciones causales entre eventos del sistema (definición 4). Mientras tanto, solo los modelos físicos
descritos por (2.9) (o (2.7)), cuentan con relaciones causales entre variables (definición 5).

Esto describe una interpretación cualitativa de la causalidad para eventos y variables, con lo cual
los resultados que se obtengan con la metodología basada en la entropía de transferencia podrán
tener un significado que contribuirá con la interpretación cuantitativa. Por tanto, el siguiente paso
es establecer un esquema para los modelos físicos que permita aplicar la entropía de transferencia,
y que, junto a las definiciones de causalidad establecidas, permita realizar su caracterización en
los modelos físicos a tratar.

2.3 Esquema general para la caracterización de la causalidad
En la sección anterior se mencionó que para establecer la producción causal entre eventos es ne-
cesaria la descripción de un algoritmo iterativo que permita el cálculo de un evento a partir de su
antecesor. Esto fue un adelanto del primer paso necesario para establecer el esquema de medición
de la causalidad: cambiar el dominio temporal del continuo al discreto. De tal modo, el dominio
temporal t ∈ [t0, tn] se convierte en un conjunto finito de n + 1 valores para el tiempo, tal que
t = t0, . . . , ti, . . . , tn, con el índice i = 0, . . . , n. Al discretizar el tiempo y precisar a priori su con-
junto finito de valores permitidos por el algoritmo se supera el inconveniente de la inserción de
eventos arbitraria mencionada para la definición 2.

Si las variables X y Y, ahora consideradas causales, pasan a su forma discreta, entonces X(ti) = Xi
y Y(ti) = Yi pasan a ser series de tiempo.

Con las variables causales descritas como series de tiempo, y considerando que sean variables
aleatorias, los conjuntos de precedencia y/o simultaneidad pasan a ser las realizaciones del modelo.
Al ser estas realizaciones construidas a partir de variables aleatorias, existe un conjunto infinito de
realizaciones; a este conjunto infinito se le llama ensamble de realizaciones del sistema.

Para aplicar una metodología fundamentada en la entropía de transferencia, es necesario solo
tomar una muestra del ensamble, ya que en la practica es imposible trabajar sobre un conjunto
infinito de datos. La muestra del ensamble entonces pasa a ser generada por la implementación
de los algoritmos en una simulación numérica.

Una vez generada la muestra del ensamble de realizaciones se aplicarán la entropía de transfe-
rencia para proceder con el análisis de la causalidad, el cual se interpretará apoyándose en las
definiciones 2, 3, 4 y 5. Al complementar el análisis con esta interpretación, se logrará caracterizar
cuantitativamente las relaciones de causalidad.

Esto describe el esquema general que permite la caracterización de la causalidad en modelos fí-
sicos teóricos, lo cual concluye esta sección. A continuación, se describen los modelos físicos de
interés donde se realizará la caracterización cuantitativa de las relaciones de causalidad.



CAPÍTULO 3

Descripción causal de los modelos físicos

Existen una serie de modelos [18] que describen la conducción de calor en materiales rígidos en
una sola dimensión. En este capítulo se describen varios de ellos con lo cual se podrá definir
en particular para cada uno sus respectivas relaciones de causalidad. Para definir las relaciones
de causalidad en los modelos se describirán las ecuaciones; y su respectivo algoritmo para su
implementación en simulación numérica.

En general, los modelos de conducción de calor en una dimensión se describen con una ecuación
de tipo transporte y una ecuación constitutiva. La ecuación de transporte correspondiente a cada
modelo debe derivarse al combinarse la ecuación constitutiva y la ecuación de conservación de la
energía

C(x)
∂T
∂t

+
∂q
∂x

= ς (x, t) , (3.1)

definiendo T como la temperatura y q como el flujo de calor; con C(x) = ρ(x)Cv(x) donde ρ(x)
es la densidad y Cv(x) la capacidad calorífica del material; por otra parte ς (x, t) es la interacción
energética que tiene el sistema con el ambiente.

Para este estudio se considera el caso en que el material es uniforme y aislado del ambiente, es
decir que C(x) es una constante tal que C(x) ̸= 0 y ς (x, t) = 0. Además, otra consecuencia de esta
suposición es que la conductividad térmica k(x) = cte y la longitud libre media de los fonones
l(x) = cte las cuales están presentes en sus respectivas ecuaciones constitutivas.

Antes de comenzar a describir cada modelo, para evitar redundancias al repetir el discurso, se
hace notar que todos modelos ya están descritos siguiendo alguna de las estructuras causales
(2.3), (2.7) o (2.9), por lo tanto, son interpretables en términos de las definiciones 3, 4 y/o 5 según
sea el caso.

Al implementarse la simulación numérica en este estudio, es conveniente presentar los modelos
de la forma adimensional, las cuales se obtienen al aplicar las siguientes variables adimensiona-
les

x∗ =
x
L

, t∗ =
t
tc

, T∗ =
T
T0

, q∗ =
(

kT0

L

)−1
q,

donde L es la longitud del material, tc es el tiempo característico, y T0 es la temperatura ini-
cial.

Por claridad, la manipulación algebraica necesaria para derivar la correspondiente ecuación de
tipo transporte y la respectiva transformación del modelo de su forma dimensional a la adimen-
sional está presentada en el Apéndice A, mientras que la demostración de la equivalencia del
modelo de Jeffreys con el modelo de Guyer-Krumhansl está descrita en el Apéndice B.

Por otra parte, la notación presente en los algoritmos puede necesitar cierta explicación. Dicha
explicación se encuentra detallada en el Apéndice D.

Así pues, se describen los cuatro modelos de conducción de calor en materiales en una dimensión:
Fourier, Maxwell-Cattaneo-Vernotte, y Jeffreys-Guyer-Krumhansl.

3.1 Modelo de Fourier
La ecuación constitutiva es la ley de Fourier

q = −∂T
∂x

. (3.2)

7
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Realizando el álgebra adecuada se obtiene la ecuación de difusión

∂T
∂t

= α
∂2T
∂x2 , (3.3)

donde α = DtcL−2 es el número de Fourier.

Ambas ecuaciones 3.2, y 3.3 siguen la estructura causal 2.3, por tanto solo presenta causalidad
entre eventos, mientras que para las variables solo presenta una relación de simultaneidad descrita
por la definición 3.

El algoritmo de solución numérica del modelo de Fourier está expresado por la Figura 3.1.

Algoritmo 1: SolF
Datos: α, x, t, T0, u0, q0, FT
Resultado: T, u, q
para i = 0, . . . , n − 1 hacer

Ti+1 ⇐ RK4
(

Ti, α ∂2T
∂x2 i

, FTi

)
;

ui+1 ⇐ α ∂2T
∂x2 i+1

;

qi+1 ⇐ − ∂T
∂x i+1 ;

Figura 3.1: Algoritmo para la solución numérica del modelo de Fourier.

La notación RK4 (·, ·, ·) expresa la aplicación del método de Runge-Kutta de cuarto orden, mientras
que las derivadas parciales espaciales de primer y segundo orden son construidas empleando
diferencias finitas. El subíndice i ∈ [0, . . . , n − 1] representa el número de paso correspondiente al
tiempo ti ∈ [t0, . . . , tn−1], por lo tanto, T0, u0 y q0 son las condiciones iniciales del sistema, mientras
que FT son las condiciones de frontera para la temperatura. Por completez en los resultados, se
define u = ∂T

∂t .

3.2 Modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV)
La ecuación constitutiva de MCV introduce el tiempo de retardo efectivo τq a la ley de Fou-
rier

q(t + τq) = −∂T
∂x

; q + τq
∂q
∂t

= −∂T
∂x

(3.4)

y realizando la manipulación algebraica en combinación con la ecuación de conservación de la
energía, se obtiene la correspondiente ecuación de transporte

∂T
∂t

(
t + τq

)
= α

∂2T
∂x2 ;

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 . (3.5)

Se puede notar rápidamente que si τq = 0, el modelo de MCV se reduce a Fourier.

Los pares de ecuaciones 3.4 y 3.5 conforman el modelo adimensional de MCV. La diferencia entre
las ecuaciones del lado izquierdo y derecho consiste en la aplicación del traductor (2.10), y cada
lado tiene su utilidad: el lado izquierdo permitirá realizar el análisis de causalidad entre variables
causales mientras el lado derecho da lugar al algoritmo de producción causal entre eventos, lo
cual a su vez da lugar a la simulación numérica.

Una vez expresada la estructura matemática del modelo de MCV, se muestra su respectivo algo-
ritmo de simulación numérica en la Figura 3.2.
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Algoritmo 2: SolMCV
Datos: α, τq, x, t, T0, q0, u0, FT
Resultado: T, u, q
para i = 0, . . . , n − 1 hacer

ui+1 ⇐ RK4
(

ui, 1
τq

[
α ∂2T

∂x2 i
− ui

])
;

Ti+1 ⇐ Euler (Ti, ui+1, FTi) ;

qi+1 ⇐ RK4
(

qi, − 1
τq

[
∂T
∂x i+1 + qi

])
;

Figura 3.2: Algoritmo para la solución numérica del modelo de MCV

Aquí u = ∂T
∂t se emplea para reducir el orden en las derivadas parciales temporales de la ecuación

3.5, lo cual permite aplicar RK4 (·, ·, ·) para su solución en u. Por otra parte Euler (·, ·, ·) repre-
senta la aplicación del método de Euler. Finalmente, para que el algoritmo tenga sentido se debe
cumplir τq > ∆t, con ∆t = ti+1 − ti, el tamaño de paso del tiempo de simulación, para cualquier i
válida.

3.3 Modelo de Jeffreys-Guyer-Krumhansl (JGK)
En el Apéndice C se muestra que para las condiciones de estudio, los modelos de Jeffreys y de
Guyer son equivalentes con τ∂xT = β, y por tanto, se reducen a un solo modelo el cual se le
llamará Jeffreys-Guyer-Krumhansl (JGK).

El modelo está dado por

q
(

t + τq

)
= −∂T

∂x
(
t + β

)
; q + τq

∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ β
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
(3.6)

y

∂T
∂t

(
t + τq

)
= α

∂2T
∂x2

(
t + β

)
;

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + β

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) , (3.7)

donde

β =
λ2

α
=

l2

tcD
, (3.8)

con λ = lL−1 es el número de Knudsen.

En el modelo de JGK, aparecen dos tiempos de retardo efectivo, τq y β, correspondientes al flujo
de calor q y al número de Knudsen λ. Si se hace τq = 0 y β = 0, se devuelve el modelo de
Fourier.

En este modelo, se presenta la oportunidad para aplicar una reducción al modelo de MCV em-
pleando la transformación (2.8), lo cual eliminaría uno de los tiempos de retardo. Sin embargo se
opta por no hacerlo para ofrecer un análisis más completo y contrastar la causalidad con el resto
de los modelos.

El algoritmo de solución numérica del modelo de JGK se muestra en la Figura 3.3. Comparado
con el algoritmo 3.2, la diferencia principal es la introducción de β y los términos correspondien-
tes.

En la siguiente sección se describen las relaciones y variables causales de cada modelo.
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Algoritmo 3: SolJGK
Datos: α, τq, β, x, t, T0, q0, u0, FT
Resultado: T, u, q
para i = 0, . . . , n − 1 hacer

ui+1 ⇐ RK4

(
ui, 1

τq

[
α
(

∂2T
∂x2 i

+ β ∂2u
∂x2 i

)
− ui

])
;

Ti+1 ⇐ Euler (Ti, ui+1, FTi) ;

qi+1 ⇐ RK4
(

qi, − 1
τq

[
∂T
∂x i+1 + β ∂u

∂x i+1 + qi

])
;

Figura 3.3: Algoritmo para la solución numérica del modelo de JGK

3.4 Relaciones y variables causales de los modelos de conducción de
calor
El análisis de la causalidad en los modelos de conducción de calor se realizará principalmente en-
tre las variables causales. Para ello, es necesario identificar estas variables que no necesariamente
corresponden a las variables físicas de interés usuales. Para su identificación, se hace referencia a
las estructuras causales (2.3), (2.7), y (2.9) descritas en el capítulo 2.

Para los modelos de Fourier, MCV, y JGK, siguiendo las ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), y
(3.7) las variables causales, son las mismas. Estás son

A =
∂T
∂t

; B =
∂2T
∂x2 ; C = q; D =

∂T
∂x

. (3.9)

Sin embargo, estas son solo las variables causales, el tipo de relación causal que presentan también
debe describirse. Empleando la notación (2.6), y (2.16), recordando que ∆t = ti+1 − ti y empleando
la notación Xti = Xi, se tiene para cada caso:

Fourier Solo se presenta simultaneidad debido a la carencia de precedencia entre variables

Ai ⇆ Bi; Ci ⇆ Di. (3.10)

MCV Se da una causalidad con el tiempo de retardo es τq. Si τq = m∆t, con m un entero positivo,
entonces

Bi → Ai+m; Di → Ci+m. (3.11)

JGK Presenta causalidad con dos tiempos de retardo τq y β. Si τq = mq∆t, y β = mβ∆t, con ambos
mq y mβ enteros positivos y además, mβ < mq, se tiene

Bi+mβ
→ Ai+mq ; Di+mβ

→ Ci+mq . (3.12)

Al revisar las relaciones de cada modelo, se observa que las relaciones solo se dan en dos parejas:
A con B, y C con D. Para otra pareja, por ejemplo, A con C, es un tanto complicado el plantea-
miento de algún tipo de relación debido a que para este estudio no se contempla una ecuación
que siga cualquiera de las estructuras (2.2), (2.3), (2.7), o (2.9), por tanto, se desconoce si presentan
algún tipo de precedenia, la producción de una respecto a la otra, o si existen otros factores que
intervengan en su producción. Por tanto, al no contar con una descripción de su causalidad, se
imposibilita su caracterización.

Habiendo identificado y descrito las variables y relaciones causales presentes en cada modelo, se
procede a discutir un punto importante sobre el esquema para la caracterización de la causalidad
que hasta el momento se había ignorado: el ensamble de realizaciones.
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3.5 Ensamble de realizaciones y condiciones de frontera
Los algoritmos de los modelos (Figuras 3.1, 3.2 y 3.3), una vez implementados en un código nu-
mérico, permiten obtener una solución dadas las condiciones iniciales y de frontera. En el caso de
las condiciones iniciales, para este estudio siempre son las mismas, y son

T (x, t = 0) = T0 = 1 + µT(1 − x); u (x, t = 0) = u0 = 0; q (x, t = 0) = q0 = −µT . (3.13)

Por otro lado, para el estudio se eligen condiciones de frontera de tipo Dirichlet. Estas son

T (x = 0, t) ∼ N̄
(

µT , σ2
T ; [Tmin, Tmax]

)
; T (x = 1, t) = 1. (3.14)

La frontera en x = 0 para cada valor de t está dada por N̄ la cual es una distribución de probabi-
lidad normal truncada, donde µT es el promedio y σT es la desviación estándar de la temperatura
en x = 0. La distribución se trunca en los limites Tmin = 1 y Tmax = 1 + 4σT . De tal modo, la
notación compacta empleada en los algoritmos, usando ambas condiciones de frontera (3.14), se
tiene

FT =

{
T(x = 0, t)
T(x = 1, t)

. (3.15)

Dado que el ensamble tiene un número infinito de realizaciones, se define la muestra de realiza-
ciones del ensamble de las condiciones de frontera

EF = {efr = {FT}r | r ∈ [1, R]}, (3.16)

donde, r es el número de realización y R el número total de realizaciones tal que R < ∞.

Dada la muestra (del ensamble) de realizaciones de la frontera EF, entonces se genera la muestra
de realizaciones de variables causales, la cual está definido por

EV = {evr = {A, B, C, D, E}r | r ∈ [1, R]}, (3.17)

donde E = T. Aunque T no aparece como variable causal en ninguno de los modelos, se agrega
como extra para propósitos del posterior análisis.

Usando la notación Sol para indicar el uso de SolF, SolMCV o SolJGK según sea el caso, se
define el algoritmo para generar EV a partir de EF en la Figura 3.4.

Algoritmo 4: GenVariablesCausales
Datos: α, τq, β, x, t, T0, q0, u0, EF

Resultado: EV

para r = 1, . . . , R hacer
T, u, q ⇐ Sol

(
α, τq, β, x, t, T0, q0, u0, e fr

)
;

A ⇐ u ;

B ⇐ ∂2T
∂x2 ;

C ⇐ q ;
D ⇐ ∂T

∂x ;
E ⇐ T ;

Figura 3.4: Algoritmo para la generación de EV

Fijando el algoritmo de solución en particular, se obtiene EV para su respectivo modelo, por tanto,
se tiene completa la representación cualitativa de la causalidad para cada modelo de conducción
de calor y, el primer paso para proceder con su análisis numérico.
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3.6 Calibración del método de solución
Se definieron los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3 para la solución numérica de cada modelo de conduc-
ción de calor. Dados que estos métodos están en el núcleo de la generación de las muestras de
realizaciones EV por 3.4, es de suma importancia tener siempre en cuenta su respectiva calibra-
ción.

Dadas las condiciones iniciales y de frontera (3.13), (3.14), la simulación numérica se realiza a
partir del estado estacionario y se mantiene fluctuando alrededor de éste para los tres modelos.
En el Apéndice E se muestra el álgebra del estado estacionario y su respectiva gráfica para cada
modelo. En cada caso, se observa que la solución numérica se ajusta muy bien a la analítica. Los
detalles de la implementación de la solución numérica se tienen en Apéndice F.

Dado que para el análisis de causalidad se requiere una muestra EV generada por valores FT da-
dos por (3.14), se muestra en la Figura 3.5 las gráficas con todas las realizaciones de la temperatura
para cada uno de los modelos. Se debe recordar que las series de tiempo de las variables A, B, C,
D, y E = T se capturan en el punto de interés xp = 0.2.

Se observa en las tres gráficas como para la muestra del ensamble la temperatura para cada de
uno de los modelos varía entre cierto rango de valores. Las gráficas son muy similares entre si,
esto se debe a que las tres se construyen de manera independiente con su respectiva simulación
pero usando la misma muestra del ensamble de fronteras EF. Sin embargo, en teoría debido a la
existencia de los tiempos de retardo τC y τD, deben existir ciertas diferencias entre las series de
tiempo de cada modelo entre si.

En la Figura 3.6 se muestra la comparación entre el promedio numérico y la solución analítica
para el caso con frontera fija µT . Dado el teorema del límite central [28], este promedio aproxima al
promedio real del ensamble (con infinitas realizaciones), el cual es justamente el caso analítico con
frontera fija µT . Si bien esto no dice nada sobre la distribución de las realizaciones de la muestra del
ensamble, sí refleja que al menos para esta muestra el promedio se aproxima al promedio analítico
de frontera fija. En el sombreado azul se tiene entre que valores máximos y mínimos están todas
las realizaciones mostradas en la Figura 3.5 por cada paso en el tiempo.

Para estudiar la distribución de la muestra del ensamble de realizaciones, se debe voltear a ver a
la implementación de la simulación. La generación de realizaciones de la frontera EF se genera a
partir de la API correspondiente de Numpy (ver Apéndice F). Se emplea una función para generar
las R realizaciones del ruido, el cual está dado por una distribución normal que corresponda con
(3.14), la cual se aprecia en la Figura 3.7.

Con la muestra EF, se aplica el correspondiente algoritmo de solución 3.1, 3.2 y 3.2 para obtener
las realizaciones de E = T mostradas en la Figura 3.5. Finalmente, se obtiene su respectivo histo-
grama el cual se muestra en la Figura 3.8. En los tres modelos, se muestra una aproximación a una
distribución normal y más aún, se alcanzan a apreciar las pequeñas diferencias entre ellas. Así se
tiene de forma precisa como está dada la distribución de la temperatura T(x = xp).

Dado este ejercicio de calibración, ahora se tiene una idea de que tan confiable es la implementa-
ción numérica de los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3. Por lo cual, se puede continuar con el cálculo de EV

para cada modelo.

3.7 Resumen
Se toman una serie de modelos de conducción de calor para materiales sólidos simples en una di-
mensión. Estos modelos están descritos matemáticamente por un par de ecuaciones diferenciales:
la ecuación constitutiva y la ecuación de tipo transporte. Al escribir ambas, se puede determinar el
tipo de causalidad entre variables siguiendo el esquema de caracterización descrito en el capítulo
2 y, además, permite determinar un algoritmo de simulación numérica.
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(a) Caso 2 (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5) de Fourier
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(b) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y tiempo de retardo τCτ = 10∆t) de MCV
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(c) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y, tiempos de retardo τC = 15∆t y τD = 5∆t) de JGK

Figura 3.5: Promedio numérico de la muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura

Empleando los algoritmos de simulación númerica se generan los ensambles EV a partir de EF

para cada modelo de conducción de calor.

El ensamble EV es un conjunto de series de tiempo perfectamente etiquetado, por lo tanto, se
toma de punto de partida para alimentar a la metodología de análisis de la causalidad basada en
la teoría de la información, la cual se describe en el siguiente capítulo.
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(a) Caso 2 (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5) de Fourier
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(b) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y tiempo de retardo τCτ = 10∆t) de MCV
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(c) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y, tiempos de retardo τC = 15∆t y τD = 5∆t) de JGK

Figura 3.6: Muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura
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(b) Distribución de la muestra del ensamble de la frontera para el caso 2 (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5)

Figura 3.7: Caracterización del ensamble de la frontera EF
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(a) Caso 2 (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5) de Fourier
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(b) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y tiempo de retardo τCτ = 10∆t) de MCV
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(c) Caso 2a (con tamaño de paso en el tiempo ∆t = 1.0 × 10−5 y, tiempos de retardo τC = 15∆t y τD = 5∆t) de JGK

Figura 3.8: Histogramas de la muestra del ensamble de realizaciones para la temperatura



CAPÍTULO 4

Metodología y Validación

En el capítulo anterior, se describió las relaciones de causalidad entre variables presentes en los
modelos de conducción de calor basándose en el esquema de caracterización establecido en el
capítulo 2. Ahora siguen los cálculos. La cuestión es entonces cómo representar o por lo menos,
reflejar, la causalidad numéricamente. La respuesta que se propone para este estudio es cálculos
de la entropía de transferencia simbólica ET S .

4.1 Información y Entropía de Shannon
La teoría de la información, o cómo fue concebida por Shannon [29], la teoría matemática de la comu-
nicación, es la teoría encargada del estudio de la cuantificación, almacenamiento y transmisión de la
información, la cual es tratada como un conjunto o secuencias de datos medibles, finitos y estruc-
turados por alguna sintaxis.

La información usualmente se mide en bits. Para calcular el número de bits contenidos en una
pieza de información X se emplea la entropía de Shannon

E(X) = −∑
xi

P(xi) log2(P(xi)), (4.1)

donde P(xi) es la probabilidad de que la variable aleatoria x tome el valor xi.

Para ilustrar la definición de la entropía de Shannon se toma el caso de una moneda justa MJ.
Para la moneda justa x solo puede tomar los valores de águila a o sol s, y ambos tienen la misma
probabilidad P(a) = P(s) = 0.5, por tanto, el cálculo de entropía de transferencia devuelve

E(MJ) = −P(a) log2(P(a))− P(s) log2(P(s)) =
1
2

log2(2) +
1
2

log2(2) = 1.

La información contenida por la moneda justa es de 1 bit. Si se toman n monedas justas e indepen-
dientes, se tienen n bits, con los cuales se pueden formar 2n de combinaciones o secuencias de a y
s de longitud n. Dejando de lado de que se habla de monedas justas, se tiene que a mayor número
de bits, se tiene un mayor número de secuencias binarias accesibles.

Estas secuencias binarias al ser codificadas mediante una sintaxis adecuada (software), permiten
generar estructuras tales como números, caracteres, programas, imágenes, sonido, vibraciones,
etc. las cuales para el usuario pueden tener significado o no. Este hecho, junto a la idea de que
X puede ser cualquier pieza de información, deja ver que la entropía de Shannon no acarrea el
significado de X, solo mide el número de bits que contiene. Si se plantea el uso de la entropía de
Shannon, o cualquier otra medida de entropía de la teoría de la información, siempre debe tenerse
en cuenta el significado de X.

Ahora se toma el caso de una moneda totalmente “injusta” MI. Para este caso, la moneda solo
puede tomar un valor, por ejemplo s, de tal modo que su probabilidad es P(s) = 1. Entonces, la
entropía de Shannon devuelve

E(MI) = −P(s) log2(P(s)) = 1 log2(1) = 0.

La moneda totalmente injusta contiene cero bits, por lo tanto es una pieza de información total-
mente ambigua.

Dado que para la entropía de Shannon le es irrelevante el significado de X, la moneda injusta, en
el dominio de la teoría de la información, es equivalente a un loro que solo sabe decir “Hola”.

17
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No importa que se le pregunte al loro, siempre responderá “Hola”, si se pretende preguntarle a
este loro cual es el estado del clima o si sabe donde están las llaves, él jamás podrá arrojar una
respuesta satisfactoria.

Si la ambigüedad total es representada por cero bits, ¿qué se interpreta de una pieza de infor-
mación que contenga n > 0 bits? Para 1 bit es sencillo: puede interpretarse simplemente como
los estados encendido y apagado, y dependiendo el contexto de la variable, tiene su significado.
Ejemplo, suponiendo que X sea un led indicador del aceite en un automóvil, el encendido y apa-
gado representa si se necesita cambiar o no el aceite del vehículo. Esto es con tan solo un bit, para
n > 1 bits se pueden describir ideas u objetos más complejos. Estas ideas u objetos al aumentar
su complejidad, van reduciendo su ambigüedad, por tanto, la información vista como un número
n > 0 de bits se interpreta como la reducción en la ambigüedad.

Esto es una pequeña descripción de la entropía de Shannon y algunos conceptos importantes que
se tienen respecto a la información. La información como objeto de estudio, es un concepto mucho
más complejo que llega a tener relevancia en otras disciplinas del conocimiento [30, 31, 32, 33, 34].
Sin embargo, esta breve descripción es suficiente para este trabajo y para abordar la herramienta
principal para este estudio: la entropía de transferencia.

4.2 Causalidad y Entropía de Transferencia
Se consideran dos procesos estocásticos descritos por las series de tiempo X = {Xi | i ∈ [0, n − 1]}
e Y = {Yt | i ∈ [0, n − 1]} definido en un espacio de estado discreto S. Se definen los vectores
aleatorios

X(j)
i = {Xi−j, . . . , Xi | j ≤ i ≤ n − 1}, (4.2)

e
Y(k)

i = {Yi−k, . . . , Yi | k ≤ i ≤ n − 1}. (4.3)

Aquí, X(j)
i y Y(k)

i se interpretan como las trayectorias que siguen los procesos X y Y en los tiempos[
i − j, i

]
y [i − k, i], respectivamente.

Ahora, se denota con P(yi+1, y(k)i , x(j)
i ) a la probabilidad conjunta de que la variable aleatoria Yi+1

(el proceso Y en el momento i + 1) tome el valor yi+1 y que las trayectorias Y(k)
i y X(j)

i tomen los
valores

y(k)i = {yi−k, . . . , yi | k ≤ i ≤ n − 1}, (4.4)

y

x(j)
i = {xi−j, . . . , xi | j ≤ i ≤ n − 1}, (4.5)

respectivamente.

También es necesario denotar P(yi+1|y
(k)
i , x(j)

i ) y P(yi+1|y
(k)
i ), como las probabilidades condicio-

nales. Esta notación expresa que, se tiene la probabilidad de que Yi+1 tome el valor yi+1 dados
los valores (condiciones) y(k)i , x(j)

i . El cálculo de ambas probabilidades condicionales está dado
por

P(yi+1|y
(k)
i , x(j)

i ) =
P(yi+1, y(k)i , x(j)

i )

P(y(k)i , x(j)
i )

, (4.6)

y

P(yi+1|y
(k)
i ) =

P(yi+1, y(k)i )

P(y(k)i )
. (4.7)
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Así, habiendo definido las probabilidad conjunta y las probabilidades condicionales necesarias, se
define la entropía de transferencia [1]

ET X→Y = ∑
yi+1

∑
y(k)i

∑
x(j)

i

P(yi+1, y(k)i , x(j)
i ) log2

P(yi+1|y
(k)
i , x(j)

i )

P(yi+1|y
(k)
i )

. (4.8)

La entropía de transferencia, similar a la entropía de Shannon, mide información en bits. Sin em-
bargo, hay una diferencia, la entropía de transferencia mide la información transferida de X a
Y.

Observando su definición rápidamente, se puede notar un par de características importantes.
En el caso de que Y no dependa de X, la probabilidad condicional P(yi+1|y

(k)
i , x(j)

i ) se reduce a

P(yi+1|y
(k)
i ), y por tanto

ET X→Y = 0. (4.9)

Por otra parte, suponiendo que la dependencia entre X y Y no sea nula, la entropía de transferencia
es una magnitud asimétrica respecto a X y Y, de tal modo que en general

ET X→Y ̸= ET Y→X. (4.10)

Tomando en cuenta la asimetría entre variables, al calcular la diferencia se obtiene uno de los
posibles resultados

ET X→Y − ET Y→X > 0; ET X→Y − ET Y→X < 0; o ET X→Y − ET Y→X = 0. (4.11)

Dependiendo el sentido de la desigualdad, se puede saber dentro del sistema si hay una preferen-
cia en el sentido de la transferencia de información, ya sea de X a Y, o de Y a X. Y, en el caso de la
igualdad, se indica que la transferencia de información no tiene una preferencia en el sentido de
las variables.

Para entender el papel que juega la entropía de transferencia en la detección y caracterización de la
causalidad, primero se debe definir el concepto en el marco de la teoría de la información.

Definición 6 (Causalidad en teoría de la información). Para la teoría de la información, se tiene una
relación de causalidad entre A y B si

1. A precede a B

2. El conocimiento de A determina el conocimiento sobre B, es decir, que la información que se
tiene sobre A reduce la ambigüedad que se tiene sobre B

Al comparar las definiciones 2 y 6 se observa que ambas solo comparten la propiedad de prece-
dencia, ¿Qué implica esto? ¿Ambas podrían ser equivalentes? No realmente. Suponiendo que X
cause Y según la definición 2, se sabe que son únicos y está dado el modelo descriptivo que esta-
blece la producción de una variable respecto a la otra. Por tanto la ambigüedad sobre Y se reduce
al conocer X, con lo cual se cumple la definición 6. Por otro lado, suponiendo que X cause Y según
la definición 6 es imposible saber, sin información externa y limitándose solo a la teoría de la in-
formación, si se tiene una relación causal entre X y Y o incluso, si simplemente las variables tienen
un acoplamiento (definición 1).

Así, en general, si dos variables X y Y tienen una relación causal descrita por la definición 2 (o un
acoplamiento por definición 1), se garantiza que también tienen una relación causal según 6, sin
embargo, esto no necesariamente se cumple en el sentido contrario. Esta conclusión es esperada.
Para la teoría de la información no es relevante el significado que tengan las variables en su campo
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del conocimiento, por tanto, lo que signifique tener una relación causal en un campo específico
fuera de la teoría de la información no puede ser explicado solamente con sus herramientas.

Es también importante notar lo siguiente. Dada la definición 6, la propiedad (4.9) indica que no
hay transferencia de información de una variable X a Y, al no recibir Y información de X, el co-
nocimiento de X es irrelevante y no contribuye a reducir la ambigüedad sobre Y, por tanto, al
menos en el sentido de X a Y, no se indica causalidad. Por otro lado, la propiedad (4.11) indica
el sentido de la transferencia de información, y así, se sabe si el conocimiento de X reduce más la
ambigüedad sobre Y o si es al contrario. Por tanto, indica, a nivel de la teoría de la información,
cual variable causa a la otra.

En conclusión, la entropía de transferencia ofrece una excelente herramienta para detectar la po-
sible causalidad entre variables al identificar la transferencia de información que se tiene entre
ellas. Si, a priori se conoce el tipo de relación causal o de acoplamiento que tienen las variables, la
entropía de transferencia se vuelve una herramienta para caracterizar estas relaciones, y en el caso
de este trabajo, caracterizar las relaciones entre variables de los modelos de transporte de calor en
materiales.

4.3 Cálculo numérico y Entropía de Transferencia Simbólica
Se ha dejado claro las “bondades” de la entropía de transferencia. Sin embargo, ahora se presenta
un problema, la evaluación de (4.8) no es trivial.

En el caso de que las variables X y Y sean procesos de Markov de primer orden, donde los valores
a futuro yi+1 solo dependan de los valores presentes yi y xi, la definición (4.8) se simplifica

ET X→Y = ∑
yi+1

∑
yi

∑
xi

P(yi+1, yi, xi) log2
P(yi+1|yi, xi)

P(yi+1|yi)
. (4.12)

Esta simplificación es un paso hacia adelante para computar el valor de la entropía de transferen-
cia. Sin embargo, para el propósito del cálculo numérico, puede simplificarse aún más.

Para m ∈ N de define el vector m-dimensional vt = {xt, xt+1, xt+2, . . . , xt+m−1} para todo t tal que
0 ≤ t ≤ n − m. Sea Pϑ : Rm → Rm el operador de permutación ϑ tal que al aplicarlo al vector vt
resulta en ṽt = Pϑ(vt), que tiene todas sus coordenadas ordenadas en forma ascendente. Asociada
a esta permutación se tiene un vector m-dimensional v̌t cuyas coordenadas son los valores en el
ranking 1 de cada coordenada del vector vt respectivamente.

Ejemplo, sea m = 3, y las entradas del vector vt tengan el orden xt+2 < xt < xt+1, entonces
se tiene ϑ(v̂t) = ϑ({2, 3, 1}) = {1, 2, 3}, y por tanto, al aplicar Pϑ se obtiene ṽt = Pϑ(vt) =
{xt+2, xt, xt+1}.

Finalmente, a v̌t se le asigna un símbolo x̂t. Entonces, dada la dimensión m, sin repetición de valo-
res, las coordenadas de vt tienen un orden que corresponde con uno de los m! posibles rankings.
Por tanto, existen m! posibles valores que pueden tomar el vectores v̌t, cada uno asociado a x̂t, el
cual toma como valor a uno de los m! posibles símbolos del diccionario D̂m.

Entonces, dada la dimensión m de los vectores vt, la serie de tiempo X = {x0, . . . , xn−1} se reem-
plaza con la serie de símbolos X̂ = {x̂0, . . . , x̂n−m}. Del mismo modo, Y se reemplaza con la serie
de símbolos Ŷ = {ŷ0, . . . , ŷn−m}.

Dadas las series de símbolos, se define la entropía de transferencia simbólica [12]

ET S X̂→Ŷ = ∑
i

P(ŷi+1, ŷi, x̂i) log2
P(ŷi+1|ŷi, x̂i)

P(ŷi+1|ŷi)
. (4.13)

1Clasificación de mayor a menor, útil para establecer criterios de valoración.

https://dle.rae.es/ranking
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Comparando (4.13) con (4.12), la diferencia más importante se da en la simplificación de la estima-
ción de las probabilidades conjuntas y condicionales. Para ET se requiere emplear la estimación
por densidad de kernel, por ejemplo, mientras que para ET S , gracias a los valores finitos discre-
tos que toman las variables del diccionario D̂m, basta con simplemente calcular las probabilidades
usando la técnica usual

P(A) =
No. de eventos favorables de A

No. de eventos totales
. (4.14)

Computacionalmente, la entropía de transferencia simbólica es menos costosa y sencilla de cal-
cular. Sin embargo eso conlleva un “sacrificio”. Al simbolizar las series de tiempo, se pierde
información. En lugar de tener series de tiempo cuyos valores son precisos y viven en R, se
tienen series de símbolos que solo indican como se comporta la serie. Por ejemplo, para la se-
rie de tiempo Y(t) = cos(t), su respectiva serie de símbolos para t ∈ [0, π] sería simplemente
Ŷ(t) = ▽,▽, . . . ,▽,▽, donde ▽ es el símbolo que indica decrecimiento. Eso significa que la serie
de símbolos es una representación más ambigua que la serie de tiempo. Por tanto, es útil no de-
sechar la serie de tiempo original, y la serie de símbolos solo debe emplearse para el cálculo de la
ET S .

En el apéndice G se muestran ejemplos de diccionarios D̂ para m = 3 y m = 4.

Habiendo definido la entropía de transferencia simbólica y descrita su función como indicador de
causalidad dentro de los límites de la teoría de la información, solo falta un paso más para aplicarla
a los modelos de conducción de calor y caracterizar su causalidad. Los modelos de conducción de
calor, en particular los modelos de MCV y JGK, en su descripción incluyen los tiempos de retardo
τq = τC y τ∂xT = τD, tal que se ha cambiado el subíndice por su respectiva etiqueta en la notación
de variables causales. Estos tiempos en general, cumplen τC ≥ ∆t y τD ≥ ∆t, con ∆t = ti+1 − ti
el tamaño de paso de la simulación. Para las series de tiempo, se ajustan los tiempo de retardo
como

τC = νC∆t; τD = νD∆t, (4.15)

con νC, νD ∈ Z+. Estos νC y νD son el número de pasos de retardo asociados a sus respectivos
tiempos de retardo.

Generalizando la entropía de transferencia simbólica, se tiene

ET S X̂→Ŷ(ν) = ∑
i

P(ŷi+ν, ŷi, x̂i) log2
P(ŷi+ν|ŷi, x̂i)

P(ŷi+ν|ŷi)
, (4.16)

con ν ∈ Z+.

Ahora ET S es una función de ν, por tanto, cuando ν = νC, νD, la ET S debe devolver un valor
que indique causalidad, mientras que para ν ̸= νC, νD no. Es decir, al hacer un barrido sobre un
conjunto de posibles valores para ν, que incluyan a νC y νD, se deben obtener curvas que serán
características para cada modelo.

Dado que la ET S acepta cualquier par de series de símbolos, nada impide evaluarla con un par
que no tengan relación causal. Esta evaluación permite calibrar la implementación computacional,
lo que contribuye positivamente a la caracterización de variables causales.

Así, ya solo es necesario describir la metodología precisa para la caracterización de la causalidad
en los modelos de conducción de calor. Sin embargo, primero hay que validar la implementación
de ET S con sistemas más sencillos de los cuales se conozca su causalidad.

4.4 Validación metodológica: descripción experimental
Se proponen seis ejercicios de los cuales se conoce su causalidad dada por las definiciones 2, 3, y
5 para evaluar el desempeño de la entropía de transferencia simbólica. En estos seis experimentos
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las series de tiempo X y Y toman valores xi y yi en Z = [1, . . . , n], y su respectiva distribución está
dada por el tipo de relación que tengan.

Dado el experimento, se tienen combinaciones de dos distribuciones de probabilidad: la primera,
es una distribución uniforme

X, Y ∼ U (Z) , (4.17)

y la segunda, una distribución no-uniforme

X, Y ∼ P
(

pt+lij

)
. (4.18)

Aquí, lij representa el tiempo de retardo y los subíndices i y j indican el sentido de que variable
influencia a la otra, por ejemplo, lxy es el tiempo de retardo de la influencia de x sobre y. Así pues,
el parámetro pt+lij es un vector de n entradas cuyos valores son las probabilidades de que las
variables tomen un valor en Z. Para construirlo, se tiene

P · it = pt+lij , (4.19)

donde it es una representación vectorial especial del valor que tome xt o yt, según sea el caso. En
la Tabla 4.1 se muestra esta representación espacial.

Valor numérico it

1 [1, 0, 0, . . . , 0, 0]

2 [0, 1, 0, . . . , 0, 0]

3 [0, 0, 1, . . . , 0, 0]
...

...

n − 1 [0, 0, 0, . . . , 1, 0]

n [0, 0, 0, . . . , 0, 1]

Figura 4.1: Representación vectorial especial de los valores en Z.

Por otro lado, P es una matriz diagonal de n × n la cual es

P =



p q · · · q

q p · · · q
...

...
. . .

...

q q · · · p


. (4.20)

Aquí, p ∈ [0, 1] y q = 1−p
n−1 .

En pocas palabras, P(pt+lij) se puede entender como un dado “cargado” o no-justo para deter-
minar el efecto j, que en cada instante de tiempo t selecciona que cara favorecer sobre las demás
dependiendo la causa i.

Con las distribuciones de probabilidad descritas, los experimentos son los siguientes:
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Experimento 0: X y Y son independientes causalmente

X ↮ Y. (4.21)

Las series de tiempo X y Y son independientes y no tienen retroalimentación. Para este caso en
particular, X y Y se determinan por la distribución uniforme.

Experimento 1: X y Y son simultáneos

X ↔ Y (4.22)

La serie Y se obtiene de
Y = aX, (4.23)

donde a ̸= 0 es una constante. No existe retroalimentación. El proceso X se determina mediante la
distribución uniforme.

Experimento 2: X es causa directa de Y

Yt+lxy = aXt, (4.24)

donde a ̸= 0 es una constante y lxy es el tiempo de retardo de X a Y. No existe retroalimentación.
El proceso X se determina mediante la distribución uniforme.

Experimento 3: X es causa de Y

Xt → Yt+lxy (4.25)

con lxy es el tiempo de retardo de X a Y. No existe retroalimentación. El proceso X se determina me-
diante la distribución uniforme mientras que Y queda dado por la distribución no-uniforme.

Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a sí mismo

Yt+lxy = aXt, Xt → Xt+lxx , (4.26)

donde a ̸= 0 es una constante, lxy es el tiempo de retardo de X a Y, y lxx es el tiempo de retardo para
la retroalimentación de X. El proceso X se determina mediante la distribución no-uniforme.

Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a sí mismo

Xt → Yt+lxy , Xt → Xt+lxx , (4.27)

donde lxy es el tiempo de retardo de X a Y, y lxx es el tiempo de retardo para la retroalimentación
de X. Ambos procesos X y Y se determinan mediante la distribución no-uniforme.

Así, habiendo descrito los experimentos, se realizan a continuación.

4.5 Validación metodológica: evaluación experimental
El código se encuentra disponible en https://github.com/tri-ntropy/causalidad-validacion, mien-
tras que todas gráficas se encuentran en la Sección 4.7.

Se realizan los experimentos mediante simulaciones implementadas en Python usando el genera-
dor de números aleatorios de Numpy. Para cada experimento se genera una muestra del ensamble
{X, Y}R con R = 144 realizaciones, donde las series de tiempo están compuestas de 100001 valores.
Para cada realización, primero se calcula la entropía de transferencia simbólica ET S(ν) haciendo

https://github.com/tri-ntropy/causalidad-validacion
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un barrido de ν = 1, . . . 100 en ambos sentidos X → Y y Y → X para posteriormente tomar su
diferencia

∆ET S = ET SX→Y − ET SY→X (4.28)

Para cada pareja X, Y de la muestra, se obtiene una tres series ET SX→Y, ET SY→X, y ∆ET S sobre
ν. Con R series producidas por las variables aleatorias X y Y, son esperadas ciertas variaciones,
por tanto, para cada valor de ν se toma el respectivo promedio sobre todas las realizaciones de
la muestra. La serie promedio se empleará para caracterizar la causalidad de cada experimen-
to.

Los resultados se describen a continuación.

Experimento 0: X y Y son independientes causalmente

En las Figuras 4.2 se tienen las gráficas del experimento 0. Al no estar relacionadas causalmente, los
bits de la supuesta información transferida entre las variables son espurios, por lo tanto, no indican
causalidad. Algo destacable de estos resultados, es que los bits medidos están en el orden de 10−3,
por tanto, estos resultados pueden emplearse para calibrar las mediciones de otros sistemas: si
esas mediciones se ven ruidosas, y además, están en ese mismo orden de magnitud, es probable
que sean espurias. Por otra parte, para el caso de 4.2a y 4.2b, las mediciones son siempre positivas,
por tanto para 4.2c, la serie está aproximadamente centrada alrededor de 0 y los valores indican
el sentido de la transmisión de información según su signo: los valores positivos para el sentido
X → Y y los negativos para Y → X.

Experimento 1: X y Y son simultáneos

En las figuras 4.3 se tienen las gráficas del experimento 1. Las series 4.3a y 4.3b son iguales, esto
como consecuencia de la simbolización: si la relación entre variables está dada por (4.23), se tiene
una constante a ̸= 0 que amplifica o reduce Y, esta información se pierde al simbolizar las series
X y Y, por tanto, se tiene

X̂ = Ŷ. (4.29)

En consecuencia
ET SX→X = ET SX→Y = ET SY→X = ET SY→Y. (4.30)

El resultado (4.30) explica entonces porque 4.3c es simplemente una horizontal en 0.

Finalmente, se debe ofrecer una interpretación a las series decrecientes 4.3a y 4.3b. Regresando a
la expresión general para la entropía de transferencia simbólica (4.16), los símbolos representan el
comportamiento de la series X y Y respecto al tiempo, por tanto al calcular la ET S de una variable
consigo misma, siguiendo la definición de causalidad 6, el pico indica que existe cierta causalidad
de Xt con los valores consecutivos. Dicho de otra manera, si se conoce Xt, es posible predecir con
cierta precisión algunos de los valores consecutivos. Así que este decrecimiento en particular, se
le llamará decrecimiento de predicción.

Experimento 2: X es causa directa de Y

Se tienen los resultados del experimento 2 en las figuras 4.4. Para este caso en particular si se tiene
causalidad y el tiempo de retardo o lag es lxy = 13∆t. Con esto en consideración se analizan las
figuras.

En la figura 4.4a se muestra la serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el
sentido X → Y. En esta se muestra un pico cuyo máximo se encuentra en ν = 14, solo un paso
de tiempo de diferencia con lxy. Esta diferencia posiblemente se deba a la implementación de la
entropía de transferencia simbólica. Dado que la relación de los valores entre las series de tiempo
X y Y es uno a uno, al generar los símbolos se obtendrán tres contiguos donde se comparta un
valor en particular, y no es hasta el cuarto valor que ya no se comparte, así, al calcular los valores
de la entropía de transferencia simbólica, no es hasta que ocurre este desfase en una posición que
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se evalúa adecuadamente. Esto queda sujeto a debate y necesita verificarse. Sin embargo, este
“defecto” en particular es consistente en los experimentos, así que puede decirse que este error se
encuentra calibrado.

Alrededor del máximo, el valor de la entropía de transferencia simbólica decrece pero no instan-
táneamente, por tanto, se establece que en estos puntos los valores de Y se pueden predecir con
cierta precisión dado X, por lo cual, a este conjunto de puntos alrededor del máximo se le llama
pico de predicción.

Por otra parte, en la figura 4.4b se tiene una serie similar a las obtenidas para el experimento 0,
lo cual es esperado. El experimento describe una relación causal en el sentido X → Y, pero no
en Y → X, por tanto la ET S mide transmisiones espurias de información. Estas transmisiones
espurias también están presentes en 4.4b fuera del pico de predicción, pero debido a la resolución
de la gráfica no se alcanza a apreciar.

Por último, para la diferencia se tiene la figura 4.4c. El resultado es simplemente la Figura 4.4a
trasladada un poco hacia abajo, conservando su pico de predicción. Sin embargo, como es la serie
de la diferencia, la transmisión de la información se da en el sentido de X → Y, por tanto, para el
experimento queda caracterizada la causalidad como un solo pico de predicción cuyo máximo se
encuentra en ν = lxy + 1.

Experimento 3: X es causa de Y

Se producen cualitativamente los resultados del experimento 2, pero con una sutil diferencia. Al
comparar las gráficas de la Figura 4.5 con las de 4.4, se observa que tanto para el sentido X → Y
como para la diferencia, el promedio de la entropía de transferencia simbólica es un orden de
magnitud menor para el experimento 3 que en el experimento 2. Para el sentido Y → X se vuelve
a obtener información transferida espuria

Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a sí mismo

Para este experimento, el tiempo de retardo de la retroalimentación para X es lxx = 23∆t. Los
resultados se encuentran en la Figura 4.6.

La principal cualidad notable de estás gráficas es que ya no solamente llegan a producir un pico,
una curva decreciente monótona o ruido, ahora se producen una serie de picos que decrecen y
siempre tienen la misma separación. La separación entre máximo y máximo es de ∆ν = 23 pasos
de tiempo, lo cual corresponde con los pasos del tiempo de retardo de la retroalimentación para
X. En el sentido X → Y, el primer pico alcanzá su máximo en ν = 14, con lo cual se repite esa
cualidad de los experimentos 2 y 3. Mientras tanto, en el sentido Y → X el primer pico alcanza
su máximo en ν = 11. Siguiendo el patrón de los anteriores casos, indicaría un tiempo de retardo
ficticio lyx = 10∆t, el cual coincide con la diferencia de los otros dos tiempos de retardo, es decir
que lxx − lxy = lyx.

Sin embargo, aunque la retroalimentación de X justifica la existencia de la serie de picos, no jus-
tifica porque el sentido Y → X los presenta en primer lugar. El experimento no indica ninguna
relación en el sentido Y → X, y dados los experimentos anteriores, se debería producir mediciones
espurias. Probablemente se requiera diseñar otro experimento donde no exista retroalimentación
para X pero si exista una relación Y → X con tiempo de retardo lyx, de tal modo que se pueda
mostrar cierta equivalencia entre ese nuevo experimento y este. Esta idea, aunque no esta mal,
está fuera del objetivo de esta tesis, por lo cual se decide postergar para otra ocasión.

Finalmente, al tomar la diferencia entre sentidos, se obtienen dos series de picos, una positiva y
otra negativa. Los picos positivos deben su existencia a las relaciones causales descritas por el
sistema, mientras que los negativos, debido a lo explicado en el párrafo anterior, no.
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En conclusión: la retroalimentación de la variable X tiene el efecto de producir series de picos
para la entropía de transferencia simbólica, los cuales tienen un período fijo correspondiente con
el tiempo de retardo de retroalimentación de X.

Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a sí mismo

Similar a lo ocurrido en el experimento 3, se obtienen resultados cualitativamente similares a los
del experimento anterior y, específicamente para el sentido X → Y y la diferencia se obtienen
resultados que son un orden de magnitud a su similar en el experimento 4.

Palabras finales para la validación metodológica

Habiendo validado, descrito y calibrado el empleo de la ET S para la caracterización de la causa-
lidad, es momento aplicar la metodología a los modelos conductores de calor, pero son necesarios
unos comentarios finales. En general, nada impide diseñar más experimentos más complejos, don-
de se den efectos cruzados donde X sea causa de Y y viceversa, además de incluir retroalimenta-
ción total para ambas variables o parcial solo para una de ellas. Sin embargo, para este trabajo solo
se limitó a estos tres experimentos debido a que sus relaciones causales son las más similares, sino
es que exactamente, a las presentes en los modelos de conducción de calor en materiales.

4.6 Aplicación de la metodología a los modelos de transporte de calor
Se presenta a continuación la aplicación metodológica a seguir para caracterizar las relaciones de
causalidad presentes en los modelos de transporte de calor empleando la entropía de transferencia
simbólica.

1. Se genera la muestra de realizaciones de la frontera de la temperatura ((3.16), (3.14)) em-
pleando el generador de números aleatorios de Numpy (ver Apéndice F). Las realizaciones
de la frontera se caracterizan como ruido blanco Gaussiano.

2. Para cada una de las realizaciones de la frontera de la temperatura, se realizan las simulacio-
nes estocásticas y deterministas para cada modelo implementando los algoritmos 3.1, 3.2, y
3.3. Para las simulaciones deterministas, la frontera de la temperatura está dada por el valor
promedio constante de la respectiva realización de la frontera estocástica dada por (3.14).

3. De las simulaciones, para un punto de interés xp se capturan las series de tiempo para las
cinco variables causales dadas por 3.4, tanto estocásticas y deterministas.

4. Para cada realización de cada variable causal, se toma la diferencia entre la serie de tiempo
estocástica y determinista para obtener la serie de tiempo de la fluctuación.

5. Obtenidas las series de tiempo de las fluctuaciones para cada variable causal, se procede a
simbolizarlas, usando diccionarios con m = 3.

6. Se calcula la entropía de transferencia simbólica para las parejas de fluctuaciones {A, B},
{C, D}, y {C, E} de todas las realizaciones para cada modelo.

7. Se obtiene el promedio sobre todas las realizaciones de la entropía de transferencia simbólica
para cada valor de paso en el tiempo ν para cada pareja de variables de cada modelo.

8. Se analizan los resultados y se caracteriza la causalidad

Aplicando esta metodología a los modelos de transporte de calor, los resultados principales de
este trabajo se encuentran en el siguiente capítulo.
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4.7 Gráficas de resultados de la validación metodológica
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 4.2: Experimento 0: X y Y son independientes causalmente. Los puntos son los valores promedio de la entropía de
transferencia simbólica para cada paso ν. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 4.3: Experimento 1: X y Y son simultáneos. Los puntos son los valores promedio de la entropía de transferencia
simbólica para cada paso ν. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio

Figura 4.4: Experimento 2: X es causa directa de Y. Los puntos son los valores promedio de la entropía de transferencia
simbólica para cada paso ν. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio

Figura 4.5: Experimento 3: X es causa de Y. Los puntos son los valores promedio de la entropía de transferencia simbólica
para cada paso ν. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

X
Y

Y
X

(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 4.6: Experimento 4: X es causa directa de Y y X se retroalimenta a si mismo. Los puntos son los valores promedio
de la entropía de transferencia simbólica para cada paso ν. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido X → Y.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido Y → X.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 4.7: Experimento 5: X es causa de Y y X se retroalimenta a si mismo. Los puntos son los valores promedio de la
entropía de transferencia simbólica para cada paso ν. Las unidades son bits.



CAPÍTULO 5

Resultados

Antes de empezar, se deben recordar varios detalles.

Se tienen las variables causales

A =
∂T
∂t

; B =
∂2T
∂x2 ; C = q; D =

∂T
∂x

; E = T. (5.1)

Estas variables causales tienen relaciones dadas por los modelos de transporte de calor y estas
son:

Fourier Solo se presenta simultaneidad debido a la carencia de precedencia entre variables

Ai ⇆ Bi; Ci ⇆ Di. (5.2)

MCV Se da una causalidad con el tiempo de retardo es τq. Si τq = m∆t, con m un entero positivo,
entonces

Bi → Ai+m; Di → Ci+m. (5.3)

JGK Presenta causalidad con dos tiempos de retardo τq y β. Si τq = mq∆t, y β = mβ∆t, con ambos
mq y mβ enteros positivos y además, mβ < mq, se tiene

Bi+mβ
→ Ai+mq ; Di+mβ

→ Ci+mq . (5.4)

La variable E como tal, no forma parte de ninguna relación causal o de acoplamiento debido a
que su aparición en los modelos se presenta mediante la aplicación de operadores de derivada, en
particular, el gradiente y el laplaciano. Sin embargo, nada impide obtener sus series de tiempo de
las simulaciones como se vio en la calibración numérica del Capítulo 3. El propósito de incluir en
el análisis a la variable E mediante el emparejamiento con C, es mostrar los resultados no triviales
que están fuera de la descripción causal propuesta.

Para cada modelo, Fourier, MCV y JGK se analizan las parejas {A, B}, {C, D}, y {C, E}. Para cada
modelo se estudian ciertos casos en particular, estos son:

Fourier Dos casos dependiendo el tamaño de la serie de tiempo:

Caso 1 Series de tiempo con 50001 valores.

Caso 2 Series de tiempo con 100001 valores.

MCV y JGK Cuatro casos dependiendo las series de tiempo y los respectivos tiempos de retardo:

Caso 1a Series de tiempo con 50001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de τC = 10∆t.
Para JGK, τD = 5∆t y τC = 15∆t.

Caso 1b Series de tiempo con 50001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de τC = 15∆t.
Para JGK, τD = 5∆t y τC = 20∆t.

Caso 2a Series de tiempo con 100001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de τC = 10∆t.
Para JGK, τD = 5∆t y τC = 15∆t.

Caso 2b Series de tiempo con 100001 valores. Para MCV un tiempo de retardo de τC = 15∆t.
Para JGK, τD = 5∆t y τC = 20∆t.

Las gráficas de los resultados se muestran en a Sección 5.2.

33
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5.1 Discusión

Pareja {C, E} para los tres modelos de transferencia de calor

Al observar las gráficas de las Figuras 5.3, 5.6, y 5.9, no se obtienen resultados consistentes entre
si. Para los modelos de Fourier y JGK se producen curvas que crecen y decrecen sin un patrón
aparente, mientras que para MCV, siguiendo el orden de los casos 2a → 2b → 1a → 1b, se muestra
como se forma un pico de predicción que va alcanzando su máximo en ν = 10, 8, 7 siguiendo el
mismo orden para el sentido C → E. Siguiendo esta misma idea, para MCV en el sentido E → C,
estas curvas parecen haberse recorrido a la izquierda. Al tomar la diferencia, siguiendo el mismo
orden establecido, la entropía de transferencia simbólica promedio parece oscilar respecto a la
horizontal en 0.

Estos resultados no tienen interpretación basada en la definición de causalidad o de acoplamiento
2, 1, respectivamente. Sin embargo, tampoco parecen ser transferencias de información espurias
como si fueran dos series de tiempo que no tienen relación entre sí, por tanto se motiva a preguntar
el porque de estos resultados. Una hipótesis surge de voltear a ver los algoritmos de simulación
numérica 3.1, 3.2, y 3.3. En estos algoritmos, existe retroalimentación de las variables C y/o E
debido a la aplicación de los algoritmos de Euler (·, ·, ·) y RK4 (·, ·, ·), además de ciertas contribu-
ciones al cálculo de otros factores, por tanto, esto ofrece una potencial explicación al porque no se
producen transferencias de información que puedan considerarse espurias.

Modelo de Fourier, parejas {A, B} y {C, D}
Observando las Figuras 5.1 y 5.2, se obtienen resultados muy similares entre sí y son el análogo
con el experimento 1 (4.22) de la validación: al no existir en el modelo algún tiempo de retardo, las
parejas {A, B} y {C, D} tienen una relación de simultaneidad y, por tanto, producen decrecimien-
tos de predicción. Al tomar las respectivas diferencias, simplemente se producen horizontales en
0, lo cual denota que no existe una dirección de preferencia en la transferencia de información en-
tre las variables. Por tanto, se concluye que el modelo de Fourier es el equivalente al experimento
1 de validación.

Finalmente, se debe notar las diferencias numéricas entre el Caso 1 y Caso 2 del modelo de Fourier.
Las curvas para estos casos se encuentran en el mismo orden de magnitud, pero los valores en el
que las series inician son distintos. El Caso 1 en general inicia con aproximadamente el doble de
bits transferidos que el Caso 2. Sin embargo, al recorrer las series, se muestra que el Caso 1 en
general decrece más rápido que el Caso 2. Esto puede deberse a que el tamaño de paso en el
tiempo del Caso 2 es más pequeño que el del Caso 1.

Modelo de MCV, parejas {A, B} y {C, D}
Para las parejas {A, B} y {C, D}, se obtienen las Figuras 5.4 y 5.5.

En el sentido A → B y C → D respectivamente, muestra un decrecimiento de predicción al ini-
cio para luego tener oscilaciones. En este sentido, no se puede argumentar alguna relación causal
debido a como están descritas las ecuaciones diferenciales y el tiempo de retardo del modelo. Sin
embargo, la curva, es muy similar a lo visto en los experimentos de validación con retroalimen-
tación pero atenuado, esto podría intuir que existe algún tipo de retroalimentación en el modelo
pero esto no es apreciable en las ecuaciones (3.4) y (3.5), ¿De donde viene esta curva? La posi-
ble respuesta se encuentra en el algoritmo de simulación numérica. Al revisar el algoritmo 3.2, la
aplicación de los métodos de Euler(·, ··) y RK4(·, ··) requieren del valor pasado inmediato de las
variables para el cálculo del valor presente en el tiempo, por tanto eso justifica la aparición del
decrecimiento y las oscilaciones. El porque solo oscila una o dos veces es debido a que se atenúa
mucho más rápido que en los experimentos de validación, probablemente debido a los valores
pequeños que adopta el tiempo de retardo en el cálculo.
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En los sentidos B → A y D → C se producen picos de predicción acompañados de una posterior
oscilación. En este sentido se justifica una causalidad dado el modelo de ecuaciones diferenciales
y la oscilación, siguiendo la misma hipótesis, aparece debido al algoritmo de simulación numéri-
ca.

Finalmente, al tomar la diferencia, se muestra el pico negativo correspondiente a los sentidos
B → A y D → C y oscilaciones posteriores. Esta curva puede separarse por secciones de tal
modo que se ofrece una interpretación de lo que ocurre: al inicio, la diferencia es positiva y de-
crece, hasta el cruce con 0, se puede argumentar que este es simplemente un decrecimiento de
predicción a tiempos cortos ν∆t, mientras que el pico negativo representa la causalidad del mode-
lo. La oscilación es una consecuencia del algoritmo numérico para finalmente, relajarse a 0 donde
la predicción de una variable respecto a la otra es nula.

Otro detalle a notar en cada una de las gráficas es que los Casos “b” alcanzan su máximo y mí-
nimo posteriormente a los respectivos Casos “a”, lo cual se debe a que para Casos “b” se impuso
el tiempo de retardo mayor a los de los Casos “a”. Sin embargo, al observar detenidamente estos
máximos no tienen un compartimiento que sea similar a los experimentos de validación: respec-
tivamente, el máximo debería alcanzarse en ν = 11 y ν = 16, sin embargo, para ambos casos el
máximo esta unos cuantas unidades a la izquierda.

Modelo de JGK, parejas {A, B} y {C, D}
Para el modelo de JGK se debe recordar algo importante sobre los tiempos de retardo: los tiempos
tienen un orden que es τD < τC, por tanto, se puede aplicar la transformación (2.8), con lo cual
el modelo quedaría reducido a MCV. Con esto en cuenta, los resultados esperados deberían ser
cualitativamente a los del modelo anterior. Sin embargo, hay ciertas diferencias que hay tomar en
cuenta. Es importante también recordar que el método para obtener estos resultados emplean el
algoritmo 3.3, por lo que numéricamente la simulación es distinta al modelo de MCV. Las gráficas
se muestran en las Figuras 5.7 y 5.8.

En los sentidos A → B y C → D simplemente se tienen decrecimientos de predicción, no ocu-
rren oscilaciones que realmente sean apreciables. Esta es la diferencia principal con el modelo de
MCV, la aparente “desaparición” de las oscilaciones que probablemente son atenuadas con un
forzamiento mayor.

Por otro lado, para los sentidos B → A y D → C se producen picos de predicción pero que
decrecen más lentamente comparado con MCV. Tampoco se aprecian oscilaciones.

Finalmente, para la diferencia, se obtiene una gráfica similar a MCV pero con dos diferencias
principales: la ausencia de oscilaciones y la curva tarda más en relajarse a 0.

El porqué de esta relajación lenta no es clara, pero seguramente tiene que ver con la implementa-
ción del algoritmo 3.3 que incluye expresiones más complejas debido a la existencia del tiempo de
retardo τD.

Del mismo modo, se obtiene el mismo comportamiento de los Casos “b” respecto a los “a”, como
se observó para MCV.
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5.2 Gráficas
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido A → B.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.1: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {A, B} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → D.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido D → C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.2: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, D} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → E.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido E → C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.3: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, E} del modelo de Fourier. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. µ + ε]. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido A → B.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido B → A.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.4: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {A, B} del modelo de MCV. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → D.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido D → C.

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

6

4

2

0

2

4

6

C
D

D
C

×10
2

Caso 1a
Caso 1b
Caso 2a
Caso 2b

(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.5: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, D} del modelo de MCV. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio.. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → E.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido E → C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.6: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, E} del modelo de MCV. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido A → B.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido B → A.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.7: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {A, B} del modelo de JGK. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → D.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido D → C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.8: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, D} del modelo de JGK. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.
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(a) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido C → E.
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(b) Serie de la entropía de transferencia simbólica promedio en el sentido E → C.
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(c) Serie de la diferencia de la entropía de transferencia simbólica promedio.

Figura 5.9: Series de entropía de transferencia simbólica para la pareja {C, E} del modelo de JGK. Los puntos son los
valores que toma el respectivo promedio. Las unidades son bits.



CAPÍTULO 6

Conclusiones

Dados los resultados del capítulo anterior, se tienen las siguientes conclusiones:

Las definiciones de causalidad presentes en este trabajo permitieron caracterizar hasta cierto
punto las curvas de entropía de transferencia simbólica para los modelos de Fourier, MCV y
JGK para las parejas {A, B} y {C, D}.

Se encontraron similitudes importantes entre estas curvas y las producidas por los experi-
mentos de validación

Las variaciones en el tamaño de las series de tiempo y en los tiempos de retardo traen cam-
bios en la magnitud que alcanzan las curvas de entropía de transferencia y en la ubicación
de los máximos de los picos de predicción.

Los experimentos de validación ofrecen un apoyo importante para la interpretación de las
curvas de entropía de transferencia.

Entre más experimentos de validación se diseñen, las interpretaciones serán más completas.

Variables que no entran dentro del esquema propuesto de causalidad o de acoplamiento,
como lo son {C, E} no necesariamente producen curvas de transferencia de información
espuria.

El experimento 0 de validación es fundamental para la calibración de cualquier cálculo de
entropía de transferencia.

El algoritmo mismo de simulación introduce transferencias de información en el sistema.

6.1 Trabajo a futuro
Los resultados fueron obtenidos de simulaciones numéricas. Sería interesante aplicar la mis-
ma metodología pero para resultados experimentales.

Se propone aplicar la misma metodología para simulaciones con distintos tiempos de retar-
do, en particular, de mayor magnitud que los presentes en este trabajo.

Existen otros modelos de conducción de calor, se propone aplicar la misma metodología a
otros modelos.

Para este trabajo se empleó una implementación de la entropía de transferencia simbólica,
se propone ahora emplear la entropía de transferencia con uno o varios estimadores de pro-
babilidad distintos.

No necesariamente se necesita aplicar la metodología en modelos de conducción de calor, se
pueden explorar otros modelos de otras áreas de la física.

Se proponen diseñar más experimentos de simulación

El estudio a profundidad de la pareja {C, E} está pendiente.

Este trabajo abordó los modelos cuyos parámetros α, β y sus respectivos factores que los
componen son todos constantes, queda pendiente el caso donde varios de estos parámetros
tengan dependencia de la temperatura.
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APÉNDICE A

Modelos físicos: manipulación algebraica

Como se menciona en el Capítulo 3, en este Apéndice se presenta la manipulación algebraica para
derivar las ecuaciones de tipo transporte de cada modelo de conducción de calor, así como su
respectiva adimensionalización.

Como recordatorio, la ecuación de conservación de la energía es

C
∂T
∂t

+
∂q
∂x

= 0, (A.1)

y las variables adimensionales son

x∗ =
x
L

, t∗ =
t
tc

, T∗ =
T
T0

, q∗ =
(

ktc

L

)−1
q. (A.2)

La manipulación algebraica sigue el mismo procedimiento para cada modelo: partiendo de la
ecuación constitutiva de cada modelo en particular, se combina con la ecuación de conservación
de la energía para finalmente obtener una ecuación de tipo transporte.

Para todos los casos, se considera el sistema en una sola dimensión espacial para un material
conductor térmico solido y simple.

Modelo de Fourier

La ley de Fourier es

q = −k
∂T
∂x

. (A.3)

Derivando la ley de Fourier respecto a x se tiene

∂q
∂x

= −k
∂2T
∂x2 . (A.4)

Sustituyendo A.4 en la ecuación de conservación de la energía y reescribiendo, queda

∂T
∂t

= D
∂2T
∂x2 , (A.5)

con D = kC−1

Así, la forma dimensional del modelo esta compuesta por las ecuaciones (A.3) y (A.5).

Modelo de Fourier adimensional

Aplicando las variables adimensionales a (A.3), se tiene

kT0

L
q∗ = − kT0

L
∂T∗

∂x∗
,

la cual reescribiendo y eliminando los asteriscos queda la ley de Fourier en su forma adimensio-
nal

q = −∂T
∂x

. (A.6)
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Por otra parte, aplicando las variables adimensionales a la ecuación (A.5), se tiene

T0

tc

∂T∗

∂t∗
=

DT0

L2
∂2T∗

∂x∗2 .

Basta con multiplicar tc y dividir toda la expresión por T0 para obtener

∂T
∂t

= α
∂2T
∂x2 , (A.7)

donde α = DtcL−2. Esta última ecuación es la ecuación de difusión en su forma adimensio-
nal.

Así las expresiones (A.6) y (A.7) componen el modelo adimensional de Fourier.

Modelo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV)

La ecuación constitutiva de MCV es

q + ∆tq
∂q
∂t

= −k
∂T
∂x

. (A.8)

Derivando (A.8) respecto a x se obtiene

∂q
∂x

+ ∆tq
∂2q

∂t∂x
= −k

∂2T
∂x2 . (A.9)

Por otra parte, derivando (A.1) respecto a t

C
∂2T
∂t2 +

∂2q
∂t∂x

= 0, (A.10)

con lo cual, al sustituir en (A.9) da

∂q
∂x

= C∆tq
∂2T
∂t2 − k

∂2T
∂x2 . (A.11)

Sustituyendo (A.11) en la ecuación de conservación (A.1) y reescribiendo

∂T
∂t

+ ∆tq
∂2T
∂t2 = D

∂2T
∂x2 . (A.12)

Por tanto, el modelo de MCV está compuesto por (A.8) y (A.12).

Modelo de MCV adimensional

Aplicando las variables adimensionales, la ecuación constitutiva (A.8) queda

kT0

L
q∗ +

∆tq

tc

kT0

L
∂q∗

∂t∗
= − kTo

L
∂T∗

∂x∗
,

la cual, quitando los asteriscos y reescribiendo es

q + τq
∂q
∂t

= −∂T
∂x

, (A.13)

donde τq = ∆tqt−1
c es el tiempo de retardo efectivo.

Repitiendo el proceso para (A.12), se tiene

T0

tc

∂T∗

∂t∗
+

T0∆tq

t2
c

∂2T∗

∂t∗2 =
DT0

L2
∂2T∗

∂x∗2 ,
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finalmente, retirando los asteriscos y reescribiendo

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 . (A.14)

Así, el modelo de MCV adimensional está dado por (A.13) y (A.14).

Modelo de Jeffreys

La ecuación constitutiva de Jeffreys es

q + ∆tq
∂q
∂t

= −k

[
∂T
∂x

+ ∆t∂xT
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
. (A.15)

Derivando (A.15) respecto a x se obtiene

∂q
∂x

+ ∆tq
∂2q

∂t∂x
= −k

∂2T
∂x2 + ∆t∂xT

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) . (A.16)

Sustituyendo (A.10) en (A.16) se tiene

∂q
∂x

= C∆tq
∂2T
∂t2 − k

∂2T
∂x2 + ∆t∂xT

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) . (A.17)

Finalmente, sustituyendo (A.17) en la ecuación de conservación (A.1) y reescribiendo

∂T
∂t

+ ∆tq
∂2T
∂t2 = −D

∂2T
∂x2 + ∆t∂xT

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) . (A.18)

Las ecuaciones (A.15) y (A.18) componen el modelo de Jeffreys.

Modelo de Jeffreys adimensional

Con las variables adimensionales (A.2), la ecuación constitutiva (A.15) queda

kT0

L
q∗ +

∆tq

tc

kT0

L
∂q∗

∂t∗
= − kTo

L

[
∂T∗

∂x∗
+

∆t∂xT

tc

∂

∂t∗

(
∂T∗

∂x∗

)]
,

la cual, quitando los asteriscos y reescribiendo es

q + τq
∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ τ∂xT
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
, (A.19)

donde τ∂xT = ∆t∂xTt−1
c es el tiempo efectivo de retardo para el gradiente de la Temperatura,

mientras que τq es el tiempo efectivo de retardo para el flujo de calor.

Mientras tanto, para la ecuación (A.18) se tiene

T0

tc

∂T∗

∂t∗
+

T0∆tq

t2
c

∂2T∗

∂t∗2 =
DT0

L2

∂2T∗

∂x∗2 +
∆t∂xT

tc

∂

∂t∗

(
∂2T∗

∂x∗2

) ,
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con lo cual, al retirar los asteriscos y reescribiendo es

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + τ∂xT

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) . (A.20)

Con esto, el modelo de Jeffreys adimensional está compuesto de (A.19) y (A.20).

Modelo de Guyer-Krumhansl (GK)

La ecuación constitutiva de GK es

q + ∆tq
∂q
∂t

= −k
∂T
∂x

+ l2 ∂2q
∂x2 . (A.21)

Derivando (A.21) respecto de x se tiene

∂q
∂x

+ ∆tq
∂2q

∂t∂x
= −k

∂2T
∂x2 + l2 ∂3q

∂x3 . (A.22)

Por otro lado, derivando la ecuación de conservación (A.1) dos veces respecto a x, da

∂3q
∂x3 + C

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

)
= 0. (A.23)

Sustituyendo (A.23) y (A.10) en (A.22) se tiene

∂q
∂x

= C∆tq
∂2T
∂t2 − k

∂2T
∂x2 − Cl2 ∂

∂t

(
∂2T
∂x2

)
. (A.24)

Sustituyendo (A.24) en la ecuación de conservación (A.1) y reescribiendo resulta en la ecuación de
transporte para el modelo de GK

∂T
∂t

+ ∆tq
∂2T
∂t2 = D

∂2T
∂x2 + l2 ∂

∂t

(
∂2T
∂x2

)
. (A.25)

Con lo cual el modelo de GK está dado por (A.21) y (A.25).

Modelo de GK adimensional

Aplicando las variables adimensionales (A.2) a la ecuación constitutiva (A.21) se tiene

kT0

L
q∗ +

∆tq

tc

kT0

L
∂q∗

∂t∗
= − kT0

L
∂T∗

∂x∗
+ l2 kT0

L3
∂2q∗

∂x∗2 ,

la cual, eliminando asteriscos y reescribiendo queda

q + τq
∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ λ2 ∂2q
∂x2

]
, (A.26)

donde λ = lL−1 es el número de Knudsen.

Por otro lado, aplicando las variables adimensionales a (A.25) queda

T0

tc

∂T∗

∂t∗
+

T0∆tq

t2
c

∂2T∗

∂t∗2 =
DT0

L2
∂2T∗

∂x∗2 +
l2T0

tcL2
∂

∂t∗

(
∂2T∗

∂x∗2

)
,
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la cual, retirando los asteriscos y reescribiendo queda

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + β

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) , (A.27)

con

β =
λ2

α
=

l2

tcD
. (A.28)

Así, el modelo de GK adimensional está dado por (A.26) y (A.27).



APÉNDICE B

Equivalencia entre los modelos de Jeffreys y Guyer-Krumhansl (GK)

En este Apéndice se muestra la equivalencia entre el modelo de Jeffreys y el modelo de GK para
el material conductor solido simple en una dimensión. La razón principal por la cual se puede de-
mostrar esta equivalencia bajo estas condiciones las propiedades intensivas del material, que son
la conductividad térmica k, la longitud libre media de los fonones l y el producto de la densidad
del material por capacidad calorífica a volumen constante C, son todas constantes.

Demostración y consecuencias

Se toma la ecuación de conservación de la energía (A.1) y se aplican las variables adimensionales
(A.2)

C
T0

tc

∂T∗

∂t∗
+

kT0

L
∂q∗

∂x∗
= 0,

a la cual se le retiran los asteriscos y se reescribe para obtener

∂q
∂x

= − 1
α

∂T
∂t

. (B.1)

Derivando (B.1) respecto de x se tiene

∂2q
∂x2 = − 1

α

∂

∂t

(
∂T
∂x

)
. (B.2)

Sustituyendo (B.2) en la ecuación constitutiva de GK adimensional (A.26) se tiene

q + τq
∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ β
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
, (B.3)

donde β está definido por (A.28).

Ahora se escribe nuevamente la ecuación constitutiva de Jeffreys adimensional (A.19)

q + τq
∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ τ∂xT
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
, (B.4)

Al comparar las expresiones (B.3) y (B.4), se muestra que ambas son idénticas, y por tanto

β = τ∂xT . (B.5)

Siguiendo este razonamiento, por el traductor (2.10), para el gradiente de la temperatura se tie-
ne

∂T
∂x
(
t + β

)
=

∂T
∂x

+ β
∂

∂t

(
∂T
∂x

)
. (B.6)

Por otro lado, se escriben nuevamente las ecuaciones de transporte de Jeffreys y GK adimensiona-
les (A.20) y (A.27)

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + τ∂xT

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) , (B.7)
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∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + β

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) . (B.8)

Al comparar ambas ecuaciones (B.7) y (B.8) se observa que son idénticas y de nuevo se cumple
(B.5).

Ahora, para el laplaciano de la temperatura, aplicando el traductor (2.10) se tiene

∂2T
∂x2

(
t + β

)
=

∂2T
∂x2 + β

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

)
. (B.9)

Debido a (B.6) y (B.9) y a la equivalencia entre modelos, se tiene que comparten las mismas varia-
bles causales, lo cual, supone en consecuencia que ambos modelos comparten la misma caracteri-
zación causal.



APÉNDICE C

Ejemplos de procesos correlacionados sin un posible acoplamiento

Correlación no implica causación. Usualmente, cuando se habla de medir correlación entre las
muestras de dos procesos X y Y, por lo general lo que se quiere decir es calcular el coeficiente de
correlación de Pearson, el cual está dado por

rX,Y =
∑(xi − µx)(yi − µy)√

∑(xi − µx)2 ∑(yi − µy)2
.

Así, el coeficiente de correlación se encuentra entre los valores rX,Y ∈ [−1, 1], si el valor de rX,Y
es cercano o exactamente 1 se dice que las variables están correlacionadas, mientras que si es
cercano o exactamente −1 las variables están anticorrelacionadas. Finalmente, si está cerca o es
exactamente 0, las variables no están correlacionadas.

Así, se tienen los siguientes ejemplos cortesía (Figura C.1) de tylervigen (reproducción bajo la
respectiva licencia Creative Commons).

En cada uno de los casos se tienen las series de tiempo de cada una de las variables y se calcula
su respectivo coeficiente de correlación. En todos, se muestra que las variables están correlaciona-
das al tener rX,Y > 0.75, sin embargo, es obvio que es imposible encontrar un modelo descriptivo
formal que las relacione de manera coherente, y así, proponer algún tipo de relación o causali-
dad.

Si bien es posible proponer algún modelo de regresión lineal que permita extrapolar o interpolar
valores de las variables, desafortunadamente eso solo permitiría establecer un modelo predictivo,
lo cual no explica o justifica la existencia de una relación de acoplamiento o causal.
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Figura C.1: Ejemplos de correlaciones espurias. Cortesía de https://www.tylervigen.com/spurious-correlations.



APÉNDICE D

Notación para los algoritmos de solución numérica

Al leer los algoritmos 3.1, 3.2, y 3.3, la notación empleada es clara para entender los pasos que los
componen, sin embargo, todos estos algoritmos están construidos sobre los algoritmos de Euler
y Runge-Kutta de cuarto orden. Estos métodos se expresan en el algoritmo con la notación Euler y
RK4. A continuación se da una explicación de su significado.

Algorimo de Euler

Sea una ecuación de la forma
∂y
∂t

= f
(
y, t
)

, (D.1)

se tiene su forma discreta en términos de diferencias finitas
yi+1 − yi

∆t
= f

(
yi, ti

)
, (D.2)

donde ∆t es el tamaño de paso.

Despejando yi+1, queda finalmente

yi+1 = yi + ∆t f (yi, ti). (D.3)

Escrito de esta manera, el término yi+1 se está expresando como una función dependiente de yi y
f
(
yi, ti

)
, lo cual en notación algorítmica es

yi+1 ⇐ Euler
(

yi, f
(
yi, ti

))
. (D.4)

Sin embargo, si y = y (⃗r, t), aplicar el algoritmo de Euler no solamente requiere de condiciones
iniciales, también son necesarias las condiciones de frontera. Sean Fy las condiciones de frontera,
se incluyen en (D.4) como

yi+1 ⇐ Euler
(

yi, f
(
yi, ti

)
, Fyi

)
. (D.5)

Algoritmo de RK4

Teniendo la misma ecuación (D.1), el calculo de yi+1, según el algoritmo de RK4, está dado
por

yi+1 = yi +
∆t
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (D.6)

donde se tienen los coeficientes de RK4

k1 = f (yi, ti),

k2 = f (yi +
∆t
2 k1, ti +

∆t
2 ),

k3 = f (yi +
∆t
2 k2, ti +

∆t
2 ),

k4 = f (yi + ∆tk3, ti + ∆t).

De este modo, yi+1 se expresa como una función de yi y f (yi, ti), por lo tanto en notación algorít-
mica, es

yi+1 ⇐ RK4
(

yi, f
(
yi, ti

))
, (D.7)

y agregando las condiciones a la frontera queda

yi+1 ⇐ RK4
(

yi, f
(
yi, ti

)
, Fyi

)
. (D.8)
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Notación posicional

Como se muestra en (D.4) y (D.7), el argumento está estructurado de la misma manera: en la
primera posición el estado presente de y, y en la segunda el término f . Si este orden en la notación
se respeta, puede aplicarse sin problema para ambos Euler, RK4, y en general, cualquier otro
algoritmo que tenga la misma dependencia y cuyo objetivo sea calcular iterativamente yi+1. Por
tanto, para “ahorrar tinta”, cuando no sea necesario expresar los argumentos explícitamente, la
dependencia puede expresarse como (·, ·).

Por otro lado, en el caso que incluyen las condiciones de fronteras, se incluyen en la tercera po-
sición del argumento como se muestra en (D.5) y (D.8), y por lo tanto la notación para “ahorrar
tinta” queda (·, ·, ·).



APÉNDICE E

Perfil estacionario de los modelos de conducción de calor

Se reescriben las ecuaciones adimensionales de los modelos de Fourier, MCV y JGK 3.2, 3.3, 3.4,
3.5, 3.6 y 3.7:

Fourier

q = −∂T
∂x

;
∂T
∂t

= α
∂2T
∂x2 ,

MCV

q + τq
∂q
∂t

= −∂T
∂x

;
∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 ,

JGK

q + τq
∂q
∂t

= −
[

∂T
∂x

+ β
∂

∂t

(
∂T
∂x

)]
;

∂T
∂t

+ τq
∂2T
∂t2 = α

∂2T
∂x2 + β

∂

∂t

(
∂2T
∂x2

) .
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(a) Fourier.
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(b) MCV.
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(c) JGK.

Figura E.1: Perfil de temperatura en el estado estacionario de los modelos de Fourier, MCV y JGK. Para todos los modelos,
µT = 0.1.

En el estado estacionario, las derivadas temporales se anulan y por tanto, las respectivas ecuacio-
nes de tipo transporte se reducen a

∂2T
∂x2 = 0, (E.1)

y las ecuaciones constitutivas se reducen a la ley de Fourier

q = −∂T
∂x

. (E.2)

Integrando dos veces (E.1), se obtiene la solución para la temperatura

T(x) = mx + b. (E.3)

Derivando la solución para la temperatura respecto x se obtiene el negativo del flujo de calor

∂T
∂x

= m = −q. (E.4)
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Ambas ecuaciones (E.3) y (E.4) permiten calcular exactamente T(x) y q(x) en el estado estacionario
y muestra respectivamente que la temperatura es una recta y el flujo de calor una constante que
corresponde al negativo de la pendiente de la temperatura.

Fijando las condiciones de frontera T(x = 0) = 1 + µT y T(x = 1) = 1, se fijan la ordenada al
origen y la pendiente como

b = 1 + µT , m = −µT , (E.5)

por tanto, el perfil de temperatura y el flujo de calor son

T(x) = 1 + µT(1 − x), q = µT . (E.6)

El perfil de temperatura para cada modelo se observa en la Figura E.1.

Sin embargo, la resolución puede engañar. Se procede a calcular error para la temperatura en cada
caso, el cual se define

εT = Max |Tnumerico − Tanalitico| . (E.7)

Así, para cada modelo se tiene el respectivo error:

Fourier εT ≈ 1.39 × 10−10

MCV εT ≈ 2.74 × 10−11

JGK εT ≈ 2.76 × 10−11



APÉNDICE F

Detalles de la implementación de la simulación numérica

Lenguaje

Implementación en Python empleando principalmente las bibliotecas Numba y NumPy.

Algoritmo generador de números pseudo-aleatorios (GNPA)

Para la generación del ruido, se emplea la implementación de Numpy basada en el algoritmo
GNPA Tornado de Marsenne [35]. La característica del algoritmo importante para este trabajo es que
el Tornado de Marsenne tiene un período de 219937 ≈ 4.3 × 106001, lo cual, le permite generar una
secuencia 4.3 × 106001 valores antes de repetir el patrón de valores. En este trabajo, la secuencia
más larga que se genera es de 144 × 100001 ≈ 1.44 × 107 valores, por lo cual es 5994 ordenes
de magnitud más pequeña que la secuencia que puede generar el algoritmo sin repetición del
patrón.

Mallado

Dos casos:

Caso 1 Uniformemente espaciado con 161 puntos para x ∈ [0, 1] y 50001 puntos para t ∈ [0, 1].

Caso 2 Uniformemente espaciado con 251 puntos para x ∈ [0, 1] y 100001 puntos para t ∈ [0, 1].

Tamaño de paso

Para los respectivos casos:

Caso 1 Para x es ∆x = 0.00625 y para t es ∆t = 2.0 × 10−5.

Caso 2 Para x es ∆x = 0.004 y para t es ∆t = 1.0 × 10−5.

Constantes para todos los modelos

Longitud del material L = 1

Tiempo característico tc = 1

Difusividad térmica D = 1

Número de Fourier α = 1

Número de realizaciones R = 144

Punto de interés xp = 0.2 (donde se miden las series de tiempo)

Parámetros para el modelo de MCV

Además de los casos por mallado, se tienen casos para el tiempo de retardo:

Caso a Tiempo de retardo del flujo de calor τq = τC = 10∆t.

Caso b Tiempo de retardo del flujo de calor τq = τC = 15∆t.

Parámetros para el modelo de JGK

Se tiene:

Longitud libre media de los fonones l =
√

5∆t

Tiempo de retardo para el gradiente de temperatura β = τ∂xT = τD = 5∆t/tcD

Además de los casos por mallado, se tienen casos por los tiempos de retardo del flujo de ca-
lor:
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Caso a Tiempo de retardo del flujo de calor τq = τC = 15∆t

Caso b Tiempo de retardo del flujo de calor τq = τC = 20∆t

Precisión

Float64, nombre en Python para flotante de doble precisión

Graficación

Matplotlib y Seaborn

Cálculo del error del perfil estacionario

Para el cálculo del error del perfil estacionario del Apéndice E se empleó el Caso 1 para Fourier, y
el Caso 1a para MCV y JGK.

Código

Se tienen dos repositorios: uno para Fourier, y otro para MCV y JGK. Cada repositorio esta prin-
cipalmente compuesto de un un módulo solver que permite para realizar la simulación numérica
y de una serie numerada de notebooks que deben ejecutarse en orden. Desde la generación de la
muestra del ensamble de fronteras EFR y parámetros básicos para la simulación; pasando por
pruebas rápidas, generación de realizaciones, calibración, cálculo de la entropía de transferencia
simbólica; y finalmente, los resultados, cada notebook representa un paso importante para el es-
tudio.

El código se encuentra disponible en:

Fourier https://github.com/tri-ntropy/causalidad-f

MCV y JGK https://github.com/tri-ntropy/causalidad-cg

https://github.com/tri-ntropy/causalidad-f
https://github.com/tri-ntropy/causalidad-cg


APÉNDICE G

Diccionarios de símbolos

Sean dos series de tiempo X y Y dadas por

X(t) ∼ N (µ = 0, σ = 0.4); Y(t) ∼ UZ(Vmin = 1, Vmax = 6),

donde N denota la distribución normal con µ es el promedio y σ es la desviación estándar, mien-
tras que UZ denota una distribución uniforme de valores enteros discreta con Vmax el valor mínimo
que toma y Vmin el valor mínimo. De esta manera, X es ruido blanco y Y un dado común justo de
seis caras.

Sea t ∈ [0, 1] con n = 63 pasos en el tiempo, para una realización en particular del ruido blanco
y el dado de seis caras se tienen las figuras G.1 y G.2. En las gráficas, los puntos representan los
valores que se toman en cada paso de la serie de tiempo, mientras que la línea punteada solo está
presente para facilitar el seguimiento de la serie y por mera estética.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

X

Figura G.1: Ruido blanco Gaussiano generado por N (µ = 0, σ = 0.4)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
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2
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5

6

Y

Figura G.2: Secuencia de tiradas de un dado de seis caras generado por UZ(Vmin = 1, Vmax = 6)

Para el caso del ruido blanco, se observa que no tiene valores repetidos, mientras que para el caso
del “dado” si se llegan a repetir valores de forma consecutiva. Estas series fueron escogidas de
esta manera para mostrar como son los diccionarios D̂m para ambos casos.

Por conveniencia, los símbolos que se eligen para componer los D̂m son la cadena de caracteres
correspondientes al ranking, así, por ejemplo para m = 3, los símbolos para denotar decrecimien-
to y crecimiento total son ’321’ y ’123’ respectivamente, mientras que para m = 4 son ’4321’ y
’1234’.
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Para estos símbolos, ’1’ corresponde con el valor más bajo del ranking mientras que ’3’ o ’4’ corres-
ponde con el valor más alto. Así, en el caso que se repitan tres o cuatro valores seguidos se tiene
’111’ o ’1111’, según m.

Con está descripción de los diccionarios, se simbolizan las series X y Y, y se muestran a continua-
ción.

— Para X̂ y m = 3:

Serie de símbolos { ’312’ ’123’ ’132’ ’321’ ’213’ ’123’ ’231’ ’312’ ’231’ ’312’ ’132’ ’321’ ’213’ ’132’
’321’ ’213’ ’231’ ’312’ ’231’ ’312’ ’123’ ’123’ ’132’ ’321’ ’213’ ’132’ ’321’ ’213’ ’231’ ’213’ ’132’
’312’ ’123’ ’132’ ’213’ ’231’ ’312’ ’123’ ’231’ ’321’ ’213’ ’231’ ’312’ ’132’ ’321’ ’321’ ’213’ ’123’
’132’ ’213’ ’132’ ’321’ ’312’ ’132’ ’321’ ’321’ ’213’ ’132’ ’312’ ’123’ ’231’ }

Tamaño de la serie de símbolos 61 símbolos

Diccionario {’123’ ’132’ ’213’ ’231’ ’312’ ’321’}

Tamaño del diccionario 6 símbolos

— Para X̂ y m = 4:

Serie de símbolos { ’4123’ ’1243’ ’2431’ ’3214’ ’2134’ ’1342’ ’3412’ ’4231’ ’2413’ ’4132’ ’1432’ ’3214’
’2143’ ’1432’ ’3214’ ’3241’ ’2413’ ’4231’ ’2413’ ’4123’ ’1234’ ’1243’ ’2431’ ’4213’ ’3142’ ’1432’
’4213’ ’3241’ ’2314’ ’3142’ ’1423’ ’4123’ ’1243’ ’1324’ ’3241’ ’2413’ ’3124’ ’1342’ ’3421’ ’3214’
’3241’ ’2413’ ’4132’ ’1432’ ’4321’ ’3214’ ’2134’ ’1243’ ’1324’ ’3142’ ’1432’ ’4312’ ’4132’ ’2431’
’4321’ ’3214’ ’3142’ ’1423’ ’4123’ ’2341’ }

Tamaño de la serie de símbolos 60 símbolos

Diccionario { ’1234’ ’1243’ ’1324’ ’1342’ ’1423’ ’1432’ ’2134’ ’2143’ ’2314’ ’2341’ ’2413’ ’2431’ ’3124’
’3142’ ’3214’ ’3241’ ’3412’ ’3421’ ’4123’ ’4132’ ’4213’ ’4231’ ’4312’ ’4321’ }

Tamaño del diccionario 24 símbolos

— Para Ŷ y m = 3:

Serie de símbolos { ’221’ ’213’ ’123’ ’231’ ’312’ ’231’ ’211’ ’112’ ’132’ ’321’ ’321’ ’213’ ’132’ ’212’
’123’ ’122’ ’111’ ’111’ ’221’ ’321’ ’211’ ’112’ ’121’ ’321’ ’212’ ’123’ ’123’ ’123’ ’231’ ’321’ ’213’
’122’ ’221’ ’312’ ’123’ ’132’ ’321’ ’321’ ’211’ ’112’ ’132’ ’321’ ’213’ ’132’ ’312’ ’123’ ’122’ ’221’
’212’ ’123’ ’231’ ’312’ ’123’ ’122’ ’221’ ’211’ ’112’ ’132’ ’312’ ’121’ ’213’ }

Tamaño de la serie de símbolos 61 símbolos

Diccionario {’111’ ’112’ ’121’ ’122’ ’123’ ’132’ ’211’ ’212’ ’213’ ’221’ ’231’ ’312’ ’321’}

Tamaño del diccionario 13 símbolos

— Para Ŷ y m = 4:

Serie de símbolos { ’2213’ ’2134’ ’1342’ ’2413’ ’4231’ ’2311’ ’2113’ ’1132’ ’1432’ ’4321’ ’4213’ ’2132’
’1323’ ’2123’ ’1233’ ’1222’ ’1111’ ’2221’ ’3321’ ’3211’ ’2113’ ’1121’ ’2321’ ’3212’ ’2123’ ’1234’
’1234’ ’1231’ ’3421’ ’3214’ ’2133’ ’1221’ ’3312’ ’4123’ ’1243’ ’1432’ ’4321’ ’3211’ ’2113’ ’1132’
’2431’ ’3214’ ’3142’ ’1423’ ’4123’ ’1233’ ’2331’ ’2212’ ’2123’ ’2341’ ’3412’ ’4123’ ’1233’ ’2331’
’2211’ ’2113’ ’1132’ ’1423’ ’3121’ ’1213’ }

Tamaño de la serie de símbolos 60 símbolos

Diccionario { ’1111’ ’1121’ ’1132’ ’1213’ ’1221’ ’1222’ ’1231’ ’1233’ ’1234’ ’1243’ ’1323’ ’1342’ ’1423’
’1432’ ’2113’ ’2123’ ’2132’ ’2133’ ’2134’ ’2211’ ’2212’ ’2213’ ’2221’ ’2311’ ’2321’ ’2331’ ’2341’
’2413’ ’2431’ ’3121’ ’3142’ ’3211’ ’3212’ ’3214’ ’3312’ ’3321’ ’3412’ ’3421’ ’4123’ ’4213’ ’4231’
’4321’ }
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Tamaño del diccionario 42 símbolos

Como era de esperarse, para la serie de símbolos del ruido blanco que no repite ningún valor, el
tamaño de los diccionarios es de m!, mientras que para el dado con valores repetidos consecutivos,
los diccionarios son de mayor tamaño, y curiosamente, para el caso m = 4 parece que están ausen-
tes los símbolos ’1332’ y ’1324’, además de otros. De este modo se muestra que, aunque se pueda
calcular teóricamente la cantidad de símbolos que compone un diccionario dado m, depende de
la serie símbolos para determinar el diccionario.
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