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Resumen

Se presenta un estudio tedrico sobre la dindmica de una gota de fluido en gravedad cero ante
perturbaciones. El fluido de trabajo es viscoso y eléctricamente conductor no magnetizable
en presencia de un campo magnético uniforme. La metodologia analitica estd basada en un
estudio sobre el comportamiento puramente hidrodindmico (Aalilija et al. [1]). El enfoque
MHD consiste en incorporar la fuerza de Lorentz en la ecuacion de balance de momento lineal
(ec. de Navier-Stokes) y obtener la ecuacion de balance de energia para encontrar la funcién de
deformacion en el régimen lineal que depende del tiempo para diferentes modos de oscilacion.
La solucién analitica MHD no ha sido reportada previamente en la literatura cientifica y se
da a conocer explicitamente en este trabajo por primera vez. Por otra parte, se hace uso del
método numérico smoothed particle hydrodynamics de particulas Lagrangianas para resolver el
modelo MHD 3D que rige la dindmica completa de la gota esférica conductora. Para resolver
el modelo MHD, se desarrolla un c6digo numérico basado en [2]. El cédigo fue escrito en
Fortran y paralelizado con la plataforma CUDA. El método numérico fue validado con distintos
casos de flujo hidrodindmico y MHD. Para el caso de estudio, los resultados de la simulacién
SPH concuerdan cuantitativamente con la solucién analitica. El presente estudio muestra que el
comportamiento de la gota depende de la viscosidad y la conductividad eléctrica del sistema,
y del campo magnético impuesto, los cuales estdn cuantificados en la tasa de amortiguamiento

viscoso y en la tasa de amortiguamiento magnético derivado del efecto Joule.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de “esferas de fluido que oscilan” (oscillating fluid globes) es un problema clasico
en la mecdnica de fluidos, fue estudiado analiticamente por Sir Lamb en 1932 [3]. Lamb no
desarroll6 una solucién exacta pero analiz6 las oscilaciones del sistema cuando la interface del
globo (gota) se perturba por alguna fuerza externa y calculd la tasa de amortiguamiento viscoso
a través de un método disipativo usando sélo un flujo irrotacional. Fue hasta 1968 cuando Miller
& Scriven desarrollaron una solucién exacta en gotas de fluido sumergidos en otro fluido [4],
obteniendo una tasa de amortiguiamiento viscoso similar a la encontrada por Lamb. El estudio
de efectos viscosos sobre pequenas oscilaciones de una masa de fluido de forma esférica es
igual al problema de los efectos de la viscosidad sobre ondas oscilatorias de aguas profundas,
esto fue demostrado analiticamente por Wang & Joseph en 2006 [5] donde usaron la teoria de
flujos potenciales viscosos (FPV) para replicar los resultados descritos por Lamb con excelentes
resultados. La teoria FPV fue descrita por primera vez por G. Gabriel Stokes en 1851 [6] donde
muestra los efectos de la viscosidad sobre atenuacién de ondas de pequeiias amplitudes sobre
una interface fluido-gas. Se considera un flujo potencial por la teoria FPV aquel fluido viscoso
cuya velocidad es irrotacional, la presion estd dada por la ecuacion de Bernoulli y la compo-
nente normal del tensor de esfuerzos viscosos se evalua sobre el mismo flujo irrotacional. Mds
tarde en 2020, una gota de fluido viscoso en gravedad cero que oscila alrededor de su posicién
de equilibriio debido a una deformacion inicial, fue estudiado tedricamente por A. Aalilija et
al. [1] donde utiliz6 la teoria FPV para encontrar la tasa de amortiguamiento por viscosidad
sobre la gota a diferentes modos de oscilacién. Los resultados concuerdan tedricamente con
lo encontrado por Sir Lamb en 1932, ademds se pudo encontrar una expresion analitica de la
forma de la interface agua-gas que no pudo describir Lamb, incluso una solucién numérica del

problema fue presentada por A. Aalilija ef al. a través del método de elementos finitos (MEF)
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que contrasta la teoria analitica FPV con excelentes resultados.

Por otra parte, el estudio de gotas de fluido eléctricamente conductor en presencia de campos
magnéticos es muy interesante. Los metales conducen efectivamente las corrientes eléctricas
debido a su configuracién atémica y molecular, esta caracteristica aiin se mantiene en su es-
tado liquido. El metal liquido ha sido objeto de estudio en las ultimas décadas a raiz de la
explosion tecnoldgica. Las aplicaciones son muy variadas tales como disipadores de calor en
reactores nucleares, bombas de fluido, baterias y leviatacion de metal liquido. Se han realizado
numerosos experimentos sobre un flujo de metal liquido que fluye en un canal donde se impone
un campo magnético localizado [7, 8]; en ellos se observa el frenado magnético. El campo
tedrico encargado del comportamiento de este sistema es la magnetohidrodnamica (MHD). La
magnetohidrodindmica es un drea de los medios continuos que estudia el comportamiento de
flujos de fluidos eléctricamente conductores que se mueven relativos a un campo magnético; un
fluido bajo estas condiciones genera una fuerza electromotriz FEM en todo el dominio debido a
la ley de induccion de Faraday que es proporcional a la velocidad relativa y al campo magnético.
Las corrientes eléctricas inducidas por el movimiento del fluido generan un campo magnético
inducido debido a laley de Ampere, el cual se suma al campo mangético externo que puede verse
drasticamente alterado. Finalmente, ambos campos magnéticos interactian con las corrientes
inducidas lo que da lugar a la fuerza de Lorentz, la cual generalmente actua en sentido contrario
al movimiento del flujo de fluido, a este fendmeno se le conoce como “frenado magnético” [9].
En 1979, J. Walker estudi6é por primera vez el comportamiento de gotas de metal liquido en
presencia de campos magnéticos [10] y se concluy6 que la fuerza electromagnética resultante
actia en sentido opuesto a la direccién del movimiento de la gota sin importar el signo del
gradiente del campo magnético impuesto, comportdndose como un arrastre electromagnético.
Mas recientemente, el estudio numérico de una gota de metal liquido que cae en presencia de un
campo magnetico externo fue elaborado por Tagawa en el afno 2005 [11], donde la gota impacta
sobre una capa delgada del mismo material, encontrando que para campos magnéticos intensos
la dispersion del impacto se reduce, ademds se crea un pequeiio bulto en la superficie libre

después del impacto.

El estudio numérico de la superficie libre de fluidos es un gran reto para los métodos basados

en mallas (Eulerianos), siendo la principal razén el hecho de que el dominio de simulacién no
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se puede deformar para replicar la evolucién temporal de la interface. Los métodos basados
en particulas (Lagrangianos), en conjunto, pueden deformarse y adaptarse a la topologia de
los cuerpos de frontera, por esta razén €stos métodos son mejores que aquellos mallados para

estudiar la dindmica de la superficie libre de fluidos.

El enfoque Euleriano es el cominmente utilizado por la comunidad cientifica para el CFD
(Computational Fluid Dynamics) siendo los métodos computacionales por mallas mas utiliza-
dos los de volumen finito, diferencias finitas y elemento finito. La mayor dificultad al usar un
método mallado es la consistencia, el tratamiento de las interfaces, las geometrias complejas y
los cambios topoldgicos. Existen técnicas para tratar con estos problemas como el remallado,

sin embargo el costo computacional puede incrementar exponencialmente.

Fig. 1.1 Simulacién de una ola que incide sobre una plataforma petrolera utilizando el método La-
grangiano SPH, DualSPHysics 2012 [12]. Se simulé mas de mil millones de particulas de fluido aceler-

ados por un piston de frontera que no aparece en escena .
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Por otra parte, el enfoque Lagrangiano consiste en discretizar el dominio a través de particulas
con masa y volumen localizadas en el tiempo y en el espacio, cada particula recibe su propiedad
a cada instante de tiempo. El método Lagrangiano sin mallas esta siendo cada vez més utilizado
por la comunidad cientifica debido a sus multiples beneficios sobre aquellos por mallas, por lo
que se pueden tratar situaciones donde existen cambios topoldgicos como los obstaculos méviles
tales como las compuertas y los pistones, geometrias complejas cuyas formas estdn trazadas
principalmente por particulas, ademds de la facil paralelizacion debido a que las propiedades
de las particulas pueden ser calculadas de manera independiente. En un enfoque Lagrangiano
para la CFD, la superficie libre de un fluido se resuelve de manera natural, el comportamiento
preciso de la superficie puede verse bien simulado con el modelo tedrico adecuado; el método
numérico debe resolver las ecuaciones dominantes de conservacion en su forma lagrangiana.
El tratamiento numérico Lagrangiano que da mejores resultados es el llamado SPH (Smoothed
Farticle Hydrodynamics), donde una funcion kernel de interpolacion regula el comportamiento
de cada particula localmente a través de un radio de accion finito, k4. El método SPH es un
método numérico de bajo orden, es decir que el error en el método va como la longitud de

accién, o también conocido como longitud de suavizado, ~ O((kh)?).

Sin embargo, los modelos Lagrangianos se dejaron de lado a favor de los modelos Eulerianos por
mucho tiempo debido a su alto costo computacional, ya que el enfoque Euleriano era mds sencillo
y preciso. Actualmente, el avance tecnoldgico permite contar con multi-procesadores capaces
de ejecutar mutiples hilos de ejecucion a la vez y las diferentes técnicas de paralelizacion, hacen
posible el uso de los métodos por particulas. La plataforma CUDA por NVIDIA hace posible
simular mas de un millén de particulas en la discretizacién del dominio de manera estable [13].
El método SPH fue desarrollado a finales de 1970 para el estudio del comportamiento de sis-
temas astrofisicos en los que no era posible usar los métodos por mallas debido a las condiciones
de frontera [14]. Después, fue adaptado para el modelado de medios eldsticos [15]. Fue rapida-
mente mejorado para ser aplicado a los fluidos, primero para flujos débilmente compresibles,

después para fluidos altamente compresibles y por ultimo para fluidos incompresibles [16] [17].

El método SPH para estudiar la dindmica de fluidos débilmente compresibles ha sido optimiza-
dos con el paso del tiempo; existen un sin fin de programas para simular escenarios tales como

el estudio de olas y disefio de rompe olas; por ejemplo el programa “SPHysics” fue presentado
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por primera vez a principios del afio 2004 en la Universidad de Vigo en Espaiia [18] para el
tratamiento de problemas en el drea de ingenieria de costas. Posteriormente el proyecto fue
mejorado y se extendio a otras aplicaciones tales como flujos multifasicos, estructuras flotantes
y partes moviles tales como propelas [19, 20]. Dicho software altamente optimizado fue fi-
nalmente nombrado como “DualSPHysics”, ademds se agregd la posiblidad de usar multiples
nodos de procesamiento y GPUs usando NVIDIA CUDA para la paralelizacion de los célculos.
En la figura 1.1 se presenta un ejemplo de los resultados de DualSPHysics donde se muestra el

impacto de una ola sobre una plataforma petrolera.

En este trabajo, se utiliza la teoria magnetohidrodindmica para estudiar la dindmica de gotas
de fluido viscoso y eléctricamente conductor que se deforman en una elipsoide en presencia
de un campo magnético constante y uniforme en gravedad cero. La tasa de amortiguamiento
por efectos magnéticos encontrado en este trabajo, no ha sido reportado previamente y se da a
conocer por primera vez. Ademds, se resuelven numéricamente las ecuaciones fundamentales de
la MHD para modelar la dindmica de la superficie libre de la gota de fluido conductor y viscoso
bajo perturbaciones de baja amplitud y bajo un campo magnético uniforme cuya direccion
coincide con el eje de simetria. El método utilizado es el método Lagrangiano smoothed particle
hydrodynamics (SPH) descrito por Dutra F. [2] donde las particulas Lagrangianas interactian
entre si a través de la ecuacion de Navier-Stokes para flujos débilmente compresibles. Los
resultados de la simulacion contrastan muy bien cuantitativa y cualitativamente con la solucién

analitica.



Capitulo 2

Marco tedrico

En este capitulo se presenta un compendio de las ecuaciones fundamentales de la teoria mag-
netohidrodindmica, dicha teoria es necesaria para el estudio de la dindmica de la gota de fluido

conductor que se desarrollard en capitulos siguientes.avie

2.1 Ecuaciones de la Hidrodinamica

2.1.1 Ecuacion de Conservacion de Masa

Una cantidad de fluido de masa m en un volumen V arbitrario tiene una densidad p = m/V. La
ley de conservacion de masa establece que el cambio en el tiempo ¢ de la cantidad de masa debe

Ser exactamente cero, esto €s

D
— [ pdvV =0, 2.1
Dt/Vp (2.1)

donde el operador D /Dt = d/dt+u-V es la derivada material siendo u es el vector velocidad del

fluido medido desde un sistema de laboratorio. Utilizando el teorema del transporte de Reynolds

[21] sobre la ecuacién (2.1) se obtiene
0
L1V (o

/Var

dado que V es un volumen arbitrario, el argumento de la integral es identicamente cero, es decir

dv =0, (2.2)

op 3
P4y (pw=0 (2.3)

usando la definicion de derivada material y después de un poco de dlbegra
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E = —pV 1 (24)

En esta forma se mezcla la notacién Lagrangiana® con la Euleriana?. Frecuentemente se
escribre de esta manera para manipular y reducir las ecuaciones gobernantes de los fluidos a
formas alternas. Las simulaciones Smoothed Particle Hydrodynamics utilizan la forma (2.4) con

muy buenos resultados [22, 23].

2.1.2 Ecuacion de Balance de Momento

El momento lineal en un volumen de control V es p = fV pudV. Se considera que existe un
balance entre las fuerzas de superficie Fy,;, sobre el volumen V, i. e. friccion, fuerzas de cuerpo
o externas F,,; tales como la gravedad, coriolis, electromagnéticas, flotacion, etc. y el cambio
temporal del momento lineal. La expresion matemadtica resultante de la segunda Ley de Newton

aplicada al volumen V es

D
D_t ‘/V.OUdV = Fsup +F.y,

:/PdS+/pde. (2.5)
N 14

donde la fuerza por unidad de superficie P puede ser escrito como el producto punto del fensor
de esfuerzos por la normal a la superficie que encierra el volumen de control, es decir P = oA
Usando nuevamente el teorema de Reynolds y el teorema de Gauss para el primer término del

lado derecho de (2.5), la ecuacidn (2.5) es reescrita como

0
J[Pe m

donde uu := u;u; es un tensor. Después de algo de algebra, eliminando términos e igualando el

dV = / V.-adV + / ofdv, (2.6)
\%4 |4

integrando se obtiene la ecuacidn de conservaciéon de momento Lagrangiano,

D o
pD—ltl —V. &+ pf. 2.7)

! La descripcion Lagrangiana se distingue debido a que el sistema de medicion estd montado sobre la particula,

por lo tanto las cantidades como la velocidad, presion, temperatura, etc son dependientes tinicamente del tiempo.
2 En la descripcion Euleriana se considera un volumen de control que estd fijo en el espacio de modo que las

variables dependientes como la velocidad, presion, temperatura, etc. son funciones de las coordenadas espaciales

y el tiempo.
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La forma final de la ecuacién (2.7) depende de la forma del tensor de esfuerzos, o . Por ejemplo,

para un fluido Newtoniano el segundo término del lado derecho de (2.7) tiene la forma

V.o :=-Vp+uVu, (2.8)

donde p es la presion termodindmicay u es la viscosidad dindmica; la presion puede ser conocida
a través de una ecuacion de estado para un método de resoluciéon Lagrangiana. Sustituir (2.8) en

(2.7) da lugar a la llamada ecuacion de Navier-Stokes.

2.1.3 El modelo de Tensién superficial

La tension superficial es una caracteristica inherente de la interface de los fluidos. En la interface
las moleculas de fluido experimentan una fuerza desigual de atraccién. El método de fuerza
superficial en el continuo fue desarrollado por Brackbill en 1992 [24]. La fuerza debido a la

tension que actda sobre la superficie del fluido por unidad de area interfacial estd dado por

of(r) = oykiide + Vo, (2.9)

donde p es la densidad del fluido, « es la curvatura de la interface, 71 es el vector normal que
apunta hacia adentro del dominio del fluido, é. es una funcién que alcanza su maximo valor
en la interface y es cero en el resto del dominio de fluido y o es el coeficiente de tension
superficial que puede ser variable a lo largo de la interface. El segundo término del lado derecho
de la ecuacién (2.9) indica que el fluido se mueve desde donde hay menor tensién superficial
hacia donde hay mayor tension. A la expresion (2.9), se le conoce como modelo de curvatura
explicita, su finalidad es minimizar el drea y por esta razén el modelo de curvatura explicita tiene
problemas en aquellas zonas donde la curvatura es muy grande como “picos” pronunciados o
“puntas” en la geometria de la interface, por eso en [25] se propone un modelo mds sencillo de

tension superficial donde no hay explicitamente una curvatura, la fuerza estd dado por

f., = —ym(n, —np)de, (2.10)

donde los subindices denotan que la fuerza se ejerce desde b a a y n es la normal de la interface

en ese punto, y es un pardmetro que debe ser calibrado3 y 6, es la misma funcioén que en el

3 No confundir con el coeficiente de tension superficial o.
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modelo de curvatura explicita. A este modelo se le llama aproximacion sin curvatura. Se debe

notar que en geometrias planas, la fuerza de tension superficial evaluada con (2.10) es cero.

2.2 Teoria Electromagnética

En esta seccidn se recuerdan las leyes fundamentales de la teoria electromagnética para derivar
las ecuaciones fundamentales de la magnetohidrodindmica en la siguiente seccidn. Estas leyes
son las de Gauss para el campo magnético, de Ampere y de Faraday. La ley de Gauss para
el campo eléctrico no es relevante en MHD. Adicionalmente se debe considerar una ecuacién

constitutiva conocida como ley de Ohm.
La ley de Ampere,

VxB=ul, (2.11)

describe la relacion entre el campo magnético B y la densidad de corriente eléctrica J, donde esta
relacion es proporcional a través de la constante u es la permeabilidad magnética del medio. Si
C es una curva cerrada en el espacio y S es una superficie delimitada por dicha curva, entonces

la ley de Ampere se puede escribir como

jfB-dlzu/J-dS, (2.12)
C S

usando el teorema de Stokes para el lado izquierdo de (2.12) se obtiene la ecuacién (2.11).

La ley de Faraday,

OB
% _ _VxE. 2.13
o1 % 2.13)

La ley de Faraday habla sobre la generacion de una fuerza electromotriz (FEM) que desplaza las
cargas eléctricas en un medio conductor debido a dos fendmenos, 1) una variacién temporal del
campo magnético y ii) el movimiento del conductor eléctrico dentro de un campo magnético.
Nuevamente, si C es una curva cerrada en el espacio y S es cualquier superficie que abarca esa

curva, entonces la ley de Faraday se puede escribir en términos de la FEM como
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EM:fEfﬂ:—i/Bd& (2.14)
c dt Js

usando el teorema de Stokes para el lado derecho de (2.14) se obtiene la ecuacién (2.13). Aqui
E, es el campo eléctrico efectivo E, = E4+uXxB con u la velocidad del medio conductor asociado

a elemento dl.
La ley de Ohm

J=0(E+uxB), (2.15)

describe la distribucién de la densidad de corriente eléctrica J en un conductor eléctrico con
conductividad o~ que se mueve con velocidad u relativo a un campo magnético B y con un campo
eléctrico E. Si el segundo término es cero debido a la ausencia de movimiento del conductor y/o
que no hay un campo magnético externo, la ley de Ohm se reduce a J = o E que es la distribucioén
de la densidad de la corriente eléctrica en un medio conductor estdtico, proporcional al campo

eléctrico que desplaza a las cargas eléctricas.
Ademés de las leyes anteriores se debe de tener encuenta la ley de Gauss para el campo magnético

V-B=0, (2.16)

esta expresion dice que no existen fuentes o sumideros de campo magnético, las lineas de campo
magnético siempre dibuja una curva cerrada en el espacio de manera global, es decir, fiscamente
jno existen monopolos magnéticos 6 cargas magnéticas! Ademads, si se aplicaV-(VxB) =0a

la ley de Ampere, se obtiene

vV-J=0, (2.17)

de la misma forma no existen fuentes o sumideros de densidad de corriente eléctrica, aqui esta

expresion significa fisicamente que la carga eléctrica se conserva#*.

4 Esta expresion es valida s6lo cuando el cambio temporal en la densidad de carga eléctrica de desplazamiento p, es

desprecialbe de modo que la correccién de Maxwell a ley de Ampere que introduce la corriente de desplazamiento

. .. P Lot IPpe
deja a la ecuacién de la conservacion de la carga eléctrica como V - J + ap; =0.
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2.3 Teoria Magnetohidrodinamica (MHD)

En esta seccion se acopla la teoria hidrodindmica con la teoria electromagnética no relativista
(cuando la velocidad caracteristica del sistema es mucho menor a la velocidad de laluz, U << ¢)
de la siguiente forma. Si se aplica el operador rotacional a la ley de Ohm (2.15) y sustituyendo
el campo eléctrico y la densidad de corriente con la ley de Faraday (2.13) y Ampere (2.11)
respectivamente, se obtiene

0B

1
— =VXx(uxB)-—Vx(VxB), (2.18)
ot HoO

después de algo de dlgebra, aplicando la ecuacion (2.16) e identificando la derivada material
para el campo magnético, se obtiene finalmente
DB

1
57 =B-Vu-(V-wB+ —V’B, (2.19)
1 Moo

que es la ecuacion de transporte de campo magnético, se puede definir n7,,, = /ﬁ como el coe-
ficiente de difusion magnética. La ecuacion (2.19) nos dice que el campo magnético se puede
transportar dentro del conductor, nétese que el segundo término del lado derecho dice que el
campo puede crecer o disminuir debido a la compresibilidad del conductor. Para un medio per-
fectamente conductor, i. e. o — ooy por lo tanto 17, — 0, el tercer término del lado derecho es
cero (difusién nula de campo magnético); en este punto el campo magnético es completamente
transportado por la conveccion del fluido conductor, algunos autores se refieren a este fendmeno
como ‘“‘congelaciéon de campo mangético en el conductor” debido a que el acoplamiento del
campo magnético y del campo de velocidades es total [9, 7]. Este comportamiento estd cuantifi-
cado en el nimero de Reynolds magnético R,,, = g—nf donde intervienen U que es la velocidad
caracteristica del sistema y L que es la longitud caracteristica del sistema. Si el nimero de

Reynolds magnético es muy pequefio entonces la difusién de campo magnético es considerable.

La ecuacién de balence de momento (2.7) se acopla con el electromagnetismo a través de la

fuerza de cuerpo electromagnética, es decir, la fuerza de Lorentz,

Fyup = J X B, (2.20)

Para un fluido con baja conductividad eléctrica la fuerza de Lorentz debido a las corrientes

inducidas es despreciable, por lo tanto J = Jo y B = By, donde Jj son la densidad de corriente
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aplicada (en caso de que exista) y By es el campo magnético aplicado externamente. El campo
magnético debe satisfacer la condicién de la inexistencia de monopolos magnéticos (2.16). Con
éste andlisis, la fuerza de Lorentz (2.20) es completamente conocida cuando existe una corri-
ente inyectada. Por el contrario, para un fluido con alta coductividad eléctrica, las corrientes
inducidas no pueden ignorarse, en consecuencia deben agregarse a la densidad de corriente
eléctrica impuesta, J = Jo + j, donde j es la densidad de corriente eléctrica inducida. A su
vez, la corriente eléctrica total genera un campo magnético inducido b como consecuencia de la

ley de Ampere (2.11), el cual debe ser agregado al campo magnético impuesto, esto es B = Bo+b.

2.3.1 Ecuacién de transporte para b

A partir de la ecuacién de transporte magnético (2.19), asumiendo que B = By + b la ecuacién
(2.19) permite encontrar la ecuacién de transporte para el campo magnético inducido b, que
tiene la forma

Db

— =Bo-V)u+(b-V)u—(V-u)By— (V-u)b+ vab. (2.21)
Dt HoO™

Una vez conocido el campo magnético inducido, las corrientes inducidas j son conocidas a

través de ley de Ampere,

1
j= u_ov x b. (2.22)

En el caso donde la frontera es eléctrimente aislante, se establece la condicién de frontera
jar)-a=0, (2.23)

para la densidad de corriente eléctrica, donde I" y 72 denotan la frontera de la superficie y vector
normal correspondiente a la interface, respectivamente. Ademds se debe satisfacer la ley de

conservacion de la carga eléctrica para las corrientes inducidas tal que

V-j=0. (2.24)

Asi mismo, el campo magnético inducido debe satisfacer que
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V-b=0, (2.25)
esto es la inexistencia de monopolos magnéticos y ademads

lim b(r) =0, (2.26)
r—oo

lo que establece que el campo magnético inducido se anula en un punto muy alejado del espacio.

2.4 Ecuaciones fundamentales de la MHD con tension superficial

Para estudiar la dindmica de la gota de fluido viscoso y conductor eléctrico que se perturba en
presencia de un campo magnético uniforme de manera numérica, se debe establecer el sistema
de ecuaciones bdsicas que rigen el comportamiento del sistema. En esta seccion se resume las

ecuaciones previamente vistas como

L= _pV.u, 2.27
YR (2.27)
D \Y 1 1
P P Vu+—jxBy+—jxb+ a5, 1 g, (2.28)
Dt P p P p
Db 1 o
— =(Bo-V)u+(b-V)u-(V-u)By— (V-ub+—V-b, (2.29)
Dt Moo
k=-V-i, (2.30)
.1
j=—Vxb, (2.31)
Ho
V-b=0, (2.32)

donde p es la densidad, u el vector velocidad, g es el vector gravedad, p es la presion, g es la
permeabilidad magnética del vacio, 0, es la conductividad eléctrica del fluido, j es el vector
de densidad de corriente eléctrica inducida, By es el campo magnético externo, b es el campo
magnético inducido, o es el coeficiente de tension superficial, « es la curvatura de la interface
del fluido, 7 es el vector normal de la superficie del dominio del fluido y d. es una funcion que

es distinta de cero en la interface del fluido cuya dimensién es [m~!']. Al cojunto del sistema
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de ecuaciones acopladas (2.27)-(2.32) se les llama ecuaciones fundamentales de la MHD con
fuerzas externas, las cuales describen el comportamiento de un fluido viscoso y eléctricamente
conductor que fluye en presencia de un campo magnético externo arbitrario bajo la influencia
de la gravedad. Se considera la tension superficial como una fuerza externa y no se considera
una densidad de corriente eléctrica externa. Los valores para la gravedad g y para el campo
magnético externo By son conocidas explicitamente. La presiéon p puede ser conocida a través
de una ecuacion de estado. La funcién 6. se conoce dependiendo de su tratado, por ejemplo
en [26] se establece como 0, = ﬁ donde n es el vector normal en la superficie del fluido que
es conocido. De esta manera, el sistema (2.27)-(2.32) cuenta con 5 variables u, b, k, py jy 5
ecuaciones sin contar la ecuacion (2.32) para el campo magnético inducido que necesariamente

se debe satisfacer.

2.5 Analisis tedrico de la deformacion superficial de una esfera de fluido

con efectos MHD

Primeramente se presenta la descripcion de la deformacién de la gota considerando inicamente
efectos hidrodindmicos, suponiendo primero que no existe disipacién viscosa y después con-
siderando dicha disipacién. Posteriormente se extiende el andlisis para considerar los efectos
MHD introducidos por la presencia de un campo magnético externo uniforme, lo que lleva incluir
la disipacion por efecto Joule producida por la circulacién de corrientes eléctricas inducidas en
el medio conductor. Esta extension no se encuetran reportada en la literatura y es una de las

principales aportaciones de este trabajo.

2.5.1 Ecuacion de balance de energia

La ecuacion de Navier-Stokes (2.7) sin fuerzas de cuerpo externas se integra en el volumen de

control V' y se multiplica escalarmente por la velocidad u de la forma

D o
,/(pD_ltl ~V.&)-udV =0, (2.33)
\4

después de un poco de dlgebra se obtiene,
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D . P d
/BMdV_/V.(o--u)dV+/o-:VudV=O, (2.34)
1% 2 Dt 74 %

y se puede demostrar que el primer término del lado izquierdo de (2.34) se puede escribir como

1 D(u-u) D 1
—o—— gv=—1[ Zpu- 2.
/Vzp Dr av DI/VZpu udV, (2.35)

donde se ha utilizado el teorema del transporte de Reynolds y la ecuacién de conservacion de
masa suponiendo que p ~ cte. Ademads el segundo término del lado derecho de (2.34) se puede

escribir como

/v-(ﬁ-u)dv: /S-u-anS, (2.36)
1% S

a través del teorema de Gauss. Adicionalmente, se usa la condicion dinamica en la interface
del volumen de control de la forma o - n? = —0gkn + p. M donde o es el coeficiente de

tension superficial, « es la curvatura 'y p.; es la presion externa del dominio de fluido la cual se

considera nula, por lo tanto

/ o-u-n'dS=- / oskn - udS. (2.37)
S S

Se puede demostrar que fs o, - kn-udS = /S Vs - (osu)dS cuando « = =V - n. Haciendo uso
nuevamente del teorema del transporte de Reynolds para oy, finalmente para éste término se

obtiene la tasa de energia

N D
/V (& uw)dV = ——/(rst. (2.38)
% Dt Jg

>

Cd

Para la tasa de energia interna se usa la definicién del tensor de esfuerzos como o=- pl+2ué,
Cd >

donde ¢ = %[Vu + (Vu)] es el tensor de esfuerzos cortantes, I es el tensor identidad y p es

la presién interna en el fluido. El tercer término del lado izquierdo de (2.34) puede escribirse

como

/ 7 : VudV = — / p1 : VudV +2u / € : Vuav, (2.39)
1% \% \%

_ / PV - udV + 24 / € Vuav, (2.40)
\4 \%4
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:Z,u/ € : €dV, (2.41)
14

donde se ha usado la definicién de un fluido incompresible V - u = 0 y del tensor de la tasa de
deformacién ¢ = Vu = % [Vu— (Vu)T]+ % [Vu+ (Vu)”], donde intervinen el tensor de rotacién
y el tensor de esfuerzos cortantes respectivamente. Por lo tanto, la ecuacion (2.34) es finalmente

reescrita como

D 1 D o o

— [ zpu-udV+ — ds +2 = €dV =0, 242

Dtvzpuu DI/SUS #/‘/66 (2.42)
donde el primer término del lado izquierdo de (2.42) es la tasa de energia cinética DTEt", el

2L sobre la interface del dominio de fluido

P . . . DE
segundo término es la tasa de energia potencial —-

t

y por ultimo el tercer término es la tasa de energia disipada por viscosidad W, es decir

D .
E(Ek +Epor) = =Wy, (2.43)

en general W,,;; # 0, esto quiere decir que el sistema pierde energia mecdnica en forma de calor
debido a la viscosidad. En el caso especial donde W,is = 0, 1a ecuacién (2.43) se conoce como el
teorema de la conservacion de la energia el cual describe que la energia mecénica de la interface

permanece constante.

2.5.2 Modelo de la esfera de fluido

A continuacioén, se decribe el comportamiento de la interface agua-gas de una gota de fluido.
Se asume que el estado de equilibrio de la gota es una esfera de radio Ry, a la cual se impone
una perturbacién descrita por un campo vectorial inicial sobre la interface f (¢, 6,1) donde ¢
es el angulo azimutal y 6 es el dngulo polar, ver figura 2.1. Se supone que existe una simetria
alrededor del ejer z (axisimetria), por lo tanto la perturbacion no depende de la coordenada ¢,

entonces el radio de la esfera de fluido se describe a través del tiempo como

R(6,t) =Ro+ f(0,1). (2.44)

Para pequefias amplitudes, es posible describir a f(6, t) como una combinacién lineal de modos

normales denotado por n de la siguiente forma
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R(B.t); t>0 z
A

RO; t=0s s N

Fig. 2.1 Esquema del modelo teérico de la esfera de fluido donde el vector r representa el vector posicién
y B representa el campo magnético externo que se describre en la seccion 2.5.5. Se considera una
geometria esférica con dominio Q = [0, R(6,1)] X [0,2x] X [0, 7], la funcién R(8, ¢) describe la forma

de la interface de la esfera de fluido. Rye(?) es la perturbacion de la interface donde () << 1.

£(0,1) = Z ()P, (cos ), (2.45)
n=0

donde {,(cos8) son los polinimios de Legendre, las siguientes consideraciobes deben ser

tomadas en cuenta;

* ay(t)/Ry << 1.

¢ FEl modo n = 0O esta relacionado con la oscilacién del volumen, de esta forma se define
bo(t) = Ry + ap(1).

* Elmodo n = 1 estd relacionado con el desplazamiento del centro de masa, el cual se establece
a permanecer fijo en el espacio, por lo tanto a;(¢) = 0.

* Los modos n > 2 pueden ser tratados de manera separada.

Por lo tanto,

R, (0,t) = bo(t) + an(t)P,(cos ). (2.46)

La conservacion del volumen describe que ante una deformacion se tiene que cumplir que

A7 n R,(6,1)
?RS =2n / / rdr sin 646, (2.47)
0 0

_47r

3

3
b3 boa? |, 2.48
[0+2n+1 0y (2.48)
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47 3 o
=—b|1 iy 2.49
3 0[+2n+1bg] (49)
-1/3
bo=Ro |1+ 3o / (2.50)
0= 70 2n+1 b(z) ’ '
2
dado que Z—’; << 1 se puede hacer uso de una serie de Taylor para escribir esta expresion como
0
1 o2
bo=Ry |1 - 21, 2.51
S P bg] (>0

ahora como by = Ry + a(t) donde @y << 1, entonces b% ~ Ré de esta forma

bo~ Ry |1 —L_ % (2.52)
T TRz '
De esta forma, la ecuacién (2.46) se reescribe como
R, (6.1) = Ro |1 — —. o, P, (cos ) (2.53)
1) = - —|+a cos 8), .
" NPT
Ro |1+ &,P,(cos 6) L o (2.54)
= cos6) — , )
0 Entn 1o
donde g, = %—'3 << 1. Asi mismo, se debe describir el campo de velocidades u, el cual se supone

irrotacional, es decir, el campo u puede encontrarse a través de un potencial de velocidades ¢

como u = V. En [6] se describe el potencial de velocidades como

o(r,0,t) = Bu(t)r"P,(cos 0), (2.55)

donde el coeficiente 3, () se encuentra a través de la condicidn cinética en la interface fluido-gas,

u,(r = R) = v, donde v, es la velocidad tangencial de la interface, es decir

0y OR
(r=R)=—-—Z(r=R) = —, 2.
up(r=R)=—-(r=R)=— (2.56)
o bien,
1 n—1
BunRY |1+ &,P,(cos 6) — g2l P,(cos) = Roé,P,(cos), (2.57)

2n+1

debido a que ¢, << 1 el orden de magnitud de 3, es proporcional a &,, de esta forma
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1
nRg_2

Ba(t) = E. (2.58)

Finalmente, el potencial de velocidades se reescribe como

R2 n
o(r,0,1) = 70 (RLO) P, (cos 0)&(). (2.59)

El campo de velocidades u se encuentra a través del potencial de velocidades u = V¢ con

u=v,7+ u,,¢A +w,0 donde

3Q0 rn—l

2 .
vn(r, 0, t) = E = ROR_SPn(COS Q)g(t), (260)
1 do¢
n s 99t = . - = 0, 2.61
tn(r, 0.1) rsinf 0¢ ( )
n—1 _
W (r.0.1) = 18_90 _ R(%r cos 0P, (cos Q) P,_1(cos6) £(1). (2.62)
r 06 R{ sin @

2.5.3 Dinamica conservativa

En esta seccion, se trata a la dindmica de la gota de fluido de manera conservativa, es decir, se

limita a trabajar con la ecuacion %(E k+Epq) =0.

La energia cinética del sistema se encuentra utlizando el potencial de velocidades (2.59),
1 1 1 )
Er= | =pVo-VodV = | —ppVe -ndS — | —peV-pdV (2.63)
v 2 s 2 v?2

Ve
P
- / goa—(’DstianH, (2.64)
0 r

3

-1 R
= 7p /1 701038'21%3(1 +&,Py) d(~cos 0) = 2npR3E2 (2.65)

n2n+1)°
En cuanto a la energia potencial, dado que o es una constante en (2.38), el resultado es una

diferencia entre la superficie en reposo y la deformada. Siguiendo el trabajo de [27] se tiene

Epnt = O-Y(S - SO)’ (2.66)
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donde S es el drea de la superficie libre y Sy el drea en el estado de equilibrio, en tres dimesiones.

El drea S se calcula como una superficie de revolucion alrededor del eje z como

m OR\*
S = 27r/ R? + (—) R sin 646, (2.67)
0 06
2

n“+n-2
~ 27R? 2 2.68
So+ 2Ry o (2.68)
donde se ha usado (2.54) y So = 47R3. Por lo tanto
2 -1
Epor = zﬂo-sR(%M 2 (2.69)

2n+1 "

Finalmente, si se sustituye (2.65) y (2.69) en (2.43) y cuando la energia se conserva se obtiene

AnpRS én |En+n(n—1)(n+ 2)%gn -0, (2.70)

n(2n+ 1) PRy

de esta forma el argumento debe ser nulo, lo que da lugar a una ecuacion diferencial ordinaria

de segundo orden para &, cuya solucién es

&,(t) = Acos(wyt + B), (2.71)
donde
O
Wy = \/n(n - 1(n+2) pRS. (2.72)

Se pueden encontrar los valores de A y B a través de las condiciones iniciales. Por ejemplo,

para B = 7 el sistema parte de un potencial de velocidades ¢ # 0 y la interface oscila con una

max

amplitud méaxima A, que por definicion &),

= A << 1. En contraste, para B = 0 el sistema
parte de un potencial de velocidades ¢ = 0, sin embargo la interface parte de una superficie ya
deformada dependiendo del modo de oscilacion, para n = 2 la interface parte de un elipsoide. Fi-

nalmente, se sustituye (2.71) en (2.54) para encontrar la dindmica de la superficie libre de la gota.
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2.5.4 Dinamica no conservativa

Enla dindmica no conservativa, el teorema de la conservacion de la energia no se satisface debido
a la disipacion de energia por viscosidad (fricciéon molecular) en el cual se puede argumentar
que, fisicamente, la energia mecdnica se transforma en calor, en este trabajo no se teoriza sobre
la energia interna en la gota. La tasa de energia disipada por viscosidad se escribe después de

algo de dlgebra

Wi, = 2y/? Edv :,u/V(u-u) -nds, 2.73)
%

donde el vector normal 71 coincide con el vector 7 coordenado debido a la geometria del problema.

Se sustituye u = V¢ donde la funcién ¢ es (2.59),

. ™ || Vel|?
Wyis = p2m / OVl g2 Gin g, (2.74)
0 or
sn—1 ,
~ 8nuRy g,. (2.75)
Si se sustituye (2.75) en la ecuacion (2.43) se obtiene
drpR—— e &, 4 nn— ) +2)Los, | = —Saur3 L2 (2.76)
Y On(2n+1) nl|en pRSn - HEg n n» .
y por lo tanto,
Ep +2Apén + wie, = 0, (2.77)
donde
_ U
A, =R2n+1)(n—- 1)—2. (2.78)
PR,

La ecuacién (2.77) es una ecuacion diferencial lineal y ordinaria que puede ser resuelta con la
funcién caracteristica &, () = Ce™*VA)! ¢l signo del discriminante A, = A2 — w? define la
forma de la solucién general. Si A, > 0 la viscosidad domina sobre la tensién superficial; la
solucion corresponde a un decaimiento al equilibrio sin oscilaciones, a esto se le conoce como
régimen sobre-amortiguado. Cuando A,, < 0, la tensién superficial domina sobre la viscosidad;

la solucién corresponde a un decaimiento al equilibrio con oscilaciones, régimen amortiguado.
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En el caso especial donde A, = 0, ambos fenémenos tienen la misma importancia, el resultado
es un rapido decaimiento al equilibrio sin oscilaciones, a esto se le conoce como el régimen

critico. Aqui, 4, es conocido como la fasa de amortiguamiento.

Las soluciones generales de la ecuacion (2.77) para cada régimen son,

e Si A, =0, (critico)
en(t) = [0+ (69 + 2,60 1] e (2.79)

* Si A, > 0, (sobre-amortiguado)

gn(t):[g cosh(\/_t) \/A_ smh(\/_t) (2.80)

* Si A, <0, (amortiguado)

.0 0\2
en(t) = \/(%) + (92| e cos(V=Ant + ), 2.81)

8 + 4, 8

A,
donde &Y y &Y son constantes que dependen de las condiciones iniciales de la interface. Para
este trabajo, la interface se mueve desde el reposo debido a un campo de velocidad no nulo de

la forma uy = Vg donde ¢ es (2.59), por lo tanto &, = 0y &Y es un pardmetro.

2.5.5 Dinamica con efectos MHD

En esta subseccion se hace la extension de al trabajo presentado en la referencia [1] para
incluir los efectos MHD, que es la principal contribucién del presente trabajo. Ahora, la fuerza
de Lorentz se agrega a la ecuacion de balance de momento. Se considera un fluido conductor
eléctrico e isotrépico con conductividad eléctrica o, y permeabilidad magnética yo en presencia
de un campo magnético uniforme B = ByZ. El movimiento relativo de la gota respecto al campo
magnético genera una corriente eléctrica inducida j descrita por la ley de Ohm (2.15) donde el
campo eléctrico E es, por ley de induccion de Faraday (2.13), proporcional al campo magnético

inducido Tf ~ l;’, o bien Ef ~ Ub donde U es una velocidad caracteristica. Para sistemas de



2.5 Analisis tedrico de la deformacion superficial de una esfera de fluido con efectos MHD 23

aplicacion industrial, el campo magnético inducido es muy pequefio comparado con el campo

magnético acoplado By, i.e. Ub << 1, por lo tanto, la ley de Ohm se reduce a

J=om(uxByp). (2.82)

Esto indica que sobre la esfera no existe acumulacion de cargas de modo que el campo eléctrico
es cero. Esta aproximacion es valida a bajos niimeros de Reynolds magnéticos, R,,, donde
Ry = ompoULy.

Ahora, se puede encontrar la tasa de energia disipada por efecto Joule, andlogamente a como se

hizo para la energia disipada por viscosidad en la ecuacién (2.33),

Wuynp = / (j xB) -udV, (2.83)
1%

= /(o’m(u X B) xB) - udV. (2.84)
14

Nuevamente, se hace uso de la teoria de flujo potencial viscoso para que u = Vg donde ¢ es

(2.59). Asi, después de algo de édlgebra

Wyap = om /(B -V)(B-V)dV — oy, /(B -B)(Vy - Vp)dV. (2.85)
14 14

El segundo término del lado derecho de (2.85) se calcula facilmente, andlogo al término de la

energia cinética (2.65),
2 T 0p
(B-B)(Vg-V¢)dV = 0,,By2n cpa—R sin 6d6, (2.86)
1% 0 r

2 5 -2
X O'mBO47TR0m8n. (287)

El primer término requiere mds calculos pero se puede demostrar que

n—1 2
T / (B-V¢)(B-Ve)dV = 0, B3R, / (ar ) E2P2_ (cos@)dV. (2.88)
Vv Vv 0
~ o, B*4nR> ! ! &2 (2.89)
RO o+ 1) \2n—-1) '

Se obtiene,
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. 1 n O-mBz
Wyrnp = 4mpRS Al - 1) 0 2.90
MHD = AP 0n(2n+l)8”[ -1 0 (2.90)
Si se sustituye (2.90) en la ecuacion de balance de energia (2.43) de tal forma que
PR S o | 5 T broRS ol omB?
P 0n(2n+1)8n Entnin=1)(n+ )p_Rggn - e 0n(2n+1)8” (Zn—l B ) o
(2.91)
por lo tanto,
En + 2N pén + wie, = 0, (2.92)
donde esta vez,
n—1 O-mBg
Ay = . 2.93
(4n - 2) p (25

La ecuacion (2.92) es totalmente andloga a la ecuacion (2.77), por lo tanto la solucién del sistema
es identica al caso cuando la disipacion de energia ocurre por viscosidad, es decir, se presentan los
regimenes sobre-amortiguado, amortiguado y critico discriminados por A, = A2 — w?2. Andloga-
mente, se le denomina a A, como la tasa de amortiguamiento magnético. Esta definicion de
A, concuerda con muchos textos cientificos que describen a los efectos magnetohidrodindmicos

como un amortiguamiento magnético ¢ frenado magnético, incluso en [28] [29] se menciona a

P
Om Bé

denomina tiempo de Joule y entonces se puede definir 7, = A;! como el tiempo de Joule para

se le

estos efectos como una especie de “viscosidad magnética”. De hecho, la expresion

el modo n [9].



Capitulo 3

El método numérico de resolucion, Smoothed Particle

Hydrodynamics (SPH)

En este capitulo se da a conocer el método de resolucion numérico Smoothed Particle Hydrody-
namics desarrollado por Monaghan [30] para fluidos incompresibles y replicado por Dutra Filo
[2] en su libro, para las ecuaciones baSicas de la magnetohidrodindmica asi como su forma SPH
Lagrangiana. Después, se presenta el algoritmo de resolucién y denominado como SPMHD.
Como procedimiento necesario, se deben hacer simulaciones de escenarios hidrodindmicos y
magnetohidrodindmicos para validar el cédigo SPMHD de la siguiente forma; en el Apéndice
A se simula el flujo de Poiseuille donde un fluido viscoso fluye entre un par de placas planas
paralelas infinitas y con fronteras periodicas, se compara el perfil de velocidad con su solucién
analitica en el transitorio; después en el Apéndice B, se simula el flujo de Hartmann que es una
extension del flujo de Poiseuille , es decir, el flujo de un fluido viscoso eléctricamente conductor
entre dos paredes paralelas aislantes eléctricas y bajo un campo magnético uniforme transversal
a las paredes, en donde la fuerza de Lorentz actda en sentido contrario al movimiento de flujo. El
perfil de velocidad obtenido numéricamente en estado estacionario se compara con la solucién
analitica. Posteriormente en el Apéndice C se simula el problema DamBreaking en dos y tres
dimensiones, donde una columna de fluido viscoso se desplaza por accion de la gravedad en un
contenedor, los resultados sobre el frente de ola y la presion de impacto se comparan con datos
experimentales. Finalmente, en el Apéndice D se incorporan los efectos de tension superficial
para simular la superficie libre de una gota inicialmente cuadrada de fluido viscoso hasta su
estado de minima energia, los resultados en la curvatura y presion en la gota final concuerdan
con los resultados tedricos. Una vez validado, se aplica el codigo SPMHD para el problema
principal de este trabajo, la dindmica de una gota de fluido eléctricamente conductor con efectos
MHD.

25
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3.1 Descripcion del método lagrangiano SPH

El método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) es un procedimiento numérico para resolver
las ecuaciones de conservacion de los fluidos donde el medio continuo es aproximado a través
de un sistema de i-particulas, donde i = 1,2,3,..., N siendo N el nimero total de cuerpos con

masa m; y densidad p;. Las funciones escalares son calculadas usando la integral de Dirac

A(x;,t) = /A(xj,t)é(xi —xj)dV, 3.1)
Vv

donde A es un campo escalar continuo y diferenciable en una regién con volumen V que depende
de la(s) direccion(es) espacial(es) y del tiempo, ¢ es la funcidn delta de Dirac. En el método SPH
la funcién delta de Dirac es interpolada a través de un kernel de interpolacion, w(x; — x;, h),
donde h es una longitud de suavizado propio de cada kernel el cual puede ser reescalado a
través de una constante k con la finalidad de mejorar la precision, donde el kernel satisface que
limp,_o w(x; —x;, h) = 6(x; — x;), véase figura 3.1. La integral es sustituida por una suma sobre
los volimenes de las particulas vecinas j al rededor de i hasta una longitud kA, por lo tanto la

integral de Dirac es interpolada y discretizada de la siguiente forma,

A(r,t) = Z m—]:A(rj,t)w(|r,' -1, h). (3.2)
7 P
Existen otras propiedades para considerar a una funcién w como un kernel de interpolacion,
véase [2, p. 19]. Se debe observar que la precision del método depende de la longitud de
suavizado A, por lo tanto también depende del nimero de particulas dentro del kernel. En [2]
se sefiala que es suficiente considerar 5 particulas (incluyendo la particula 7) dentro del kernel
para 1-D, 21 particulas para 2-D y 54 particulas para 3-D para obtener un error del orden del
cuadrado de la longitud de suavizado, O(4?). El niimero de particulas dentro del kernel puede
verse afectado si la particula i se encuentra cerca de la frontera del dominio de particulas, lo que
darfa lugar a un truncamiento del kernel, en consecuencia el método pierde precision y pueden

aparecer errores en la simulacién, véase figura 3.1.
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< =z
0Q . e

Fig. 3.1 Representacion grafica del kernel w(|r; — r;|, h) y su rango de accién h; = kh, izq) kernel

completo, der) kernel truncado por la frontera 9€Q. [31]
3.1.1 Kernel de interpolaciéon

En la literatura cientifica del método SPH, se encuentran muchas funciones w(|r; — r;|, h) que
satisfacen las condiciones descritas en la seccion anterior. Los kernels de interpolacion usados

en este trabajo se describen a continuacion.

e SPLine kernel.
1—%q2(1—%q)siOSq<1

w(q) =an{1(2-¢q)° sil<g<?2 (3.3)
0 si g >72,
donde ¢g = Ir ;lrf | y @, es una constante de normalizaciéon que depende de la dimensién n,

ay = % y a3 = # para dos y tres dimensiones respectivamente.
* Quintic kernel
g+ 1)(1-$H*si0<g<2
w(q) = ay (3.4)
0 si g =72,
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[r;—r;]|
donde g = =Ly a2 = gl a3 = 1.
o WendlandC4 kernel
(B2 +3¢g+1)(1-1g)0si0<g<2
w(q) = ay (3.5)

0 si q =2,

[r;—r;]| _ 9 _ 495
oY A2 = g7 A3 = Saease

* Spike3 kernel

donde g =

(1—%q)3siOSq<3
w(q) = ay, (3.6)
0 si g =3,

[r;—r;]| _ 120
Y X3 Feas

donde g =

La eleccion del kernel depende del problema a tratar. Por ejemplo, el kernel WendlandC4
disipa con mejor precision la energfa interna [32] comparado con los kernels basados sobre
la funciéon Gaussiana. El kernel Spike3 presenta mejores resultados para problemas donde la

tension superficial es importante [33].

3.1.2 Operadores matematicos

Sea A un campo vectorial y w un campo escalar ambos continuos y diferenciables, la divergencia
del campo vectorial A puede ser igualada usando la integral de Dirac interpolada sobre un

dominio continuo como

V- Ax;,t) = /[V “A(xj, )]w(x; —xj,h)dV,
1%

= / V- [AG, )w(x; —xj, h)]dV - /A(xj,t) [Vw(x; —xj, h)]dV, (3.7
14 1%

el primer término del lado derecho de (3.7) puede reescribirse usando el teorema de Gauss, la

identidad (3.7) que como
V- -A(x;,t) = /A(xj, NDw(x; —x;, h)a - dS - /A(xj, t) - [Vw(x; —xj, h)]dV. 3.8)
S 1%

Debido a la propiedad de funcion compacta en la superficie S que encierra el volumen V, el

primer término del lado derecho de (3.7) es nulo. Por lo tanto,
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V- -A(x;,t) = - / A(xj,t) - [Vw(x; —xj, h)]dV. (3.9
%

Discretizando la integral sobre cada uno de los volumenes de las particulas, la identidad (3.9)

queda como

V. A(r. 1) :—Z%A(rj,t)-Vw(lr,-—rjl,h). (3.10)
i

Una segunda forma puede ser obtenida si se considera la identidad matemaética

V-A:%[V-(pA)—A-Vp], (3.11)

un procedimiento andlogo a la ecuacion (3.9) da como resultado un nuevo tratado a la divergencia

de una funcion

V.-A(ri,1) = —%i ZJ: m;[A(r, 1) — A(r;,1)] - Vw(|r; — 1], h). (3.12)

El cual es conocida como forma antisimétrica de la divergencia, en esta forma se tiene mejores
resultados para aplicaciones de flujos de fluidos [2]. En situaciones donde la interaccién de dos

particulas debe ser simétrica [34], una tercera forma puede ser obtenida si se considera

A\ A
V~A=pV-(—)+—~Vp, (3.13)
pl p

un procedimiento andlogo para obtener la ecuacién (3.9) nos da

A(r;,t) A(rj,t
VA, 1) = p; Z m; (r2 ) A . ). Vw(|r; — 1, h). (3.14)
7 Pi Pj
De forma anéloga se obtiene el gradiente,
m
VA(r;, 1) = —Z—JA(rJ~,t)Vw(|ri—rj|,h). (3.15)
7 P
El gradiente antisimétrico,
1
VA®LD) =~ D milA(r, 1) = A(r;, D] Vw(r; = 1)1, h). (3.16)
i n
J

El gradiente simétrico,
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VA(r;, 1) = p; Z m;

J

2 2

A(ri’ t) + A(rj’ t)
P; I

)VW(m — ;. h). (3.17)

La aproximacion al laplaciano puede ser obtenida a través de una serie de Taylor [2], sin embargo

una forma mas precisa es usada de [35]

(ri—1)) - Vw(r -1yl )
T(pi +p;)(Iri —x;] +0.0172)

V2A(r;, 1) = 4Zm (A, —A)), (3.18)
J

el término 0.0142 es usado para evitar la singularidad de la fraccién cuando la distancia entre

particulas es muy pequefia.
Para el rotacional tenemos,

m;
VXA(I‘,‘,Z) = E —A(rj,t) wa(lri—rj|,h), (3.19)
i P
el rotacional antisimétrico,

1
VXA(r;,t) = — [A(r;, 1) — A(r;, A\ =T, h), 3.20
X A(r;, 1) p,;’"f[ (ri,1) — A(rj, )] X Yw(|r; — 1], h) (3.20)

y el rotacional simétrico [36],

A [,t A r'9t
VXA(ri,t):—pl-ij (;2 ), (pfz ))XVW(|rl~—rj|,h). (3.21)
J i J

3.1.3 Tratado numérico de la tension superficial para el método SPH

Existen muchos modelos para incluir la tensién superficial en el método SPH. El modelo de
presion cohesiva, fue propuesto por primera vez en el afio 2000 por Nugent [37] donde las
particulas SPH experimentan una fuerza de atraccion entre si debido a una presién de van der
Waals; para particulas dentro del dominio, la fuerza neta experimentada por ésta presion es
cero, pero distinta de cero sobre (o cerca) de la interface. El modelo de fuerza inter-particula
fue propuesto por primera vez por Tartakovsky et al. (2005) [38] donde la fuerza de atraccion
entre las particulas SPH son modeladas por una fuerza de cuerpo explicita; una fuerza atractiva

por pares es ejercida entre la particula i y j. En este trabajo se utiliza el modelo de curvatura
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explicita propuesto por Brackbill [24] ec. (2.9) y la aproximacién sin curvatura estudiado por
Akinci [25] ec. (2.10). En el modelo de curvatura explicita para el método SPH contempla los
siguientes conceptos; la funcion de color, el vector normal, la curvatura y, finalmente, la fuerza

de tensién superficial.

Una funcién de color se propone como una funcién escalon, esto es, cada particula i tiene un
escalar asignado Cr el cual es 1 si la particula pertenece a la fase A y O si pertenece a la fase B,

considerando una sola fase y usando la ecuacién (3.2) para Cr se tiene

m .
[CFli= ), —Lwi, (3.22)
7 P

donde m;, p; es la masa y la densidad de la particula vecina respectivamente, y el kernel
w;j = w(|r; — r;[, h). Después, el vector normal se calcula con el gradiente de la funcién de

color usando (3.16), de la forma

_ VICrl
IVICF]il”

Un vez encontrados los vectores normales, se calcula la curvatura « con la divergencia de los

A

n;

(3.23)

vectores normales (3.12) de la siguiente manera,

K; = -V. ﬁi. (324)

Para restaurar la consistencia del kernel cerca de la interface haciendo uso de una serie de Taylor,
en este trabajo se utiliz6 la restauracion del kernel a orden cero
mj
Z] p_jKjw(|ri - rjla h)
€= (3.25)

KS o ,
DY (i =l h)

Finalmente, la fuerza de tension superficial se evalua via (2.9) con un coeficiente de tension

superficial constante, de la forma

OsK; .
[fs],' = —(dp) n;, (326)

1

donde dp es la distancia entre particulas inicial. La aceleracion (3.26) debe ser evaluada tnica-

mente sobre las particulas cercanas a la interface, para ello se utiliza
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m .
[V-rli=) —(ri=1)) - Ywij, (3.27)
7P
esta expresion es aproximadamente 2.0 para 2D y 3.0 para 3D en los puntos internos del dominio,
sin embargo cerca de la interface su valor decae por debajo de 1.5 para 2D y 2.0 para 3D debido

al truncamiento del kernel.

En el modelo de la aproximacion sin curvatura s6lo se requiere conocer el vector normal de la

siguiente forma

n; = —V[l]i, (328)

usando (3.15) donde A = 1. Por tltimo, se conoce la fuerza de tensién superficial usando (2.10),

(£, == D ym;(mi—n))(dp)”", (3.29)
J

donde y es un parametro que se debe calibrar.

3.1.4 Tratado numérico de las ecuaciones fundamentales de la MHD

El siguiente sistema de ecuaciones fue obtenido por Salami [39] para el estudio numérico SPH
de fluidos débilmente compresibles y conductores eléctricos que se mueven relativos a un campo

magnético uniforme.

En el método SPH el dominio estd compuesto por particulas i = 1,2,3,..., N cuya posicién

r

- es conocida, asi como la velocidad uf") , densidad pl.(”), presién p™ y el campo magnético

B;") = B(()?) +b§") (El superindice n dice que el valor escalar es conocido al tiempo nAt¢ donde At
es el paso temporal). La evolucion temporal del sistema estd regido por la ley de conservacion de
masa (2.4), balance de momento (2.7) y la ecuacién de induccién magnética (2.21), en general

usando los operadores SPH descritos en la seccion anterior se tiene que

[E] = Zm,u,-j - Vw(|r; =], h), (3.30)
i J

ooy (p"+pf)v (It = ;1. )

. = - ] _2 _2 w l JI» B

br]; j i Pj
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rii-Vw(lr;—r;|, h

+4V2mj i (ll ]l ) .

=" (i + pj)(|ri = 1;[ +0.014%)

1
u;; + —ji X (Bo; + by) + £, (3.31)
Pi

(n)
Db 1
[E]i = o ij[uij[(BOi +b;) - Vw(|r; = x|, h)] = (Bo; + b)) (w;j - Vw(|r; —r;|, h)]
4 rij - Vw(lr; —r;|, h
3 wiln = 5L ) —b;. (3.32)
oo =4 (pi+ pj)(Ir; —1;] +0.01747)
(m _ 1
= mib;; X Vw(|r; = 1|, h), (3.33)
3" = e 2 X V(i e
2 (T
pn = P00 (p—) =t (3.34)
7 \\po
(n)
D
[—r] =, (3.35)
Dt |,

donde r;; = r; —r;, u;; = w; —u;, b;; = b; —b; con j el subindice de la particula vecina
dentro del kernel de interpolacion, (3.34) es la ecuacion de Taits con cq es la velocidad del
sonido en el medio, aunque diversos autores seialan que la velocidad del sonido en el medio
puede ser seleccionada de acuerdo a ¢y ~ 10U, donde U, es la velocidad médxima en el
medio, con esto se asegura que la variacion en la densidad del medio sea menor al 1%, logrando
el esquema débilmente compresible, p ~ cte [40]. Se ha sustituido el tensor de esfuerzos con
V-o=-V p +uVZuen (3.31) y se ha usado la fuerza de Lorentz explicitamente con corrientes
eléctricas inducidas. Adicionalmente, la ley de movimiento (3.35) es agregada para cerrar el

sistema.

3.1.5 Integracion temporal

Las cantidades escalares para el siguiente paso temporal (n + 1) estidn calculadas usando el
método de integracién temporal de Euler como primera aproximacion, el cual consiste en usar

las tasas de cambio del sistema (3.30)-(3.35), este método sefala que

(n+1) _

p; pl.(n) + At

, 3.36
D1 (3.36)

i
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Dul®
D
u" = e ar| 2 (3.37)
b = b e ar |2 (3.38)
D™
n n D
r" ="+ Ar D—:] . (3.39)

Le estabilidad de del método de integracion temporal depende del valor de At, el criterio de
estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) es aplicado para garantizar la convergencia. Para

problemas de difusién viscosa [2] con efectos MHD [41],

h? h h
At =min|0.125(—1,0.05—,0.05—|, 3.40
mm( ( v ) Cs \/c%+vﬁ) ( :
donde £ es la longitud de suavizado, v es la viscosidad cinematica, c; es la velocidad del sonido
enel medioy v, = |E?n|0 es la velocidad de onda de Alfvén.

3.1.6 Tratado de la frontera

El tratado numérico del dominio de la frontera en un método libre de mallas como el SPH, es muy
complicado. En un método mallado las celdas numéricas pertenecientes al dominio son facil-
mente conocidas debido a que la malla no cambia con el tiempo, en contraste en el método SPH
el dominio de la frontera puede cambiar con el tiempo, ain mds, se vuelve dificil colocar el valor

adecuado en la frontera para obetener la condicién deseada en el limite del dominio de la frontera.

En el método SPH, el uso de particulas fantasmas hacen que el dominio de la frontera sea
discretizado a partir de particulas, tal y como se hace para el dominio del fluido, de esta forma
el kernel de la particula de fluido i no se trunca, ver figura (3.2)-a). Sin embargo, el valor de la
velocidad, densidad y presion para estas particulas fantasmas depende del tratado deseado, éste

puede ser dindmico, reflectivo o periédico.

Dindmico. Las particulas frontera son tratadas como particulas de fluido, es decir se evalua
en ellas la densidad y presion a través de las ecuaciones (3.30) y (3.34) respectivamente, sin

embargo la velocidad es conocida explicitamente, ademds €stas particulas son fijas, es decir, no
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se calculan las nuevas posiciones r*D con la ecuacion (3.35), como consecuencia la densidad
de éstas particulas aumenta al igual que la presiéon cuando una particula de fluido se aproxima
a una particula de la frontera, y por lo tanto se genera una fuerza de repulsién que no permite
que la particula de fluido penetre en el dominio de la frontera. Aunque esta técnica es simple
carece de precision y puede que particulas de fluido penetren en la frontera si no hay suficiente
repulsion; se requiere que el dominio de la frontera tenga suficientes particulas. Esta técnica es

implementada para el estudio y generacion de olas a través de pistones moviles [42].
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Fig. 3.2 Tratado del dominio de la frontera usando SPH. a) Frontera dindmica, las particulas fantasma
del dominio de la frontera participan en el calculo de las cantidades escalares, éstas pueden ser fijas o
moverse. b) Las particulas frontera obtienen su valor a partir de un nodo de interpolacién tnico (cruz
roja) dentro del dominio del fluido, posteriormente esta cantidad escalar es asignada a una tnica particula
frontera, entonces las cantidades escalares de las particulas del fluido son evaluadas con mejor precision.
¢) En la condicién periodica las particulas de fluido que abandonan el dominio son recolocadas en otro

punto del dominio, se asegura que el kernel no se trunque.

Reflectivo. Este método usa particulas fantasma en la frontera al igual que el método dindmico,
sin embargo la presion, densidad y velocidad de las particulas son interpoladas usando nodos
dentro del dominio del fluido [43][44], ver figura 3.2-b). Cada particula en el dominio de la fron-
tera tiene un dnico nodo de interpolacion, su posicion es el reflejo de la posicion de la particula
frontera respecto al limite del dominio de la frontera, la posicién del nodo es usado para evaluar

la densidad, presion y velocidad en ese punto a través de (3.2), después el valor de la velocidad
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para la particula frontera estd definida a través de una inteporlacién como Upey,ng = 2Ug — Wypde
donde uy es la velocida conocida de la frontera, para una condicién de no deslizamiento, ug = 0,

si se trata de una condicidn de deslizamiento libre, Upound = Whode-

Periodico. Este método transporta las particulas del dominio del fluido de un punto a otro,
cuando las particulas del fluido superan el limite de la frontera son recolocados en el limite de la
frontera contraria. El kernel no se trunca en el limite de la frontera, se debe completar con el uso
de las particulas de fluido en el extremo contrario, ver figura 3.2-c), de esta forma se garantiza

la precisién del método.

3.1.7 El algoritmo SPMHD

El siguiente algoritmo se escribi6 en el lenguaje Fortran. Los programas que simulan sistemas
de N particulas pueden ser facilmente paralelizados debido a que cada hilo de ejecucion puede
ser una particula, esto es que para cada particula-i se calculan las fuerzas viscosas, de tensién
superficial y de fuerza de Lorentz por separado e independientes. La plataforma més estable para
ejecutar hilos en paralelo es CUDA [45, 46], se utiliz6 CUDA Fortran para acelerar el tiempo
de computo en cada una de las corridas realizadas en este trabajo. La parelizacion ocurrié de
manera nativa, es decir sin paqueterias externas. El compilador utilizado en SPMHD fue NVIDIA

HPC SDK [47] para Ubuntu MATE 20.11.
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Algoritmo 1 Resolucion de las ec. fundamentales de la MHD usando SPH (SPMHD) con tensién

superficial.

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:

N A U

Dar valores a las constantes g, p, v, Cs, Tmhd» Mo, Bo-

Definir el tratado de la tensién superficial; curvatura explicita (CE) o aproximacién sin curvatura (ASC)
expuestos en la seccién 3.1.3.

Dar valor a o5 0 bien y de acuerdo al método elegido en el paso 2.

Definir el kernel de interpolacién y los pardmetros Ap (distancia entre particulas inicial), 7 y Tpqx-

n« 0.
(n)

Definir las posiciones iniciales de las particulas fluido y frontera r;

NT « ndimero total de particulas i (fluido + frontera).
u” — [ugls, p™ — poyb{™ 0.
Seleccionar At de acuerdo a (3.40).
para ¢t = 0 hasta T,,,, hacer
Buscar las interacciones pares de las particulas (neighbour searching).
Calcular V - r}") con la ecuacién (3.27) para encontrar las particulas cercanas a la interface.
parai = | hasta NT hacer

si i es una particula del fluido entonces
(n)

Calcular la presién p;”’ con la ecuacién de estado de Taits (3.34).

Calcular la corriente inducida j;") con la ecuacién de Ampere (3.33).
si la particula 7 estd en la interface entonces
Calcular la fuerza de tensién supericial de acuerdo al método elegido en el paso 2.
fin si
Calcular la tasa de densidad pl.(”) con la ecuacion (3.30).
Calcular la tasa de velocidad 1'15") con la ecuacién (3.31).

Calcular la tasa de campo magnético inducido l')l(n) con la ecuacion (3.32).

(n+1)
i

Computar la densidad p con la ecuacion (3.36).

(n+1)
i
(n+1)
i

Computar la velocidad u con la ecuacién (3.37).

Computar la posicién r con le ecuacioén (3.39).

Computar el campo magnético inducido bl('”l)

con le ecuacién (3.38).
fin si

si i es una particula de la frontera entonces
(n)

Evalular pE"), p; "y ul(") de acuerdo al método reflectivo expuesto en la seccién 3.1.6.
fin si

fin para

Guardar resultados.

nen+l.

fin para




Capitulo 4

Resultados principales

En este capitulo se presentan los resultados del c6digo numérico SPMHD para la dindmica de
una esfera de fluido viscoso y conductor eléctrico con efectos MHD en gravedad cero. Cabe
sefnalar que el cédigo SPMHD (algoritmo 1) trabaja con pardmetros y constantes dimensionales,
los siguientes parametros y constantes no corresponden con algin material fisico. Una esfera de
fluido de radio Rp = 1 m se simula a través de una distribucion uniforme de particulas SPH, se
simularon 4,224 particulas con una separacion inicial dp = 0.1 m. La densidad del fluido es de
p =1 Kg/m?. Al tiempo ¢ = 0 s, se establece la velocidad inicial de las particulas de acuerdo
a (2.60)-(2.62) para el modo n = 2 y un campo magnético uniforme, Bg = ByZ. Dependiendo
de los valores de la viscosidad cinematica v, de la intensidad del campo magnético externo
By y del coeficiente de tension superficial o se presentan diversos comportamientos en la
dindmica de la esfera de fluido. Estos valores estdn cuantificados en la tasa de amortiguamiento
viscoso A, (2.78), la tasa de amortiguamiento magnético A, (2.93) y la frecuencia angular w>
(2.72) respectivamente. En la figura 4.1, se muestra la evolucién numérica y analitica del perfil
Ry(6 = 7,1) (2.54) para distintos valores de A2, A2 y w2, aqui la dindmica es no conservativa.
La grifica de la figura 4.1-a)-1 y 4.1-b)-I corresponden al régimen sobre-amortiguado sin
efectos magnéticos, mientras que la figura 4.1-c)-I, 4.1-d)-I 'y 4.1-e)-I corresponden al régimen

amortiguado sin efectos magnéticos. El niimero de Reynolds es un cociente entre las fuerzas

0 p2
. . . . , &R . .
incerciales y las fuerzas viscosas del sistema, aqui es Re = % donde Eg es la tasa de cambio en

la funcién de deformacion €;(¢) al tiempo ¢ = 0 s, en los resultados de la figura (4.1) se mantuvo
_ _ , — pv _ _ ,

Re=0.5-10.0, el nimero de Ohnesorge, Oh N se mantuvo 0 h=0.079-1.0, el nimero de

Ohnesorge es un cociente entre las fuerzas viscosas y las fuerzas de tensién superficial en el

sistemal. Si las fuerzas inerciales son mds grandes que las fuerzas viscosas, i. e. Re >> 1, el

1 Una gota de agua de radio Ry = 3 mm tiene un nimero de Ohnesorge alrededor de Ok = 0.002, en esta escala la

fuerza de tension superfial tiene un gran impacto en la dindmica de la gota.

38



4 Resultados principales 39

flujo ya no difunde momento por viscosidad y tiende a ser turbulento, en este punto el flujo ya
no es laminar y por lo tanto se pierde el régimen lineal de las ecuaciones gobernantes del flujo.
Se calcul6 la desviacion estdndar para cuantificar el error numérico respecto al valor analitico

de la forma

N TR, — 12
. \/z,-zl[R, Ro(0,19)] w“n

N
donde N es el nimero total de datos obtenidos a lo largo de r = 2 s y R; es el valor numérico del
perfil resultado del codigo SPMHD. Por ejemplo, para el caso e)-I de la figura 4.1 la desviacion
estandar fue de o, = 9.67 x 1073 mientras que para el caso a)-I de la misma figura fue de
Teorr = 4.61 x 1074, Esto se debe a que la solucién numérica no se encuetra en un régimen lineal
para el caso e)-I ya que en este caso el nimero de Reynolds fue de Re = 10.0. Contrario al caso

a)-I el nimero de Reynolds fue de Re = 0.5.

Ahora debido a la linealidad de la ecuacion de balance de energia (2.42), se consideran ambos
efectos; la disipacion de energia por viscosidad y la disipacidn de energia por efecto Joule, i. e.
existe un “siper discriminante” (A su per = (An + )7 - w,% que es andlogo a el discriminante
A, y A, donde la adicién de ambas tasas dicta el régimen de la solucién analitica de la ecuacién

2, =0. 4.2)

En+2(An+A0)En + 0,

En la simulacién numérica se considera un fluido conductor eléctrico con conductividad eléc-
trica o, = 0.1Q7'm~! y permeabilidad eléctrica 4 = 0.05 —0.1 TmA~!; se considerd un campo
magnético By = 0 — 40 T. De este forma el nimero de Reynolds magnético se mantuvo en
el rango R,, = 0.005 — 0.05 y el nimero de Hartmann Ha = 0 — 9. Los resultados de esta
simulacién se pueden observar en la figura (4.1) donde los casos a)-I, b)-1, ¢)-I, d)-I y e)-I
corresponden al caso cuando la tasa de amortiguamiento magnético A, = 0, después se vario el
campo magnético de tal forma que la tasa de amortiguamiento magnético toma distintos valores

para los casos a)-I1, b)-11, ¢)-11, d)-1I, e)-1I y a)- III, b)-11II, c)-II1, d)-III y e)-II1.

En la figura 4.2 se muestran una secuencia de las 4,224 particulas simuladas con el programa
SPMHD para el caso e)-II de la figura 4.1. De colores se muestra la elevacion de cada particula

i respecto al equilibrio Ry = 1 m, de color negro se muestra una elevacién positiva mientras
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Re= 0.50, R,= 0.0, Ha=0.0 Re= 0.50, R,,= 0.005 , Ha=3.16 e=0.50, R,= 0.005 , Ha=6.32
a)-1 m a)-II m a)-IIf m
0.03 T T T 0.03 T T T 0.03 T T T
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0.025 | w,=0.89 s} 1 0.025 | w,=0.89 57! . 0.025 | w,=0.89 st 1
002 ~ o002 g 002 g
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~ 0015 ~ 0015 ~ 0015 | g
E E E
1 1 1
@ @ @ P Ty e
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Fig. 4.1 Evolucién de la superficie libre sobre el ecuador de la esfera, R(0 = 7/2,t), en linea negra continua se grafica la funcién (2.54),
en linea verde discontinua se presenta el resultado de la simulacion, B = ByZ. El valor de sg = 0.5 1/s para el régimen sobre amortiguado y

8(2’ = 5.0 para el régimen amortiguado.
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que de color blanco se muestra una elevacion negativa. Al tiempo ¢ = 0 s, el programa SPMHD
crea un cubo de particulas de lado [ = Ry, separacién entre particulas de dp = 0.1 m y cuyo
centro de masa coincide con el origen, después selecciona aquellas particulas cuyo modulo de
la posicién sea menor a Ry, |r;| < Rp. Al mismo tiempo, se crea un campo de velocidades como
[wo]; = €0(0.5x;,0.5y;, —z;) donde £y = 5.0 1/s, la velocidad caracteristica del sistema se toma
respecto a la componente z, U = |[up]]; - Z. La elevacion alcanza su punto maximo en ¢ = 0.08 s,
después por accion de la tension superficial de las particulas cerca de la interface, cada particula
i regresa a su posicion inicial pero la energia cinética hace que el movimiento siga hasta repe-
tirse la deformacion, esta vez en direccion de los polos, esto continua una y otra vez hasta que
el sistema alcanza su estado minimo de energia 6 punto de equilibrio debido a la disipacion
viscosa y disipacion por efecto Joule en el régimen amortiguado. En la figura 4.3 se muestra una
reconstruccion de la superficie libre a través de la técnica metaballs basado en la superposicion

de funciones potenciales con centro en la posicion de las particula i en el programa Blender [48].

En la figura 4.4 y 4.5 se visualiza el campo vectorial de la densidad de corriente eléctrica
inducida j; redimensionada para la gota de fluido viscoso y conductor eléctrico en el caso e)-1I
de la figura 4.1. Este campo vectorial es el resultado numérico del codigo SPMHD a través de
la ecuacién (3.33), se puede visualizar que se cumple con la conducién de frontera j; - n = 0.
También se puede visualizar que la conservacion de la carga eléctrica V - j; = 0 se cumple
implicitamente sobre esta campo vectorial. Al tiempo ¢ = 0.04 s, la direccion de la densidad de
corriente eléctrica se mueve en sentido horario (visto desde el polo norte) figura 4.5, después
invierte su direccion al tiempo ¢ = 0.16 s, esto se debe a la ley de Ohm (2.15) donde la densidad
de corriente electrica es proporcional al campo de velocidad ya que el campo magnético externo
es constante y uniforme, esto concuerda cualitativamente con la teoria analitica de la gota a través
de la expresion (2.82). Sin embaro, se puede observar una ligera caida de la magnitud de la
densidad de corriente cerca de la interface, esto es debido al error producido por el truncamiento
de kernel del método SPH. Es posible observar que la densidad de corriente eléctrica j; no cuenta
con una componente en direccién z nuevamente debido a la ley de Ohm (2.15), la corriente de
cargas eléctricas se desplazan en un plano perpendicular al campo magnético externo By tal y
como predice la teoria electromagnética. Es facil inferir que el campo magnético inducido b;

estd dirigido a lo largo del eje z y su sentido depende del signo de (V X j;) - Z.
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Fig. 4.2 Secuencia de imégenes de la evolucién de las particulas SPH resultado del programa SPMHD
para el caso de la figura 4.1-e)-II, el campo magnético externo se establecio como By = 10Z T. Re = 10.0,

Ha =447y Oh=0.079.
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En este apartado se presentan resultados en el régimen no lineal. Una gota de Galinstan de
radio Ry = 2 mm fue simulado bajo las mismas condiciones iniciales del régimen no lineal, es
decir la gota parte del reposo y se deforma debido a un campo de velocidad inicial irrotacional
en una elipsoide. Las caracteristicas fisicas del Galinstan son densidad p = 6360 Kg/m?,
viscosidad cinemadtica v = 0.3 x 10~° m?/s, coeficiente de tensién superficial oy = 0.55 N/m
y conductividad eléctrica o, = 3.0 X 10°Q~! m~!, estas constantes fisicas fueron introducidos
en el codigo SPMHD. El campo magnético externo se establecié nuevamente como By = ByZ
donde se tomaron diferentes magnitudes para el campo magnético como By = 0.5,0.8,1.0 T.
En éste regimen el nimero de Reynolds es Re = 333, en consecuencia las fuerzas inerciales
son superiores a las fuerzas viscosas. El nimero de Reynolds magnético es R, = 0.009, aqui la
difusién de campo magnético nuevamente es mas grande que la conveccién de campo magnético.
En la figura 4.6 se presentan los resultados del cddigo SPMHD sobre la evolucién de la superficie

libre en el punto 6 = 7 de la esfera de Galistan para diferentes nimeros de Hartmann.

0.08 T T
Ha=0 ——
Ha=40

N /\ /\ A
v \J \\/ 74

’0.06 1 1 1
o 40 60 80 100

Time [ms]

Ry/Ry - 1

Fig. 4.6 Evolucién numérica de la superficie libre de la gota de Galistan en el punto § = 7. La intensidad
de campo magnético se varié de By = 0.5 — 1.0 T. El nimero de Reynolds en el sistema es Re = 333 y el

numero de Reynolds magnético en R, = 0.009.

Se puede obervar que la dindmica pierde linealidad, el moviento inercial de las particulas hace
que las curvas en la grafica no se vean “suaves”. Cuando el campo magnético es nulo (Ha = 0)
la tnica disipacién en la gota es aquella por viscosidad, sin embargo debido a la baja viscosidad
cinemadtica del Galistan el movimiento de la interface casi no pierde amplitud. Por otra parte,

cuando se impone un campo magnético (Ha # 0) la dindmica se ve amortiguada, la energia se
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disipa una vez mads por efecto Joule. Se simularon nuevamente 4,224 particulas Lagrangianas,
la distancia inicial entre particulas fue de dp=0.2 mm, en la figura 4.7 se pueden observar las
particulas Lagrangianas resultado del c6digo SPMHD al igual que la elevacion de la superficie
libre respecto a su estado en reposo R de colores. En la figura 4.8, se reconstruye la superficie
libre con la técnica metaballs en el software Blender, ademds se realiza un renderizado para
simular el material metdlico. En la figura 4.9, se puede observar el campo vectorial de la densidad
de corriente eléctrica j; en la gota de Galinstan, nétese que debido a la no linealidad del sistema
el campo vectorial parace tener una pequefia magnitud en direccién z, es decir que las cargas
eléctricas ya no se mueven en el plano xy como en el caso lineal. En la figura 4.10 se puede
observar ésta misma secuencia vista desde el polo norte, aqui se puede ver la direccién de la

densidad de corriente eléctrica en la gota de Galistan hasta 60 ms de simulacion.
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Fig. 4.7 Secuencia de imégenes de la evolucién de las particulas SPH resultado del programa SPMHD

para la gota de Galinstan. Ha = 80, Re = 333, R,,, = 0.009.
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Fig. 4.8 Secuencia de imédgenes de la reconstruccién de superficie libre de la gota de Galinstan con

metaballs en Blender. Ha = 80, Re = 333, R,,, = 0.009.
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Fig. 4.9 Secuencia de imdgenes de la densidad de corriente eléctrica en la gota de Galinstan. Ha =

80, Re = 333, R,, = 0.009.
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Fig. 4.10 Secuencia de imagenes de la densidad de corriente eléctrica en la gota de Galinstan visto desde

el polo norte de la gota. Ha = 80, Re = 333, R,,, = 0.009.



Capitulo 5

Conclusiones

Se presento un estudio tedrico sobre una esfera de fluido viscoso y eléctricamente conductor que
se deforma en una elipsoide debido a un campo de velocidad irrotacional inicial en un régimen
lineal y en presencia de un campo magnético uniforme. Se elaboraron diversas simulaciones
con el cddigo numérico SPMHD para diferentes magnitudes de viscosidad cinemdtica, campo
magnético y tension superficial. Los resultados numéricos magnetohidrodindmicos concuerdan
cuantitativamente con la solucién analitica obtenida a partir de las ecuaciones fundamentales
de la magnetohidrodindmica. El andlisis teérico de la esfera de fluido, muestra una tasa de
amortiguamiento magnético a partir de la ecuacion de balance de energia cuando se incorpora
la fuerza de Lorentz, donde se disipa energia por efecto Joule sobre la dindmica de la superficie
libre de la esfera. Esto se demostr6 numérica y analiticamente para los casos a), b), ¢), d) y e)
de la figura 4.1, donde el caso hidrodindmico coresponde a la variente I, mientras que el caso
magnetohidrodindmico corresponde a las variantes II y III. En ellos se puede observar que las
oscilaciones de la interface disminuyen su amplitud conforme aumenta la intensidad de campo
magnético el cual estd cuantificado en el nimero de Hartmann. Nétese que la evolucion de la
interface en los casos d)-1 y e)-II de la figura 4.1 son muy similares, sin embargo la tasa de
amortiguamiento viscoso A, es muy diferente, exactamente 50% de diferencia. Ahadir un campo
magnético uniforme y cuya direccion coincide con el eje de simetria de la esfera, proporciona al
sistema un amortiguamiento adicional al amortiguamiento por viscosidad. La fuerza de Lorentz
es responsable de este comportamiento. Por lo tanto, la tasa de amortiguamiento magnético A,
es andloga a la tasa de amortiguamiento viscoso 4, del caso puramente hidrodindmico. De esta
forma, es posible aumentar o dismuir “la viscosidad” del fluido conductor variando la intensidad
de campo magnético externo, algunos autores se refieren a este fenémeno como ‘“‘viscosidad

magnética” [9, 7].
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Ademés, los resultados de la figura 4.4 y 4.5 muestran que el vector de densidad de corriente
eléctrica j; apunta en direccioén azimutal de la esfera de fluido, esto es que carece de una compo-
nente en direccidn Z, por lo tanto las cargas eléctricas se desplazan en un plano perpendicular a
la direccidn del campo magnético externo By y éstas no se acumulan en algtin lugar de la esfera
conductora. Por otra parte, el cédigo numérico fue validado (una vez mds) con los resultados
de la figura 4.1. En esta ocasion se validaron los efectos MHD con tension superficial en tres

dimensiones sobre un fluido viscoso y eléctricamente conductor en el régimen lineal.

En el régimen no lineal, se simuld una gota de Galistan de radio Rp = 2 mm en un régimen
no lineal bajo las mismas condiciones iniciales de la esfera de fluido viscoso y eléctricamente
conductor del régimen lineal, aqui el nimero de Reynolds es de Re = 333, en consecuencia las
fuerzas inerciales son superiores a las fuerzas viscosas, esto se ve reflejado en las graficas de la
figura 4.6 donde en los perfiles de la evolucion de la superficie libre para diferentes intensidades
de campo magnético, se ven pertubadas por el movimiento inercial. Por otra parte, en la misma
figura se observa que entre mds grande sea la intensidad de campo magnético externo By, mds
grande es el amortiguamiento en el sistema, este comportamiento es identico al del régimen
lineal, en donde la energia se disipa por efecto Joule. Por lo tanto, también existe la disipacién
por efecto Joule en el régimen no lineal. Las fuerzas inerciales también perturban al campo de
densidad de corriente eléctrica, en el régimen no lineal las cargas eléctricas ya no se desplazan
en el plano xy como sucede en el régimen lineal, sino que hay una pequefia contribucién en

direccidn z y se mantiene la conservacion de la carga eléctrica.



Apéndice A

Caso 1: Flujo de Poiseuille

El flujo de Poiseuille es un flujo bien estudiado y utilizado como primera prueba para validar
todo método numérico de resolucidn para las ecuaciones gobernantes de los fluidos; sistema
compuesto por (2.4) y (2.7). El problema consiste en un flujo de fluido viscoso entre un par de
placas planas paralelas, ver figura A.1, este flujo se mueve debido a una aceleracion longitudinal
G = G=z. Suponiendo que el flujo es completamente desarrollado, u = u(z,y)X y se quiere
analizar la etapa transitoria al estado estacionario, la ecuacion (2.7) queda como

u 1 0%u

ou _ 19%u Al
o “Reay T O @b

donde Re=% es el nimero adimensional de Reynolds que fisicamente se refiere a la razon
entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas del sistema, entre mas pequefio el nimero de
Reynolds, més grande las fuerzas viscosas y por lo tanto, el problema se mantiene en el régimen
lineal. Las condiciones de frontera de no deslizamiento dejan a u(¢,0) = u(¢, h) = 0 donde h
es el ancho del canal, la condicién inicial establece que u(0, y) = 0. Bajo estas condiciones, la

solucién analitica de la ecuacién (A.1) es

—  ReGh? Qn+ D | _emia, ]
u(t,y) =— 4 sin e Rz 4+ —ReGy(h—-y). A2
(1.5) Zl G 1 ( Y SReGy(h-y).  (A2)
En la figura A.1 se observa la solucién analitica (A.2) con h = 1.0 my G = 1.0 m/s? esto
deja al nimero de Reynolds como Re=1. La solucién numérica fue elaborada con el método
smoothed particle hydrodynamics (SPH), se us6 el algoritmo 1 con campo magnético externo
nulo By = 0 (esto evita la contribucién MHD), de esta forma se resuelve un escenario puramente

hidrodindmico. Las constantes y pardmetros usados en la simulacién se enuncian en la figura A.2.
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Fig. A.1 Izq) Esquema del flujo de Poiseuille, un flujo fluye longitudinalmente en un canal debido a una
aceleracion g = GX. Debido a la condicién de frontera de no deslizamiento, se desarrolla un perfil de
velocidad del tipo parabdlico u = u(#, y)£. Der) Solucién analitica del perfil de velocidad u(t, y) para
diferentes tiempos, en linea se observa la funcién A.2 y en puntos la solucién numérica usando el método

SPH.

Parametros y
constantes
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Fig. A.2 Solucién numérica del flujo de Poiseuille con el método lagrangiano de particulas, Smoothed
Particle Hydrodynamics. Al tiempo ¢ = 0 se observa la configuracién inicial de las particulas, un tiempo
despuies ¢ = 0.14 s, se observa un ligero desplazamiento de las particulas en direccion x. Para t = 2 s,

este desplazamiento ha deformado la configuracion inicial de las particulas.
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En la figura A.2 se muestra una secuencia de imagenes del desarrollo del flujo de Poiseuille de
forma numérica con el método lagrangiano SPH descrito en el capitulo anterior. Una pequefia
seccion del flujo de Poiseuille fue simulada con un ancho de 0.2 m y un alto de 1.32 m
(1 m + 0.32 m de las particulas frontera). Se usé la condicién de frontera periodica para
ambos lados transversales; cuando la particula sale del dominio de simulacién del lado derecho
es reecolocada inmediatamente del lado izquierdo, se usaron particulas fantasma que no se
muestran en la figura A.2 para evitar el truncamiento del kernel de interpolaciéon en ambos
lados de la frontera periodica. Las particulas frontera se pueden identificar de color gris, para
éstas se usé las condiciones de frontera de no deslizamiento con el uso de particulas fantasma
y nodos de interpolacién que no se muestran la figura A.2. En la figura A.2 se observan las
particulas lagrangianas en su configuracion inicial, # = Os. Se impone una aceleracion constante
en direccién de x, g = gX para mover a las particulas, el flujo resultante tiene una velocidad
u = u(z,y)X. En la siguiente imagen ¢ = 0.14s, rdpidamente se observa que las particulas se
mueven con mayor velocidad en el centro del dominio comparadas con aquellas cercanas a la
frontera, esto es debido a la friccion por viscosidad modelada en la ecuacion (3.31). Para tiempos
mayores, ¢ > 2 s, no se obtuvo mayor cambio en la velocidad u(¢, y), en este punto se ha llegado
a un estado estacionario. El error relativo porcentual fue de 0.16% en el nicleo (y=0.66) del

flujo de Poiseuille en la simulacién comparado con la solucién analitica.



Apéndice B

Caso 2: Flujo de Hartmann

El flujo de Hartmann es un flujo parecido al flujo de Poiseuille donde el campo magnético
externo es nulo. Un metal liquido con conductividad eléctrica o > 0, fluye en un ducto con
paredes eléctricamente aislantes, 0,,;; = 0. Si se supone que las paredes laterales estin muy
alejadas y que su contribucién es nula, el modelo se reduce a un flujo entre un par de placas
planas paralelas, véase figura A.1. Al tiempo ¢ = 0, una aceleracién g = gX es impuesta para
mover al fuido y un campo magnético externo uniforme es impuesto, B = By en direccion
transversal al flujo. Si se supone un flujo completamente desarrollado y en estado estacionario,
el campo vectorial de la velocidad es u = u(y)%. Debido a la ley de Ohm (2.15), una corriente
inducida aparece en el sistema con direccion perpendicular al campo de velocidad y campo
magnético externo, i. e. j = j,Z en ausencia de un campo eléctrico, y debido a la ley de Ampere
(2.11), se induce un campo magnético cuya direccion es la misma que la direccién del flujo, por
lo tanto b = b(y)X. El perfil de velocidad y campo magnético inducido estd dominado por la
ecuacion de balance de momento (2.7) con fuerza externa de Lorentz (2.20) y por la ecuacién
de induccién magnética (2.21) respectivamente, el sistema es finalmente acoplado a través de la

ley de Ampere (2.11). El modelo tedrico se reduce al siguiente sistema de ecuaciones

d*u By b,

_t — 4+ = 0’ Bl
"oy T o ay & ®-D
B, L b 0 (B.2)

Yoy T oo ayr '

las condiciones a la frontera para el sistema anterior deben de satisfacer la condicién de no
deslizamiento para la velocidad y campo magnético nulo al tratarse de una pared electricamente
aislante, u(0) = 0,u(h) =0y b(0) = 0,b(h) = 0 respectivamente. La solucion a este sistema

de ecuaciones estd dada por [49], h=1.0 m,
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. Ha ! [efly -1 ] — e Hay
wy)=——|7m " 1_6_Ha], (B.3)
. Ha ! [1 - |- Ho 1
b (y) = 2 [ 1 — €Ha + 1 — e‘Ha - H_ay’ (B4)

donde u*(y) = u(y)/U, b*(y) = lgl—:b(y) con Ha = Boh\/% y Ry = poohU que son los
nimeros adimensionales de Hartmann y Reynolds magnético respectivamente, U es una veloci-
dad caracteristica del sistema, se tom6 como U=1.0 m/s. El nimero de Hartmann es una razén
entre las fuerzas magnéticas y las fuerzas viscosas del sistema, el nimero de Reynolds magnético
es una razon entre la conveccion y la difusién de campo magnético inducido. Para R, << 1,
el sistema es altamente difusivo en el campo magnético, en sistemas de escalas planetarias el

sistema es altamente convectivo de campo magnético, es decir R,,, >> 1.

La solucién analitica para Ha=5, 10 y 20 puede verse en la figura B.1 en lineas continuas. La
solucién numérica fue elaborado con el algoritmo 1, SPMHD para dos dimensiones en el plano
X-Y, éstas soluciones pueden verse en puntos en la figura B.1 para el perfil de velocidad y
campo magnético inducido. Complementariamente puede verse en la figura B.1 que para Ha=0,
se recupera el perfil la velocidad u(y) del flujo de Poiseuille; un caso puramente hidrodindmico

sin efectos de induccién magnética.
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Fig. B.1 En linea continua, soluciones analiticas para izq) el perfil de velocidad u(y) y para der) el perfil
del campo magnético inducido b, (y) para diferentes niimeros de Hartmann y mismo nimero de Reynolds

magnético, R,,=1. En puntos se muestra las soluciones numéricas obtenidas con el método SPH.



B Caso 2: Flujo de Hartmann
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Fig. B.2 Perfil de velocidad del flujo de Hartmann y perfil de campo magético en el estado estacionario

obtenidos de la simulacién SPMHD, algoritmo 1, ¢ = 2.0 s.

El flujo de Hartmann en un canal aislantemente eléctrico es uno de los flujos més estudiados

por la comunidad cientifica debido a su sencillez para estudiar los efectos de la induccién

electromagnéticos sobre el flujo de un conductor eléctrico, generalmente metal liquido. En la

figura B.1, el perfil de velocidades se ve “achatado" en comparacién con el caso puramente

hidrodindmico para nimeros de Hartmann mayores a cero, este fendmeno se conoce como

oy}
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frenado magnético debido a que la fuerza de Lorentz actua en dirrecion contraria al movimiento
del flujo de fluido, anteriomente a este fendmeno se le conocia como “‘viscosidad magnética”.
Debido a la formulacién b, es posible conocer el campo magnético inducido sobre el flujo de
Hartmann, en la figura B.1, se puede observar el comportamiento de la componente b, del campo
magnético inducido. Para este problema, la frontera es considerada como un aislante eléctrico,
es decir, no hay una densidad de corriente eléctrica que penetre la frontera, i. e. j - 71 donde 71 es
el vector normal de la frontera, debido a la ley de Ampere (2.11), el campo mangnético inducido
fuera del dominio del flujo debe ser cero. En la figura B.2, se puede observar erroneamente que
el campo magnético b, es distinto de cero fuera del dominio del flujo para todos los casos, esto
es debido a que se estd utilizando la condicion de frontera de particulas reflectivas, de esta forma
cuando se evalua el campo magnético con el método SPH en la interface muro-fluido éste se

vuelve cero.



Apéndice C

Caso 3: DamBreaking

Hasta este punto, se han simulado escenarios donde no existe una superficie libre, el problema
mds comun estudiado por el método SPH es el llamado DamBreaking problem sin efectos
MHD vy donde los efectos de tension superficial son ignorados, donde una columna de fluido
en presencia de la gravedad se deja evalucionar en el tiempo, véase Figura C.1, se analiza la
evolucion del frente de ola y la presion origina por el impacto en el lado contrario de un recipiente

de 1.61 m x 0.6 m.

Frente de ola
o Sensor de presion, KULITE XTL-19

‘l' & t=0

t>0 0.6 m
Fluido \' 03m
0.03m T { o

1 1.61 m I
F 06m — |

N

L,

Fig. C.1 Esquema del problema DamBreaking, las particulas de fluido al tiempo ¢ = 0 s son colocadas
en una caja de 0.6 m X 0.3 m. La superficie libre se deforma debido a la gravedad y la distribucién de la

presion interna al tiempo ¢ > 0 s.

Al tiempo ¢ = 0 s, las particulas de fluido cuya densidad y viscosidad cinematica son, p = 1000

Kg/m?3, v = 1 x 107 m?/s respectivamente, se colocan uniformemente distribuidos en reposo
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en una caja de 0.6 m x 0.3 m, la gravedad actia en direccién y, g = —g9 donde g = 9.81 m/s?,
esto hace que las particulas se muevan en direccién y (-). La presion y las velocidades en las
particulas frontera se evalua de acuerdo al método de la frontera reflectiva; para la presion una
condicién tipo Neumann se impone en las particulas frontera y para la velocidad una condicién
de no deslizamiento, una vez evaluada la presién para las particulas frontera, su densidad se

calcula al despejar ppoung de la ecuacion de estado (3.34).
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Fig. C.3 Evolucién del frente de ola para el problema DamBreaking, izq: experimentacion y simulacién

por [41] [50], der: frente de ola obtenida con el algoritmo 1 sin efectos MHD.
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Fig. C.4 Resultados de la presién para el problema DamBreaking, izq: experimentaciéon y simulacién
por [41] [50], der: presién obtenida con el algoritmo 1 SPMHD sin efectos MHD en r, = (1.61,0.03),
H=0.3 m.
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Fig. C.5 Resultados del problema DamBreaking para tres dimensiones, izq: Evolucion del frente de ola,

der: promedio de la presién evaluada alrededor del punto r, = (1.61,0.075,0.03), H=0.3 m sin efectos
MHD.
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La distribucién de la presion al fondo de la columna de fluido genera un gradiente de presion
negativo en direccién x (+) debido a la presencia del muro (particulas reflectivas), entonces
la superficie libre se mueve en dirrecion x (+) generando un frente de ola. En la figura C.2,
se observa la evolucién del frente de ola de 45,000 particulas simuladas con el algoritmo 1,
la distancia entre particulas se colocé como dp=2 mm, ademds puede verse los pardimetros y
las constantes utilizadas para resolver las ecuaciones gobernantes. La posicién en x del frente
de ola puede verse en la figura C.3. Al tiempo ¢ = 0.42 s, el frente de ola choca con el muro
contrario, nuevamente la distribucién de la presion en el muro contrario y por conservacion de
masa, hace que el fluido sea expulsado rapidamente en direccién y (+), sin embargo la gravedad
frena el movimiento de esta expulsion, haciendola caer nuevamente. El perfil de la presion sobre
el detector esta graficado en la figura C.4, al igual que el resultado del algoritmo 1 en el punto

r, = (1.61,0.03).

En 2014, Lobovsky et al. [S0] realizaron un experimento del problema DamBreaking con agua,
se construy6 dentro de un recipiente de tamafio 1.61 m X 0.8 m X 0.15 m, una compuerta que se
desliza verticalmente debido a un sistema de poleas, la cual libera la columna de agua de tamafio
0.6 m X 0.3 m X 0.15 m. Un sensor de presion piezo-resistivo, KULITE XTL-19, se colocé a 0.03
m del fondo del recipiente como se muestra en la figura C.1, la sefial obtenida fue amplificada.
La figura C.4, muestra la presion después del impacto de la ola sobre el muro contrario. En 2019,
Salami et al. [41] simul6 con el método SPH la superficie libre del problema de DamBreaking
con los mismos pardmetros que Lobovsky, obteniendo resultados muy similares en la presion

de impacto y el frente de ola.

De la misma forma, se simul6 el problema DamBreaking en tres dimensiones con el algoritmo
1 donde el dominio del fluido tiene un tamafio inicial de 1.61 m X 0.15 m X 0.8 m al igual que
el experimento de Lobovsky. En la figura C.6, se muestra una secuencia a distintos tiempos del
resultado del algoritmo 1 usando los pardmetros propios del agua, se usaron 67,200 particulas
de fluido. Estos resultados muestran que la dindmica se mantiene muy parecida al caso de dos
dimensiones. No obstante, un ligero incremento en la presion se presento en los resultados de
tres dimensiones, esto puede verse en la figura C.5; la presion fue evaluada en el mismo punto
que en dos dimensiones, no asi la forma de la curva es parecida a los resultados presentados por

Lobovsky, Salami y este trabajo en dos dimensiones. El frente de ola también fue analizado en
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tres dimensiones usando el promedio en la posicion x de las particulas, figura C.5, se presenta

una grafica muy parecida al escenario en dos dimensiones.

Finalmente, se elaboré un secuencia de imagenes de la reconstruccion de la isosuperficie de los
resultados del algoritmo 1 SPMHD sin efectos MHD para el problema de DamBreaking 3D, se
uso el software Blender v2.8 para reconstruir la isosuperficie usando metaballs y para realizar

el renderizado del escenario, ver figura C.7.



Apéndice D

Caso 4: Square Shaped Droplet

En esta seccidn se estudia el efecto de la fuerza de tensién superficial sobre el dominio del fluido
con el método SPH, a través del algoritmo 1 SPMHD sin efectos MHD. La gota inicialmente
cuadrada (Square Shaped Droplet), es el escenario ideal para estudiar el efecto de la tension su-
perficial sobre la interface de un fluido, ademads de ser el problema base para validar modelos de
tension superficial. En este escenario, un fluido de dominio cudrado de tamafio / X [ es iniciado,
no se crean particulas de frontera y no hay gravedad actuando como fuerza externa sobre las
particulas. En el modelo de la curvatura explicita expuesto en la seccién 3.1.3, la curvatura de la
gota inicialmente cuadrada se calcula con el método SPH, ello presenta una alta curvatura en las
esquinas, aqui la fuerza de tension superficial es maxima, esta fuerza es una fuente de momento
para la ecuacién de balance de momento (2.7). Por lo tanto, el dominio de fluido es deformado al
igual que su interface. N6tese que la fuerza de tension actua cerca de la interface minimizando
el area de la interface hasta llegar a su estado minimo de energia; una gota redonda. En la figura
D.1, se muestra un esquema de la gota inicialmente cuadrada, se estudia la forma, el ancho en x

y el alto en y en el transitorio, al igual que la curvatura y la presion en el estado final de la gota.

En este trabajo, se simula con el algoritmo 1 SPMHD sin efectos MHD una gota inicialmente
cuadrada de tamafio 5 mm X 5 mm, con una densidad p = 1000 Kg/m3 , viscosidad dinamica
v =1x 107> m?/s y un coeficiente de tensién superficial oy = 72.0 x 1073 N/m para validar los

efectos de la tension superficial. Tomando la velocidad caracteristica del sistema como uq, = v/!
pv

Vplo

Oh=0.016 para este problema, por lo tanto las fuerzas de tensioén superficial dominan sobre las

el andlisis adimensional se reduce a el nimero de Ohnesorge, Oh= , el cual se halla como

fuerzas viscosas.
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Fig. D.1 1zq) Esquema de la gota incialmente cuadrada, Square Shaped Droplet, 1a interface se deforma
debido a la tensién superficial para un tiempo posterior. Der) Acercamiento en la esquina superior derecha

del inicio de la simulacién, ¢ = 0, usando el algoritmo 1 SPMHD sin efectos MHD.

Se iniciaron 4,356 particulas de fluido. En la figura D.1, se observa en rojo un acercamiento a
la esquina superior derecha del sistema de particulas al tiempo ¢ = O s, los vectores de la fuerza
de tension superficial fueron calculados usando el modelo CSF expuesto en el capitulo 3.1.3 y
usando el algoritmo 1 SPMHD. En el modelo CSF la curvatura se calcula explicitamente y es
proporcional a la fuerza de tension superficial, al tiempo ¢ = O s para el problema de la gota
inicialmente cuadrada, la curvatura toma un valor méximo en las cuatro esquinas, posteriormente
la fuerza de tension se dirige en el sentido opuesto que el vector normal en la interface del
dominio del fluido, de esta forma el dominio del fluido se deforma comprimiendo a la gota
por las esquinas parecido a un cuadrado con las esquinas achatadas. Debido a la conservacion
de masa, el dominio es posteriomente deformado en un rombo con esquinas achatadas, forma
“diamante”, nuevamente la tension superficial trata de reducir el drea de las esquinas achatadas de
la forma de rombo, este procedimiento se repite hasta que la gota inicialmente cuadrada alcanza
su estado minimo de energia; una gota completamente redonda. El tiempo de simulacion fue de
0.2 s, estos resultados muestran que la fuerza de tensién superficial actua rdpidamente para que
el sistema alcance su equilibrio 1o mds pronto posible. En la figura D.2, se muestran una serie

de imagenes resultados de la simulacion.

Magnitud Tension Superficial (m/s?)
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Parametros
y constantes

p=1000Kg/m’
v=1%x10""m?/s
g=0m/s’
c,=6m/s
0.=7.2x107°N/m
kernel : Spike 3
t=0.0 s t=0.001 s t=0.004 s hf=1.4 i
dp=7.5%x10"m
dt=8.75X10""s
T,.x=02s

t=0.010 s t=0.015s t=0.025 s

t=0.04 s t=0.07 s t=0.1s

Fig. D.2 Evolucién de la gota incialmente cuadrada en dos dimensiones, / = 5 mm. Resultados del

algoritmo 1 con efectos de tensién superficial y sin efectos MHD.

La teoria hidrodindmica permite conocer la presion en la gota en el estado de minima energia

como p = ‘Tsl‘/’_r, ademds de su curvatura como k = % donde R es el radio de la gota, esto

se puede ver en la figura D.3. Al tiempo ¢ = 0.2, se observa que la gota permanece como un
circulo perfecto, esto puede verse en el cdlculo de la curvatura para la particula i localizada
en el perimetro del semicirculo superior, unos resultados similares se pueden observar en [51].
Ademds, se osbserva una ligera variacién de la presion sobre la solucién analitica, esto se
debe naturalmente a la débil compresiéon del método SPH tal y como se reporta en [26]. Se
observo el tamafo del dominio de fluido en todos los tiempos a través de Xsize=X,,qx — Xmin ¥
ysize=y,qax — Ymin tomando la diferencia de la posicién mds grande y la méds pequeiia de las

particulas sobre el dominio del fluido en las direcciones x y y respectivamente, en la figura
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D.3-¢) se muestra que ambos tamafios evolucionan de igual manera, esto desmuestra que la

fuerza de tension superficial actué de manera simétrica en el dominio del fluido, [52].
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Fig. D.3 Resultados del problema de la gota inicialmente cuadrada con el algoritmo 1 SPMHD con
tension superficial y sin efectos MHD. a) Presion hidrostitica al tiempo t=0.2 s desde el centro hasta
la interface de la gota. b) Curvatura «; de la particula i localizado sobre el perimetro del semicirculo
superior de la gota al tiempo ¢ = 0.2s. ¢) Evolucién del tamafio de la gota inicialmente cuadrado en la

dirrecién x y y (xsize y ysize), ver figura D.1.



Apéndice E

Caso 5: Una esfera de agua en gravedad cero

Aqui se estudia tedricamente la dindmica de una gota de agua en gravedad cero que se perturba
superficialmente en una pequeifia region. Los resultados numéricos obtenidos con el cédigo
SPMHD en 3D sin efectos MHD se comparan cualitativamente con un experimento realizado en
la International Space Station (ISS). En la ISS se elaboran diversos experimentos en gravedad
cero, el astronauta Donald Pettit experiment6 con gotas de agua para estudiar el comportamiento
de la superficie libre [53], el modelo experimental se puede ver en la figura E.1 donde una gota
de agua de didmetro Do = 13 cm se perturba debido a un golpe de aire que eyecta una jeringa;
a través de una abertura de aproximadamente 1 cm de didmetro! pasan 10 cm? de aire en 0.1 s
[54], con estos datos se puede calcular que la velocidad de eyecccidn de aire en la jeringa fue de
aproximadamente U = 1.27 m/s. Si se toma el didmetro de la gota como la longitud caracteristica
del sistema, el nimero de Reynolds es Re = @ ~ 165, 000. En la figura E.1 también se puede
ver a las particulas SPH formando aproximadamente una esfera de agua de didmetro Dy = 20
cm al tiempo ¢ = 0 s, para simular el golpe de aire en el experimento de Donald P. se establecio
un conjunto de particulas en el polo norte de la gota con velocidad constante en direccion z
como u, = —0.05 m/s.

En la figura E.2 se muestra una secuencia de imagenes de la evolucién de la superficie libre, en
ellos se observa la propagacion de las olas superficiales y olas de cuerpo en el sistema, la primera
ola superficial que se propoga en la superficie ocurre en 33 cuadros en el video de 30 fps, con
esta informacién se puede estimar una velocidad de propagacién sobre la superficie de la gota
de agua como v; = 0.2 m/s. La baja perturbacién y la fuerza de tension superficial evita que la

gota se disocie. Se observo que para tiempos muy largos el movimiento en la superficie libre de

1 Se estim6 la abertura de la jeringa haciendo uso de las dimensiones de la imagen de la figura E.1 medido en

pixeles y comparandola con la dimension de la gota en pixeles.
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R
1cm|‘_|\ '

~ 27 px Jeringa

13 cm
~ 358 px

Alambre

Result Magnitude

0.0e+00 0.02 0.04 5.0e-02
| |

Fig. E.1 1zq) Modelo experimental de una gota de agua que se perturba debido a un golde de masa de
aire que eyecta una jeringa en gravedad cero, la gota se fija de un alambre para evitar que se desplace. La
imagen es de 720 x 720 pixeles. Der) Simulacién numérica SPH, configuracién inicial de las particulas
Lagrangianas, aqui la perturbacién ocurre debido a que un conjunto de particulas en el polo norte de la

gota tiene una velocidad inicial u#, = —0.05 m/s (particulas color rojo).

la gota es completamente amortiguado, esto es debido a que la energia mecénica se disipa por
viscosidad, es posible que la energia mecdnica también haya sido disipada por el alambre que
sostiene a la gota debido a que evita que el centro de masa se desplace. La forma de la gota final

fue nuevamente una esfera.

La figura E.3 muestra la simualacion de la gota de agua que se perturba. El nimero de Reynolds
es Re = 10,000, las fuerzas inerciales son superiores a las fuerzas viscosas, en consecuencia la
energia cinética es débilmente disipada. La tension superficial fue simulada con el modelo de
tension superficial explicita de Brabill [24] para el método SPH donde las particulas cercanas a
la interface experimentan esta fuerza en sentido contrario a la normal de la superficie libre, por
esta razon las particulas no abandonan el dominio de fluido, es decir el sistema no se disocia. No
se simuld un mecanismo para sostener a la gota andlogo al alambre del experimento de Donald
P. y en consecuencia se obervo para tiempos posteriores un desplazamiento del centro de masa

y del sistema en dirreciéon —Z. Se elaboré una reconstruccién de la superficie libre usando la
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técnica metaballs en el software Blender [48], véase figura E.4.

Los resultados numéricos no se compararon cuantitativamente debido a la gran diferencia en el

75

nimero de Reynolds, pero si fue posible obtener informacién del comportamiendo cualitativo

en ambos casos.

t=03s

t=33s
t=48s
E }
t=64s

t=3.6s
t=52s
t=6.7s

7

t=1.2s
i -

C-/7)

t=27s

t=15s
t=30s

t=6.1s

Fig. E.2 Experimento realizado por el astronauta Donald Pettit [53]. Evolucién de la superficie libre de

la gota de agua que se perturba hasta 7 s de observacién. Se observan olas superficiales y olas de cuerpo

que se propagan en el sistema.
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Fig. E.3 Resultado numérico con particulas SPH, la perturbacion se propaga en el sistema de particulas

a través de olas de cuerpo y olas superficiales, la tension superficial evita que las particulas se disocien

del sistema. Re = 10, 000.
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Fig. E.4 Renderizado de la gota de agua que se perturba en gravedad cero. Re = 10, 000.
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