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Capitulo 1

INTRODUCCION

Una rama muy conocida de las Matematicas y de la Fisica es la de sistemas dinami-
cos, donde se puede definir a un sistema fisico como un sistema dinamico, es decir, como
un conjunto de objetos compuestos por materia que se relacionan entre si de una forma
causal. Estos sistemas se caracterizan por estar evolucionando en el tiempo; el comporta-
miento en dicho estado se puede caracterizar determinando los limites del sistema (ellos
son una seleccion de aquellos componentes que contribuyen a generar sus dindamicas, y
luego se determina el espacio de descripcion donde se llevard a cabo el estudio y que
puede ser discreto o continuo, omitiendo toda clase de aspectos irrelevantes), ademas de
los elementos y sus relaciones. De esta forma se pueden elaborar modelos que buscan

representar la estructura del mismo sistema.

Los sistemas dinamicos pueden dividirse en dos grandes clases: aquellos en los que
el tiempo varfa continuamente y en los que el tiempo transcurre discretamente. Los sis-
temas dinamicos que se abordan en esta tesis son los de tiempo discreto, que a su vez
tienen relacion con la Dindmica Simbdlica, que es una herramienta para estudiar sistemas
dinamicos discretos. Su ventaja recae en el hecho de que esta técnica ayuda a representar
trayectorias como sucesiones infinitas de simbolos. Esto simplifica el anélisis de cierto tipo
de sistemas que son muy dificiles de estudiar por otra via basdndose en la ecuacién que

modela la dindmica de interés.

Una aplicaciéon que en particular se le da a la Dinamica Simbdlica es estudiar sistemas
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fisicos. En esta tesis se estudian modelos fisicos de la Mecanica Estadistica, que es una
rama de la Fisica que, con la ayuda de la probabilidad, se concentra en estudiar el com-
portamiento de sistemas mecanicos macroscopicos, desde un punto de vista microscépico,
es decir explica la termodinamica de un sistema grande a partir de la dindmica de las

particulas que lo constituyen.

Existen procesos fisicos conocidos como transiciones de fase (existen transiciones de
fase de primer orden y segundo orden). En esta tesis se estudian las transiciones de fase de
segundo orden. Un ejemplo de una transicion de fase de primer orden, la podemos percibir,
por ejemplo, suponiendo que conocemos la fuerza entre moléculas de agua. Entonces
deberiamos ser capaces de predecir la presién y la densidad dentro de un hervidor de
agua a temperatura ambiente. Mas interesante, deberiamos ser capaces de predecir que
esta densidad cambiara de repente y de forma dramatica a medida que la temperatura se

incrementa de 99°C a 101°C: el agua cambia de liquido a vapor.

Un modelo muy conocido y estudiado que presenta transicion de fase de segundo
orden, es el modelo de Ising, el cual es un modelo fisico propuesto por Wilhelm Lenz en
1920, fue disenado con el objetivo de modelizar materiales ferromagnéticos, para estudiar
asi sus propiedades y las transiciones de fase que puede presentar un sistema de tales
caracteristicas. El modelo de Ising pertenece a una clase de modelos que permiten un
tratamiento completamente analitico sin tener que recurrir a aproximaciones, es decir su
funcién de particién pueda ser calculada exactamente. Estos modelos se conocen como

modelos con solucién exacta o modelos exactamente resueltos.

En 1994, Robert Burton and Jeffrey Steif utilizando el resultado de Peierls sobre el
modelo de Ising [1], desarrollaron en [3] una estrategia para construir subshift de tipo
finito fuertemente irreducibles que admiten varias medidas de maxima entropia. Esta es-
trategia que ademds fue aplicada por Olle Haggstrom en [6, 8|, permitié definir familias
parametrizadas de subshift de tipo finito fuertemente irreducibles que experimentan una
transicion de fase en el sentido de que cuando incrementamos el valor del parametro, el
subshift correspondiente pasa de un sistema con una unica medida de maxima entropia a

un sistema que admite multiples medidas de méxima entropia (lo que equivale en Mecani-



ca Estadistica a una transicion de fase). Para algunos de estos ejemplos, el simplex de
medidas maximizantes se puede determinar con precision y, por lo tanto, para cada g > 2
(espines), se pueden dar ejemplos de tales sistemas cuyo simplex de medidas maximiazan-
tes coincide con el simplex estandar g-dimensional (esto se puede lograr con un subshift
fuertemente irreducible de tipo finito en dimensién 2). Usando este enfoque también se
construyen subshift fuertemente irreducibles de tipo finito con un continuo de medidas
ergddicas maximiazantes. El secreto del éxito de este enfoque reside en el hecho de que
proporciona un diccionario entre la Mecénica Estadistica en equilibrio y la Dinamica
Simbdlica, lo que permite traducir una plétora de resultados rigurosos sobre la coexisten-
cia de fases desde la Mecéanica Estadistica en equilibrio hasta la Dindmica Simbdlica. De
hecho, uno de los resultados en [3], es la existencia de un subshift fuertemente irreducible
de tipo finito en dimension dos que soporta al menos dos medidas ergddicas de méxima
entropia. De esta correspondencia entre modelos de la Mecanica Estadistica de equilibrio
y sistemas simbdlicos, Burton y Steif derivan en [4], usando una idea andloga utilizada
por Milos Zahradnik en [9], una descripcién completa del simplex de medidas de méxima
entropia. En [8], Olle Hiaggstrom generaliza la correspondencia mencionada anteriormente
para una clase mas amplia de interacciones de corto alcance, y establecen formalmente
una correspondencia en el sentido de que para una clase de modelos de la Mecanica Es-
tadistica con interacciones con valores racionales, todos los estados de equilibrio pueden
ser obtenidos como una proyeccién de medidas de méxima entropia de un correspondiente
subshift fuertemente irreducible de tipo finito. En esta tesis, estudiamos mas a fondo esta
correspondencia, centrandonos en el modelo de Potts y en un modelo de nuestra autoria
inspirado en los modelos de vértices de la Mecanica Estadistica. Nuestro objetivo es ilus-
trar como la correspondencia de Burton-Steif se puede utilizar para explotar resultados
conocidos en Mecanica Estadistica, en particular las relativas a las transiciones de fase, en
el contexto de la Dindmica Simbdlica. Los modelos de la Mecanica Estadistica que con-
sideramos tienen la particularidad de que la energia se concentra en contornos, de modo
que el comportamiento del sistema esté determinado por una competencia entre energia

y entropia que cambia con la temperatura. A cada uno de estos modelos de la Mecdanica
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Estadistica, la correspondencia Burton-Steif les asigna una familia numerable de subshift
fuertemente irreducibles de tipo finito.

La estructura de la tesis es de la siguiente manera: en el capitulo dos escribimos un
recordatorio de algunas nociones basicas que usaremos a lo largo de la tesis. En el capitulo
tres damos los antecedentes que ayudan a la creacion de esta tesis. Cabe destacar que
fueron reescritas para su mayor comprension. En el capitulo cuatro estan los resultados,
donde desarrollaremos esta correspondencia y analizaremos algunas de sus consecuencias.
[lustramos esta correspondencia en el caso del modelo de Potts y en un nuevo modelo
inspirado en los modelos de vértices de la Mecanica Estadistica, para el cual recuperamos
la fenomenologia del modelo Ising. En el capitulo cinco cerramos la tesis con algunas

conclusiones.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

En ese capitulo definiremos los conceptos necesarios para poder desarrollar y mejorar
la comprension de los antecedentes y resultados obtenidos en esta tesis; éstos involucran

conceptos de Dindmica Simbdlica y Mecanica Estadistica.

2.1. La Dinamica Simbdlica de la Mecanica Estadisti-
ca

Iniciamos con los conceptos de Dinamica Simbdlica en dos dimensiones, los cuales son
obtenidos en su mayoria de [3], para continuar con algunos conceptos de Mecéanica Es-
tadistica y concluir con la construcciéon del concepto de contorno, el cual cabe mencionar,
es equivalente en ambas ramas.

Consideramos un sistema dindmico simbdlico cuya estructura es Z* y cuyo conjunto de
simbolos o también llamado alfabeto es A, un conjunto finito de al menos dos elementos.
A 72 se le asigna la norma || || L' (vecino més cercano) asi que ||(z1, x2)|| = |z1| + |22|.

Sea A un subconjunto de Z?2, entonces la frontera interior de A es
ON={reA:3ye Acon ||z —y|| =1}.

En general A serd un subconjunto finito de Z2, al menos que se indique lo contrario.

Una configuracién infinita es una funcién n* : Z? — A y una configuracién finita

7
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o bloque es una funcién de n : A C Z? — A. Las 2 € A son llamadas ubicaciones o sitios
y 1. es el valor de la configuracién en la ubicacion x.

Nota: A lo largo de la tesis se utilizard solo n* y n para indicar si una configuracion
es infinita o finita. Habra casos en el que en un mismo enunciado aparezcan dos confi-
guraciones infinitas o finitas, para ello se utilizaran letras distintas, indicando el tipo de
configuracion.

Una configuracién n : A — A es una restriccién de una configuracion ¢ : A" — A si
A C Ay ( coincide con 1 en A. Decimos en este caso que ( es una extension de 7 y lo
denotamos por (y =1, ((x € A* :={n: A — A}).

Z* actiia sobre las configuraciones por traslacién. Siy € Z* y x € Z? fijo, Ty)e =2 —y 'y
para A C Z?, el conjunto TyA = {x —y :x € A}. Sin: A — A, ademds sea T,n, = n(Ty.)
para x € T_,A.

Sea A% 1a coleccién de todas las n* : Z? — A equipadas con la topologia producto. Los
subconjuntos X de AZ que son cerrados en la topologia producto usual y shift invariantes
o T-invariantes (i.e., n* € X y y € Z? implica T,n* € X)) son conocidos como subshift.

La siguiente definicién es de subshift de tipo finito mediante configuraciones finitas

prohibidas o bloques prohibidos.

Definicién 2.1.1. Sea n' : A; — A;1 < i < K un conjunto finito F de configuraciones
con A\; finito para cada 1 < i < K. El subshift de tipo finito (en 2 dimensiones)
correspondiente a F, es el conjunto X C A% que consiste de todas las configuraciones
n* . Z* — A tales que para todo y € Z?, no se da el caso que T,n* sea una extension de

algin n'. (Los 1" deberiamos pensarlos como bloques prohibidos).

La siguiente definicién es equivalente a la anterior de subshift de tipo finito, solo que

usamos una notacién compacta.

Definicién 2.1.2. X es un subshift de tipo finito si existe una familia de bloques

prohibidos F tal que

Xr = {n' € A% | Vi € 22 F C Zfinito : 1|, x ¢ F}
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Se debe tomar en cuenta que X es un subshift de tipo finito, entonces X es cerrado
bajo la topologia producto e invariante bajo traslaciones (T-invariante).

Existe otra definicion de subshift de tipo finito mediante configuraciones finitas admi-
sibles o bloques admisibles.

Sin: A — A esuna configuracion, decimos que 7 es una configuracion finita admisible

o bloque admisible en X si 37* € X tal que 77 es una restriccién de n*. Sea A,, = [-n, n|?

y LA(X) ={7: A, = Acon7 admisible}. Ademas sea |L;(X)| la cardinalidad de £ (X)
y [1] = {n* € X : n* esunaextensién den}, [7] se le conocen como conjuntos cilindros.
Cabe destacar que la topologia en AP es generado por los conjuntos cilindros y X es

cerrado en esta topologia.

Definicién 2.1.3. X es un subshift de tipo finito si para algin A C Z* y una coleccion

finita L C AN tenemos

X :={n*€Z¥ : (T.y)a € LY z € 7?}.

Los subshifts de tipo finito definidos por sus bloques prohibidos son equivalentes a los

definidos por sus bloques admisibles.

Definicién 2.1.4. Un X C A% es un sistema simétrico de PriMeEros vecinos si existe
un subconjunto G C A x A que es simétrico (i.e. (e, f) € G = (f,e) € G) y tal que
X={n:7*—> A:x,yeZ|lr—vy|| = 1implica(n.,n,) ¢ G}.

Notamos que un sistema simétrico de primeros vecinos es un subshift de tipo finito.
A continuacion definiremos la entropia topoldgica la cual nos da informacion de la

medida del tamano del subshift, asi como de su complejidad.
Definicién 2.1.5. La entropia topoldgica del subshift X C A% es

By (X) = 1im 08 1Ea(0]

n—oo | An‘
La existencia de este limite se debe al lema de subaditividad de Fekete’s. Una prueba
se puede ver en [26]. La entropia topoligica ademds nos da una tasa de crecimiento

exponencial de [£4(X)| con respecto a |A,|.
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Ya que definimos un subshift de tipo finito y como obtenemos su entropia topoldgica,
a continuacién, daremos a conocer uno de los conceptos importantes de esta tesis; las
medidas de maxima entropia.

La coleccion de todas las medidas de probabilidad de Borel en X la denotamos por
M (X). Es un conjunto convexo y se convierte en un espacio topolégico, considerando
la topologia débil. La subcolecciéon de medidas de probabilidad de Borel T-invariantes, la
cual se denota por ML(X), es un simplex en esta topologia. Una medida y € ML(X) es

ergddica, si cualquier conjunto T-invariante tiene una medida p igual a cero o uno.

Definicién 2.1.6. La entropia de la medida de i € ML(X) es

De nuevo, el limite existe por subaditividad.

Para cualquier medida p tenemos h(p) < hiop(X). Una medida g para la cual la
entropia de la medida coincide con la entropia topolégica, se conoce como medida de

maxima entropia.

Teorema 2.1. Sea X un subshift de tipo finito. Sea ML(X) sea el conjunto de medi-
das invariantes bajo traslacion en X. Entonces hipy(X) = sup ey x) h(n) ademds, el

supremo se logra en alguna medida.

Una prueba del teorema anterior se puede ver en [4].
Nos interesa cuando el supremo se logra en mas de un lugar, es decir, si hay mas de
una medida de méaxima entropia.

El siguiente ejemplo es de un subshift de tipo finito con dos medidas de maxima entropia.

Ejemplo 2.1. Sea A = {0,1}. Sea X el sistema simétrico de primeros vecinos en dos
dimensiones con G = {(0,1), (1,0)}. Notamos que X tiene exactamente dos elementos y

por lo tanto dos medidas maxima de entropia.

Ya que nos interesan los subshift de tipo finito con més de una medida de maxima entropfia.

Notamos que en el Ejemplo 2.1 es un subshift de tipo finito generado de manera trivial,
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eso nos lleva a definir una condicién de irreducibilidad que nos ayudara a obtener subshift

de tipo finito no triviales.

Definicién 2.1.7. Sea X un subshift de tipo finito. X es fuertemente irreducible si existe
un r > 0 de modo que siempre que tengamos dos configuraciones finitas admisibles n* :
A — Ayn*: Ay — Ay donde la distancia entre Ay y Ay es mds grande que r, existe
entonces un n* € X que es una extension de ambos n*t y n?. X es débilmente irreducible
si para cada n* y n?, eviste uny € Z* y un n* € X tal que n* es una extension de n* y

T,m*.

Probaremos después que fuertemente irreducible implica que un subshift de tipo finito

con al menos dos elementos tiene entropia topoldgica positiva.

Definicién 2.1.8. Sea S C Z2 finito. Sea n una configuracién admisible definida en OS.
Definimos €2, como el conjunto de configuraciones en S que extienden n. Definimos

como la medida uniforme en €.

Proposicién 2.1. 1. Un subshift de tipo finito fuertemente irreducible con |X| > 1

tiene entropia topologica positiva.

2. Considera un subshift de tipo finito el cual es fuertemente irreducible. Sea 0™ una
configuracion admisible definida en OA,,. Supongamos que | se obtiene como un
limite débil de subsucesiones de pin, donde i, es la medida en configuraciones en
A, dada por la Definicion 2.1.8. Si p es invariante bajo traslaciones, entonces tiene

mdxima entropia.

Notamos que ji,» es una medida de las configuraciones de A,, y por lo tanto, no es una
medida de X. Sin embargo, se puede definir arbitrariamente en A¢ y la convergencia sera
independiente de la extensién que se tome.

Antes de proceder a la demostracion, necesitaremos el siguiente lema, que dice que
ciertas medidas que surgen naturalmente en nuestro contexto son probabilidades condi-

cionales uniformes.
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Lema 2.1. Sea S = A, y o cualquier configuracion en OA,,. Sea 2, y p, como en la
definicion 2.1.8, es decir definimos ), como el conjunto de configuraciones en S que
extienden o. Definimos p, como la medida uniforme en €2,. Sea U un conjunto de puntos
en N,_1. Sea C el conjunto de puntos en A,_1 NU® los cuales son adyacentes a algin
elemento de U. Entonces, con respecto a ., la distribucion condicional en U dado que
los valores en C' son uniformes en las configuraciones definidas en U que junto con los

valores en C' se extienden a un elemento de €, .

Se puede pensar (no siempre) que C' serd un camino simple dentro de A, _; y U seréan

los puntos dentro de C.

Demostracion. Sea T = |Q,|. Paran € Q, y R C A,, sea nr que denota la restriccién

de n a R. Sea ¢ una configuracion en C' que se extiende a un elemento de {2,. Sea v una

configuracion en U que junto con los valores de ¢ en C' es extendible a un elemento de (2, .

Sea I el nimero de configuraciones en {2, que es igual a y en U y 6 en C, J es el

numero de configuraciones en €2, que es igual a y en C, y K el nimero de configuraciones

definidas en U que junto con d definidas en C' se extienden a un elemento de €2,. Entonces
poly =v,me=96) I/T 1 1

(0 =lne = 8) = -2
po (o = lne = 6) o = 0) T FK

La ultima ecuaciéon viene de lo siguiente. Primero notamos que ya que x € U, y €

A,—1NUN C° implica ||z — y|| > 1, I depende solamente en 0 y no en 7. Por lo tanto
una vez que ¢ es dado, el nimero de maneras de extenderlo a un elemento de €2, (el cual
es J) es solo el nimero de maneras de extenderlo en U (el cual es K) por el nimero de
maneras de extenderlo en A,,_;NU°NC® (el cual es I) y asi J = KI. Finalmente, el hecho

de que la probabilidad condicional es 1/K prueba el lema.

Procedemos a la demostracion de la Proposicion 2.1.

Demostracion. Ya que X es fuertemente irreducible asumimos que existe un r de modo
que dos configuraciones finitas admisibles cuyos conjuntos estén ubicados a lo mas a

distancia r el uno al otro y tienen una extensiéon comun.
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1. Como |X| > 1 hay al menos dos simbolos, cada uno de los cuales se extiende a un
elemento de X. Por lo tanto, el niimero de configuraciones admisibles en A1), es

al menos 2n?, lo cual implica entropia topoldgica positiva.

2. Sea |L£A(X)| donde L4 (X) es el conjunto de configuraciones admisibles en A,,, como
fue definido anteriormente. Entonces por supuesto por definicion

lm log |£A(X)|

:hfov
n—o00 (2n+1)2 top

donde hp es la entropia topoldgica.

Usamos la notacion estandar para la entropia y la entropia condicional. Fijamos M,

fijamos M' =M +ry k> M.

T (Marr) = By (Mapr|OAae) = 7 e (8)hy,  (Aarr]).

5EDA 3y

Ahora, la distribucién condicional (con respecto a p,x) en Ay dado ¢ es (por le-
ma 2.1) uniforme sobre todas las configuraciones en {25, este ultimo definido en la
Definicién 2.1.8. El nimero de tales configuraciones es al menos el nimero total
de configuraciones admisibles en Aj;, ya que somos fuertemente irreducibles con

nuestra r dada.

Por lo tanto hy, , (Aprr]6) > log|La,,(X)| para todo § el cual implica

hllnk (AM’) > 1Og |‘CAM (X)|

s (Aar) og | L4, (X))
@M +1)2 = (M +1) "

Haciendo k — oo a lo largo de una sucesion tal que p,» converge a u da

hu(Bar)  log|Lay (X))
2M'+1)2 — (2M’'+1)?
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Finalmente haciendo M — oo (con r fijo) da

hu 2 htop

y asi p es una medida de maxima entropia como deseamos.
O

Antes de enunciar el siguiente lema, introduciremos un orden parcial en medidas de

probabilidad las cuales son definidas en A4° donde

A={-M,-M+1,...,-2,-1,1,2,... .M —1,M}

Y

y donde S es numerable (finito). Para hacer esto, introducimos un orden parcial en A°

declarando n < ¢ si n, < d, para todo x € S.

Definicién 2.1.9. Si p y v son medidas de probabilidad en A% donde A = {—M,—M +
L...,—2,-1,1,2,..., M —1,M} y S es numerable (finito), decimos que p < v si existe
una medida de probabilidad m en A% x A° cuyos primeros y sequndos marginales son i

y v respectivamente y tal que

m{(n,d) :n 2} =1

Lema 2.2. Sea S un conjunto finito contenido en Z2. Sea n =< § definida en la 0S y

admisible. Sea Q,, Qs, 1, y ps como en la Definicion 2.1.8. Entonces ji,, = [is

Ver prueba en [3] pag. 220.

Nos centraremos en dos tipos de simplexs en ML (X), pero para ello, primero tenemos
que definir algunas nociones relacionadas con la Mecanica Estadistica.

Primero sea A" = {n : A — A}. Sean A,\’ C Z? Paracadan € Ay ( € N\,
denotamos por n @ ¢ a la configuracién admisible § € AMN | tal que 64 =7y oy = C.

Consideremos una interacciéon la cual es una coleccion de funciones & :=
{CDA AN s R:AC ZQ}. En lo que sigue asumiremos que la interacciéon es de rango
finito y T-invariante. Esto significa que

(a) existe r > 0 tal que si diam(A) > r entonces ®, (1) = 0 para todo n € A, y
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(b) ®x(n) = ®a,. (T.n), para cada z € Z>2.

Abusando de la notacién, usamos 7.7 para denotar la tinica configuracién en ¢ € AM?
tal que (; = n,_.. El ntimero 1 in (a) es el rango de interaccién y para cada A C Z? sea
O"A la r-frontera of A, i.e., A := {z € Z*\A : dist(z,A) < r}.

Dada la interaccion ®, un estado de equilibrio a temperatura inversa § > 0 es una
medida de probabilidad u € ML(X) que satisface lo siguiente: para cada A C Z* A’ D

AUI'A, y cada configuracién admisible € AY | tenemos

6—5HA(77AuarA)
e~ BHA((®nora)

u([nA] | [77]) = ZCEAA:[C@narA]#@

donde H(7*) = > cavgra Pu (7M7) es la energia del volumen A. La coleccién de todos
los estados de equilibrio, £3(®) C M1.(X), es un simplex de Choquet cuyos extremos son

medidas ergddicas. El denominador

Zg (N, narp) = Z e~ PHA(CBnor )
CEAN:[CPDnor A |£2

define la funcién de particion, la cual depende del inverso de la temperatura [ asi
como de la frontera de la configuracién nap € A2, Si (X, T) es fuertemente irreducible,

el limite

1

fo(B) = — Bnh—{lc}o ™ |10g3ﬂ (An,77)

define la energia libre de Helmholtz.
A partir de la interaccién ® de rango finito T-invariante, definimos la energia especifica
X o0 = u®) = > 50 Pv () /|U]. Si (X, T) es un subshift fuertemente irreducible,

para cada p € M3.(X) tenemos

La igualdad se cumple si y solo si pp € E3(P). Ademas limg_,o Sf(5) = —hiop(X), entonces
hr(p) < hiop(X) para cada p € M%L(X). La coleccién

Max(X) = {5 € ME(X) : hr() = hiop(X)}

es el simplex de medidas de maxima entropia y coincide con £ (®P) para una interaccién

arbitraria ®, siempre que la energia local n* — u(n*) := > ., Pa(n*) sea una funcién
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continua. Cuando Max(X) es un singulete, decimos que (X, 7") es intrinsecamente ergddi-
co.

Dado que la medida condicional en una configuracion, dada cualquier condicion de
frontera depende solo de los sitios a una distancia menor que r, entonces
o~ PHA (@15, )
Z5 (A mey)

es una realizacién de la medida condicional, que se define para cada configuracién admi-

p(n] [ ") =

sible n € A* y cada condicién de frontera n* € X.

Consideraremos los subshifts de tipo finito e interacciones de rango finito T-invariantes.
Mediante una codificacién de bloques, podemos reducir la interacciéon a una funcién de
una letra al mismo tiempo que reducimos las configuraciones que definen el subshift a un

conjunto de configuraciones en el volumen

Across == {(0,0), (£1,0), (0, +1)} = {0, +e', £’} C Z2.

Sea X C AZ un subshift de tipo finito (con la accién T definida), definido por la
coleccién £ de configuraciones admisibles de F', con F' C Z2 finito, y sea ® una interaccién

de rango finito. Podemos naturalmente embeber X en D%, donde D := A* y

vru( U o)

U30: dy#0

El embebimiento de n* — «(n*) tal que ¢(n*). = 0}, , es una conjugacién entre (X, 7

and (¢(X),T). Claramente ¢(X) es el subshift de tipo finito definido por la coleccién

[ o— {C € Dheoss 1 ¢, € LA(X)Vz € Across, (C0)etz = ((2)e V2 € Aross V€ € A tal que {£ + 2,2} C A} )

Esto no es mas que el requisito de que las letras de una configuracion en ¢(X) sean
configuraciones admisibles en X, y que se superponen correctamente cuando se consideran
como configuraciones en X. El embebimiento ¢ reduce ® a la funcién de una letra D >
¢ @) = D120 Pu(Cw)/|U| que define las funciones de energia B 5 ¢ — H4, () =
> .en ®(¢:). Notamos que si 7" = ¢(n*), entonces
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Hy, (73) ZZ@U = > Hy () = Ha (1) -

zeN Uz UNA/

La embebimiento ¢ induce la funcién * : ML(X) — ML((X)) tal que (ju(B) =
i (Lng) para cada conjunto de Borel B C ¢,(X). Esta transformacién es un isomorfismo

entre los simplexs ML(X) y ML((X)) mapeando E3(®) en E5 (P*) para cada B > 0

Por 1ltimo se construird la definicién de contorno, que serd fundamental para el desa-
rrollo de los resultados, como se mencioné en la introduccién los modelos que trataremos
tienen la particularidad de que la energia se concentra en ellos. La definicién se hara desde

un punto de vista de la Mecanica Estadistica, aunque es andlogo en Dindmica Simbdlica.

CONTORNOS.

Fijamos el siguiente rectangulo en Z?
Ayn = Z2 0 ([My, Ny] x [My, Nq))
donde M; < N; en Z2, consideramos el conjunto
B={{i,j} CZ°:|i—jl=1,{i.5} N Aun # 0}

de todos los enlaces de vecinos mds cercanos los cuales emanan de sitios de Aysny. Cada
enlace b = {i,j} € B deberfa ser visualizado como un segmento de linea entre i y j. Ver

Figura 2.1.
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Figura 2.1: Ejemplo de un elemento b € B

El segmento de linea b cruza un tnico segmento de linea “dual” entre dos sitios de

vecinos mas cercanos u, v en el rectangulo dual,

Nyy={M — 3, M+ 3, Ni+ 3y x {My = 3,... Ny + 4}

El conjunto asociado b* = {u, v} es llamado el enlace dual de b. Por lo tanto

b ={ue Nyy:lu—(i+4)/2] =1/2}.

Para representar lo anterior nos apoyamos en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Ejemplo de un elemento 0*

Escribimos

B*={b":be B} = {{u,v} C Ay :|lu—v| =1}

para el conjunto de enlaces duales. Sea {u* € A%y} tal que {uf~1 u¥} € B* entonces

decimos que el subconjunto 7/ = {b; = {u* 1 uf} € B* : 0 < k < [,u® = u'} es un

k—1

circuito. La coleccién P := {{b} := u =1 u*} € B*} se le llama camino. Ver Figura 2.3.

Nttod————9-w2-9—9-—9-—9—-o-
e Ee=—traal
) ool o ¢
P, o ° @
|l o|le o o] e l,
? | o o |«
|’T e o o o o T,I
1 ¢ e]e]e o o ¢,
P ® e o o o
|l e o o o o l,
p|le o o o o o9
M4+ — — — — ——
M—I/z"_""lf_'lr'.:'_.:_'._:'._""._Jl"l
I I
I I I I
I I
v (I
M,-I/le ]\'fj}\f,ﬁ-’/z

Figura 2.3: Ejemplo de un Circuito
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Un circuito v se dice que rodea al sitio 0 € Apny si para cada camino P :=
{{Z'm—172'm} e B:1<m< N} tal que 0 = 07iN ¢ AMN; existe un 1 < k < N tal
que {i*71 i*}* € 4. Sea I'y que denota el conjunto de todos los circuitos en B* los cuales

rodean a 0. Ver Figura 2.4.

N,+I/2--————-f—-0—-0—-0—-0 -—o— 4
N+——— —— o —0 — -
S PREigeiy phgal
R ®=i® ¢ o ¢,
P ° LN |
|l o|e o eo]e l,
? | ol e K
1L T
L S
P e o o |9
Il ° e o o l,
ple eo|e o o o9
Mg — — — —_—— ¢ —0 —o— o
MI_I/;--———— I_-T-o—-o-’_-o_-o_-o_..__qu
v [
II II
I I
v |
M'I/IZM I\IIIIZV1+I/2

Figura 2.4: Ejemplo de un Circuito que rodea al 0

Ahora miramos los circuitos que ocurren en una configuracién de la siguiente manera.

Para cada n € AN sea
Br(n) ={b":b={i,j} € B,n; # n;}

denota el conjunto de todos los enlaces duales en B* que cruzan un enlace entre espines

de signo opuesto. Un circuito v con v C B*(n) es llamado contorno para 1.



Capitulo 3

Antecedentes: Mecanica Estadistica

en Dinamica Simbolica

Este este capitulo se dan los antecedentes de esta tesis, los cuales son la base de los
resultados. Comenzamos presentado el modelo de Ising, para dar lugar al argumento de
Peierls, el cual consiste en utilizar los contornos definidos en el capitulo anterior para
demostrar que el modelos de Ising presenta transicién de fase. Continuamos con la corres-
pondencia de Burton-Steif, la cual como ya mencionamos es un analogo simbdlico de lo

hecho por Peierls en el modelo de Ising, finalmente presentamos el modelo de Potts.

3.1. Modelo de Ising en 2D

El modelo de Ising es un modelo fisico propuesto para estudiar el comportamiento de
materiales ferromagnéticos. El modelo fue inventado por el fisico Wilhelm Lenz (1920),
que lo concibié como un problema para su alumno Ernst Ising para demostrar que el
sistema presentaba una transicién de fase. Ising (1925) demostré que en una dimensién
no existia tal transicién de fase, resolviéndolo en su tesis de 1924. El modelo bidimensional
de Ising en Z? es més complicado, y solamente se le dio una descripcién analitica mucho
més tarde, por Lars Onsager en [19], Osanger, quien demostré que el modelo de Ising en

dos dimensiones presenta transicion de fase, ademas dio pie a que la fisica estadistica era

21
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capaz de describir transiciones de fase. Lars Onsager lo resolvié con campo nulo, mediante
un método de matriz de transferencia, mas tarde C. Yang en [22] con campo magnético,
aunque existen diferentes enfoques, mas relacionados con la teoria cuantica de campos.

El modelo de Ising fue ideado para estudiar el comportamiento de materiales ferro-
magnéticos, ya que el ferromagnetismo aparece en muchos metales ordinarios como el
hierro y el niquel, y se manifiesta como la presencia de magnetizacién espontanea inclu-
so cuando no hay campo magnético externo. Este fenémeno se debe a que una fraccion
importante de los momentos magnéticos (o espines) de los dtomos, se alinean en la mis-
ma direccion debido a la interacciéon entre los mismos, dando lugar a que la muestra se
magnetice. Este alineamiento se produce unicamente a temperaturas bajas.

El modelo de Ising consiste de un sistema de particulas con una propiedad llamada
estado de espin, que se puede interpretar como un estado magnético individual de la
particula. A estas alturas podemos decir que el modelo de Ising puede estudiarse por
medio de la Dinamica Simbdlica, ya que configuracién de espin se ve como un simbolo.

La energia del modelo de Ising (Hamiltoniano) es:

H= Z —Jwiwj
(

©,J>

donde:

1. H es el hamiltoniano del sistema.
2. > ;) denota una suma sobre particulas vecinas entre si.

3. w; es el espin de la particula i-ésima, que puede tomar sélo dos valores, +1y — 1,y
J es el factor de escala entre interaccion entre espines y energia. Es un pardmetro

de la teoria.

Por ejemplo, supongamos que tenemos todos los espines apuntando hacia arriba, esto
es w; = 1 siempre. En este caso, la energia total es —J veces el nimero diferentes
parejas de proximos vecinos, que es 2N (se podria pensar que cada espin tiene

cuatro espines vecinos, pero no debemos contarlos dos veces por tanto tenemos
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que dividir por dos). Por tanto la energia del estado fundamental es Hy = —2JN.
El primer estado excitado es que un solo espin apunte hacia abajo, con energia

H, = —2JN + 8Jy asi sucesivamente.

La funcién de particion.

El problema se resuelve simplemente calculando la funcién de particién:

7 — Z H eJwiw;/kpT

{w;} (i.4)
donde > (wi} S€ refiere a suma sobre todas las configuraciones posibles de los N espines
(lamados microestados).
Acabamos de presentar el Modelo de Ising en dos dimensiones, continuamos con el ar-
gumento de Peierls, el cual utiliza los contornos ya definidos anteriormente para mostrar

que el Modelo de Ising en dos dimensiones presenta transicion de fase.

3.2. Argumento de Peierls

Peierls demostré en su articulo On Ising’s model of ferromagnetism[1] que el modelo
de Ising de primeros vecinos en dimension dos presenta transicion de fase; esta prueba fue
corregida y escrita rigurosamente por Griffiths en 1964 [14].

La prueba consiste en lo siguiente:

Tenemos el siguiente espacio de configuraciones Q = {w = (wij)iczjez @ Wi; €
{(+1,-1}} = {+1,- 1}

La energia de una configuraciéon esta definida por:

H(w)=-J wiwj—thi
(i.4) i

donde (7,7) son primeros vecinos. De modo que al término de la interaccién solo

contribuyen primeros vecinos que intersectan al volumen en cuestion. Las constantes h

y J son positivas, y representan respectivamente la fuerza de interaccién y la fuerza del

campo magnético externo.
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Enseguida vamos a desarrollar el argumento de Peierls en el que se muestra que para
B =1/kT (k= 1.38 x 1072*J/K constante de Boltzmann y T temperatura) suficiente-
mente grande y h = 0, el conjunto de estados de equilibrio no es un singulete, es decir
existe magnetizacion espontanea.

Tomamos un A C Z? finito y definimos el campo magnético infinitesimal como m., =
limy,_ o+ limpy_ oo ma

En un A (volumen finito) el valor esperado de la magnetizacion m, puede ser escrita

de la forma
E.(Ny) —E,u (N-)
N

(N-)

E _
— 1 9ok 7/
N

ma =

donde N, son el total de espines con valor +1, N_ total de espines con valor —1 y N
total de espines, ademds Ny + N_ = N y ug es una medida medida definida como en la
seccién de Mecdnica Estadistica (o similar a un medida de Gibbs).

Para que exista una magnetizacién espontdnea, tenemos que mostrar que my > 0,

para ello es suficiente mostrar que para cada N tenemos E, (N_)/N < 1/2—¢€ (cone >0

Ha

y N independiente). Para mostrar lo anterior, introducimos contornos de Peierls en la
retfcula dual Z2 de 72 (similares a los ya definidos). Recordemos que los vértices son las

aristas de Z? y cuyas aristas son parejas de aristas en Z? que comparten un vértice en Z2.

Enumeramos las siguientes precisiones para su construccion.

1. Tomamos un volumen finito subconjunto de Q de tamafio VN x v/N.

2. Fijamos la frontera del volumen finito con positivos, denotada por w;, = +1.
3. Dibujamos cuadrados unitarios en cada sitio ¢ con w; = —1.

4. Removemos las aristas que separan w; = w; = —1.

5. En el caso en el cual cuatro aristas coincidan en el mismo punto, corta las esquinas

del cuadrado para remover ambigiiedades (ver Figura 3.1).
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e

Figura 3.1: A la izquierda construccién del contorno de Peierls y a la derecha un ejemplo
de la transformacién de w a w, en el cual v es el contorno mas largo de la configuracién

mostrado en el panel de la izquierda

Denotamos el contorno de Peierls como v y cumple lo siguiente:

1. Cada contorno es una curva cerrada sin interseccién.
2. Cada sitio w; = —1 esta dentro al menos de un contorno.

3. El conjunto de contornos admisible es uno a uno con el conjunto de configuraciones.

Esto es posible por la condicién w;, = +1.

Notacién

Denotamos por [ = |y| a la longitud (1) del contorno (perimetro).

Sea C; = {~ contorno de Peiels : |y| = [}.

|Ci| = C} es el nimero de contornos de longitud !.

» A(7y) es el drea del contorno 7, es decir el nimero de sitios dentro del contorno.

Observaciones

= En un volumen finito el nimero de contornos de una longitud dada [ es finita.
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Tenemos la siguiente cota superior para el para el nimero de N_ de sitios con w; = —1

presentes en una configuracion:

No< Y S AR ()

1>4,par v€C;

donde X, (w) =1 si 7 ocurre en una configuracién w dada y X, (w) = 0 en otro caso.

= El limite inferior de la primer suma es 4 ya que es la longitud minima para un

contorno cerrado y se extiende sobre los pares.

» La ultima ecuacion es una consecuencia de que cada sitio ¢ con w; = —1 esta dentro

de al menos de un contorno.

= Si sumamos las areas de todos los contornos que ocurren en una configuracién con-

seguimos una cota superior para N_ en esa configuracion.

El siguiente paso es mostrar que A(y) tiene una cota superior de la forma A(l), es

decir A(y) < A(l), depende solamente de la longitud [ del contorno.

= Para obtener la cota superior dibujamos el rectdngulo mas pequenio R (con lados

paralelos a la frontera del volumen finito) que contienen v € C; (ver Figura 3.2).

e e e e

Figura 3.2: Primer paso de la demostracion para el limite A(7)
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= El perimetro de R no es mas grande que [: si dibujamos dentro de R una linea
paralela a uno de los ejes, esta linea intersecta a R en dos aristas, pero esta linea
también tiene que intersectar a v en al menos dos aristas, de otra manera 7 se
separarian en dos contornos disjuntos o R no seria el rectangulo mas pequeno con

contenga .

= Si denotamos la longitud de los lados de R por x; y 2, tenemos que 2(x; + z3) <1
y A(y) < x1z5. Como una consecuencia tenemos

A < mix z1Z9.
(’Y) = o< 122

El méximo de la ecuacién anterior se alcanza en x; = x5 = [/4 (es decir, todos los

rectangulos con perimetro fijo, el cuadrado es el inico con area mayor por lo tanto

Usamos la tltima ecuacién para modificar No < >7,o, > - A(7)X,(w) como si-

v€C

gue:

N_< Y AN X (w).

1>4,par vEC;
No nos interesa el valor N_ para una configuracién, pero nos interesa E +(N-). En-
5

tonces de la ecuacion anterior tenemos

E (N2) < D AD Y E (X W),

I>4,par veC;

Vamos a mostrar que Eug (X, (w)) < X(I), donde X(I) es una funcién que depende solo
de la longitud [ del contorno 7.

Nos enfocamos en la probabilidad que ocurra X, (w) la cual esta definida por la medida

de Gibbs
Zwel—‘ 6_5H(UJ)
> wen, € PHE)

donde = 1/kT, Ay ={w € Q:wjp =+, wji, = +,w = +,wmo = +,0 < 4,5,1,m <

B, (X)) = pi{w: vy €w} =

k}, |Ay] = Ny ' ={w: v ocurre en w}. Entonces la suma en el numerador se restringe
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a aquellas configuraciones donde « ocurre y el denominador es una suma sobre todas las
configuraciones que satisfacen que w;, = +1.

Si w es una configuraciéon en donde « ocurre, sea @w como la obtenida de cambiar los
signos de w de todas las variables asociadas a los sitios dentro de . Es claro que w € A,
ya que los valores de frontera de la configuracién no han cambiado, asi el conjunto de

todos los posibles @ es un subconjunto de A, es decir:

[ = {&:w > 7, signos cambiados en el interior de v} C A,.

Por lo tanto

$ e < 37 o),

wel weA4
Si restringimos la suma en el denominador de Eug (X, (w)) a solo aquellas configuracio-
nes w obtenidas de las configuraciones en el numerador al invertir todos los signos dentro

de v de tenemos que

Suer e Ve )
> en, € PI@ = Y eI

y, sus energias estan relacionadas de la siguiente manera

B, (X, (w)) =

H(w) = H(@) + 2J1,

ya que, al hacer w — @, el sistema en las fronteras pierde [ parejas distintas de (+—),
cada una con energia —Jw,w; = J, y gana [ parejas iguales (++), cada una con energfa
—Jww; = —J

obtenemos una cota superior

o278

=
+
=
i
£
A
=
I

Usando esta ultima ecuacién en EME(N—) < D isapar A) 2 e, E#g (X, (w))

obtenemos

Es(N)< Y AQ Y XU = Y ADCXQ)

>4, par vy€eC; >4, par



3.2. ARGUMENTO DE PEIERLS 29

y para terminar necesitamos una cota superior para Cj, es decir para el nimero de
contornos cerrados de longitud [. Esto se puede obtener enumerando las posibles formas

en que un contorno cerrado de longitud [ puede construirse usando [ aristas.
1. Tenemos 2N maneras de colocar la primer arista

2. Como debe ser un contorno cerrado, debemos conectar cada extremo con otra arista

y hay 3 posibles maneras de realizarlo

3. Iteramos: en el paso n > 2 agregamos dos nuevas aristas en los extremos libres

obtenidas en el pason — 1

(n—1)

4. Ya que la arista del paso 1 se fija, tenemos 32 maneras de construir la curva en

el paso n

5. En el paso n la longitud de la curva es 2(n — 1) + 1 y cuando llegamos al paso n
definido por
2 —1)+1=101-1,

(recordemos que [ es par), y la inica manera de agregar la ultima arista es cerrando

la curva

6. El nimero de curvas cerradas de longitud ! debe ser més pequeiio que 2N 321 =

2N31-2,

= Ya que todas las aristas de una curva cerrada estan en la misma posicién, entonces
llegamos a la cota superior
2N

Cr<N() = 531

= Usando Eug (N-) < 2124,par A(l) Zyecl X,y (w) = 212449” A()CGiX(1)

Recordando que A(7) < A(l) =L y E, (X, (W) < X(I) = e 2/A

= 16

Conseguimos finalmente

E:(N)< Y AONOX() < % S 32 (3.1)

>4, par >4, par
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Esta suma siempre converge si 3e=2/% < 1.
El resultado final es

E,:(N-) N 27w (3.2)

Para ]Eult(N*) < Y apar ADNDX(1) < 555754 per 1372770

Que es justo a lo que se queria llegar.

El resultado de la derecha de la ecuacion 3.2, se obtiene de la ecuacién 3.1 procediendo
de la siguiente manera.

Cambiando la variable [ a n = /2 conseguimos
Z l3le—2J,Bl _ QZn(96—4j5)n
[>4,par n=2

Introducimos la variable z definida como x = 9¢~*/# y usando Yot = T

obtenemos
Qan" =2 (an") — 2z
n=2 n=1

Por otro lado

inwn_l—i<mx">—i L
— dx ‘ de (1—2z) (1 —x)?

Multiplicando por x obtenemos

E =——.
o (1—2)

Pero en la suma para n = 0 es cero, es lo mismo que empezar en uno.

Por lo tanto

) x 1 , 2—x
2(;711:)—2&::2m—2x:2x(m—1>:2x T

3.3. La correspondencia de Burton-Steif

Como se menciond en la introduccion, la correspondencia de Burton-Steif [3] explota

el hecho de que para algunos modelos de la mecanica estadistica en equilibrio, la energia



3.3. LA CORRESPONDENCIA DE BURTON-STEIF 31

se concentra en algunas regiones de la reticula a las cuales nos referimos como contornos.
En el complemento de estas regiones, las configuraciones deben ser homogéneas y de
minima energia. El paso de un régimen termodinamico donde solo un estado de equilibrio
existe a una situacién en la que coexisten varios estados de equilibrio ergddico, se rige
por la competencia entre energia y entropia, impulsada por el cambio de temperatura.
El correspondiente familia de subshift de Burton-Steif es tal que las regiones homogéneas
se convierten en regiones altamente entréopicas mientras que los contornos siguen siendo
regiones de entropia cero o baja entropia. La transicién entonces estd gobernada por el
aumento de la entropia de las regiones homogéneas. [lustremos esto usando una interaccién
de rango finito en dimensién dos.

Burton-Steif inicia construyendo un subshift de tipo finito el cual es inspirado en el
modelo de Ising en dos dimensiones, posteriormente se demuestra que este subshift es
fuertemente irreducible y tiene al menos dos medidas de méxima entropia.

El siguiente enunciado es el subshift de tipo finito que tiene analogia con el Modelo de
Ising en dos dimensiones.

Sea M un entero positivo y
A={-M,-M+1,...,-2,-1,1,2,...,. M — 1, M}.

En dos dimensiones, consideremos el sistema simétrico de primeros vecinos dado por
G={(j) e AxA:ij < -2} Entonces X ={nel:(n,n) ¢ G, para todo z,y €
Z3 ||z —vy|| =1} eI ={f:f:7*— ACZ}.

En otras palabras, un simbolo negativo no puede situarse al lado de un positivo al
menos que ambos sean £1. La anterior define un subshift de tipo finito ya que un sistema
simétrico de primero vecinos es un subshift de tipo finito con alfabeto A

Para el subshift de tipo finito anterior demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1. En d =2 si M es tal que

> 2 1
E B3 <
— q[max(—ms—g,l) 2

entonces existe mds de una medida de mdzrima entropia.
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Para la demostracién del teorema 3.1 se necesitan tres proposiciones. Antes de enunciar
las proposiciones, afirmemos lo siguiente; sea p, la medida en X que da la probabilidad
1 de tener una M en todos los puntos de A,° U JA,, y da medida uniforme en todas las
configuraciones admisibles en A,, las cuales son iguales a M en 0A,,. Esto es, por supuesto,
esencialmente p,, como se define en Definicion la 2.1.8 donde 7 se define en 0A,, es = M

excepto que u, estd definida en todo X.

Proposicién 3.1. Para todo n > 1

2

Mméx(%gf%,l)

pa{o € (=M, =M +1,...,=2,—1}} < 3 13"
=4

Demostracion. Una curva simple en la grafica dual de A, es llamada contorno. Sea
2, el conjunto de configuraciones admisibles en A, el cual es = M en OA,. Sea
C" .= {y € B*(n) : paratodon € Q,} la familia de contornos y C' := {y € B*(n) :
~un contorno que rodea al cero, para todon € €, } aquellos contornos que rodean al ori-
gen 0. Si n € 2, con 9 < —1 obtenemos un elemento de C' como sigue: colocamos las
aristas en la grafica dual de A,, entre vértices de signo opuesto. Esto nos da un conjunto de
contornos. Sin embargo, existe una ambigiiedad en el caso donde un vértice de la gréfica
dual tiene 4 aristas duales emanando de ella. Esta ambigiiedad se resuelve cortando las

esquinas adyacentes al vértice con un signo menos. Ver Figura 3.3.
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Figura 3.3: Ejemplo de un contorno con vértices que tienen 4 aristas emanando de ella

Entonces sea « el contorno que rodea al origen, obtenido de la construccion de arriba,
si existe mas de un contorno, tomamos el mas cercano al origen.
SiyeC, sea B, :={neQ,: n < —1,un circuitoy C B*(n)} el evento que v surge

de n usando la construccién de arriba. Entonces se sigue que
{me{-M,-M+1,...,-2,-1}} c | J E,
~veC
y necesitamos mostrar que
DTN Py —
~eC 1=4 Mo —s:D
Lema 3.1. Si~ tiene longitud | entonces

2
() < —————.
pn(Ey) < N mix(phs—5.1)

Es facil ver que el nimero de contornos de longitud [ es a lo més [3'~! ya que las arista

més a la izquierda del contorno que intercepta al eje x tiene a lo mas [ posibilidades y

entonces a medida que se construye el contorno, existe a lo mas 3 maneras de escoger la
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arista en cada paso. Combinando esto con el Lema 3.1 obtenemos.

Demostracion. Lema 3.1

Sea v un contorno alrededor del 0 de longitud [ contenido dentro de A,,.

Sea O(y) := {i € Z* : i € b con b* € ~,i fuera de v} aquellos vértices lo cuales son
adyacentes pero fuera de y e I(y) := {i € Z* : i € b con b* € ~,i dentro de ~} aquellos
vértices los cuales son adyacentes pero dentro de 7. Si E,, ocurre, debe haber todos 1’s en

O(v) y todos —1’s en I(7y). Entonces tenemos que si

A:={neQ,: n)=-1, para todoi € I(v)}

B:={neQ,:n()=+1, para todoi € O(v)}

fin(Ey) < pn(B)pin (A[B) < 1, (A[B)

Sea (2, el conjunto de configuraciones dentro de 7 las cuales son > —1 en I(7), el lema
2.1 implica que esta medida condicional es solo distribucién uniforme en €,. Sea j, que
denota esta medida y A, el conjunto de configuraciones definidas dentro de v las cuales
son —1 en I(7).

Finalmente por supuesto necesitamos mostrar que p. (A, ) satisface la desigualdad del
lema 3.1.

Subdividimos v en segmentos de longitud 16 con una posible pieza restante con lon-
gitud < 16. Es facil ver que un segmento de longitud 16 debe ya sea contener dos aristas
en una fila las cuales son perpendiculares tal que ellas son “torneadas hacia adentro”
en el sentido que el unico punto en A, adyacente a las dos artistas se encuentra dentro

de v 6 contiene cinco aristas en una fila que se encuentran en la misma linea (es decir,
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sin girar). Decimos que un segmento de longitud 16 es de tipo a si contiene dos aristas
perpendiculares en una fila como arriba, y de tipo b si contiene 5 aristas en una fila como
arriba. Si tal segmento contiene ambos objetos, decimos que es de tipo a. Lo siguiente, es
decir que v es de tipo 1 si al menos la mitad de los segmentos de longitud 16 son de tipo
a y de tipo 2 en otro caso.
Caso 1. v es de tipo 1.
1

Entonces 7 tiene al menos [ 3 Lll—().ﬂ = q; de tales esquinas internas. Si a; > 1, procede-

mos como sigue. Sea Ty, Ta, ..., T, una coleccién de puntos dentro de v pero adyacentes

!
a tales esquinas internas. Sin € A,, sea E(n) el conjunto de configuraciones § dentro de
~ las cuales son —n excepto en los x; donde ellos pueden ser cualquier valor positivo ( en
{1,2,...,M}). Notamos que E(n) C Q., E(n)NA, =0, |[E(n)| = M*, ysin #n, estan
en A,, E(m) N E(ny) = (0. Notamos que la razén que E(n) C €, es que si y es adyacente
a uno de los z;’s con y dentro de 7y, entonces 7, debe ser negativo. Esto depende mucho

de la manera de definir nuestros contornos. Si tenemos definidos nuestros contornos como

en [2], este no serfa el caso. Junto, esto nos da
py(Ay) < /M.

Del caso a; = 0 nos encargaremos después.

Caso 2. v es de tipo 2.

Entonces tenemos que hay al menos a; (definidos arriba) segmentos de longitud 16
cada uno contiene 5 aristas en una fila en una linea. Para cada uno de estos segmentos,
consideremos el de en medio de los cinco vértices en I(7) adyacentes a esas aristas. Dicho
vértice se puede asociar a un maximo de dos segmentos de longitud 5 y hay al menos

[%aﬂ de tales puntos. Sea x1, s, . ..x; una coleccién de tales puntos donde b; = (%aﬂ.

!

Dado n € A,, decimos que z; es de tipo n (para negativo) si z; se sitia al lado de
tres valores negativos y de tipo p (para positivo) si se sitia al lado de solo dos valores
negativos. Notamos que esas son las unicas dos posibilidades y que a diferencia de las
particiones anteriores ésta depende de la configuracién particular.

Sea A,ly el conjunto de configuraciones en A, tal que al menos [%bﬂ de los x;'s son de

tipo n y Ai el conjunto de configuraciones en A, tal que al menos [%bﬂ de los z;'s son
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de tipo p. Notamos por supuesto que A, C A# U Ai aunque los dos tltimos conjuntos no
son necesariamente disjuntos. Sea ¢; = [%bﬂ. Si ¢; > 1, procedemos como sigue.

Consideremos A,ly. Dadon € A,ly, sea Y1, Y2, - - - Yo, los puntos de x1, xo, ..., zp, los cuales
son de tipo n. Entonces sea E(n) el conjunto de configuraciones ¢ dentro de +, las cuales
son —n excepto en los y; donde ellos pueden ser cualquier valor positivo. Como antes,
tenemos que E(n) C Q,, E(n) NA, = 0, |[E(n)] = M, y si g1 # 1 estdn en A,,
E(m) N E(n2) = (. Junto, esto nos da

(AL < 1/

Luego consideramos Ai. Dado n € Ag, sea Y1, Y2, - - -, Y, los puntos de 1, xo,..., Ty,
los cuales son de tipo p. Entonces sea F(n) el conjunto de configuraciones ¢ obtenidas de
n por cambiar los dos —1’s al lado de cada y; a 1 y permitiendo a y; ser cualquier valor
positivo. Entonces E(n) C Q., E(n) N A, =0, |E(n)] = M, y si n # ny estén en A,,
E(m)NE(ne) = 0. La razén que E(n) C 2, es que los dos —1's al lado de un y; debe ser
solamente +1's al lado de ellos y asi podemos voltearlos ( y permanecer en €2, ), y después

de que sean volteados, y; esta rodeado por todos 1's y asi se puede voltear a cualquier

nimero positivo. Junto, esto nos da
o (A2) < 1/

También hay un limite simple el cual es valido para todos los contornos. Claramente
cualquier contorno y contiene al menos un punto de esquina. Argumentando exactamente
como en el caso 1 arriba, esto nos da que p,(A,) < 1/M. Esto nos permite eliminar las

suposiciones sobre a;, ¢; > 1y obtenemos (usando el hecho que a; > ¢)

2
pry(Ay) < e D Para todo 7.

l

Un simple cédlculo nos da ¢; > 152

— % lo cual nos da la desigualdad deseada.

]

Proposicion 3.2. u, converge a algin pio cuando n — oo la cual es invariante bajo

traslaciones.
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Demostracion. Afirmamos que si n > m , entonces p,, =< f,,. Una vez que tenemos esto,
inmediatamente la compacidad nos da la convergencia de pu, la cual es la primera parte
de la proposicion.

Para mostrar que p,, = pn,, es claramente suficiente mostrar esta dominacién en A,,.
Por lema 2.1, pnla,, = >, con,, n(n)py donde py, esta dado en la definicién 2.1.8. Ya que
tn = fmla,, para todo n por lema 2.2, se sigue facilmente que g |, < fm|a,, como se
deseaba.

La invarianza traslacional es algo claro de arriba, se sigue bastante facil de los argu-

mentos de dominacion de arriba.

Proposicién 3.3. ., es una medida de mazxima entropia

Demostracion. Ya que X es fuertemente irreducible con r = 2. Esto se debe a que podemos
extender las configuraciones finitas agregando 1 o —1. Entonces usando inmediatamente

la proposicién 2.1 y la proposicién 3.2 para garantizar la invarianza traslacional. O

Demostracion. Teorema 3.1

Por proposicién 3.1 y 3.2 junto con la manera de escoger M implica que
1
foolno E{—-M,—-M+1,--- =2, —-1}} < 5

Ya que jis es una medida de méxima entropia por proposicién 3.3, usando simetria,
debe existir otra medida de méxima entropia (a saber, la medida obtenida por transformar

liso aplicando n — —n).

3.4. Modelo de Potts

En esta seccion introducimos el Modelo Potts, hablaremos un poco de la historia del
modelo y sus caracteristicas, sin adentrarnos en detalles técnicos, ni desarrollos analiticos.
El modelo de Potts en dos dimensiones se introdujo en [17] por Renfrey Potts, donde

generalizé un método para encontrar la temperatura critica introducida algunos anos
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antes, en el contexto del Modelo de Ising en dos dimensiones, por Kramers y Wannier en
([20], [21]), ademés de ser uno de los modelos més estudiados y fructiferos en la Mecanica
Estadistica de transiciones de fase. Historicamente, quienes estudiaron por primera vez
una versiéon del modelo (de cuatro componentes) fueron los mateméaticos Julius Ashkin y
Edward Teller [27] en 1943. Pero el modelo general de ¢ componentes (colores) lleva su
nombre actual desde 1952, a partir de la Tesis de doctorado de Renfrey Potts, quien lo
propuso tal como ahora lo conocemos luego de llevar a cabo durante su trabajo de Tesis
una propuesta levemente diferente planteada por su director Cyril Domb. El problema

fue tratado de manera independiente dos anos después por Kihara.

Debido a Rodney J. Baxter en [13], el modelo de Potts gano interés en el drea de la

fisica estadistica.

Hoy en dia el modelo de Potts sigue siendo de gran interés desde el punto de vis-
ta tedrico; en particular, por la posibilidad de variar con el parametro ¢ la naturaleza
de su transicion de fase, y por su simpleza y aptitud para el estudio de fenémenos de
no-equilibrio. Entre ellos podemos mencionar: la dindamica de crecimiento de granos o
dominios magnéticos, la nucleacion de fases estables a partir de una situacion de meta-
equilibrio o comportamientos de dindmica lenta. Pero también es utilizado para el mo-
delaje de aplicaciones practicas, tales como, espumas y burbujas de jabdén, segregacion
genética, comportamiento celular, migracion tumoral, analisis de iméagenes, redes neuro-
nales o incluso en el comportamiento social y demografico. Gracias al conocimiento de
algunos resultados exactos y vasta bibliografia, constituye también una plataforma de
prueba para nuevos métodos numéricos y aproximaciones en el estudio de la teoria de

transiciones de fase y fenémenos criticos.

El problema original propuesto por Domb partia de la base de considerar al modelo de
Ising como un sistema de espines interactuantes que podian ser paralelos o antiparalelos.
Por lo tanto, una apropiada generalizaciéon podria ser considerar un sistema de espines
confinados en un plano, con cada uno de ellos apuntando a una de las ¢ igualmente

espaciadas direcciones dadas por los angulos:
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2
@n:ﬂ,nzo,l,...,q—l.
q

En su forma mas general la interaccion entre vecinos cercanos depende solo del angulo
relativo entre los dos vectores. Esto es generalmente conocido como un sistema de simetria

Z(q) cuyo hamiltoniano se expresa:

H=->"J(0)
<ij>

donde la funcién J(O) es 2m periddica y 0;; = O,; — O,; es el angulo entre dos spins en

los sitios vecinos ¢ y j. La propuesta de Domb consistia en elegir:
J(©) = —€; cos(O)

Usando un andlisis de Kramer-Wannier [20], Potts logré determinar el punto critico de
este modelo en la red cuadrada para ¢ = 2,3,4. Al no poder extender este logro a ¢ > 4,
Potts reporté como nota final de su publicacion el punto critico para todo ¢ del siguiente
modelo:

J (i) = €20 (ni, n;)
donde
1 sin; =n;

) (ni, nj) =
0 cualquier otro caso

es la delta de Kroneker. Esta version del modelo es la que ha atraido mayor atencion
y por eso se la conoce como Modelo de Potts estandar o simplemente Modelo de Potts.
Por razones historicas, en algunos casos se lo encuentra bajo el nombre de Modelo de
Ashkin-Teller-Potts.

El modelo de Potts es ferromagnético si e > 0 y antiferromagnético si e < 0 En
adicién a interacciones entre dos sitios, puede haber en general interacciones entre varios
sitios, interacciones dependientes de alguna distancia o interacciones con campos externos.
Por ejemplo, el modelo de Potts en una red G (en principio arbitraria) de N sitios con
interacciones de pares, trios y con un campo externo toma la forma:

—BH:LZ&(WHO)—FKZ§(O)Z,WJ)+K3 Z (S(UJZ-’W]',W]C)—F"'

(4,3) (4,3,k)
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donde 8 = ﬁ v w; = 0,1,...,q — 1 especifica el estado del spin en el sitio ¢ -ésimo,
K = Pes v K,, con n > 3 mide la intensidad de las interacciones de n-sitios y L es un

campo externo aplicado al estado 0 de spin. Su funcién particion se escribe:

[y

q—

—1
Za (¢ L, K, Ky,) Z

IIM

A partir de ella seria posible derivar, por ejemplo: La energia libre por sitio
1
f (Q7 Lv K7 Kn) = lim — log ZG (qa L) K7 Kn)
N—oo N

La energia interna por sitio

E(¢; LK K, LK, K
(0L K J) = =5 (0 LK. )
La magnetizacién por sitio
0

Sin embargo, como es usual en Mecanica Estadistica, no conocemos para este modelo el
calculo exacto de la funcién particion. El calculo exacto de cantidades fisicas es posible sélo
en algunos casos muy particulares y en general el sistema se analiza bajo aproximaciones

analiticas de diversa indole o simulaciones numéricas.



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo presento los resultados, los cuales consisten en dos aportaciones, la
aplicacion de la correspondencia de Burton-Steif al modelo de Potts y la propuesta de un
modelo estadistico de nuestra autoria, el cual consiste de 14 espines (simbolos), inspirado
en los modelos de vértices de la Mecanica Estadistica, se estudia desde enfoque de la
Mecanica Estadistica dando como resultado un modelo que presenta transicion de fase de
segundo orden y desde el punto de vista de la Dinamica Simbdlica dando como resultado

un subshift de tipo finito fuertemente irreducible con dos medidas de maxima entropia

4.1. Correspondencia de Burton-Steif en el modelo

de Potts

Como se mencion6 en el capitulo anterior la versiéon 2D del modelo de Potts por
Renfrey Potts en [17], donde generalizé un método para encontrar la temperatura critica
introducida algunos anos antes, en el contexto del modelo 2D de Ising, por Kramers y
Wannier en [20], [21].

Para establecer la equivalencia entre estados de equilibrio y medidas de maxima en-
tropia, haremos la siguiente suposicion con respecto a la interaccion:

H) Existe ¢g > 0y S C Ny finito, tal que ®, € ¢,S para cada A € Z2.

Por lo tanto, los valores posibles de la interaccion son todos multiplos de la misma

41



49 CAPITULO 4. RESULTADOS

magnitud €.
En este modelo, el subshift subyacente es (X := ZqZQ, T), siendo el entero ¢ el niimero

de colores. La interaccion ® es tal que

d(numy) siN={z2}y|z—2|=1
Pp(n) =

0 en caso contrario ,

con §(-, -) la delta de Kronecker. Podemos identificar el modelo de Potts con un subshift
de tipo finito X fuertemente irreducible en el alfabeto A = (Z,)"<=. El conjunto de con-
figuraciones admisibles £ C A%< que definen X estd determinado por la superposicién
de sfmbolos en A cuando se considera como configuraciones en (Z,)*<=. Después de esta
identificacién, la energia del volumen A estd determinada por la interaccion ® : A — R

tal que

1
o) = 51z € A |2l = Lyn. = o}l

Esta interaccion satisface la hipdtesis H con S = {0,1,2,3,4} y ¢ = 1/2.

La descripcién del simplex de estados de equilibrio, £(3), a medida que g crece desde
cero, constituye el diagrama de fase de el modelo. El diagrama de fase del modelo de Potts
fue descrito por Martirosian en [18] donde demuestra que para ¢ suficientemente grande
(segin Baxter en [13] ¢ grande significaria ¢ > 4) existe una temperatura inversa (. tal
que E(p) tiene exactamente ¢ + 1 medidas extremas para f = [, tiene exactamente ¢
medidas extremas para 3 > ., y es un singulete si 8 < .. En aras de la exhaustividad,

enunciemos una version del teorema de Martirosian adaptada a nuestras necesidades.

Teorema 4.1 (Adaptado de Martirosian [18]). Eziste g. € N tal que para cada q > q.
existe una temperatura inversa .(q) > 0 tal que cuando B = B.(q) entonces E(B) tiene

exactamente g+ 1 extremos, para B > B.(q), £(B) tiene exactamente q extremos, y cuando

B < Bc(q), E(B) es un singulete.

De un trabajo reciente de Duminil-Copin, Raoufi y Tassion en [7] deriva una mejora

de el teorema de Martirosian en el sentido de que la transicién en [.(¢q) ahora se sabe
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que es brusca, lo que significa que la influencia de las condiciones de frontera decae ex-
ponencialmente rapido por debajo de la temperatura inversa critica. Por encima de la
temperatura inversa critica, a cada uno de los ¢ estados de equilibrio ergédico (o fase pu-
ra) corresponde a un tnico color k € Z, que, con probabilidad uno, llena una componente
conexa sin frontera de Z? mientras que el resto de los colores ocupan solo componentes
conexas acotadas o islas.

El inverso de la temperatura critica se ha calculado exactamente para cada g > 2. Su
valor conjeturado se deriva primero de un argumento de dualidad utilizado por Kramers
y Wannier en [13]. Fue resuelto exactamente para ¢ = 2 del resultado de Onsager en [19].
Para g > 4, se demostré que el valor conjeturado era cierto mediante el uso de Teorema
circular de Suzuki-Fisher en [24]. Este calculo se puede encontrar en [11]. El gap ¢ = 3,
junto con muchos otros resultados interesantes, fue solo recientemente llenado por Beffara

y Duminil-Copin en [5], y da

_ log(/q + 1) '

Be(q) 5

(4.1)

La energia libre del modelo Ising 2D ha sido explicitamente calculado por Lars Onsager
en [19]. El modelo de Potts ¢ = 2 es equivalente al modelo de Ising, la inica diferencia es
que q)Potts — ((I)Ising + 1)/2

Tomando esto en cuenta, y utilizando el resultado exacto de Onsager, obtenemos

| m 1 2_9 D)
-Bf(B)=—-B+ 0g2(2) + %/0 log (CoshQ(ﬂ) + V1its - fi cos( (b)) do,

donde k = 1/sinh*(3).

De los teorema [3.1 y 4.1] obtenemos lo siguiente.

Corolario 4.1. Para cada q € N existe £, > 0 tal que, st N < {,, entonces Xy es
intrinsecamente ergddico, i.e., Max(Xy) es un singulete. si por el contrario N > £,
entonces Max(Xy) es un simplex con exactamente q medidas extremas, una por cada

color en Zy.
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Como se menciond anteriormente, la temperatura inversa critica se ha calculado exac-
tamente para cada ¢ > 2. Este valor determina directamente la degeneracién critica ¢,

del corolario anterior. Por lo tanto, de (4.1) obtenemos,

ly=/G+1.

En particular, para la familia de subshifts de tipo finito fuertemente irreducibles corres-
pondiente al modelo de Ising tenemos que ¢, = /2 + 1 y, mientras que X; y X, son
intrinsecamente ergddicos, Max(Xy) tiene dos extremos para cada N > 3. De esta forma,
obtenemos un subshift de tipo finito fuerte irreducible en un alfabeto con 2° stmbolos con
exactamente dos medidas ergddicas.

En el caso de ¢ = 2, que corresponde al modelo de Ising, la energia libre se ha calculado
explicitamente. La correspondencia entre la entropia topoldgica de Xy y la energia libre
de Helmholtz de el modelo de Potts, nos permite dar un valor exacto para hiop(Xn)

cuando ¢ = 2. Tomando k = (2N?/(N* —1))?, el resultado de Onsager da

™ 4 2 —
htop(XN):Qlog(N)_i_@_i_%/o log ((1\;]\"}_2]-> + \/1"‘[{2 /12,{ COS(2¢)> d¢

Para ¢ > 2 solo son aproximaciones a la energia libre de Helmholtz conocido, pero
no una férmula exacta. Sin embargo, hay otros modelos de Mecénica Estadistica para los
cuales la energia libre de Helmholtz puede ser calculado exactamente y para el cual la

correspondencia de Burton-Steif puede ser aplicado.

4.2. Un nuevo modelo tipo vértices en 2D

Los modelos de vértices son modelos de la Mecanica Estadistica relacionados con el
modelo de Ising, para el cual la energia libre de Helmholtz puede ser calculado exactamen-
te. Estos modelos exhiben una transicion de fase siguiendo una fenomenologia analoga al
modelo de Ising. Son subshifts de tipo finito y sus estados de equilibrio se definen por

interacciones de un simbolo que toman valores en un conjunto de multiplos enteros de
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una cantidad dada, por lo tanto son adecuados para la aplicacién de la correspondencia
de Burton-Steif. Sin embargo, el subshift de tipo finito subyacente a estos modelos no es
fuertemente irreducible en general. Por esta razon presentamos aqui un modelo de tipo
vértice que consta de 14 simbolos, inspirado en los modelos de vértices clasicos, para el
cual es posible aplicar el argumento de Peierls en el contexto de la Mecanica Estadistica
y demostrar tanto la fuerte irreducibilidad del subyacente subshift y la existencia de una

transicion de fase.

4.2.1. Presentaciéon de un nuevo modelo tipo vértices

El modelo es un subshift de tipo finito en dos dimensiones (X, T'), el alfabeto es un

conjunto de 14 simbolos, el alfabeto se muestra a continuacion:

o e Hal a e

A B C D E F G
| +1| -1

H 1 J K L M N

Nétese que los simbolos estan ubicados en sitios de Z? y que estan etiquetados alfabéti-
camente. Al conjunto de los 14 simbolos lo denotamos por A. Los primeros 12 simbolos
de A representan la direccién de las flechas, estas indican como cruzan un sitio de Z2,
mientras que los ultimos dos simbolos son los digitos +1 y —1, que a continuacion se
indicard como son ubicados en Z2.

Para ubicar los elementos de A en la reticula Z? o construir una configuracién 7 :
W C Z? — A, debemos seguir un conjunto B de tres reglas de construccién o también

llamadas reglas gramaticales:

1) Dos flechas no pueden ocupar sitios adyacentes al menos que la punta de una flecha

coincide con la cola de la flecha vecina.

2) El simbolo +1 tiene que estar rodeado por simbolos +1 o por flechas que lo rodean

en sentido contrario a las manecillas del reloj.
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3) El simbolo —1 tiene que estar rodeado por simbolos —1 o por flechas que lo rodean

en el sentido de las manecillas del reloj.

En la Figura 4.1 ilustramos cada uno de los 14 simbolos y los simbolos que pueden

posicionarse a su derecha, izquierda, arriba y abajo.

=iz 9
M M B F K A E 1
PR PN RIF HaddE I HYHE
M 4 B J H A GJ B M D F L C M M D C E
T 9o . E
D H I C G K M M
[ ol
N N B F K A E 1
Haa& 1= =l - NI == Pl BB H [
D F L E N NFCELNGBJH T T W
S ETH 1 -1
D H I C G K N N
M *1 xARa R 1
A E I M B F K N<J
1 I ' -1 +1| | Y
LIIN APGJJE?;JHNKMD}LLC?L
Ky ] SRS +1
D H I N C G K M
| Te+7
C D L M
- [€ +1| |+1| | pt H T+
B C K M M A D I M
2 e
A B J M
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NI ) N
G H J N
q K T2 -1 | B |-
F HI N N F G K N
o I 7 e
EF F L N

Figura 4.1: En rojo los 14 simbolos y a sus lados (arriba, abajo, derecha e izquierda) los

simbolos que pueden ubicarse o pegarse a cada uno de ellos.
Entonces el subshift de tipo finito se define como:
X :={n" 7~ A:ViecZF C Z*finito : n*|;,r ¢ B}

La energia H de una configuracion 7 es:

N
H = E n;&;
i=A

donde n es el nimero de vértices de tipoi coni = A, ..., N y ¢ la energia asociada a cada

vértice 1.

Un ejemplo de una configuracion se muestra en la Figura 4.2.
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+ |+ ]|+ |+ +
+ |+ |+ |+ - - +
+ |+ - - +
+ | + -1 -1-1- +
+ | + +

Figura 4.2: Ejemplo de una configuracién.

Las siguientes definiciones describen a las n* € X. Empezamos redefiniendo el concepto
de contorno, el cual se visualiza como una curva cerrada simple en el plano dual de Z2,

ahora el contorno se definiré en Z?2.

Definicién 4.2.1. Un contorno v € n*, es una curva cerrada simple en Z*, donde cada
enlace de esa curva contiene algin simbolo de A (excepto los simbolos M y N ) que siguen

la regla 1 y por regla 2 o 3 el contorno debe rodear al simbolo M o N segin sea el caso.
Un ejemplo de la definicion 4.2.1 se aprecia en la figura 4.2.

Observacion 4.1. Notamos que si un contorno tiene en su interior signos negativos
entonces el contorno tiene orientacion acorde con el movimiento de las manecillas del
reloj y al contrario al movimiento de las manecillas del reloj si en su interior tiene signos

Positivos.
El contorno en la Figura 4.2 tiene movimiento acorde a las manecillas del reloj.

Observacion 4.2. De las reglas gramaticales observamos que los simbolos adyacentes

en el exterior de un contorno son solamente +1 si la direccion del contorno es con el
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movimiento de las manecillas del reloj y -1 si la direccion del contorno es contrario al

movimiento de las manecillas del reloy.

Definicién 4.2.2. Dos contornos son disjuntos si la interseccion de ambos es vacia, es

decir, ambos contornos no comparten simbolos.

Definicién 4.2.3. Si en el interior de un contorno ~ existe otro contorno ' entonces se

dice que v C 7y (v contenido en 7).

Proposicion 4.1. Si existe mds de un contorno en una configuracion y estos son disjuntos

entonces estos deben tener el mismo sentido.

Demostracion. Demostramos primero que si en una configuracién existen dos contornos
y esos son disjuntos, entonces tienen el mismo sentido. Supongamos que en una confi-
guracion existen dos contornos disjuntos con direccion contraria; la minima cantidad de
sitios que pueden separar dos contornos por las reglas de construccién, es uno (y ahi se
pueden colocar los simbolos £ 1) y como tienen direccién contraria, entonces los simbolos
adyacentes en el exterior del contorno de cada uno de ellos, deben tener signo positivo o
negativo dependiendo la direccion; pero esto no puede pasar ya que las reglas de cons-
truccion no la permiten, por lo tanto ambos deben tener la misma direccion. Cuando a
los contornos los separan dos sitios, un contorno tiene en su exterior +1 y el otro —1 pero
el bloque +1 — 1 esta prohibido, por lo tanto hay una contradiccion. Supongamos que los
contornos estan separados por k sitios y se genera la contradiccion. Demostramos para
k + 1, pero es el mismo caso que cuando solo los separan dos simbolos: generan al menos
un bloque prohibido +1 — 1, por lo tanto los contornos deben tener la misma direccion.
Si existen mas de dos contornos disjuntos en una configuraciéon se procede analogamente

pero aplicado dos a dos en los contornos.

Un ejemplo de la proposicién 4.1 se puede ver en la figura 4.3.

Proposicion 4.2. Si un contorno esta contenido en otro, entonces deben tener sentidos

distintos.
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Demostracion. Para la demostracién procedemos exactamente como en la demostracion

de la proposicién 1.

La Figura 4.4 muestra un ejemplo de la proposicién 4.2.

Observacion 4.3. La proposicion 4.3 aplica para dos contornos contenidos. Si hubieran
varios contornos anidados, aplica cuando el contorno contenido es el adyacente (mds
cercano) como en la figura 4.5, si los contornos estdn anidados, la direccion va cambiando

uno respecto al otro.

+ |+ [+ ]+ +]+]+]+]+ - + + -
+ + + - + - + -
+ ~ + ~ + _ + + -
+ + + - + |+ ]+ ]+ ]+ -

Figura 4.4: Ejemplo de la segunda parte de
Figura 4.3: Ejemplo de la primera parte de la  la proposicién. En rosa un contorno v y en

proposicién. En rosa dos contornos disjuntos.  azul un contorno ' tal que v C v'.

Definicién 4.2.4. Una linea vertical positiva en una configuracion, consiste en colocar el
simbolo I consecutivamente, tal que atraviesa la configuracion y la orientacion de la linea
es hacia arriba. Una linea vertical negativa en una configuracion, consiste en colocar el
simbolo K consecutivamente, tal que atraviesa la configuracion y la orientacion de la linea

es hacia abajo. Una linea horizontal positiva en una configuracion, consiste en colocar el
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simbolo J consecutivamente, tal que atraviesa la configuracion y la orientacion de la linea
es hacia la derecha. Una linea horizontal negativa en una configuracion, consiste en colocar
el simbolo L consecutivamente, tal que atraviesa la configuracion y la orientacion de la

linea es hacia la izquierda.

Definicién 4.2.5. Una linea escalonada positiva en una configuracion, consiste en co-
nectar una linea horizontal positiva (o solo el simbolo J) con una linea vertical positiva (o
solo simbolo 1) con los simbolos A o H (0 ambos) o con una linea horizontal negativa (o
solo el simbolo L) con una linea vertical positiva (o solo el simbolo I) con los simbolos D
y E (0 ambos). Una linea escalonada negativa en una configuracion, consiste en conectar
una linea horizontal positiva (o solo el simbolo J) con una linea vertical negativa (o solo
simbolo K ) con los simbolos B o G (0 ambos) o con una linea horizontal negativa (o solo

el simbolo L) con una linea vertical negativa (o solo el simbolo K ) con los simbolos C' y

F (o ambos).

Observacién 4.4. Notamos que en la definicion 4.2.5, las lineas escalonadas positiva y
negativa atraviesan la configuracion y sus estructuras son como de una escalera, que en

el caso de la positiva la escalera sube y en el de la negativa baja.

Un ejemplo de las definiciones 4.2.4 y 4.2.5, se observan en la Figura 4.5.

- | - + -
+ |+ ]+ - +

- + —
+ | + - +

- + | + —
+ | + - - +

+ | + -
- - +

< | + | + | + -
-1 -1-1-1- +

+ |+ + ]+ -

Figura 4.5: A la izquierda un ejemplo de una configuracién con una linea vertical positiva
(rosa), y una linea escalonada negativa (azul) y a la derecha un ejemplo de una configu-

racién con una linea vertical negativa (azul) y una linea escalonada positiva (rosa).
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Proposicion 4.3. Si existen lineas verticales, horizontales o escalonadas positivas en
una configuracion y existe la linea inmediata anterior o inmediata posterior (o ambas)

entonces deben ser negativas. Es andlogo el caso cuando las lineas son negativas.

Demostracion. Para la demostracion procedemos exactamente como en la demostracién

de la proposicién 4.2.

Un ejemplo de la proposicion 4.3 se aprecia en la figura 4.5.

Observacion 4.5. Una linea estd separada de su linea inmediata anterior y de su linea

immediata posterior por signos positivos o negativos sequn sea el caso. Ver figura 4.5.

Las proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3 nos dan una caracterizacién de las configuraciones en
una reticula cuando éstas tienen contornos y lineas; es decir, si damos una configuracion
que tenga mas de un contorno y linea, podemos saber si es una configuracion valida. Por
otro lado podemos usar B para saber si en general una configuracién es valida o no.

El modelo de 14 vértices presenta una fase ferromagnética; esta fase se presenta cuando

ey = en = 0y las demaés energias son 1. Los estados basicos de la fase son +1 y —1.

4.2.2. Transicion de fase en el nuevo modelo tipo vértices

En esta seccion demostraremos que el modelo tipo vértices presenta transicion de fase.
Teorema 4.2. FEl nuevo modelo tipo de vértices presenta transicion de fase.

Para que exista transicién de fase o también llamada magnetizacién espontanea, te-
nemos que mostrar que para cada N tenemos E, (N_)/N < 1/2 —€ (con e > 0y N
independiente), donde N es el total sitios en una reticula finita A, N es el total de sitios

con simbolos £1, [ es el valor esperado y jz es la medida de Gibbs.

Demostracion. Para la demostracion utilizaremos los contornos que tienen movimiento
acorde a las manecillas del reloj.

Enumeramos las siguientes precisiones.
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1. Tomamos un volumen finito A C Z2 con N sitios.

2. Fijamos la frontera del volumen finito con +1.

3. Los contornos son precisamente como en la definiciéon 4.2.1, pero solo nos intere-
san los contornos con orientacién acorde con las manecillas del reloj, entonces los

contornos separan en la reticula A mares de +1 de islas de —1.

Denotamos un contorno como . Ademas los siguientes enunciados son ciertos:

a) Cada contorno es una curva cerrada simple sin interseccion.
b) Cada sitio —1 estd dentro al menos de un contorno.

¢) El conjunto de contornos es uno a uno con el conjunto de configuraciones. Esto

se da por las condiciones de frontera.

Para denotar la longitud de un contorno en Z? usamos L.

Observaciones.

= En un volumen finito el nimero de contornos de una longitud dada L es finita.

» Las condiciones de frontera garantizan que solo hayan contornos y no haya

ningun tipo de linea.

Tenemos la siguiente cota superior para el para el nimero de N_ de sitios presentes

en una configuracién:

N< DT D) AMX,(n)

L>8,par "/GCE

donde X, (n) =1 si vy ocurre en una configuracién n dada y X, (n) = 0 en otro caso.

Ademés:

» L = || es la longitud (L) del contorno (perimetro).

» Sea Cf = {7 contorno acorde con el movimiento de las menecillas del reloj : |y| =

L}.
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= L. > 8 ya que el contorno con menor perimetro que rodea a un simbolo es ocho.

» A(7y) es el area del contorno 7, es decir el numero de sitios dentro del contorno.

El siguiente paso es mostrar que A(7) tiene una cota superior de la forma A(L), es

decir A() < A(L), depende solamente de la longitud L del contorno.

» Para obtener la cota superior dibujamos el rectdngulo mas pequefio R (con lados

paralelos a la frontera del volumen finito) que contienen ~y € Cy .

= El perimetro de R no es mas grande que L: si dibujamos dentro de R una linea
paralela a uno de los ejes, esta linea intersecta a R en dos aristas; pero esta linea
también tiene que intersecar a v en al menos dos aristas, de otra manera v se
separaria en dos contornos disjuntos o R no seria el rectangulo mas pequeno que

contenga a .

= Si denotamos la longitud de los lados de R por x; y x3, tenemos que 2(x; +x5) < L

y A(7y) < z125. Como una consecuencia tenemos

A(’}/) < max T1X2.

2(x1+x2)§L

El maximo de la ecuacién anterior se alcanza en z7 = x5 = L/4 (es decir, todos los
rectangulos con perimetro fijo, el cuadrado es el nico con drea mayor) por lo tanto

L2

A(y) <A(L) = 16

Entonces tenemos que N < Y7y o zfyec;j A(v)X,(n) se convierte en:

IS D 3p ()] (12)

L>8,par ’Yecf
No nos interesa el valor N_ para una configuracion, ya que nos interesa el valor espe-

rado Eug (N_). Entonces de la ecuacién (4.2) tenemos

E V)< Y AL) Y E (X (), (4.3)

L>8,par ’YGCL+
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donde E#; (X4(n)) es la esperanza de una variable aleatoria de tipo Bernoulli la cual es

la probabilidad.

Entonces la probabilidad de que ocurra X, (7) esta dada por la medida de Gibbs

. Jer e—BH(n)
By (X, () = i3 7 € ) = = (4.4

neQa,

donde Qx, = {n € Q :mo =+ = +,Ma = +.0mo = +,0 < 4,5,1m < k}y
' = {n: v ocurre en n}. Entonces la suma en el numerador se restringe a aquellas confi-
guraciones donde vy ocurre y el denominador es una suma sobre todas las configuraciones

que satisfacen que la condicion de frontera es positiva.

Nos interesa acotar ) .o+ Eug (X4(n)) por una funcién X (L) la cual solo depende de

la longitud del contorno. Entonces

Z%C{ Znel“ e—BH ()
> e 2, e—BH ()

> wi{n:veny=

+
~v€ECy,

Para acotar la parte derecha de la ecuacion (4.5). Definimos

R*(n) := {7 : n quitamos v més cercano al origen y ademds rellenamos el interior de + },

asimismo notamos que si existe un 4’ dentro de v que rodea al origen, éste cambia su

orientacién y los signos dentro de él. La figura 4.6 muestra cémo obtener un elemento de

R*(n).
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R N B N AR A S IR R +l+ |+ || F || F] ]+
+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ + - + |+ |+ |+ |+ |+ |+ ]|+ + -
+ +l+ |+ || F || F] ]+
-1-1-1-1-1-1- |+ |+ |+ + |+ |+ |+ |+ ||+ ]+ ] F
il Bl B B I el +l+ ]+ ]+ + |+ |+ |+ |+ F ]+ ]+
-1-f{-1-1-1-1- +l+ ]+ ]+ + |+ |+ |+ |+ |+ +| ]+ ]+
- -1 - - |+ |+ |+ — |+ + |+ [+ +]+
- + -1 -1- |+ |+t + | + - + |+ |+ |+ |+ |+ |+ +
- -1 -1- +l+ ]+ ]+ + |+ + |+ |+ [+ ]+ +]+]+
e e e Bl |+ |+ |+ L N R N A A S O B RN IS RS
|+ |+ |+ + |+ |+ |+ |+ |+ ][+ +]+]+
L R R N R A S O B R R A Y L N R N R A S O I (R A A Y
+ |+ |+ |+ |+ |+ ]+ ]+ R I R BT N B A N N N (RS A

Figura 4.6: A la izquierda una configuracién n y a la derecha una configuraciéon 77 € R*(n)

construida a partir de 7.

Entonces

» Sin >,y €l entonces E(n) = L+ R*(n)

» Sin€Qr,,n27yv €] entonces RT(n) € Qp,

Ahora si 7 € Qa, y 9 = —1, entonces Z := {n € Qx, : R"(n) = 7}, necesitamos
calcular una cota para su cardinalidad. Una cota seria el nimero de contornos cerrados
de longitud L. Esto se puede obtener enumerando las posibles formas en que un contorno

cerrado de longitud L, puede construirse usando L simbolos:

1. Tenemos 12N maneras de colocar la primer arista.

2. Como debe ser un contorno cerrado, debemos conectar cada extremo con otra arista

y hay 3 posibles maneras de realizarlo.

3. Iteramos: en el paso n > 2 agregamos dos nuevas aristas en los extremos libres

obtenidas en el paso n — 1.

4. Ya que la arista del paso 1 se fija, tenemos como maximo 32"~ maneras de construir

la curva hasta el paso n.
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5. En el paso n la longitud de la curva es 2(n — 1) + 1 y cuando llegamos al paso n

definido por
2(n—1)4+1=L-1,

(recordemos que L es par) solo tenemos una unica manera de agregar la tltima
arista para cerrar la curva, por lo que nimero de curvas cerradas de longitud L

debe ser més pequefio que 12321 = 12382,

Ya que todas las aristas de una curva cerrada estan en la misma posicién, entonces

llegamos a la cota superior

1Z| < ‘;_’I\Jf:,)y

Entonces de la ecuacién (4.5) tenemos que

Zveclf e PL Zner e—BH(R*(n))
ZWEQA+ e—PH()
e ZVEC{ Zner‘ e~ BH(R*(m)
ZWEQA+ e—BH(n)
e Zﬁecg;nozﬂ e PH@ ||
ZneQA+ e—BH(n)
e Zﬁec;:;nozﬂ e‘ﬁH(ﬁ)éi_[\lfgL

—BH
ZnEQA+ e BH (n)

> win:yen =

+
v€ECY,

IN

<

—BH (1) —BH(n) imi .
como ZﬁeCE:mF C < ZUGQA+ e , entonces podemos eliminarlos de la expre

sién anterior, por lo tanto la cota que nos resulta es:

AN
—BL 3L
© 3L

Finalmente sustituyendo en la ecuacion (4.3) tenemos

L? AN N _
E#E(N_) S Z 1—66 ﬁLS—LgL:E Z L3L€ ’BL. (46)

L>8,par L>8,par
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El lado derecho de la expresion anterior se puede hacer arbitrariamente pequena a

temperaturas suficientemente bajas. Por lo tanto existe transicién de fase.

O
Ademas podemos podemos calcular una (. derivado de la cota superior.
E +(N-)
Tenemos que H‘j\[i < % ZLZS,par Lexp(—pL) =

Ahora
1 Lo 1o
5 2, Wk =23 LB
L>8,par L=8
Realizamos el cambio de variable n =L — 8

o (o)

(0 +8)(3 ) = 1—12(365)8 S0+ 8)(3¢ )" = %

n=0

1
12

Introducimos la variable z definida como = = 3e7,

n=0 n=0 n=0
usando
— (1—2)
y
inxnl_i<oox")—d ! L
— dr \ <~ de(1—2) (1—2x)
multiplicando por z obtenemos
f: nx" = *
- —_ )2
n=0 (1 IL')

Sustituyendo obtenemos que

1 o [w - 1 z 8 1
i n 8 n - ——
v (an * Zx) 12" ((1—x)2+(1—x)) 2
n=0 n=0
Multiplicando la igualdad por (1 — z)? y simplificando obtenemos
79, 25 1 2
— —2° = —(1—x).
5% + 37 2( x)

Resolviendo la ecuacién, tenemos dos valores para x reales, los cuales son: z = 0.769

y x = 1.137.
Sustituyendo ambas x en x = 3¢, para = 0.769 obtenemos 3, = 1.36127.



4.2. UN NUEVO MODELO TIPO VERTICES EN 2D 29

4.2.3. Correspondencia de Burton-Steif en el nuevo modelo tipo

vértices

Construiremos un subshift de tipo finito a partir del modelo tipo vértices de 14 simbo-
los, utilizano sus bloques prohibidos, este subshift tendra 2m+12 simbolos, ademas de-
mostraremos que el subshift de tipo finito es fuertemente irreducible y tiene al menos dos
medidas de maxima entropia.

Sea A = {ABC,D,E,FG,H,I,J,K,L,ST,S™} un alfabeto donde S* :=
{1,2,,.. M- MeZtyS ={-1,-2,....,—M : M € Z}. Sea F el conjunto de

bloques prohibidos que se muestran en la figura 4.7.

A,B,C,D,EF,G,HI1JKLS" A,B,C,D,EF,G,HI1JKLS"
I . I
ABCDEFGHILJKLS —-A-ACDEFEGILKLS S B.CDEFEHIKLS' S —B- ABCDEFGHILJKLS
| |
ABCEFEGJKLS" S ABD,EFEHILJLS" S
A,C.D,E,GHIJLS",S B,C,D,FGHJKLS"S
| |
AB,CEGHIJKS" S —cl*— ABCDEFGHILJKLS A,B,C,D,E,FGHIJKLS —Q—A,B,D,EG,HLJKS*,S’
AB,CD,EFGHIJKLS AB,CD,EFGHIJKLS
A,B,C,D,E,FEGHIJKLS" A,B,C,D,E,EGHIJKLS"
| |
A,B,CE,GHIJKS" S —E- ABCD,EFGHIJKLS ABCDEFGHIJKLS —F-ABDFGHILJKS" S
| |
A,B,C.EF,GJKLS",S A,B,D,E,FEH,IJLS" S
ACDEGHILJLS"S B.CD,EGHJKLS"S
| |
A,B,C‘,D,E,EG,H,I,.],KL,SLCI?— ACDEFEGIKLS"S BCDEFHIKLS"S —[?—A,B,C,D,E,EG,H,IJK,L,S*
ABCD,EFGHILJKLS" AB,CDEFEGHIJKLS"
B CDEGHJKLS" S A,B,C,D,E,FG,.HIJKL,S
| |
AB,CD,EFGHIJKLS — II - A,B,C,D,E,FG HIJKL,S" B,C,D,E,EH,IKLS",S — { - A,CDEFGILKLS"S
A,B,CEFGJKLS"S A,B,C,D,EFEGHIJKLS"
ACDEGHILJLS' S ABCDEFGHILJKLS"
| |
A,B, C,D,E,F,G,H,I,JK,L,SLII( — A,B,CD,EFEGHIJKLS ABCEGHIJKS S —%— A,B,D,F,GHIJKS" S

ABDEFHIJLS",S A4,BCDEFEGHILJKLS
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ABEFGHIJKS A,B,C,D,E,FLKL,S"
| |
AD.EFEGHILJLS - LSI”—B, CEFEGHJKLS A,B,C,D,E,EJK,LS" — L?"— A,B,C,D,EHIJLS"
CDEFEGHILKLS 4,B,C.D,GHIJKS"

Figura 4.7: Bloques prohibidos de cada una de las letras del alfabeto, de sus cuatro

direcciones (arriba, abajo, derecha e izquierda).

El subshift de tipo finito asociado al modelo tipo vértices de 14 smbolos es:

Xr={n":72% - A:VicZ* F C Z*finito : n*|;4r ¢ F}

Teorema 4.3. Xr es fuertemente irreducible.

Demostracion. Demostraremos que para r = 15, X es fuertemente irreducible. Para
ello mostraremos que para cualesquiera dos configuraciones admisibles nt : Ay, — Ay
n*: Ay — A, n* € Xz que consta de dos contornos disjuntos con orientacién acorde a las
manecillas del reloj, en su exterior signos positivos y los simbolos adyacentes al contorno
en el interior son negativos (un ejemplo de n* se muestra en la figura 4.8), serd extension

de ambas configuraciones.

+ + +
+ - =-1-1-1- + -l -1 -=1- +
+ - - + - - +
+ - - + - - +
+ - - + - - +
+ -1=-1-1-1- + -{=-1-1-1- +
+ + +

Figura 4.8: Ejemplo de un n*, donde los espacios vacios en n* son para pegar 1, y 7s.

Sin pérdida de generalidad solo nos enfocaremos en configuraciones en A con N sitios,
ya que cualquiera que sea la forma de nuestra configuracion, ésta se puede extender hasta

formar un cuadrado con N sitios.
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Por otro lado, solo nos interesan los simbolos que estan en la frontera de cada con-
figuracién, para poderlas extender a 7, debido a que si los bloques prohibidos son de
tamano 2 solo necesitariamos verificar que los simbolos que anadamos a la frontera, sigan
generando una configuracion admisible. En general podemos clasificar las fronteras de las
configuraciones en 2 clases: las fronteras clase 1 que llamaremos uniformes que constan
solo de los simbolos positivos o negativos en la frontera, como por ejemplo a) y b) de la
Figura 4.9 o de los otros 12 simbolos restantes, como por ejemplo ¢) y d) de la Figura
4.9, donde las fronteras son como los contornos que ya vistos. Las fronteras de clase 2 que
llamaremos intercaladas, se construyen con los 14 simbolos. La diferencia con las fronteras
uniformes es que se pueden utilizar hasta los 14 simbolos en toda la frontera de la con-
figuracién, esto significa que para que la frontera no sea como de la clase 1 se intercalan
con signos positivos o negativos (o viceversa), como por ejemplo e), f), g), h),i) y j) de la
figura 4.9. Entonces para que una n* como la de la Figura 4.8 sea extension de cualquier
configuracién (con alguno de los dos tipos de fronteras) debemos encerrarla con simbolos
del conjunto S~ o con un contorno con orientacién contraria a las manecillas del reloj y

por lo tanto podriamos extender la configuraciones directamente a n*.
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a) b) c) d)
+ - + -{-1-1-1-1-1-
T T
+ - + [+ ]+]+]+]+| T - Ié%
+ - + -1-1-1-1-
+ - + -l-=-1-1-1-1-1- %él - \re
e) v g)
<J + - + + - +
20 e 2 Ol e il s -
/Lé + /Lé I'T- \l/—é + + | + -1 -1-
+ |+ |+ ]|+ ]|+ -1 - \l/_é + | + | + -
K + | + I I + |+ | + + - +
é + Ie—'t\ - + |+ |+ | +]+ Ié < + -
h) i) J)

Figura 4.9: Las configuraciones a), b), ¢) y d) tienen frontera uniforme y las configuraciones

e), f), g), h), i) y j) tienen frontera intercalada.

Procederemos por casos.

Caso 1. Cuando las configuraciones tienen fronteras intercaladas. Este caso es com-
plicado ya que existen muchas fronteras de este tipo. A continuacién daremos unas obser-
vaciones sobre las configuraciones, que estan relacionadas con las definiciones 4.2.1, 4.2.2,
4.2.3,4.2.4y 4.2.5 y las proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3, ademaés dividiremos los simbolos en
dos tipos: el tipo 1 son aquellos simbolos que van del A a la L y el tipo 2 que lo conforman
los simbolos de los conjuntos ST y S™.

Observaciones.

1. En una configuracion sobre una reticula cuadrada los unicos simbolos de tipo 1
que pueden estar aislados de simbolos del mismo tipo son: C' y H en la esquina
superior izquierda, G y D en la esquina superior derecha, B y E en la esquina
inferior izquierda y A y F en la esquina inferior derecha, ademas solo pueden estar

aislados en las esquinas de la frontera de la configuracion; en las aristas esto es falso.
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Por lo tanto solo pueden estar rodeados de simbolos del grupo 2. Esto se verifica

por los bloques prohibidos. Un ejemplo es i) de la Figura 4.9.

2. Ambos simbolos del tipo 2 pueden estar aislados y de igual manera solo en las

esquinas. Un ejemplo es g) de la Figura 4.9.

3. De la observacién 1 y 2, podemos decir entonces que los simbolos de tipo 1 que se
encuentran en las aristas de la frontera, son parte de lineas que empiezan o terminan

en una arista, o bien, son parte de un contorno. Analogo para los de tipo 2.

De las observaciones anteriores, podemos afirmar que cualquier configuracién 7 solo
estd conformada por lineas o contornos (o ambos), las cuales estan separados por simbolos
positivos o negativos y ciertos simbolos aislados.

Entonces el algoritmo para extender una configuracién con frontera intercalada es el
siguiente:

Consideremos una configuracién con frontera intercalada.

1. Nos ubicamos en la esquina superior izquierda y verificamos que tipo de simbolo es.
Si es de tipo 2 lo omitimos, si es de tipo 1, entonces verificamos si forma parte de
una linea, de un contorno o si es aislado. Si es aislado o forma parte de una linea

entonces lo etiquetamos para utilizarlo en el siguiente paso.

2. Recorremos la frontera respecto a las manecillas del reloj, simbolo a simbolo, cuando
hallemos otro simbolo de tipo 1, verificamos si forma parte de una linea o de un
contorno. Si forma parte de una linea entonces cerramos el contorno con el simbolo
que etiquetamos en el paso anterior (esto se puede realizar por la proposicién 4.3)

y realizamos este proceso hasta haber recorrido cada simbolo de la frontera.

3. Cuando hayamos recorrido cada simbolo puede ocurrir que todas las lineas se con-
virtieron en contornos (porque la configuracién tenia un nimero par de lineas) o
que una linea no se cerrd (ya que la configuracién tenfa un nidmero impar de ellas).

Si nos sobra una linea entonces la cerramos consigo misma.



64 CAPITULO 4. RESULTADOS

4. El proceso anterior ensancha nuestra configuracion en 3 simbolos, ya que puede
ocurrir que cerremos un contorno por fuera de la configuraciéon, més el simbolo

positivo o negativo que debemos agregar para que contorno lo rodee.

5. En general tenemos una configuracion con contornos disjuntos, los cuales por la
proposicién 4.1, deben tener la misma direccién. Si tienen la direccién contraria a la
manecillas del reloj, podemos extender directamente; si tienen la direccién respecto
a las manecillas del reloj entonces debemos agregar 2 simbolos mas para poder

extender a n*.

Todo el algoritmo nos generé un ancho de r = 5, pero recordemos que debemos
conectar 2 configuraciones entonces a cada configuracion debemos ensancharla a lo més 5
simbolos, ademas la n* que debemos extender separa las configuraciones por 5 simbolos,
por lo tanto r = 15.

Caso 2. Cuando las configuraciones tienen frontera uniforme. Este caso es el mas
sencillo debido a que solo hay en total 4 fronteras que cumplen la uniformidad.

Para a) solo debemos rodear la frontera con un contorno con orientacién contraria a
las manecillas del reloj y asi podemos extender a n*.

Para b) podemos extenderla directamente.

Para c) solo debemos rodear la frontera con signos positivos y después con un contorno
con orientacién contraria a las manecillas del reloj; asi podemos extender a n*.

Para d) Solo rodeamos dos veces con la frontera con signos negativos.

Para los cuatro incisos anteriores, se pueden agregar tantos simbolos como sean nece-

sarios para que al final » = 15.

Acabamos de demostrar que X r es fuertemente irreducible, lo siguiente sera demostrar
que tiene al menos dos medidas de maxima entropia, para ello demostraremos el siguiente

teorema.
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Teorema 4.4. Para Xz. Sea L la longitud del contorno. Si M es tal que

o
1 1
> L3t <
L
— M 2
entonces existe mas de una medida de mdzrima entropia.

Antes de proceder a la demostracién del Teorema 4.4, haremos una afirmacién y enun-
ciaremos una proposicion que nos ayudara a su demostracion.

Afirmamos lo siguiente: sea u, la medida en Xz que nos arroja la probabilidad 1 de
tener M en todos los sitios de Ay en 9'A y da medida uniforme en todas las configura-

ciones admisibles en A.

Proposicion 4.4. Para todo n > 1

1

pafmo € ST < 12L3L—1W
L=8

Demostracion. Un contorno v en una configuracion en A, es un camino cerrado simple, el
cual consiste de una coleccién de sitios con ciertos simbolos de los doce posibles (excepto
simbolos de los conjuntos ST y S7), tal que es orientado.

Sea C’ una familia de contornos que tienen orientacién acorde con el movimiento de las
manecillas del reloj y sea C el conjunto de aquellos contornos que tienen orientacion acorde
con las manecillas del reloj que rodean al origen 0. Sea €2, el conjunto de configuraciones
admisibles en A las cuales son idénticamente M en OA.

Sin e Q, conny < —1 obtenemos un elemento de C como sigue: colocamos simbolos
admisibles (excepto simbolos del conjunto S™ y S™) en sitios que estan entre simbolos del
signo opuesto. Esto nos da un conjunto de contornos.

Entonces sea v el contorno que rodea al origen, obtenido de la construccion de arriba,
si existe mas de un contorno, tomamos el mas cercano al origen.

Sivyel,seaE, :={ne,: n < —1:~vrodea al origen € n} el evento que v surge

de n usando la construccion de arriba. Entonces se sigue que

me{scUs,

veC
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y necesitamos mostrar que

- 1
2 pn(Ey) < 3 12185 o
vyeC L=8
Lema 4.1. Si~ tiene longitud L entonces
1
pin(Ey) < Y

Es facil ver que el nimero de contornos de longitud L es a lo mas 12L3%! ya que la
arista mas a la izquierda del contorno que intercepta al eje z, tiene a lo méas L posibilidades
y 12 simbolos que colocar en esas posibilidades; lo que nos da 12L y entonces a medida
que se construye el contorno, existen a lo mas 3 maneras de escoger la arista en cada paso.
Combinando esto con el lema 4.1.

> (B, i 12135 1
L=8

yeC

]

Demostracion. Lema 4.1. Para demostrar el Lema hay que acotar la siguiente expresion:

B |
2.

Acotamos de la siguiente manera: sea 7 € E, generamos un conjunto Q C €2, a partir

de n, usando las siguientes reglas;

(

ﬁexterior = Nexterior-
Tinterior = —Ninterior (CamMbiamos signos en los simbolos en el interior).

neQe <
Eliminamos el contornoy € C y en los sitios que ocupaba el contorno

colocamos elementos de S™.

En la figura 4.10 se muestra un ejemplo de una configuracién 7 (derecha) generada
a partir de una configuracién 7 (izquierda) con 7y negativo. Notamos que v € C (color
rojo), en el exterior de -y coinciden 7 y 7, en el interior de v cambian de signo los simbolos
7y los contornos en el interior de v cambian su direccién y v desaparece en 7 y puede

tomar cualquier valor M.
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+ |+ |+ |+ [+ |+ |+ + ]|+ +]+ + |+ |+ |+ [+ |+ |+ +]|+]|+]+
+ |+ |+ +|+ |+ +|+]+]+]+ + |+ |+ |+ + |+ +[+]+]+]+
+ + + + + + + + /\/l .M ./\/l ./M ,/\/l ./\/l M
+ |+ |+ + --1-1-1- + |+ |+ + M|+ +]+]|+]+ M
+ |+ ]+ |+ - - + [+ |+ ]+ |M]+ + | M
+ [+ + ]+ 1© + - ~—— A + |+ [+ ]+ M|+ - + (M
+ |+ + |+ - - + |+ |+ ]+ M|+ + (M
+ |+ + |+ -1-1-1-1- + |+ |+ + M+ +]+]|+]+ M
+ |+ ]+ |+ + |+ |+ |+ | MMMIMIM|IM|M
+ |+ |+ +|+ |+ +|+]+]+]+ + |+ |+ |+ + |+ +|+]+]+]+
+ |+ |+ |+ + |+ ]|+ + |+ ]| +]|+ + |+ |+ |+ + |+ ]|+ + |+ ]| +]|+
Figura 4.10: A la izquierda una configuracién 7, a la derecha una configuracién 1.
Entonces para cada n € E, existen MY configuraciones n € ,,, por lo tanto
E 1
Bl
12, = ME
O

Demostracion. Teorema 4.4.

La proposicion 4.4 junto con la manera de escoger M implican que

1
pn{no € S7} < 7

Sea
Hypp (M) = Hptnyn,) = = Y i 0] 108 1, 7).
ﬁEAAm,
H,, (An) >log(Ly,, ,) nimero de configuraciones

dividimos entre el volumen |A,,|

H.“‘nk > log<£Am—r)
[Aml = A
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tomamos un punto de acumulacién ya que el espacio es compacto (k — 00 )

H,LL > log(‘CAm—r>
[Am| = A

tomamos m — oo

H

M

> H.

Usando simetria, debe existir otra medida de maxima entropia (a saber, la medida

obtenida por transformar p., aplicando n — —n).

Ademas podemos calcular M para la cual se cumple que

> 1 1
§ 12L3V T — = =

L b
— M 2

mediante el siguiente calculo

L-1 _ L-1pA4-L _
E 12L3 T 12 E L3 M = 3
L=8 L=8

3" M8

Multiplicamos por 57,

37T O M 3\° & 1
19— L L-1 -L _ 41— L L-8 —(L-8) ———
M 2 g M <M) LZZS M 2

L=8

Realizamos el cambio de variable n = L — 8,

4 (%)8 (14 )3 M = 4 (%)8 :(n +8) (%)n - %

n=0 n

Introducimos la variable x definida como = = %,

428 i(n + 8)a" = 42 (i nx" + 8 i x”) = %,
n=0 n=0 n=0

usando
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an Cdx <Zx> de(1—z) (1 —2)%
n=0

n=0

multiplicando por x obtenemos

S ot - ot
— (1 —x)?

Sustituyendo obtenemos que

4 8 n n — 4 8 z _
x (;nx +8;x> T ((1—x)2+(1—x)) 5’

multiplicando por (1 — z)? y simplificando

1
—2827 + 322° = 5(1 — )%

De las soluciones de la ecuacién obtenemos dos valores reales positivos para x los
cuales son x = 0.5318 y x = 1.142, sustituimos en x = % y concluimos que para obtener
la M éptima, usamos = = 0.5318.

Por lo tanto M = 6.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Hemos visto como se pueden utilizar los modelos de mecanica estadistica que expe-
rimentan una transiciéon de fase, para aplicar la correspondencia de Burton-Steif, y asi
obtener un subshift de tipo finito fuertemente irreducible, el cual admite varias medidas
de maxima entropia. Nos centramos en particular en modelos para los que tenemos una
buena descripcion del diagrama de fases. Estos son los modelos de Potts, que incluyen
el modelo de Ising y el modelo que hemos introducido. Ademas del modelo de Ising, hay
algunos modelos de mecanica estadistica para los que se conoce exactamente la energia
libre de Helmholtz, entre los que se encuentran los modelos de hielos (el cual fueron los
modelos en los que nos inspiramos para proponer uno nuevo). Los modelos de hielo fueron
introducidos para modelar cristales con enlaces de hidrégeno, como es el caso del cristal
de hielo. Estos son estados de equilibrio en un subshift de tipo finito en seis simbolos.
Uno puede pensar en cada simbolo como cuatro enlaces dirigidos incidentes en un sitio
determinado. El flujo total en un sitio tiene que ser cero, lo que significa que los enlaces
vienen en pares de direcciones opuestas. Para obtener una configuracion admisibles en el
subshift, todos sus enlaces deben coincidir con los enlaces de los sitios vecinos. La energia
para este modelo viene dada por una interaccion de un simbolo y tres submodelos, de-
pendiendo de los valores relativos de la interaccion, se han estudiado extensamente. El
primero es el modelo de hielo para que el cual la interaccion es constante. El subshift de

tipo finito obtenido mediante la aplicacién de la correspondencia de Burton-Steif es en

71
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este caso es el subshift de tipo finito original y la entropia topolégica de este subshift de

tipo finito fue calculada por Elliott Lieb en [23] y da

3 4
htop (X) - §lOg <§> .

Este subshift de tipo finito no es fuertemente irreducible, pero si débilmente, y aunque
no esta formalmente probada, se espera que el sistema no fuera intrinsecamente ergédico.
Para respaldar esto, hay varios resultados que proporcionan evidencia de la coexisten-
cia de varias medidas de maxima entropia, en particular, las relativas a el efecto de las
condiciones de frontera sobre la convergencia de varios indicadores (ver [25] por ejemplo).

El segundo submodelo importante, similar en algunos aspectos al modelo de Ising, se
conoce como modelo KDP en mecanica estadistica. Sufre una transiciéon de fase similar
a la del modelo Ising. Para [ suficientemente grande, el sistema admite dos estados de
equilibrio ergddicos asociados con dos homogéneas configuraciones. En este caso, la ex-
presién de la medida condicional en términos de contornos ocurre a nivel de los simbolos
y el diagrama de fase de esta versién del modelo (asi como el resto posibles combinaciones
con respecto a los valores relativos de la interaccién) se describe en [12].

A pesar de que el soporte de los modelos de tipo hielo no es fuertemente irreducible,
la teoria de Burton-Steif merece ser estudiada y aplicada en esos modelos. Para esos
modelos, la energia libre de Helmholtz se puede calcular exactamente, y bajo Burton-Steif,
nos dara un valor exacto de la entropia topoldgica restringida a condiciones de frontera
periddicas. El hecho de que esta y otras caracteristicas termodindmicas dependan de las
condiciones de frontera, indica una rica estructura del simplex de medidas de equilibrio
que bajo Burton-Steif se reflejaria en una estructura compleja para las medidas de méxima
entropia.

Como ya se menciond, el modelo propuesto en esta tesis, nos arroja un subshift fuer-
temente irreducible con dos medidas ergddicas de maxima entropia. Una construcciéon
similar, pero modificando las reglas de construccién (es decir, permitiendo que Z? se
pueda teselar con puras flechas) nos permite producir un subshift tal vez con las mis-

mas caracteristicas, pero valdria la pena estudiar si este cambio produce mas medidas de



maxima entropia, o en general que otras propiedades gana o pierde ese subshift.
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