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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se realiza un analisis bibliografico de las diferentes definiciones
del problema de Sturm-ILiouville y se confecciona un pequeno catilogo de las diversas definiciones que
se dan en la literatura del problema de Sturm-Liouville y de sus implicaciones.

Se realiza una revision bibliografica de las distintas matrices de transferencia que se introducen en la
literatura para caracterizar las soluciones del problema de Sturm-Liouville matricial.

La aportacion de este trabajo de ivestigacion es la obtencion de las principales matrices de transferencia

para el caso N = 1 homogéneo y el hallazgo de las relaciones entre algunas matrices de transferencia en
el problema de Sturm-Liouville matricial.

Se demostro explicitamente para N cualquiera la mvariancia de varias matrices respecto de la base de
soluciones LI escogida para construirlas. Ademas se analizaron algunos problemas de contorno en

términos de las distintas matrices de transferencia.
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1. Introduccion

1.1 Sistemas estratificados

En muchos problemas de la fisica y la tecnologia, las heteroestructuras de interés poseen una
geometria plana. En particular, los sistemas a capas consisten en placas bidimensionales que pueden
tener diferentes anchos, y que estan apiladas a lo largo de una direccién perpendicular a sus caras,
digamos, la direccion del gje z Este tipo de sistemas, dispuesto en capas, es un sistema estratificado.

L 11 2 3 - m m+1 .- p—2 |p—1{ pu | R

A | o B B Zm—-1 Zm Zm41 0 Ep-3 Zp-2 IZp-1 IR z

Figura 1.1 Ejemplo de sistema estratificado.

En estos sistemas se considera que las capas de los medios constitutivos son distintos, aunque se pueden
encontrar capas de medios constitutivos iguales. Cada capa, independientemente que sea o no del mismo
material, representa un dominio de constitucion.

1.2 Breve historia del problema de Sturm-Liouville

Los trabajos de Sturm y Liouville de 1836-1837 sobre ecuaciones diferenciales abarcan la expansion de
funciones en series y el hoy bien conocido problema de Sturm-Liouville, que es un problema de valores
propios en ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En fisica matematica la Teoria de Sturm-Liouville es un procedimiento estandar para resolver cierto tipo
de ecuaciones integrales.



Jacques Charles Francois Sturm naci6 el 29 de septiembre de 1803 en Ginebra, Suiza, fallecio el 15 de
diciembre de 1855 en Paris, Francia. Fue un matematico francés de ascendencia alemana. En 1829,
descubrio el teorema que lleva su nombre y que permite hallar el nimero de raices reales de una funciéon
polinémica. Sturm sac6 provecho de la revolucion de 1830, ya que su fe protestante le impedia conseguir
empleo en las escuelas secundarias publicas. A finales de 1830, comenzé a desempenarse como profesor
de Matematicas Especiales en el College Rollin. El se convirtié en un ciudadano francés en 1833. Ingresé
en la Academia de Ciencias en 1836, ocupando el lugar de Ampere, en 1840 fue designado profesor
titular de la Escuela Politécnica. Entre otros reconocimientos recibié la Legion de Honor en 1837 y la
Medalla Copley de la Real Sociedad de Londres en 1840. El nombre de Sturm es parte de la lista de los
72 nombres grabada en la Torre Fiffel.

Joseph Liouville naci6 el 24 de marzo de 1809 en Saint-Omer, Francia, fallecié el 8 de septiembre de
1882 en Paris, Francia. Se gradué en la Escuela Politécnica de Paris en 1827. Tras varios anos como
asistente en varias instituciones logro ser profesor de la Escuela Politécnica en 1838. Obtuvo la catedra
de Matematicas en el colegio de Francia en 1850 y la de Mecanica en la Facultad de Ciencias en 1857.
Organizo el Journal de Mathématiques Pures et Appliquées publicacion que obtuvo una muy grande
reputacion, y que se mantiene hoy en dia. Fue uno de los primeros en leer y reconocer el mérito de las
obras méditas de Evariste Galois y que publicé posteriormente en su journal en el aino 1846. Trabajo en
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una cantidad muy diversa de campos en matematicas, incluyendo Teoria de ntimeros, Analisis complejo,
Topologia diferencial, pero también en Fisica matematica e incluso Astronomia. Hay dos teoremas que
llevan su nombre uno en Andlisis complejo y otro en Mecanica hamiltoniana. Un crater lunar y un
asteroide llevan su nombre.

1.8 Breve introduccién a la teoria de Sturm-Liouville clasica

Una ecuacion de Sturm-Liouville es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden de la forma

_;_x [p(x) Z_ﬂ +q@)y =awx)y (1.1

donde las funciones p(x) y w(x) son positivas y ((x) es real. En el caso mas simple, estas funciones son
continuas en un intervalo finito cerrado [a, b], en el que, por lo general, se definen unas condiciones de

- . , . dy
contorno o frontera, es decir, se concretan unos valores especificos que adoptan las funciones y y o &N
los extremos de dicho intervalo. La funcion w(x) es llamada funcion de densidad o funcion peso.

Encontrar los valores A para los que exista una solucion no trivial de la ecuacion que satisfaga las
condiciones de frontera se denomina el problema de Sturm-Liouville (S-1).

Tales valores de A son llamados valores propios del problema de S-L. que plantea (1.1) conjuntamente
con las condiciones de frontera. Las soluciones correspondientes son las funciones propias o vectores
propios del problema.

Bajo suposiciones normales en los coeficientes de las funciones p(x), q(x) y wi(x), estas mducen

operadores diferenciales hermiticos en algunas funciones definidas por las condiciones de frontera.

La teoria resultante de la existencia y el comportamiento asintético de los valores propios, la teoria
cualitativa correspondiente de las funciones propias y sus funciones adecuadas completas se conoce
como teoria de Sturm-Liouville. Esta teoria es importante en matematica aplicada, donde los problemas
S-L. ocurren muy comuinmente, particularmente al resolver ecuaciones diferenciales parciales con
separacion de variables.

Forma de Sturm-Liouville.

La ecuacion diferencial

d d
- [p(x) - y(x)] +q()y(x) = Aw(x)y(x)

Se dice que es de la forma de S-L o de la forma autoadjunta. Toda ecuacién diferencial ordinaria lineal
de segundo orden puede ser llevada a esta forma al multiplicarle un factor integrante apropiado.

Ejemplos.

e [a ecuacion de Bessel:
X2y +xy + (A%x2—v¥)y =0
Puede ser escrita en la forma de S-L asi:

(xy) + (A2x —v?/x)y =0


https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_diferencial
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_real
https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_condici%C3%B3n_de_frontera
https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_condici%C3%B3n_de_frontera
https://es.wikipedia.org/wiki/Trivial_(matem%C3%A1tica)
https://es.wikipedia.org/wiki/Valor_propio
https://es.wikipedia.org/wiki/Vector_propio_y_valor_propio
https://es.wikipedia.org/wiki/Operador
https://es.wikipedia.org/wiki/Operador_herm%C3%ADtico

e Laecuaciéon de Legendre:
1-x3)y”" —=2xy"+v(v+1)y=0
Puede ser transformada ficilmente en una forma de S-L, va que (1 —x2)" = —2x; asi la
ecuacion de Legendre equivalente es:
[(1=xDyT+vw+ 1Dy =0
e Otro gemplo simple es una ecuacion diferencial de la forma
x3y" —xy +2y=0
Si dividimos por x3 tenemos

rs x 4 2
y =3y tEy=0

Multiplicando por un factor integrante:

ef—x/x3dx — ef—l/xzdx = el/x
Nos da

o el/x ) zel/x B

e’y —x2y+ 3 y=0

Que puede ponerse ficilmente en la forma de S-L asi:
2e 1/x
(e/*y’) +
e En general, dada una ecuaciéon diferencial

P(x)y”+Q(x)y"+R(x)y=10
Al dividirla por P(x) y multiplicarla por un factor integrante e/ @¥)/P()4x  ,henemos la forma

23 y=0.

de S-L de la misma.
Operadores diferenciales Sturm-Liouville.

El operador lineal:

d d
= ——|pe0) | +atou

Puede ser visto como una transformacion de una funcion u en otra funcién Lu. Si ponemos w(x) =1
en la ecuacion (1.1), podemos escribirla:

Lu = Au.

Este es precisamente un problema de valores propios; donde se trata de hallar valores propios A y
vectores propios u del operador L. Sin embargo, también se debe mcluir las condiciones de frontera.
Como ejemplo se dird que vamos a evaluar el problema en el intervalo [0, 1] y se pondra condiciones de
frontera u(0) = u(1) = 0.
La importancia de problemas de valores propios esta en el hecho que nos ayuda a resolver problemas
asoclados no homogéneos:

Lu=f
En el intervalo [0, 1]



u=20
en Oy 1.
Aqui f es la funcion en el espacio L2. Si una solucion u existe y es tnica, se la puede escribir de la forma:
u=Af

porque la transformaciéon de f a u debe ser lineal. El hallar los vectores propios y los valores propios de
A es esencialmente lo mismo que hallar los valores y vectores propios de L. Si u es un vector propio de

. ., . .1
L con valor propio A, entonces u también es vector propio de A con valor propio T

Operadores de Sturm-Liouville como operadores Hermiticos.
Muchas de las propiedades de los operadores de S-1. vienen del hecho de que estos son operadores
hermiticos con respecto al producto interno
b
(w,v),, = jw(x)u(x)v(x)dx.
a
Y asi los valores propios de los operadores de S-1. son reales, las funciones propias corresponden a

diferentes valores propios y son ortogonales.

Algunas de las ecuaciones diferenciales del tipo de Sturm-ILiouville son:

Nombre Forma canénica Forma de S-L
Fourier vy’ +Ay=0 (') +Ay=0
FEuler X2y +xy +Ay=0 (xy’)’+kiy=0
Bessel X2y xy A x? -v?) y =0 (xy’)’+(>\x—v72)y:0
Legendre (1-x?)y"-2xy + Ay =0 (1-x2)y’) +Ay=0
Tchebychev (1-x%)y’-xy +Ay=0 (A=x)"2y ) +2(1 =x)V?y =0
Tchebychev IT (1-x2)y"-3xy +Ay=0 (@ —=x)%2y ) + 21 —x»)2y = 0
Mathieu y'+ (N -2acosx)y=0 (') +MA-2acosx)y=0
Weber-Hermite y'-xy +Ay=0 (e‘xz/zy')'+le‘x2/2y =0
Jacobi x(1-x)y™+la -(@+ b)x]y’ + Ay=0 | (A =x)°y) + 2" (A -1y =0
Laguerre v+ (1-x) Y+ Ay =0 (e=A=0%/2y7) 4 pe=(1-0*/2y =

El modelo de Sturm-Liouville busca establecer hipotesis para que las ecuaciones diferenciales del tipo
anterior, acompanadas con determinadas condiciones de contorno se comporten como operadores
Hermiticos.

A la ecuacion de Sturm-Liouville
Ly + Aw(x)y =0 (1.2)
se le llama regular en un mtervalo finito cerrado [a, b] si las funciones p(x) y w(x) son positivas en el

mtervalo [a, b]. Asi, para un valor propio A dado, existen dos soluciones linealmente independientes de
una ecuacion regular de Sturm-Liouville en [a, b]. [1]

A la ecuaciéon de Sturm-Liouville (1.2) en [a, b] junto con dos condiciones de frontera

a,y(a) +ayy’(a) =0, byy(b)+ b,y (b) =0,
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donde a4, a,, by, b, son constantes reales dadas tales que a? + a3 > 0y b? + b5 > 0se le llama un
Sistema de Sturm-Liouville Regular.

Al conjunto de todos los valores propios A de un problema de Sturm-Liouville regular se le llama el
Espectro del problema. [1]

A la ecuaciéon de Sturm-Liouville (1.2) se le llama singular cuando se cumple uno de los siguientes casos:
e La ecuacion estd dada en un intervalo semi-infinito o infinito.

* El coeficiente p(x) o w(x) son iguales a cero en algin punto.

* Uno de los coeficientes se va al infinito en uno o ambos extremos de un intervalo finito.

Una ecuacion de Sturm-Liouville singular junto con las condiciones de frontera lineales homogéneas
apropiadas es llamada un Sistema de Sturm-Liouville Singular. [1]

La ecuacion de Sturm-Liouville (1.2) en la cual p(a) = p(b), junto con las condiciones de frontera
periddicas y(a) = y(b), y'(a) = y'(b), es llamada un Sistema periodico de Sturm-Liouville.

Para el problema regular de Sturm-Liouville, denotamos el dominio de L. por D(L), esto es, D(L) es el
espacio para todas las funciones complejas definidas en [a, b], para las cuales

y" '€ L?([a, b]), y las cuales satisfacen las condiciones de frontera
a,y(a) + a,y’(a) =0, byy(b) + b,y (b) =0.
Teorema (Identidad de Lagrange). [1]

Para cualesquiera u, v e D(L), tenemos

d
ulv —vLu = 7 [p(uv” — vu)].

X
Demostracion.

Tenemos que

L L = d(dv)_l_ d(du)
ulv vu—udxpdx quv vdxpdx quv

d , ,
= a[p(uv —vu’)].

El operador L. de Sturm-Liouville es auto-adjunto. En otras palabras, para cualesquiera dos funciones u,
v € D(L), tenemos

(Lu,v) = (u, Lv)

donde (, ) denota el producto interior en L 2([a, b]) definido por

b
(f.9) = | r@gGar,
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Propiedades Importantes de Sistemas de Sturm-Liouville. [1]
Existen varias e importantes propiedades de los valores propios y las funciones propias de muchos
sistemas de Sturm-Liouville:

Los valores propios son reales: Esta es una propiedad fundamental y es consecuencia de la forma
de la ecuacion diferencial.

El valor mas pequeno de valor propio es la unidad, pero no existe el valor mas grande de valor
propio. En general el valor propio mds pequeno existe, pero no existe el valor propio mas
grande. Para este problema A, se incrementa como n? para n grande.

Para cada valor propio existe una funciéon propia. Esto es cierto para una amplia variedad de
problemas de Sturm-ILiouville, pero no es una verdad universal.

Para el problema de S-L. en el intervalo [a; b], la n-ésima funcion propia tiene n-1  ceros en el
mtervalo abierto (a; D).

Los ceros se entrelazan, entonces hay uno y solo un cero de y,, ;1 (%) entre los ceros adyacentes de
V(9.

El producto interior de dos funciones propias con distintos valores propios es cero.

Separacion de Variables y Problemas de Sturm-ILiouville.

El trabajo original de Sturm-Liouville fue motivado por el problema de la conduccion de calor. Un
problema que Sturm trabajo es la distribucion de la temperatura en una barra unidimensional, descrita
por la ecuacion diferencial parcial lineal

ou d ou
5= o (P 5] -1, (13)

donde u(x;t) denota la temperatura de la barra en el punto x al tiempo £ y A, py /son funciones
positivas. [1]
Si alrededor de la barra se mantiene la temperatura constante y los extremos de la barra, en x = 0y x =

L, estin en contacto con cuerpos grandes a diferentes temperaturas, entonces las condiciones a la
frontera son

p(O)w + au(0,t) = 0,
(1.4)
ou(L,t)
P(L)T + Bu(L,t) =0,

para algunas constantes & y f.
Finalmente es necesario especificar la temperatura micial de la barra. Tomemos

u(x; 0) = f(x),

donde Ax) es la temperatura nicial conocida.
Sturm intento resolver esta ecuacion, primero utilizando una funcién de la forma

u(x, t) = X(x)e ™

la cual al sustituirla en (1.3) obtenemos la ecuacién diferencial

d

dx
dx X

(p(x) d—) + (Ah(x) = L)X =0

para X(x) en términos de la constante desconocida A, junto con las condiciones a la frontera

p(0)X°(0) + aX(0) = 0,
p(L)X (L) + BX(L) = 0.

Este es un problema de valores propios. Asumiendo que existen soluciones X, (x) con valores
propios A, para k = 1, 2, ... Sturm utiliz6 la linealidad de la ecuacion original para escribir una solucion
general como la suma

12



u(x, t) == z Aka(x)e_Akt )
k=1

donde los coeficientes A son arbitrarios. Esta solucion satisface formalmente la ecuacion diferencial y
las condiciones a la frontera, y satisfard la condicion mmicial u(x; 0) = f(x) sélo s

F) =) Ak
k=1

Entonces el problema se reduce a encontrar los valores de los A, que satisfacen la ecuacion.
J. Fourter y S.D. Poisson encontraron expresiones para los coeficientes A para funciones particulares
h(x), p(x) v Ax), pero Sturm y Liouville determinaron la solucion general.
Usualmente, las ecuaciones Sturm-ILiouville aparecen cuando el método de separacion de variables se
aplica para resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden.
Algunos ejemplos de ellos son:
2 2 2
‘ lp+a zp+a lp+k2¢=0,
d0x? dy? 0z?

ecuacion de Helmholtz,

0% 9% 0%y
oxz Yoy T oz = FM,
ecuacion de Poisson,
0%y 9% 0% 0

d0x? dy? 0z?
ecuacion de Laplace,
02 02 02 102
p, 0% 0y 10 _
d0x?  dy? 0z? c?0t?

ecuacion de onda,
donde £ es una constante y la constante ¢ representa la velocidad de propagacion de pequenas
perturbaciones en el medio. [1]

Problema. [1]
Demuestre que si p(x) es periddica y las condiciones a la frontera son periddicas, entonces L es auto-

adjunto.

Solucion.

Tenemos que
u(a) = u(b),
u’(a) = u'(b),
p(a) =p(b),

Para demostrar que (Lu, v) = (u, Lv). Es suficiente ver que (Lu, v) — (u, Lv) = 0.

b
(Lu,v) — (u, Lv) = f(ﬁLu —ulLv)dx
a
= [p() (@I (x) — w7 ()] -
Por la identidad de Lagrange. Ahora, evaluando y tomando en cuenta las hipotesis, obtenemos que
p)[F(b)u'(b) — u(b)v'(b)] — p(a)[v(a)u'(a) —u(a)v’(a)] = 0.
Por lo, tanto L es auto-adjunto.
Problema. [1]

Muestre que el operador L definido por

13



dZ

y ,
Ly=w+ay, y(0) =4, y'(n) =B,

donde a, A y B son constantes diferentes de cero, no es autoadjunto.

Solucioén.
Sabemos que

(Lu,v) — (u,Lv) = f(ﬁLu — ulLv)dx.
0

Ahora
_ __(d*u d?v _
vlu—ulv =v W+au —-u @+av
_ _d*u ap d*v o
= vdxz avu —u T2 avu
_d%u d*v
~ Va2 Yax?
_dvdu N d’u dvdu d*v
~dx dx dx? dxdx dx?
B d (_du dﬁ)
“dx\Vdx Yax)
por lo que volviendo al a integral, tenemos que
s
B ~ _du
(Lu,v) — (u,Lv) = j(vLu —ulv)dx = Voo u
0

Evaluando en la expresion anterior, obtenemos

v(mu’ (r) — u(@) v’ (r) — (#(0)u’(0) — u(0)5°(0)),

luego, evaluando las condiciones a la frontera, obtenemos

dv™

dxl,

Blv(r) —u(m)] — Alu’(0) — v°(0)] # 0.

Este problema muestra por qué las condiciones de frontera necesitan ser homogéneas para que el

operador sea autoadjunto.

Teorema de Sturm-Liouville. [1]

Las soluciones de un sistema regular de Sturm-Liouville
d dy
X

con las condiciones de frontera homogéneas

a;y(a) +a,y’(a) =0, byy(b)+ by (b) =0,

—(pe0 ) + () + W)y = 0

a?+a5+0yb?+b:+0.

tiene las siguientes propiedades:

1. Funciones propias correspondientes a distintos valores propios son ortogonales con respecto a la

funcion de peso w(x),
b

[ @ CwCIax = 0, 40 24,

a
2. Todos los valores propios son reales.

3. Para cada valor propio 4; le corresponde una tinica (salvo una constante multiplicativa) funcion

propia y;(x), esto es, el sistema es no degenerado.
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4. Cualquier valor propio se puede relacionar con su funciéon propia mediante el cociente de
Rayleigh
A = —p(X)yn(X)y n(x) I’i+ff [p(X)y’n(X)2+q(X)yn(X)Z]dx.
Jg yn (02w (x)dx

. ., . . . By . ., . .
5. Existe una sucesion infinita de valores propios (/1]-)],_1. Si y;es una funcién propia del sistema

es un sistema ortogonal completo

. ., By
regular correspondiente a Aj, entonces la sucesion (Wl/ Zy]-)j_1

en el espacio L2 (a, b). [1]

El teorema de Sturm-Liouville es muy poderoso pero es valido solamente para problemas regulares, y
muchos casos importantes que surgen en la practica son singulares o tienen condiciones a la frontera
periodicas. [1]

La extension a sistemas singulares generales es problematica porque no todos los sistemas singulares
tienen valores propios. Sin embargo, casi todas las ecuaciones diferenciales que ocurren en aplicaciones
fisicas surgen de tipos particulares de principios de variaciones, los cuales también pueden utilizarse para
mostrar que el sistema de Sturm-Liouville resultante es completo y que las propiedades de las funciones
propias son similares a las propiedades de un sistema de Sturm-Liouville regular. [1]

1.4 Objetivos

(a) Confeccionar un pequeno catilogo de las diversas definiciones que se dan en la literatura del
problema de Sturm-Liouville y de sus implicaciones.

(b) Revision bibliografica de las distintas matrices de transferencia que se mtroducen en la literatura
para caracterizar las soluciones del problema de S-L. matricial.

(c) Hallar las relaciones entre matrices de transferencia en el problema de S-L matricial.
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2. Diferentes definiciones del problema de Sturm-Liouville en la literatura

En las definiciones vistas en la literatura, se plantea el problema de Sturm-Liouville como un

problema en el que hay que resolver una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden con

ciertas condiciones de frontera. En unas no se especifica que es un problema donde hay que

determinar los autovalores y las autofunciones correspondientes. En ellas hay diferencias en los

signos que preceden a las funciones. Se pide que las funciones p, q y w sean reales y continuas y en

algunas se especifica que p” sea continua. Se especifica que p y w sean positivas. Pero en unas solo se

pide que las funciones sean reales.

Para que se cumplan los postulados de existencia y unicidad cada funcion de la ecuacion debe ser

continua y otra condicion que se debe cumplir es la continuidad de la derivada de p(x), también

puede pedirse que esta derivada sea acotada ya que esto garantiza la unicidad aunque es una

condicion un poco mas débil.

2.1 Pequeno catilogo de diversas definiciones.

Def. Ecuacion Intervalo | Condicion | Condiciéon | Condicion Enfoque Ref.
sobre p sobre q sobre w de
autovalores

1 d dy a<x | Real, Real y | Real, no (1]
dx (p () E) +aq()y <b continua, continua continua 'y
+ Aw(x)y =0 positiva y positiva.

con
derivada
continua.

) d dy a<x continua y | continua continua y | si [2]
dx (P () E) +at)y <b positiva. positiva.
+w(x)y=0

3 d dy a<x Real, Real y | Real, sl 131,
dx (p () E) +q()y <b continua, continua continua 'y [16]
+w(x)y=0 positiva y positiva.

con
derivada
continua.

4 d d < Real Real Real si 4
—(peo D) +ay | 37 H
—wlx)y=0

5 d dy a<x continua, continua continua y | si [5],
dx (P () a) —q()y <b positiva y positiva. [9]
+w(x)y=0 con

derivada
continua.

6 d (dy a<x Constante Acotada y | Constante no [6]
dx (a) —q()y + 2y <b eigualal continua eigualal

=0
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7 d dy a<x Continua continua continua. sl [7]
= (P(x) a) +qy | con
+Aw(x)y = 0 deri\.'ada
continua.
8 d (dy 0<x Constante Constante Constante sl [8]
dx (a) +ay =0 <l eigualal |eiguala0 | eigualal
C , , =
9 :_x (p @ Z_i/) + @)y a< i x | Real Real Real si [10]
+Aw(x)y =0
10 d dy a<x Continua continua Constante | si [11]
dx (p(x) a) +q()y <b con eigualal
-y derivada
=0 continua.
11 d dy 0<x Continua continua continua. sl [12]
o (P(x) E) —q(x)y <1 con
+Awx)y=0 derivada
continua.
12 dy a<x Real, Real y | Real, st [13]
dx (p () E) +aq(y <b continua, continua continua y
+Aw(x)y=0 positiva y positiva.
con
derivada
continua.
13 d dy 0<x positiva. continua positiva. s [14]
—(pw2)-awy | 2%
+wx)y=0
14 d dy a<x positiva positiva positiva s [15]
—(p0D)-ay | 3
+ Aw(x)y =0

2.2 Implicaciones de las diversas definiciones.

El comportamiento de los autovalores puede depender del signo de ¢(x), por lo que hay que tener
mucho cuidado al usar diferentes definiciones. [1]

Si p no es positiva en uno o en ambos extremos del intervalo, entonces el sistema deja de ser regular y
pasa a ser singular. [1]

En los articulos escritos por Sturm y Liouville solamente se especifica que las funciones p, q y w sean
positivas y el signo de q se toma negativo y aunque no se utiliza el término de autovalores, ya que su uso
es de comienzos del siglo XX, si se le da ese enfoque.

Aunque en varias de las definiciones vistas no se especifica la continuidad de las funciones implicadas en
la ecuacion de S-L es evidente que dadas las caracteristicas de la misma las funciones p,p’,q y w deben ser
continuas.

Tomando como Ly = % [p(x) Z—ﬂ + q(x)y, podemos escribir la ecuacion de S-L asi: Ly + Aw(x)y = 0.

Cuando p y q son reales entonces L es formalmente hermitico, como puede verse en [16] y esto ocurre para las
definiciones 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 13 y 14. La definicién 7 dada en [7], no especifica que sean reales pero
después de dada la definicion se plantea un teorema en el que si se especifica que si p, q y w son reales y py w
positivas entonces L. es hermitico. Tampoco la definicion 11 dada en [12] especifica que sean reales pero mis
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adelante toma a p y a w positivas y enuncia un teorema con propiedades para las autofunciones que se cumplen
cuando el operador L es hermitico. La definicién 10 dada en [11] no especifica que p y q sean reales y tampoco se
hace en [11] ninguna mencion al respecto en otro momento.

Para que el operador L sea totalmente hermitico, véase [16], debe ser formalmente hermitico y ocurrir que

p(f'g—fg)1g = 0, es decir: p(b)[f (b)g(b) — f(B)g'(D)] = p(@)[f (@) g(a) - f(a)g'(a)].
Siy(a) = y(b), y’'(a) = y’(b) entonces el operador L serd totalmente hermitico.
Esto seria:

b b b b

b
wf.9)= [1ory +aflgax = [ @f + v +angax = [ pf gdx+ [ v gax+ | afgix

a a a a

b b b
= pgf’ls —ff’(pg)’dx+p’gf|2 —jf(p’g)’dx+qugdx

b b b
= paf 1 - 0a) Tls + [ fg) ax +pfls— [ fgyax+ [ fagax
b a a a
= f[(pg)” —®'9)" + qglfdx + [pgf — wg)’f +p'9f1Ia

={f,(pg)”" — W) +ag9)+ pgf —v'9f —pg'f +v 9flls
={f.L'g)+ [pGaf — g’ NI,

Lf =pf”"+pf +qf, L'g=(@g)" —®9) +q9=p9" +p0g9 +qg9.
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3. Matrices de transferencia en el caso N = 1.

3.1 Soluciones LI del problema homogéneo

Partiendo de la ecuacion del movimiento que adopta una forma de Sturm-Liouville matricial:

) F(2)

LIF-—[B() dF ( ——+P(2) F(z )l+Y() —+W() F(z) =0 (3.1)

Para N = 1, obtenemos:
d£<B( )d—()+ P(z )F(z)) +Y(z )£+W( )F(z) = 0.

Para simplificar el andlisis, consideremos que todos los coeficientes son constantes, situacion que
corresponde a un medio ifinito homogéneo. Asi, la ecuacion anterior se reduce a la siguiente:

dF (2) (2)
dZ(Bd—-l-PF( )>+Yd—+WF(Z)—0

Para encontrar la solucion, partimos de suponer que la funcion F(z) esta dada por F(z) = Fye™?, lo que
se justifica en la teoria de ecuaciones diferenciales [22]. La derivada de esta funciéon es

dF .
@ _ ikFye'®? = ikF(z).
dz

Al sustituir este resultado en la ecuaciéon de movimiento, obtenemos que

% (ikBF (2) + PF(2)) + ikYF(2) + WF(2)

XD p D | vr) + wEE)
dz dz

= —k?BF(z) + ikPF(z) + ikYF(z) + WF(z) =0
Esto implica que
—i(P+Y)k—-W =0,

cuyas raices son

i(P+Y)+—(P+Y)%+4BW i(P+Y)——(P+Y)2+4BW
1= 2B y ke = 2B

Por lo tanto, las soluciones LI son:
— ikiz
Fi(z) = Fyje'™?,

paraj = 1,2.
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Bajo las condiciones de hermeticidad del operador L, tenemos que Y = —PT y que W y B resultan ser
numeros reales, de modo que tenemos los siguientes casos particulares en las raices k;:

1. SiPesigual a suadjunto se cumple que P+Y =P — P" = 0. En este caso

14 W
k1: Eykzz— E

Si B y W tienen signos opuestos, las raices seran nimeros imaginarios puros, por lo que k, sera el
simétrico de k4, respecto del eje real. Esto quiere decir que uno se encuentra en un semiplano opuesto al
que pertenece el otro. Por otro lado, cuando B y W tienen signos iguales, las raices k; y k, seran reales
opuestos. Entonces, sin pérdida de generalidad, consideremos para los analisis posteriores, con el
supuesto P +Y = 0, que k; se encuentra en el semiplano superior o en la parte positiva del eje real.

2. 81 P no es igual a su adjunto se cumple que P+Y =P — PT # 0. En este caso, las raices son

L - i(P—Pt) +/—(P—PH2 +4BW _i(P—PY)—[-(P—P")? + 4BW
e 2B a 2B

Poniendo P = Py + iP; , entonces P — PT = i2P; . Entonces las raices toman la siguiente forma:

Estos valores son simétricos ya no respecto del origen sino del niimero real —P;/B. Entonces, cuando B
y W tienen signos contrarios y W /B es mayor que P#/B? las raices seran complejas y se encontraran en
un semiplano opuesto al de la otra. Tales semiplanos estin determinados por la recta real. Asi mismo, si

B y W tienen el mismo signo, entonces g, y q ,son reales opuestos respecto al nimero —P;/B.

3.2 Matrices de transferencia en el caso homogéneo
Matriz de transferencia completa M

Tenemos que la expresion para la matriz de transferencia completa M es:

Fla:z)| _ _ | Fla: zo)
|IF'(a:Z) = M(a: z,z,) F (e z)|
De donde M va a ser igual a:
_ _ (F1(2) Fy(2)\ (Fi(z0) F2(20) -
M(CZ.Z,ZO) = (Fl(Z) FZ(Z)> (Fl'(zo) Fz,(Zo))

M(a:z, z,) =

1 (Fl(z) FZ(Z))( F,(20) _Fz(zo)>
F1(Zo)F2,(Zo) —Fi(zo)Fz(Zo) Fi(z) Fz'(Z) —F1,(Zo) F1(20)

20



M(a:z, z,) =

1 <F1(Z)F2/(Zo) - Fi(ZO)Fz(Z) F1(20)F,(2) — F,(2)F,(2o)
Fi(Z)le(Zo) - Fi(Zo)le(Z) F1(Zo)Fé(Z) - Fi(z)Fz(ZO)

B F1(Zo)Fé(Zo) - Fi(zo)Fz(Zo)
Poniendo

mqq m12)

1
M(a:2,20) = B(mm my;

Y sustituyendo

Fi(z) = Fpje™i?,  F;(2) = ik;Fy;e'i*

para j=1,2,z=2z,+d , parael caso en que P+Y =P — P =0, es decir k, = —k,,y tras realizar

algunas operaciones algebraicas, tenemos:
D = =2ik,Fy,Fy,
my, = —2ik,Fy,Fy, cos k,d
my, = —2iFy1Fy, sin k,d
My, = 2ik2Fy,Fy, sink,d
my, = —2ik,Fy,Fy,cosk,d
Donde M nos queda:

sink,d
cos k,d
kq

—kysink;d cosk,d

M(a:zy+ d, zy) =

Matriz de transferencia asociada T
Tenemos que la expresion para la matriz de transferencia asociada T es:

F(a: zy)

|IF(a:Z)
Aa: zy)

Ala:2)| = T(a:z,z) - |

De donde T va a ser 1gual a:

a2 (@ E@\(F) F))™
T(a-Z'Zo)—<A1(z) Az(z)> (Al(ZO) Az(zo))
| ~ 1 Fi(2) Fy(2)\/( Az(20)
T(a:z,20) = Ay (20)F1(20) — A1(20) F(20) (Al(z) AZ(Z)) <_A1(ZO)

—F,(20)
F1(z)

)
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T(a:z,z,) =

_ 1 (AZ(ZO)Fl(Z) —A1(z0)F,(2)  Fi(z9)F,(2) — F1(Z)F2(ZO)>
B A, (ZO)Fl(ZO) - A1(Zo)F2(Zo) A1(Z)A2(Zo) - Al(ZO)AZ(Z) Az(Z)F1(Zo) - A1(Z)F2(ZO)

Poniendo

1ty tg
T(a:z,zy) = —( )
( ) D \tz1 i
Y sustituyendo

dF; (z)

Z

Fi(z) = Fyje™i”,  Aj(z) = B + PF(2) = (ik;B + P)Fy;e™"i*

para j=1,2,z=2z,+d , parael caso en que P+Y =P — pt = 0, es decir k, = —k;,y tras realizar
algunas operaciones algebraicas, tenemos:
D = —2ik,BF,F,,
ty1 = —2iFy;Fy,(kyBcosk;d — Psink;d)
ty, = —2iFy,Fy, sink,d
ty = 2iFy1 Fop(k?B? + P%)sink,d
ty, = —2iFyFy,(k4Bcosk,d + P sin k,d)

Donde T nos queda:

k B cosk;d — Psink,d sink,d \

kB k.B
T(a:zo+d,20) = | (P? + k2B?)sink,d  k,B cosk,d + P sin k,d ]
_le le /

Matriz de rigidez E
Tenemos que la expresion para la matriz de rigidez K es:

A(z)
A(z)

F(zo)
F(z)

=E(z,2y) - |

De donde E va a ser 1gual a:

-1

A1(20) A2(20)><F1(Zo) Fz(zo))

E(z z,) = (Al(Z) A,(2) Fi(z) F,(2)
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_ 1 A1(20) A(z0)\( F2(2) —F3(2)
BG%) = G —RRG A @) k) R )
E(z, z,) =
— 1 (Al(ZO)FZ(Z) - Az(ZO)F1(Z) Az(Zo)F1(Zo) - Al(ZO)FZ(ZO)>
F1(Zo)F2 (Z) - F1(Z)F2 (Zo) A1(Z)F2(Z) - Az(Z)F1(Z) Az(Z)F1(Zo) - A1(Z)F2(ZO)

Poniendo

1.e, ep
E(Z'ZO)=5(€21 322)

Y sustituyendo

ikjz dF;(z) , ik;z
Fi(z) = Fyje'?, Ai(z) = BT+ PF;(z) = (ik;B + P)Fyje"™
para j=1,2,z=2z,+d , parael casoen que P+Y =P — P =0, es decir k, = —k,,y tras realizar

algunas operaciones algebraicas, tenemos:
D = —2iFy,Fy, sin k,d
e11 = 2iFy,Fy,(kyBcosk,d — P sin k,d)
e, = —2ik;BFy1Fp,
€1 = 21k BFy1 Fo;
ey, = —2iFyFy(kBcosk,d + Psink,d)

Donde E nos queda:

—k,B cosk,d + P sink,d kiB \

B sink,d sink,d
E(zy +d,z,) = | —k,B k,Bcosk,d + Psinkd i
sink,d sink,d /

kB
P - le COt kld

/ sin k,d
E(Zo‘l'd,Z()): k _le 1 ).

sink.d P + kB cotk,d

Matriz de transferencia hibrida H
Tenemos que la expresion para la matriz de transferencia hibrida H es:
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Fa:zy)| _ |A(a: 20)
Aa:z)| = H(@:2.20) ’IF(a:z)
De donde H va a ser igual a:
. _ Fi(20) Fy(20)\ (A1(20) Az(2p) !
Hwa) = (105w (he )

1 (F1(Zo) FZ(ZO))(FZ(Z) _AZ(ZO))

H(a:z,zo) =A1(ZO)F2(Z) _Az(ZO)Fl(Z) Al(z) AZ(Z) _Fl(Z) A1(Z0)

H(a:z, zy) =

_ 1 (FI(ZO)FZ(Z) — F1(2)Fy(z0) A1(20)F2(20) — Az(Zo)F1(ZO)>
A1(20)F,(2) — Ay (20)Fi(2) \ A1 (2)F5(2) — Ay (2)F1(2)  A1(20)A2(2) — A1(2)A5(20)

Poniendo

1
H(a:z, zy) = D (h21 hyy

Y sustituyendo

dF; (2)

Z

Fi(z) = Foje'™i*,  Aj(z) = B + PF;(2) = (ik;B + P)Fy;e'”

paraj = 1,2,z = z, + d vy tras realizar algunas operaciones algebraicas, tenemos:
D = (Bik, + P)Fy,e™*1%0F,etk2(Zotd) — (Bik, + P)Fy,etk1(Zot D) gtkazo
hy = F01F02(eiklzoeik2(zo+d) _ eikl(zo+d)eikzzo)
hy; = BiFy,Fy,(ky — ky)etk1zogtkzZo
hy1 = BiFg1Foy (ky — ky)etazotdetkazotd
hyy = (Biky + P)(Bik, + P)FoyFyy) (ehi7ogika(zotd) _ gika(zotd) gikazo)
Para el casoenque P+Y =P — P" =0, es decir k, = —k4, nos queda:

D = Fy;Fy,[(ikyB + P)e~*14 — (—ik, B + P)e'k14]
= FolFOZ[ile(e_ik1d + eikld) + P(e—ikld _ eikld)]
= 2iF01F02 [le COS kld - P Sln kld]

h'll = _ZiF01F02 Sln kld
h'12 = 2ik1BF01F02

h.21 = ZileFolFOZ
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hy, = —2iFy;Fy,(P? + k?B?) sink,d

Donde H nos queda:

—sink,d k,B \

_ _ | kyBcosk,d —Psink,d kB cosk,d — Psink,d
Hlaizo+d 20) = | k,B (P2 4 k2B sinkyd |
kB cosk;d — Psink;d k;Bcosk;d— P sin kld/

1 k,B \
P - le COt kld le CoS kld - P Sin kld
H(a:z,+d, zy) = l.
(:2g )= | k,B P? + k7 B?
le CoSs kld - P Sin kld P - le COt kld

Matriz de conformidad o admitancia L

Tenemos que la expresion para la matriz de conformidad o admitancia L es:

F(zo) A(2o)
F(2) A(z)

= L(z, z,) |

De donde L va a ser igual a:

-1

(Fu(z) Fa(zo)\ (Ar(z0) Ax(zo)
e = (30 a) iy B

1 (F1(Zo) Fz(Zo)) ( Ay(2) —Az(Zo))
A1(z0)Ay(2) — A1(2)Ay(z) \ F1(2)  F2(2) ) \-A1(2)  Ay(20)

L(z, zy) =

L(z,zy) =

_ 1 (AZ(Z)Fl(ZO) —A1(2)Fy(2z0)  A1(20)F,(2p) — AZ(ZO)F1(20)>
A1(29)A,(2) — A1 (2)Ax(20) \ A2(2)F1(2) — A1 (2)F,(2) A1(20)F,(2) — Ay(20)Fy(2)

Poniendo
1/1 l
L(z z,) = _( 11 12)
@) =5\,
Y sustituyendo

dF;(z)

Z

Fi(z) = Foje™”,  Aj(z) = B + PF(2) = (ik;B + P)Fyje %

para j=1,2,z=2z5+d , parael caso en que P+Y =P — pf = 0, es decir k, = —k;,y tras realizar

algunas operaciones algebraicas, tenemos:
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D = —2iFy,Fy,(P? + k?B?)sink,d
li1 = —2iFy,Fy,(k Bcosk,d + P sinkd)
li; = 2ik,BFy, Fo;
lyy = —2ik,BFy1Fy,

l,, = 2iFy;Fy,(kiBcosk,d — P sin k,d)

Donde L nos queda:

k.B cosk,d + P sin k,d ~k;B \

_ (P2 + k2B?) sink,d (P% + k?B?) sink,d
L(zy+d,z) = | k.B Psink,;d — k,B cosk,d I
(P2 + k2BZ)sink,d  (PZ + k2B?) sink,d /

P + k,B cotk,d —k;B \

PZ + k2B2 (P% + k?B?) sink,d
L(zo +d, zy) = | k,B P — k,Bcotk,d I
(P? + kiB?)sink,d P? + k%B? /

3.3 Relaciones entre las matrices de transferencia en el caso homogéneo

Hemos podido comprobar que las relaciones existentes entre estas matrices para cualquier N se cumplen

también para N = 1.
Relacién entre My T
Tenemos de [20] que

M =R(z)"1-T R(z)

)i 0
Donde R(z) = (p(lé) B(Z))

1
Para este caso R = (; g) y R1 = (—5
B

Wk O
N——

Entonces
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kB cosk;d — Psink,d

sin k,d \
k,B

1 0
M=|-P 1])-| le _
5 B (P? + kZB?)sink,d
\ _le

_(1 0
kB cosk;d + Psink,d P B
o a—

kiBcosk;d — Psink,;d sink,d
=/ k,B k,B \(1 0)
\P cosk,d + k,Bsink,d cosk;d P B
—-B B
sink,d
M = cosk,d 3
—k,sink;d cosk,d

Relacién entre Ey T

Tenemos de [20] que

)

Eyy = —[Tapl™ " Tya
Ei = [Tpp]™"
Eyy =Tpa—Tpp - [Tap]™ - Tua
Eyp = Tpp - [Tap] ™

T T
Siendo T = ( AA AD)
lendo To, Top

Entonces

k,B
sink,d

kB cosk;d — Psink,d
k,B

Ei =

= P - le COtkld

kB
127 sink,d

_ (P? + ki{B*)sink,d kB cosk,d + Psink,d

kiB kyBcosk;d — Psink;d
21— _le le

“sink,d k.B

_ (P*+k{B*)sink,d kiB*cos’k,d — P?>sin*k;d _ —kB
B k,B k,B sin k,d ~ sinkqd

__kyBcoskid + Psink;d kB
22 = k,B sin k,d
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Relacién entre Hy T
Tenemos de [20] que
Hyy = —=[Tgal™ - Typ
Hyp = [T4a]™"
Hyy = Tpp = Tpa* [Taal™  Tup

Hyy =Tpy [Taal ™t

Entonces
H _ le Sin kld _ 1
1™ k,Bcosk,d—Psink,d kB ~ P —k,Bcotk,d
b k,B
127 k.Bcosk,d — Psink,d
_ le COS kld + P Sin kld (PZ + k%BZ)Sin kld le Sin kld
21— k,B k,B k,Bcosk,d —Psink,d kB
_ kfB?cos®kyd — P?sin® kyd + (P? + kfB?)sin® kyd k.B
B k,B(k,B cosk,d — P sin k,d) ~ kyBcosk,d — Psink,d
_ (P? + kiB?)sink,d k.B P2+ kiB?
22— —k4B k,B cosk,d — Psink,d P — k,B cotk,d
Relacién entre Ly T

Tenemos de [20] que
Lyy = —[Tpal™ - Tpop
Liz = [Tpal™*
Lyy =Tap — Tan " [Tpal ™ - Top
Ly = Tpp+ [Tpal™
Entonces

k,B kB cosk;d + Psink;d P+ k,Bcotk,d

L., = =
Y (P2 + k2B2?)sink,d kB P2 + k2B2
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L _ _le
127 (P2 4 k2B2?)sink,d

L= sink,;d kyBcosk;d —Psink;d —k.B kB cosk,;d + Psink;d
7 kB k,B (P? + k?B?)sink,d k,B
_ sink,d N kiB?*cos?k,d — P?sin” kyd k.B
"~ k4B k,B(P? + k?B?)sink,d (P2 + k?B?)sink,d
L= k B cosk,;d — Psink,d —k.B _ P —kyBcotkd
22 k,B (P2 + k?B?)sink,d P2 + k?B?
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4. Problema de Sturm-Iiouville matricial

4.1Pequeriio catilogo de problemas de Sturm-Liouville matricial

Ecuacién del movimiento.

Imaginemos un sistema a capas donde las mtercaras son planos perpendiculares al eje z Ver figura
4.1.

Cada capa es en principio de un material distinto, aunque se dan casos como los que siguen:

(a) LMR (Left, Middle, Right)

(b) LABR (Left, capa A, capa B, Right)

(c) LABABABABABABR (Left, pedazo de un sistema periodico de dos capas como periodo, Right)
(c) Etcétera.

L 11 2 3 .- m m+1 .- p—2 |pu—1| p | R

ZL =1 Zn E3 ¢ Zm—1 Zmn Zm+4l " Ep-3 Ep-7 EZu-1 ZR Z

Figura 4.1: Forma general de una heteroestructura con capas extremas L (izquierda), R (derecha) y
desde 1 hasta g son las distintas capas intermedias entre z; y Zg. A menos que se indique otra cosa,
la capa L va de —00 a z;, mientras que Rvade zg a to0.z5 = 7, vz, = Zzp.

Estudiemos la situacién en que se propagan ondas electromagnéticas en dicho sistema. La constante
dieléctrica €(2) es una caracteristica de cada material por lo que hablando en términos matematicos
dirfamos que en este caso es una funcién de z seccionalmente constante, o constante a trozos. Lo
mismo sucede con otros parimetros electromagnéticos como la permeabilidad magnética (),
conductividad eléctrica o(2), etc.
Pero si estudiamos la propagacion de ondas de sonido en este mismo sistema nos encontramos con
que los parametros elasticos son seccionalmente constantes. Nos referimos al médulo de Young Y(2),
modulo de Poisson w3, etc.
Se puede demostrar que en estos casos, y en muchos otros, [17, 21] la ecuacion del movimiento
adopta una forma de Sturm Liouville matricial, a saber

d dF(z) ( )

L-]F=d— B(2) - —+P(z) F()|+Y(@2) - ——+W(2) - F(z)=0 (4.1)

donde los coeficientes B(z); P(z); Y (2); W(z) son matrices N x N y F(z) es un vector columna
Nx1 cuyas componentes son los campos que se estudian (electromagnéticos, de sonido, etc.). En las
matrices coeficientes estan los parametros caracteristicos (constante dieléctrica, modulo de Young,
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etc.), por lo que tipicamente son funciones de z seccionalmente constantes. Si pedimos que el
operador L sea formalmente hermitico tendremos que B y W son matrices hermiticas y que ¥ =
—P7t. (17, 8]

La forma lineal

A(z) = B(2) di—(ZZ) + P(2) - F(2)

es muy importante en lo que sigue, sobre todo porque se puede demostrar bajo condiciones bastante
generales que es una funcién continua para todo valor de z

I. Sistemas piezoeléctricos multicapas: Curvas de dispersion de velocidades superficiales de ondas
SH.
Las ondas transversales horizontales SH, tales como las ondas superficiales transversales
electroacusticas, pueden ser guiadas por la superficie libre y por la intercara entre capas de medios
piezoeléctricos cuyos cristales presentan simetria 6 mm. Debido a este particular comportamiento
de las ondas SH, estas encuentran aplicaciones en algunos tipos de dispositivos como sensores
electromecanicos, dispositivos filtradores de ondas acusticas superficiales y transductores, de ahi el
mterés en el estudio de este tema en los ultimos 10 anos. [18]
Considérese un sistema piezoeléctrico compuesto de m capas (region M) que alterna los materiales
A y B. Los matenales piezoeléctricos A y B presentan simetria 6 mm y sus respectivos ejes
principales de orden 6 se han orientado en la direccion del eje x. Como resultado se tendria una
onda transversal polarizada en la direccién x para toda direccion de propagacion en el plano yz, y

cuya ecuacion de movimiento puede ser escrita como:
2

VZu + eV%¢p = ou 4.2
cVu+evig =pos, (4.2)

eViu + eV2¢p = 0;
Donde:

02 02
~ dy? + 0z2
U =u,(y; z) es el desplazamiento transversal en la direccion x v ¢ = ¢p(y; z) el potencial
eléctrico. Los parimetros p, ¢, ey € son la densidad de masa, el modulo elastico, el coeficiente
piezoeléctrico y la constante dieléctrica respectivamente.
El sistema de ecuaciones expresado en (4.2) puede ser escrito en la forma Sturm-ILiouville
matricial:

VZ

dF(z)
dz

dF(z)
dz

% B(z)- + P(2) - F(Z)I +Y(2)- +W(2) F(z) = 0,01

Donde F(z) = [u(z), $(2)]7 y los coeficientes matriciales son:

B=(, ~);
P+Y=0;

W= pw? —cks —ek;
B —ek? ek? |
y y

II. Ecuacién de difusion.
La ecuacion de difusion tiene gran importancia en la fisica matematica ya que ésta se utiliza para

modelar diferentes fenomenos. Por ejemplo, en mecanica de fluidos permite describir como cambia
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en el ttempo la concentracién de una sustancia quimica, como un tinte, que se vierte en un liquido;
en termodindmica, se utiliza para describir como se distribuye la temperatura en el espacio mientras
transcurre el tiempo. En mecanica cuantica describe la evolucion en el espacio y el tiempo de las
probabilidades de una particula. Esta ecuaciéon también describe el movimiento browniano y los
modelos de difusion para dindmica de la poblacion. [23]
En un medio homogéneo e 1s6tropo la ecuacion de difusion toma la siguiente forma general:
ou(7, t)

Jt
en donde u(7,t) es la cantidad de interés y 1) se conoce como factor de difusién. Por ejemplo, en
el caso termodinamico u representa la temperatura y en el cuintico es la funcion de onda. Si
suponemos que u(¥,t) = F(¥)T(t), obtenemos que

FMT (t) = DTt)V?*F(#)

T (t) V?F@)

DT(t)  F(@)
Como el lado 1zquierdo y el lado derecho de la dltima ecuacion dependen de variables diferentes,
ambos deben ser contantes. IFntonces, si dejamos de lado la parte temporal vy

= DV?u(#,t),

hacemos a —A? esa constante, obtenemos la siguiente ecuacion:

VZF(F)+ 22 F(@) = 0.
Entonces, cuando estudiamos un sistema a capas tal que la direccion z es perpendicular a las
interfaces, la funciéon F(7) es tal que

F(F) = F(2)ei®P),
conk = (ky, ky)yp = (x,y).

Asi, obtenemos:
—k?)F(z) = 0.

III. Ecuacién de masa efectiva en coordenadas cartesianas.
El estudio dindmico de los dtomos en los solidos cristalinos, es decir, en aquellos que tienen una
estructura periddica y ordenada, resulta complejo debido a que la ecuacion de Schrodinger
asoclada contiene las interacciones electron-electron, electron-ion e 1on-ion. Por esta razén, se
recurre al uso de métodos aproximados que ayuden a estudiar de manera mas sencilla el
problema. Uno de estos métodos se conoce como el cilculo de masa efectiva. En ¢él, se define un
cuasi-electrén cuya masa es %, que en principio es diferente de la masa m, del electrén libre.
Entonces, mtroduciendo mx, la ecuacion de Schrodinger del cristal, para describir al electron, se
convierte en una relacion particular que no contiene explicitamente su interaccion con la red y con
sus propiedades. Esto es particularmente util al estudiar el problema del electron en un cristal
cuando hay presencia de campos externos [24].
En general, para sistemas con parimetros que varian suavemente con la posicion, la ecuacion para
la funcion envolvente, denotada por F (), es:
SN
1?- &(f) +V@EF@) = EF(®), (4.3)
2 m(7r)
donde m(7) es la masa efectiva.
Supongamos un sistema a capas en el que la direccion z es perpendicular a las interfaces. En
ese caso, m(7) = m(z),V(¥) = V(2) y las soluciones se pueden buscar en la forma
F@) = F(2)elkP),

e [dF (2)

con k = (ky, ky) vp = (x,y).
En coordenadas cartesianas el operador de momento lineal es:
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5, I I
p = —ihV = —ih [aex + aey + a—ZeZ].
Al aplicar este operador a la funcién F (¥), obtenemos:
PF(#) = —in(F (2)ik, &, + F(2)ik, &, + F (2)ik,&,)e! kP,
Sustituyendo este resultado en el primer término de la ecuacion (4.3), se obtiene que
1.

ﬁF(?) _ h? 'k d F(Z)ei(zﬁ) ” 0 F(z)ei(?ﬁ) Kl F'(Z)ei(ﬁﬁ)
2P me | T2 [T )T\ T me ) T e\ me

2
_ —h—zlizkz F(z) + K2 F(z) L4 <F (z)>l ()
dz

( ) m(Z) m(z)
flz d 1 dF(z) e F(z ) )
dz\m(z) dz m(z) :
Aquihemos utilizado k& = [k]. EntOHCCS, con este resultado, podemos escribir la ecuacion (4.3)
como:
d 1 dF(2) k2 2
_z(m(z) dz ) [m( ) =W (2) - E)lF(z) =0.

4.2 Matrices de transferencia en el problema de Sturm-ILiouville matricial

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales, como el que se presenta en el problema de S-L
matricial, conocer la matriz de transferencia es equivalente a tener un método para mtegrar dicho
sistema.

Si tenemos cuatro magnitudes y queremos encontrar como se pueden relacionar de la forma:

Posicion 1 . (Posicion 3
s = Matriz s
posicion 2 posicion 4
Vemos que hay 24 variantes para colocar estas cuatro magnitudes en estas posiciones. Algunas de
estas variantes no son significativas; por ejemplo, si hacemos una seleccion y después otra cambiando
simplemente la magnitud que estaba en la posicion 1/2 a la posicion 3/4 obtenemos una matriz que
es la inversa de la anterior. Esto altimo deja solo 12 variantes. Algo parecido sucede s1 dejamos las
magnitudes de las posiciones 1 y 2 (3 y 4) e intercambiamos las de las posiciones 3y 4 (1 y 2). En

resumen solo hay tres relevantes que llamamos T, E y H. Por su uso agregamos M.
Matriz de transferencia completa M (FT'M: Full Transfer Matrix):

Transfiere amplitudes F y sus derivadas de z, a z en el correspondiente medio extendido de un

dominio a. Es decir:

F(a:2z)
F'(a:z)

F(a: zy)

=M(a:zz,) - |[F'(a:zo) .

Parael caso N =1 yparaP +Y = 0. Se obtiene:
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sin k,d
ky .
—k,sink;d cosk,d

M(a:zy+ d, zy) = icosk;d

Matriz de transferencia asociada T (ATM: Assoclated Transfer Matrix):

Transhiere la amplitud F y la forma diferencial lineal A de la coordenada z; a la coordenada z.

Fla:z)| _ _ |F(a:zo)
Ala:z)| T(a:2,2) |A(a:zo) '
Parael caso N =1 yparaP +Y = 0. Se obtiene:
kB cosk,d — Psink,d sink,d \
_ k,B k,B
T(a:z +d,20) = | (P? + k2B?)sink,d kB cosk,d + P sink,d I
_le le /

Matriz de Rigidez E (StM: Stiffness Matrix):

En este caso se toman las formas diferenciales lineales A(zy) y A(z) como variables dependientes de
las amplitudes F(z,) vy F(2).

A(zo)| _ . F(zo)
A(Z) - E(Z, ZO) | ]F(Z) .
Para el caso N =1 yparaP +Y = 0. Se obtiene:
/ P — kB cotk,d 5 \
17 0Ly sink;d
E(Zo‘l'd,Z())z _le .
sink.d P + kB cotk,d

Matriz Comphance-stiffness hibrida de una capa o simplemente matriz hibrida de capa H (HTM:
Hybrid Transfer Matrix):

Los elementos de esta matriz son una mezcla de la matriz de Conformidad, de Rigidez y de
magnitudes de transferencia adimensionales. Para una capa o dominio a, la expresion que define a
esta matriz es la siguiente:
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F(a:zy)
A(a: z)

Aa: zy)
F(a:2) [

= H(a: zy,z) - ’

Parael caso N =1 yparaP +Y = 0. Se obtiene:

/ 1 k,
_ _ P — kB cotk,d kB cosk,;d — P sink;d
H(a.Z0+d,Zo)— |\ le P2+k%B2

kB cosk,;d — Psink;d P — kB cotk;d

Matriz de Conformidad o Admitancia L (Comphance Matrix):

En este caso se toman las amplitudes F(z,) v [F(2) como variables dependientes de A(zy) vy A(z).

F(zo)| _ . A(zo)
IF(Z) - L(Z,Zo) |A(Z) '
Parael caso N =1 yparaP +Y = 0. Se obtiene:
/ P + kyB cotk,d —k,B \
P2 + kZB2 (P2 + k?B2?) sink,d
L(zo +d,20) = | P — kB cotk,d I
\(P2 + kZBZ) sink,d P2 + kZB? /

Cuando tenemos una estructura multicapas emparedada por sendas capas semunfinitas a la 1zquierda
(L) y derecha (R), las soluciones LI en estas dos capas extremas se suelen dividir en las que se
propagan de 1zquierda a derecha (con supra indice +) y las que se propagan de derecha a 1zquierda
(con supra indice -). Entre los coeficientes de estas ondas existen relaciones que se pueden
compactar de dos maneras sustancialmente diferentes, a saber:

Matriz de Dispersion S (ScM: Scattering Matrix):

Sean a*(R), a* (L) los coeficientes de las soluciones LI que viajan hacia la derecha en los dominios
R vy L respectivamente y a~(R),a” (L) los coeficientes de las soluciones LI que viajan hacia la
1zquierda. Normalmente, en los sistemas a capas, se suelen escoger las dos soluciones LI de forma
que la primera sea una perturbaciéon que se propaga de 1zquierda a derecha y la segunda una que se
propaga de derecha a 1zquierda. De este modo podemos definir la llamada matriz de dispersion, que
denotamos por S(R, L), como aquella que relaciona los coeficientes de las ondas salientes y las ondas
entrantes. Eintonces:

a (L)
a*(R)

a*(L)

=S(R L) (Rl
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Matriz de transferencia de coeficientes K (CTM: Coeflicient Transfer Matrix):

Transfiere el conjunto de coeficientes a; desde el dominio @ al dominio a’. Se supone que los

medios @, pueden ser tratados analiticamente. Sea a(a) el vector formado por los
a;(a)y Fj(a:z),F;j(a":z) los vectores LI que satisfacen el sistema diferencial y que forman una

base:
2N
F(a:2) = ) g(@)F;(e2)
=1
2N
F(a':2) = ) a(@)F;(a’2)
=1
Entonces:

a(a) =K', a) ala).

Como la matriz K(R,L) transfiere los coeficientes de las ondas dentro del

dominio L a otro R puede escribirse como:

a*(R)
a (R)

a*(L)

=K(R,L)- a ()|

Esto puede verse en [17, 18, 19].

4.3 Importancia de las matrices Q y el cambio de base en ellas

Definicion de las matrices Q.

Sean F;(z) las soluciones LI de orden Nx1 y A;(z) las correspondientes formas lineales con i =

1,2, ,2N; de modo que

dF;(z)

A7) = B(2)- —

+ P(2)- Fi(2);i=1,2,--,2N

Asimismo se pueden definir los bicampos 2NV x 1

_ (Fi(2)\ _ Filz)
¥ (z) = (Ai(z)) - <B(Z) . %Z(Z) + P(z2)- Fi(Z)>.

Definamos la matriz Q(z) de orden 2NV x 2NV con estas soluciones y formas lineales
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_(F1(2) F3(z) - Fany_q(2) Fopn(2)
Q(Z)_<A1(Z) Ay(z) - An_1(2) AZN(Z))

= Y, (2) Y,(2) o Wonq(2) Wy (2).

Estas matrices construidas con las bases de soluciones LI tienen una gran relevancia. La
matriz de transferencia asociada T, por ejemplo, se expresa como

T(z,2)) = Q(2) - [Q(zn)]™,

mientras que la matriz de coeficientes se puede poner como

K(R,L) = [QR(ZR)]_1 “T(zg, z1) - Q1(2,).

Cambio de base y sus efectos en las matrices Q, la matriz de transferencia asociada T
y la matriz de transferencia de coeficientes K.

Veamos como cambian las matrices Q cuando pasamos de la base de las soluciones F a otra base cuyas
componentes denotamos por F;(z), sus formas lineales por 4;(z) y sus bicampos por @;(z).

Fi(2) = ) cyFy(2)
j=1

Ai(2) = ) c¢;jAi(2)
j=1

i=12,---,2N —1,2N.
Por tanto,

A2)) |
\Z CijAj(Z)/
j=1
2N
= Cl'jlpj(Z) i = 1,2,“‘,2N.
=1

Escribamos ahora la relacion entre las matrices Q en una base y otra; en dicha matriz cada funcién base
ocupa una columna. Por tanto la relacion es
9(z2) =Q(2)-C
[Q(z)]™H = €7+ [Q(z0)]
Ahora tenemos que al cambiar de base la matriz de transferencia asociada T cumple que
T(z,20) = Q(2) - [Q(z))] ™
=Q(2)-C-C'-[Q(z))]™
Q(2) - [Q(z)]™
=T(z, z,).
El resultado es muy mmportante: la matriz de transferencia asociada T no depende de la base escogida
para construirla. Realmente esta demostracion no es necesaria pues de los teoremas de existencia y
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unicidad sabemos que de las cuatro magnitudes F(z,), A(z,), F(2), A(2), basta conocer dos (usualmente
las dos primeras) para conocer las dos restantes.

Lo mismo no sucede con la matriz de coeficientes. Conocemos que

K(R,L) = [Qr(zp)]™' - T(2g,2;) - Q. (zy).

La matriz Q;(z) esta construida con cierta base en (—o0; z;), mientras que para tener Qz(z) se ha
escogido cierta base en (zg; +0). Entre estas dos bases no hay ninguna conexién a priors; de hecho
existen en intervalos distintos de la recta real. La matriz K(R; L) conecta los coeficientes @z con los
a,.

ap, =K(R,L)-a,.
Un caso particular es cuando escogemos en /R la base canénica en z; = zg. Entonces

KcanR,canL (R, L) = T(zg, z).
Se obtiene la expresion mas sencilla para K.

S1 hacemos un cambio de base en ambos lados del sistema se obtiene la relacion entre la matriz de
coeficientes vieja y nueva.

K(R,L) = [Qr(zp)]™ - T(2z,2,) - Q. (2;)
= Cx'  [Qr(zr)] ™t " T(2g,2,) - Q.(2) - C,

=Ci;'-K(R L) C,.

4.4 Relaciones entre matrices de transferencia en el problema de Sturm-Liouville matricial

Matriz T Matriz E Matriz H Matriz S Matriz K
Matriz T I [18,20] [18,20] [20] [18,20]
Matriz E [18,20] I [20]
Matriz H [18,20] [20] I [18]
Matriz S [20] [18] I [17,20]
Matriz K [18,20] [17,20] I
Relacion entre H y K.
Tenemos que
*(R (L
a_( ) :K(R,L) a_( )
a”(R) a”(L)

Y que
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F(R: zg) A(L: z;)

AR:zp)| H(zp, 2.) - ’IF(L:ZL)
En [18] encontramos que
v _ (Fi(a:z) - Fy(a:z) Fyyq(a:z) - Fpy(a:z)
Q(a'z)_(Ai(a:z) Ax(af:z) Ayi1(a:z) - AZN(a:Z))

F(a:z) = Q;(a:2)a* () + Qq;(a: z2)a™ (a);
A(a:z) = Q1 (a:2)a* (a) + Q2 (a: z)a (a);

De donde puede obtenerse

F(R:zg) _ Q11(Rizg) Q12(R:zg) . a*(R)

A(R: zg) Q21 (R:zg) Q22(R:zg)| la™(R)

A(L:z,) _ Q:1(L:z,) Q22(Lizy) . a*(L)

F(L:z;) Q:11(L:z;) Qu2(L:z)l la™(L)
Qi1 (R:zg) Qq2(R:zg) . a*(R) — H(zp,2,) - Q21 (L:z) Qz(L:z) . a*(L)
Q21(R:zg) Q2(R:zp)l la~(R) RAZQ(Lizy)  Qup(Lizy)l la=(L)

-1 -1

atR)| |a* (W] _ |Qu(R:zr) Q12(R:zg) CH(zw2))- Q21 (L:z,) Qz(L:z)
a-(R)I la=(L) Q21 (R:zg) Q2(R:zg) RLQ11 L) Qua(Lizy)
Por lo que
_ Q1 (R:zz) Q12(R:zg) _1_ . Q21 (L:z) Qp(L:zy)
K(R,L) = Q21 (R:zg) Q2 (R:zg) H(zr 21) Q1 (L:z)) Qq(L:z)I

Relacion entre E y K.

Tenemos que

a*t(R)| _ et @
L
Y que
A(L:z,)| | F(Lizy)
A(R:zp)| = B 71) |[F(R;ZR)
Como
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Fi(a:z) - Fy(a:z) Fyp1(a:z) - FZN(a:z))
A(a:z) - Ay(a:z) Ayiq1(a:z) - Ayy(a:z)

Q@2 =
F(a:z) = Qi (a:z)a™(a) + Qx(a: z)a™ (a);
A(a:z) = Qi (a:2)a* (a) + Q2 (a: z)a (a);

Se obtiene

A(L:z)| _ Oy Oy . a*(R) Q21(L:z)) Qa2(Lizy)] a*(L)
ARzl T Reze) @®:zo)l lam®)| F1 0y oy |'la~w)
F(L:z)| _ Oy Oy ] a*(R) Qi1(L:zy) Q12(L:izy) . a*(L)
F(R:zp)l ~ 1Q11(R:zg)  Q12(R:zp)| la~(R) * Oy Oy a (L)
Oy Oy . a*(R) Q:1(L:zy) Qz2(Lizy) . a*(L)
Q21 (R:zg) Q22(R:izg)l la~(R) Oy Oy a (L)
=E(ZR'ZL)
{ Oy Oy . a*(R) Qi:1(L:z) Qu2(L:izy)| . a"'(L)}
Q11 (R:zg) Q12(R:zg)| la~(R) Oy Oy a” (L)
0N 0N . a+(R)|_ E(Z 7 ) 0N 0N . a+(R)
Q21 (R:zg) Qz2(R:izg)l la~(R) B 1Q11(Rizg)  Q12(R:zp)| la=(R)
= E(zp,2;) - Qi:1(Liz) Qi2(L:zy) ) a*(L) _ Q1 (L:zy) Qz2(Lizy) . a*(L)
Roob Oy Oy a=(L) Oy Oy a (L)
Oy Oy _ Oy Oy |a*(R)
[021(R52R) Q22 (R:zg) -~ EGrz) Q11(R: zg) QlZ(R:ZR)] a (R)
_ [E(Z 2) - Q1:1(L:zy) Qu2(Lizy)|  |Q21(Lizy) QZZ(L:ZL)]_ a*(L)
RreL Oy Oy Oy Oy a (L)
at(R)| |a*@)|™"
a (Rl la=(L)
0y 0y Oy Oy -1

|

- [ Q,1(R:zz) Qun(Rizp)| ™~ E(zg,z,) -

] [E(ZR,ZL) . Qll(()l; zy) Q12(()ll;5 ;)

Q11(R:zg) Qq2(R:zg)

Q21 (L:zy) Q22(Lizy) ]
Oy Oy

Por lo que

-1

|

Oy Oy B -
Q21 (R:zg) Q22(R:2zg) E(zg,2,)

] [E(ZR,ZL) ] Qll(()l; z;) le(()l;vi ;)

Oy Oy ]
Q11(R:zg) Qq2(R:zg)

Q21 (L:zy) Q22(L:zy)
Oy Oy

KR, L) = [
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Relacion entre Ey S.

Tenemos que

Y que

Como

Se obtiene

A(L:z;)
A(R: zR)

F(L:z)
F(R: zg)

Q22(L:zy)

Oy

Oy

Q22(L:zp)

a (L)] _ |a* (@)
ot Ryl =SB o= gy
A(L:z)| _ |F(Lizy)
A(R: zp)| = B 7L |IF(R:ZR)
v _ (Fi(a:z) - Fy(a:z) Fyyq(a:z) - Fpy(a:z)
Q(a'z)_(Ai(a:z) Ax(a:z) Axi(a:z) Azz(a:z))

F(a:z) = Q;(a:2)a* () + Qq;(a: z2)a™ (a);

A(a:z) = Qi (a:2)a* (a) + Q2 (a: z)a (a);

_ |@22(L:z,) Oy la” (L) Q21(L:z,) Oy la*t (L)
B Oy Q21(R:zg)| la*(R) Oy Q22 (R:zg)| la™(R)
_|@12(Liz,) Oy ] a”(L) Q1:1(L:z,) Oy . a*(L)
B Oy Q.11 (R:zg)| la*™(R) Oy Q12 (R:zg)| la~(R)
Oy la=(L) Q2 (L:z;) Oy Ja*(L)
Q21 (R:zp)l la*(R) Oy Q22(R:zg)| la™(R)
= E(zg,z,)
_[QlZ(L:ZL) Oy |a™ (L) Qy:1(L:z) Oy . a+(L)”
Oy Q11 (R:zg)| la*(R) Oy Q12(R:zg)l la™(R)
Oy a=(L) Q:(L:z,) Oy a(L)
Q21 (R:zg)| la*(R) ECzr.2.) Oy Q11 (R:zp)l la*(R)
= E(zp,2;) - Q::(L:z,) Oy . a*(L) _ Q21 (L:z;) Oy
ook Oy Q12(R:zg)| la~(R) Oy Q22(R: zg)
lat(@)
a”(R)
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a (L)
a*(R)

Q2(L:z,) Oy
Oy Q11(R: ZR)

Q22(L:z) Oy

Oy Q21 (R: zg) ~ E@g2,)-

] .

|

_ ) Q11(L:z) Oy _ Q2:(L:z,) Oy . a*(L)
B [E(ZR'ZL) Oy Q12(R: zg) Oy Q22 (R: zg) ] a”(R)
a~(L)| |at@W)|"
at(R)l la~(R)
_ Q2 (L:z) Oy _QIZ(L:ZL) Oy -
B [ Oy Q21 (R: zg) - E@rz) Oy Q1:(R:zp) ]
Qi (L:z) Oy Q1 (L:z,) Oy
. [E(ZR'ZL) . Oy Q12(R: zg) B Oy Q22(R:zp) ]
Por lo que
_ Q2 (L:zy) Oy _QlZ(L:ZL) 0y -
s = (%2077 o, el ~ B[220 o sl
Q::(L:z) Oy Q1 (L:z,) Oy
. [E(ZR’ZL) . Oy Q12(R:zg) B Oy Q22(R:zg) ]

4.5 Algunos problemas de contorno en términos de las distintas matrices de transferencia

Las definiciones de la matriz de transferencia completa (FI'M) y de la matriz de transferencia asociada
(ATM), basicamente aluden a sendos problemas de condiciones iniciales. Por ejemplo, en el caso de la
FIM M(z; z) conocemos la funcién y la derivada, en un punto z, y de ahi hallamos lo mismo (campo
y derivada) en cualquier otro punto z Para la ATM T(z; z,) la situacién es completamente similar
cambiando la derivada por la forma lineal A.

Analicemos diferentes casos:

Campo nulo en la intercara izquierda y forma diferencial lineal nula en la derecha.

Para T(z,, z;)
F(zr)| _ |Taa(zr 2) TAD(Zr»Zl)| ) |[F(Zl)
A(z,) Tpa(zr,z1) Tpp(zr,z)l [A(2)
para el problema que analizamos queda:
|IF(Zr) _ |Taa(zr 21) TAD(Zr»Zl)| | Oy
Oy Tpa(zr,z1) Tpp(zrz)l |A(2)

Por tanto

F(z,) = Typ (2, z) - Alz)
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Oy = Tpp(z,2)  Alz)
La ecuacién trascendente para los autovalores es entonces
Det[Tpp(zr,z)] = 0

Si la barrera infinita estuviese a la derecha y el extremo libre a la i1zquierda, entonces seria

el determinante del bloque T 44 quien apareceria en la ecuacion trascendente.

Para E(z,, z;)
A(z) _ E\\(zr,2;) E12(2r,2) . F(z)
A(zy) E;i(zr,z1) Eza(zr,21)| [F(z)
Para el problema que analizamos nos queda:
|A(Zl) _ |Eu(znz) Ei(zr,2)| | On
Oy Ey1(zr,21) Eya(zr,z)| 1F(z)
Por tanto
A(z) = E15(z,,2,) - F(z,)
Oy = Ez;(2r,2) - Fz,)
La ecuacién trascendente es entonces
Det[E3;(zy,z))] = 0
Para H(z,, z;)
F(z) _ Hy1(z,2) HlZ(Zr:Zl)| . |A(Zl)
A(z) Hy1(zr,21) Hy(zp,2)| [F(z)

Para el problema que analizamos queda:

|IF(Zr)
Oy

Hy,(zr, 7)) H12(Zr:Zl)| . |A(Zl)
H;1(2r,2)) Hyy(2y,2) Oy

Por tanto
F(z,) = Hy1(zr,2)) - A(2))
Oy = H31(2r,2)) - A(z)
La ecuacion trascendente es entonces
Det[H;1(zy,2)] = 0
Para L(z,, z;)
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F(z;) _ Ly1(zr,21) L12(2,2)) . A(z)
F(z,) Lyi(zr,2)) Lyo(2r,2)| [A(2Z)I
Para el problema que analizamos nos queda:
Oy _ L1(zr,z1) Li12(24,2) _’A(Zl)
F(z,) Ly, (zr,21) Lya(2r,2)) Oy I
Por tanto
Oy = Ly11(zr,2) - Az)
F(z,) = L21(2r,2) - A(z)
La ecuacién trascendente es entonces
Det[Ly;(zr,z))] = 0
Campo nulo en ambas mtercaras.
Para T(z,, z;)
F(z,) _ Toa(zr,z)) Tap(2r,2) . F(z;)
A(z,) Tpa(zr,z1) Tpp(zr,z)| 1A(2)

Para el problema que analizamos queda:

Oy
A(zr)

Tys(zr,2)) Tap(2y,2;)
Tpa(2zr,2)) Tpp(2r2)

. ON
A(z)

Por tanto

Oy =Tpp(2,2)) A(z)

A(z,) = Tpp(z,2) - Alz)
La ecuacion trascendente es entonces
Det[T,p(2zr,2))] = 0
Esta ecuacion nos da los autovalores.
Para E(z,, z;)

A(z)
A(z,)

Ey, (2, 2) E12(Zr'Zl)| . |[F(Zl)
E;1(zr,2)) Ezp(zr,2)| |F(2)
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Para el problema que analizamos nos queda:

A(z) _ Ei1(z;,2z) Eq1(zr,2z)| |On
A(z,) E;1(zr,21) Eja(zr,z)l 10N
Por tanto
A(z) =0y
A(z,) = Oy

Entonces la forma diferencial lineal también es nula en ambas intercaras.

Para H(z,, z;)
F(zp)| _ |H11(Zr2) Hi2(2,21)| A(Zz)|
A(z;)|  Hy1(zr,z1) Hp(zr,z)) |F(z)
Para el problema que analizamos queda:
Oy _ Hy,(zr,z)) H12(2,2) . |A(Zl)
A(z,) Hy,(zr,21) Hyy(2r,2) Oy

Por tanto
Oy = Hy1(21,2)) - A(z))
A(zr) = Hy1(2r,2) - A(z)
La ecuacion trascendente es entonces
Det[H,1(z;,2;)] = 0
Para L(z,, z;)

F(z)
F(z,)

Para el problema que analizamos nos queda:

ON| Ly,(zy,2;) L12(Zr:Zl)|_|A(Zl)
Oy Ly1(zr,21)  Lyp(zr, z)| |A(2)

L1(zr,2z) L1z (Zr»Zl)| . |A(Zl)
LZl(Zr:Zl) L22 (Zr:Zl) A(Zr)

Por tanto
Oy = Ly1(z,2) - A(z) + L1,(2,2) - Alz,)

Oy = Ly1(z,,2) - A(z) + Lyy(2,,2) - Az,)
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La ecuacion trascendente es entonces
Det[L(z,.,z)] = 0

Forma diferencial lineal nula en ambas intercaras.

Para T'(z,, 7))
F(z)| _ |Taa(zr2)  Tap(zr,2)|  |F(20)
Azl Tpa(zr,z1) Tpp(zr,z)l [A(z))
Para el problema que analizamos queda:
|IF(Zr) _|Taa(zr,21)  Tap(2r,2) _|[F(Zz)
Oy Tpa(zr,z1) Tpp(zr,z)l | Oy
Por tanto
F(z,) = Taa(zr,z)) - F(z))
Oy =Tpa(z,,2) - Fz)
La ecuacion trascendente es entonces
Det[Tpa(zy,2)] = 0
Para E(z,, z;)
A(z) _ E\(zr,2;) Eq2(2,2) . F(z;)
A(z,) E;i(zr,z1) Ez(zr,2)| [F(z)

Para el problema que analizamos nos queda:

0N|
Oy

Ei1 (2, 2)) ElZ(Zr:Zl)| . |[F(Zl)
EZl(Zr:Zl) EZZ(Zr:Zl) [F(Zr)

Por tanto
Oy = E11(2,2)) - F(z) + Ev2(2,2)) - F(z,)
Oy = E1(2,2)) - F(z) + Ezz(2,2)) - F(z,)
La ecuacion trascendente es entonces
Det[E(z,,z)] = 0
Para H(z,, z;)

F(z)
A(zr)

Hy, (2, 21) H12(Zr'Zl)| . |A(Zl)
H;1(2,2)) Hyp(2r,2)| |F(z)
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Para el problema que analizamos queda:

‘F(Zr) _ Hy1(zr,z)) Hiz(z,2))| | On ’
Y Hy1(zr,21) Hy(2,2)| 1F(z))
Por tanto
F(z,) = Hy2(2y,2)) - F(2)
Oy = Hyy(zr,2)) - F(2)
La ecuacién trascendente es entonces
Det[H3;(z,,2,)] = 0
Para L(z,, z;)
F(z) _ Ly1(zr,z;) L12(2,2) . A(z)
F(z,) Ly1(z,21) Lya(2p,z)1 1A(2Z)1
Para el problema que analizamos nos queda:
F(z)| _ |L11(Zr2)  Li2(2,2)| |On
F(z,) Ly, (zr,21) Lyo(2r,2)1 1ONI
Por tanto
F(z) = Oy
F(z,) = Oy

Entonces el campo también es nulo en ambas intercaras.
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5. Conclusiones

Se realizé un andlisis bibliogriafico de las diferentes definiciones del problema de Sturm-Liouville.
Confeccionandose un pequeno catilogo de las diversas definiciones que se dan en la literatura del
problema de Sturm-Liouville y de sus implicaciones.

Se realizé una revision bibliografica de las distintas matrices de transferencia que se introducen en la
literatura para caracterizar las soluciones del problema de Sturm-Liouville matricial.

Se han obtenido las principales matrices de transferencia para el caso N = 1 homogéneo.

Se demostro explicitamente para N cualquiera la mvariancia de varias matrices respecto de la base de
soluciones LI escogida para construirlas.

Se hallaron las relaciones entre algunas matrices de transferencia en el problema de Sturm-Liouville
matricial.

Se analizaron algunos problemas de contorno en términos de las distintas matrices de transferencia.

48



6. Apéndices

A. Obtencion de la Matriz de Conformidad o Admitancia L para el caso N = 1 y para

P +Y = 0, como inversa de la Matriz de Rigidez E.

Partiendo de la expresion de E para N = 1, obtenemos:

/P — kB cotk,d
L(ZO + d,Zo) = E_l(ZO + d,Zo) = I

kB P + kB cotk,d
sink,d 15 0Ly
/ P + kB cotk,d —lab

1 15 Lot sin ke d

L(zy +d,20) = 5| kiB
—_1,2R2 2 M - - _
KEB? cot? kyd + i \ i P — kB cotk,d
Pero

kiB?  P?sin’ kyd —kiB? cos® kyd + k{B®

P2 — k2B cot? kyd =
1770t +sin2 k.d sin? k,d

_ P?sin®kyd + kfB*(1 — cos? k,d)

sin? k,d

P? + k2B?)sin? k,d

( ) 1 P szz

sin? k,d
De donde
/ P + k,B cotk,d —k,B
P2 + k2B? (P% + kZB?) sink,d
L(zo + d,z0) = kB P—kBcotkd |
(P? + k#B?)sink,d P? + k#B?

\ -1
sin k1 |

|
)
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B. Obtencion de relaciones entre matrices de transferencia en el problema de Sturm-

Liouville matricial a partir de otras expresiones.

Relacién entre H y K.
En [20] encontramos las siguientes relaciones:
Tyn=H 1_21
Ty = _H1—21 "Hyq
Tpo=Hy H 1_21

Tpop =Hy —Hy, 'H1_21 "Hyy

K1 = Q)12  [Tpa — Q(z)22 - Q(2)75  Taal - Q2011
+Q(z)1z * [Top — Q(Zr)22 - Q(Z) 1z * Tapl - Q(21)21
K, = Q(z)12  [Tpa — Q(z1)22 - Q(2)75 * Taal - Q212
+Q(z9)12 - [Top — Q(Zr)22 - Q213 - Tapl - Q(2)22
K31 = Q(2)3; * [Tpa — Q(2:)21 - Q(2.)11 - Taal - Q214
+Q(2)22 - [Top — Q(Zr)21 - QZ)1L - Tapl - Q221
Ky = Q27  [Tpa — Qz0)21 - Q)11 Taal - Q212
+Q(2)22 * [Tpp — Q(Z)21 - Q(Z)11 * Tapl - Q2122
De las cuales obtenemos:

K, = @(Zr)le - [Hy, 'Hle —Q(zr)22 @(Zr)I21 'Hle] "Q(z)11 + Q(Zr)le
{[Hyy — Hy, 'H1_21 “Hy1]l — Q(z) 22 'Q(Zr)le ) [—Hle “Hi11} - Q(2))21

K, = @(Zr)le - [Hy, 'Hle —Q(zr)22 @(Zr)I21 'Hle] “Q(z)12 + Q(Zr)le
{[Hyy — Hy, 'H1_21 “Hy1]l — Q(z) 22 'Q(Zr)le ) [—Hle “Hi11} - Q(2))22

K,, = Q(Zerl - [Hy, 'Hle —Q(zr)a1 - Q(Zr)ﬁl ’ Hle] "Q(z)11 + @(Zr)gzl
{[Hyy — Hy, 'H1_21 “Hi1]l — Q(z,) 21 'Q(Zr)fll ) [—Hle “Hi11} - Q(2))21

K,, = Q(Zerl - [Hy, 'Hle —Q(zr)1 Q(Zr)ﬁl ’ Hle] “Q(z)12 + @(Zr)gzl
{[Hyy — Hy, 'H1—21 “Hyp ] — Q(z) 1 'Q(Zr)fll : [—Hle “Hy1 1} Q(z))2,

Donde segun [20]:

50



Q(z)11 = I'11|R ) Hklkz---kN(Zr)

Q(zy)12 = I'12|R ) HkN+1kN+2---k2N(Zr)

Q(zy)21 = F21|R : Hk1k2-~-kN(Zr)

Q(ZT')ZZ = F22|R ' HkN+1kN+2"'k2N(ZT')

Q(z)11 = Ly - Hk1k2-~-kN(Zl)

Q(z1)12 = Tz " Wiy, kyap-kon (Z10)

Q(21)21 = Loqpp - My g,k (20)

Q(z1)22 = oz " Wiy, ey oo (Z0)

(Fi0)1  (Fy)q
r. — (Fi0)2  (Fa0)2
11 = : :
(Fio)ny  (Faodn
(Fy+10)1 (Fys20)1
I. — (Fyt10)2 (Fysz0)2
(Fy+100n  (Fysz20)w
(A1), (Aze)s
. — (A1) (Azg):
21 : :
A1)y (Azn
(AN+1 0)1 (AN‘I'Z 0)1
. — (Ayt10)2 (Aniz0)2
22 : :
(Ayt10)v  (Aniz20)n
eiklz 0
ik,z
Migyiy@=| O €7
0 0

(Frno)s
(]FI\{O)Z

(Fuodn

(]FZN 0)1
(]FZN 0)2

(Faw o)
(ANO)l
(AI\.IO)Z
(Aol

(AZN 0)1

(AZN 0)2

(AZN O)N

eikNZ
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etkn+1Z 0 0

_ 0 elkn+2Z 0
l-lkN+1kN+2“'k2N (2) = : : . :

0 0 ... plkanz

Hy; =T, I‘2_11 - [F12 —I I‘2_11-F22]
_ -1
) [le ) Hklkz---kN (_d) ) I‘111 Ty HkN+1kN+2---k2N (d) - Fzz]

_ _ -1
H,; = [F12 — Iy I‘211 ) Fzz] ) [F12 ) HkN+1kN+2---k2N (d) - [y Hklkz---kN(d) ’ I‘211 ’ Fzz]

_ _ -1
H,, = [F21 — Iy I‘121- I‘11] ’ [F21 ’ Hklkz---kN (—d) — Iy HkN+1kN+2---k2N (_d) ’ I‘121 ’ I‘11]

Hy, =T, I‘1_21 - [F21 — Iy I‘1_21 ' I‘11]
_ -1
[Ty - My, ienandeoy (@) " Tt  Tog - M g ey (—d) — I

Relacién entre E vy K.

En [20] también encontramos las siguientes relaciones:
Tus = —E7; Eqq
Ty =E Izl
Tps =Ey —Eyp Ey) -Eqy
Tpop =EyE Izl
Utilizando estas expresiones y las anteriores relaciones entre Ky T obtenemos:

K, = Q(Zr)le {[Ezy —Epy Ele “E11] = Q(21)22 Q(Zr)le ) (—Ele) “E11} - Q(z)11 + Q(Zr)le
[Eqp - Ele —Q(zr)22 Q(Zr)le 'Ele] *Q(z1) 21

K, = Q(Zr)le {[Ezy —Epy Ele “E11] = Q(21)22 Q(Zr)le ) (—Ele) “E11} - Q(z)12 + Q(Zr)le
[Eqp - Ele —Q(zr)22 Q(Zr)le 'Ele] Q(z1)22

K, = Q(Zr)gzl {[Ey; — Eyp 'Ele "E11] — Q(21)21 Q(Zr)fll ) (—Ele) “E11} - Q(z)11 + Q(Zr)le
“[Ej; 'Ele —Q(zr)21 - Q(Zr)fll : Ele] *Q(z1) 21

K,, = Q(Zr)gzl {[Ey; — Eyp 'Ele "E11] — Q(21)21 Q(Zr)fll ) (—Ele) “E11} - Q)12 + Q(Zr)gzl
“[Ej; 'Ele —Q(zr)21 - Q(Zr)fll : Ele] *Q(z1)22

52



Relacion entre Ey S.

Se encuentran en [20] las relaciones:

De las mismas obtenemos:

— -1
S22 = Kyz " K3;
Utilizando las relaciones entre K y E obtenidas, nos queda:

S11=—{Q(z)2 {[Es1 — Ez2 " E7y - E11] — Q(2:)21  Q(2)11 - (E13)  E11} - Q(2)12 + Q(2)32
[Ez E7; —Q(2)21 Q(Zr)ﬁl : Ele] Q222371
{Q(z)2; {[Ez1 — E3 Ele ‘E11] — Q(z)21 Q(Zr)ﬁl ) (_E1_21) ‘E1} Q(z)11
+Q(2)17 * [Ezz " ET; — Q(2)21 - Q(z)11 " E12 ] Q(20) 21}

S12 ={Q(z,)75 " {[E21 — E2; - E7; " E11] — Q(2)21 - Q(2)11 - (mE1S) - E11} - Q(21)12 + Q(21)33
[Ep - ET) — Q(2)21 - Q(z)11 " E1 ] Q(2) 22371

S21 = {Q(z)15 "{[Ez1 — Ezp " ET; " E11] — Q(20)22 - Q(2)12 - (E1;) " Eqq} - Q(2)11 + Q212
[Ez ET; — Q(2)22 - Qz)1z - E12 ] Q(2)243
—{Q(z,)12 “{[E21 — Ez; - ETy " E11] — Q(21)22 - Q(2,)12 - (—E1) - E11} - Q(2)12
+Q(z)12 " [Ezz " ET; — Q(2)22 - Q212 “ ET2 ] Q(2)22}
{Q(z1)27 "{[Ez1 — Ezp " E7y - Eqq] — Q(21)21 - Q(z)11 - (E13) " E11} - Q(2)q2
+Q(2)2; " [Ezp " ET; — Q(20)21 Q(z)11 - ET ] Q(2) 227"
{Q(z1)27 "{[Ez1 — Ezp " E7y - Eqq] — Q(21)21 - Q(2z)11 - (E13) " E11} - Q(z)14
+Q(z)12 " [Ezz " ET; — Q(2)21 - Q(z)11 " ET2 ] Q(2)213

S22 = {Q(z)15 “{[E21 — Ezp " E7; " E11] — Q(2)22 - Q(z)12 - (E1z) " Eq1} - Q(2)12 + Q(2)715
[Ez ET; — Q(2)22 - Q(z)12 " ET2 ] Q(2)22}
{Q(z1)27 "{[Ez1 — Egp " E7} - Eqq] — Q(21)21 - Q(2)11 - (E13) " E11} - Q(2)12
+Q(2)2 " [Ezz " ET; — Q(20)21 - Q(z)11 - ET ] Q(2) 227"
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