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RESUMEN 

 

En el presente trabajo de investigación se comparó el rendimiento de un 

electrodo modificado con película conductora de polianilina (PANi) en una 

celda de flujo para la recuperación de cobre con un cátodo de placa de cobre 

83en modo potenciostático y galvanostático. El PANi se sintetizó sobre el Ti-

Pt mediante electropolimerización potenciostática. Los resultados mostraron 

que el electrodo modificado (Pt-Ti-PANi) fue más eficiente para la reducción 

de cobre, disminuyendo casi el 50% del tiempo de electrólisis. La optimización 

de la eliminación electroquímica de cobre mediante la aplicación de pasos de 

corriente controlados aumentó la eficiencia de la corriente al 57 - 78%, 

minimizando así el consumo de energía y el tiempo de proceso; estos 

parámetros son considerados muy importantes en la remediación de aguas 

residuales. El coeficiente volumétrico de transporte de masa (kmAs) se estimó 

mediante modelos matemáticos basados en redes neuronales artificiales 

(RNAs). Se probaron seis configuraciones diferentes de RNAs para encontrar 

la arquitectura óptima. Las variables de proceso utilizadas como entradas a 

los modelos RNAs fueron concentración inicial, potencial, corriente, tiempo de 

electrólisis y concentración final. De acuerdo con el análisis estadístico, los 

datos de predicción del modelo RNA representaron adecuadamente los datos 

experimentales. La mejor arquitectura RNA (modelo C) fue 5:3:1 con un 

coeficiente de correlación ajustado (Ra
2) y un error cuadrático medio (MSE) de 

0.965 y 1.083 x 10-10, respectivamente. Los resultados mostraron que el 

modelo RNA propuesto predice kmAS con éxito.  
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ABSTRACT 

 

In the present research work, the performance of a polyaniline conductive film 

(PANi) modified electrode in a flow cell for copper recovery was compared with 

a copper plate cathode in potentiostatic and galvanostatic mode. The PANi was 

synthesized on the Pt-Ti through potentiostatical electropolymerization. The 

results shows that the modified electrode (Pt-Ti-PANi) was more efficient for 

copper reduction, decreasing almost 50% of the electrolysis time. Optimizing 

copper electrochemical removal by applying controlled current steps increased 

current efficiency to 57 - 78%, thus minimizing energy consumption and 

process time; these parameters have been considered very important in the 

remediation of wastewater. The volumetric mass transport coefficient (kmAs) 

was estimated using mathematical models based on artificial neural networks 

(ANNs). Six different RNA configurations were tested to find the optimal 

architecture. The process variables used as inputs to the ANNs models were 

initial concentration, potential, current, electrolysis time, and final 

concentration. According with statistical analysis the ANN model prediction 

data from the RNA model adequately represented the experimental data. The 

best ANN architecture (C model) was 5:3:1 with a correlation adjusted 

coefficient (Ra
2) and a mean square error (MSE) of 0.965 and 1.083 x 10-10, 

respectively. The results showed that the proposed ANN model predicts kmAs 

successfully.  
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CAPÍTULO 1 

1. INTRODUCCIÓN 
 

La contaminación ambiental por presencia de metales pesados es un 

problema que tiene atención mundial debido a los efectos negativos en la salud 

[1] tales como dolor de riñón, cáncer e incluso la muerte en algunos casos 

debido a altas concentraciones. El ingreso de los metales pesados al ambiente 

acuoso se debe al desecho de aguas residuales provenientes de procesos 

tales como galvanoplastia, aleaciones, pinturas, insecticidas, baterías, 

industria química y minería, entre otros [2]. Una de las alternativas de solución 

con mayores oportunidades de aplicación debido a sus altas eficiencias de 

remoción y bajos costos de operación es la electroquímica. Sin embargo, el 

desarrollo de los procesos electroquímicos implica seleccionar de manera 

adecuada los materiales de los electrodos. El Carbón Vítreo Reticulado (RVC) 

es comúnmente usado para este fin es debido a que posee propiedades 

fisicoquímicas bastante atractivas como: baja densidad, baja expansión 

térmica, alta resistencia a la corrosión, mínima reactividad, alta porosidad, 

extensa área superficial, así como alta conductividad eléctrica y térmica, 

además de su bajo costo [3].  

 

La diversificación de aplicaciones de este y otros materiales ha sido posible 

gracias a la modificación de su superficie, mediante recubrimientos; 

permitiendo el desarrollo de sensores, remoción de metales, filtración de 

combustible, síntesis orgánica, electrosíntesis, reactivo Fenton, baterías de 

almacenamiento, conversión de energía, manufactura de semiconductores y 

control acústico [4,5]. Ejemplo claro de esta diversificación es la elaboración 

de electrodos modificados mediante la aplicación de películas conformadas 

por polímeros conductores, como polipirrol y PANi principalmente [2,6] con la 

capacidad de remover metales pesados, tales como cobre, níquel, cadmio y 
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cromo con eficiencias de remoción que oscilan del 84 - 99.8% [7–10] debido a 

sus propiedades quelantes, atribuidas a la presencia de grupos funcionales 

donadores de electrones (amina y grupos secundarios de aminas aromáticas) 

en la cadena del polímero [2].  

 

En respuesta a la problemática que enfrentamos, el presente trabajo de 

investigación se realizó con el fin de contribuir en la generación de nuevas 

alternativas que permitan la remediación de aguas residuales, mediante el uso 

y caracterización teórica-experimental de electrodo modificado con PANi para 

analizar su comportamiento electroquímico, determinar su eficiencia de 

corriente y de remoción respecto a un electrodo bidimensional de los iones Cd 

(II) y Cu (II); así como el desarrollo de un modelo de red neuronal que permita 

calcular la concentración final del cadmio y otro para determinar el coeficiente 

‘volumétrico’ de transporte de masa del cobre. 
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1.1 Objetivo general 

Determinar la eficiencia de remoción de cadmio y cobre usando un electrodo 

bidimensional y un electrodo modificado con PANi, mediante técnicas 

electroquímicas que permitan analizar el comportamiento electroquímico, así 

como desarrollar un modelo matemático que describa dicho sistema. 

 

1.1.1  Objetivos específicos 

• Realizar polimerización electroquímica de PANi sobre electrodo de 

trabajo (WE) y determinar parámetros cinéticos. 

• Evaluar eficiencia de remoción de cadmio y cobre sobre RVC y 

RVC/PANi. 

• Desarrollar análisis comparativo de la capacidad de remoción de cobre 

sobre lámina de cobre versus electrodo modificado Ti-Pt-PANi en 

función de su comportamiento electroquímico usando celda de flujo con 

placas paralelas. 

• Implementar y validar un modelo matemático basado en redes 

neuronales artificiales para la determinación de la concentración 

final de cadmio y otro para calcular el coeficiente de transporte de 

masa del cobre en función de parámetros experimentales; tales 

como concentración inicial, potencial aplicado, corriente, tiempo de 

electrólisis y concentración final. 
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CAPÍTULO 2 

2. MARCO TEÓRICO 

A continuación, se presentan algunos de los trabajos más relevantes 

relacionados al área de estudio del presente proyecto, características de los 

materiales utilizados, así como la normatividad vigente referente a los límites 

máximos permisibles de los metales pesados en aguas residuales y métodos 

utilizados para la remoción de estos contaminantes. 

2.1 Importancia y aplicaciones del cadmio y cobre 

2.1.1 Cadmio 

El cadmio se encuentra presente sobre la superficie terrestre en 

concentraciones que oscilan entre 0.08 a 0.5 ppm. Este ión se genera a partir 

de la minería, fundición, refinación de concentrados de minerales sulfurados 

de zinc, aguas residuales de las industrias de galvanoplastia, baterías de 

níquel-cadmio, fertilizantes de fosfato, pigmentos, estabilizadores, aleaciones, 

refinación de petróleo, industrias de soldadura y pulpa. El uso más importante 

de cadmio es en baterías de Cd-Ni, que son conocidas por su alto rendimiento, 

bajo mantenimiento, vida útil y alta tolerancia al estrés eléctrico y físico [11–

13].  

Es un metal pesado clasificado como no esencial, y uno de los más tóxicos 

presentes en el medio ambiente, se bioacumula durante muchos años 

después de ser consumido por organismos vivos.  La intoxicación por cadmio 

en humanos puede generar daño renal, insuficiencia pulmonar, cáncer; 

modifica la constitución de los huesos, el hígado y la sangre [13].  

Debido a la alta toxicidad de las sales de cadmio, los límites máximos 

permisibles para descarga de cadmio en los efluentes son muy estrictas [14]. 
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2.1.2 Cobre 

Los primeros hallazgos de pendientes decorativos elaborados con cobre 

fueron descubiertos en el Medio Oriente y datan alrededor del 8700 a.C. 

Mientras que los primeros artefactos de metal fundido fueron encontrados en 

el actual Turquía y han sido fechados en el año 7000 a. C. En el año 3000 a. 

C. surgió la Edad de Bronce en el Medio Oriente, terminando alrededor de 

1200 a. C. dando paso a la Edad de Hierro. 

Actualmente, el cobre y sus aleaciones aún poseen gran importancia 

comercial, situándose en tercer lugar; después del hierro/ acero y el aluminio. 

Posee un gran número de aplicaciones debido a su excelente conductividad 

eléctrica y térmica, es altamente resistente a la corrosión, y posee gran 

versatilidad para soldarse mediante distintas técnicas. Algunas de estas 

aplicaciones son: Elaboración de cables y contactos eléctricos, en radiadores 

automovilísticos, intercambiadores de calor, sistemas de calefacción 

doméstica, paneles solares, tuberías, válvulas y accesorios de sistemas de 

agua y otros fluidos acuosos [15–17].  

Incluso en los seres humanos se considera esencial pues se ubica en la 

tercera posición en cuanto a grado de concentración (80 -150 mg en adultos) 

de metales traza, después del hierro y zinc. Síndromes de deficiencia 

nutricional humana han sido reconocidos desde principios de la década de 

1960, siendo algunas de las manifestaciones clínicas de la deficiencia de cobre 

más comunes la anemia, neutropenia y anomalías óseas [18,19]. 

Sin embargo, en concentraciones superiores puede ocasionar diversos 

problemas de salud tales como: cáncer, falla renal, daños al sistema inmune e 

incluso la muerte. Por lo que es considerado altamente tóxico y los efluentes 

provenientes de las industrias mencionadas anteriormente deben ser tratados 

antes de descargarse al medio ambiente, de acuerdo con la normatividad 

vigente como se describe en la siguiente sección. 
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2.2 Legislación ambiental 

En México, los límites máximos permisibles de metales pesados se establecen 

en función de las normas vigentes que a continuación se detallan. 

2.2.1 NOM-002-SEMARNAT-1996 

Esta Norma Oficial Mexicana establece los límites máximos permisibles de 

contaminantes en las descargas de aguas residuales a los sistemas de 

alcantarillado urbano o municipal con el fin de prevenir y controlar la 

contaminación de las aguas y bienes nacionales, así como proteger la 

infraestructura de dichos sistemas (Tabla 2.1) [20]. 

Tabla 2.1: Límites máximos permisibles para contaminantes en aguas 

residuales. 

Parámetros  

(mg L-1) 

Promedio 

mensual 
Promedio diario Instantáneo 

Grasas y aceites 50 75 100 

Sólidos 

sedimentables 

(mL L-1) 

5 7.5 10 

Arsénico total 0.5 0.75 1 

Cadmio total 0.5 0.75 1 

Cianuro total 1 1.5 2 

Cobre total 10 15 20 

Cromo total 0.5 0.75 1 

Mercurio total 0.01 0.015 0.02 

Níquel total 4 6 8 

Plomo total 1 1.5 2 

Zinc total 6 9 12 
 

2.2.2 NOM-127-SSA1-1994 

Esta Norma Oficial Mexicana establece los límites permisibles de calidad y los 

tratamientos de potabilización del agua para uso y consumo humano. El 

contenido de constituyentes químicos, en este caso el contenido de metales 

pesados deberá ajustarse a lo establecido en la Tabla 2.2 [21]. 
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Tabla 2.2: Límites permisibles de calidad y los tratamientos de 

potabilización del agua para uso y consumo humano. 

Característica Límite máximo permisible (mg L-1) 

Arsénico 0.05 

Cadmio 0.005 

Cobre 2.00 

Cromo 0.05 

Hierro 0.30 

Mercurio 0.001 

Plomo 0.01 

Zinc 5.00 

 

2.3 Técnicas para la remoción de iones metálicos 

La selección de la técnica de tratamiento para la remoción de iones metálicos 

en aguas residuales depende de múltiples factores, en este apartado se 

describen los aspectos más importantes de algunos de los procesos 

convencionales para el tratamiento de este tipo de efluentes incluyendo: 

Adsorción, cementación, filtración por membrana, métodos electroquímicos, 

fotocatálisis, electrodeposición, electrocoagulación y electroflotación. 

2.3.1 Adsorción 

Describe el proceso de transporte de masa donde el material que se desea 

remover pasa de la fase líquida a la fase sólida mediante interacciones físicas 

y/o químicas. Algunos de los materiales utilizados como adsorbentes 

provienen de materiales naturales, biopolímeros modificados, desechos 

biológicos y nanomateriales [16,22,23]. 

2.3.2 Cementación 

Es un proceso heterogéneo en el que los iones metálicos presentes en la 

solución pasan a su estado metálico por la generación de una reacción de 

reducción espontánea que se genera en la interfaz del hierro y por 

consiguiente la oxidación de este último [16,22]. 
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2.3.3 Filtración por membrana 

Resulta útil en la remoción de sólidos suspendidos, compuestos orgánicos e 

inorgánicos, tal es el caso de los metales pesados. Las principales variantes 

de esta metodología están en función del tamaño de partícula clasificándose 

en: Ultrafiltración, nanofiltración y ósmosis inversa [16,22,23]. 

2.3.4 Métodos electroquímicos 

Los métodos electroquímicos usados con mayor frecuencia en la industria 

metalúrgica son la electrocoagulación y electrodiálisis. La electrocoagulación 

aplica una diferencia de potencial a unos electrodos metálicos (normalmente 

aluminio y/o hierro). De esta forma, se produce una rápida desestabilización 

de los coloides por aplicación eléctrica y disolución de iones metálicos de los 

electrodos empleados. Mientras que la electrodiálisis es un proceso de 

membranas en el que los iones son transportados a través de una membrana 

de intercambio iónico utilizando la energía eléctrica como fuerza impulsora 

[16,22,23].  

2.3.5 Fotocatálisis 

En este proceso el par electrónico (e-/h+) se genera continuamente del 

semiconductor (TiO2, principalmente) que es sometido a radiación solar, 

mediante una lámpara UV (254 nm) siendo la radiación solar la única fuente 

de energía, en intervalo de pH entre 3.5 - 4.5, obteniendo eficiencias de 

remoción alrededor del 80% [16,22,23].  

2.3.6 Electrodeposición 

Se desarrolla aplicando energía eléctrica a la celda electroquímica para lograr 

reducir los iones metálicos en solución a su estado metálico elemental sobre 

la superficie del cátodo. Esta metodología ha sido aplicada ampliamente en la 

recuperación de metales preciosos y la remediación de aguas residuales. 

Algunas de sus ventajas respecto a otras técnicas son bajos costos de 
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operación, no generan lodos, no requieren reactivos químicos y poseen una 

alta selectividad [24,25]. 

2.3.7 Electrocoagulación 

Esta metodología, requiere de un ánodo de sacrificio que generalmente es de 

hierro o aluminio; posteriormente se aplica una corriente eléctrica para generar 

iones metálicos (Al3+ y/o Fe2+) y una serie de hidróxidos de metálicos como 

productos de la reacción química. Este hidróxido metálico funge como agente 

coagulante para desestabilizar los contaminantes metálicos presentes en el 

electrolito, haciendo que se aglomeren en partículas más grandes, si las 

condiciones son apropiadas. Las partículas aglomeradas se separan mediante 

procesos como floculación sedimentación o filtración, este tipo de enfoque 

elimina los iones metálicos de las aguas residuales al convertir el metal soluble 

en forma de su hidróxido insoluble [24,25].  

2.3.8 Electroflotación 

En el proceso de electroflotación, se generan pequeñas burbujas de hidrógeno 

y oxígeno a partir de la electrólisis del agua en el cátodo y el ánodo, 

respectivamente. Con el objetivo de incrementar la flotabilidad de las partículas 

sólidas formando pequeñas burbujas de gas que se adhieren a él, absorbiendo 

de esta manera los iones metálicos para llevarlos a la superficie del agua. 

Algunos de los aspectos más importantes a considerar en este tipo de 

sistemas que indudablemente influyen en la eficiencia de remoción de cada 

una de las técnicas mencionadas anteriormente son, voltaje aplicado, 

concentración inicial del contaminante, pH del electrolito, geometría del 

reactor, configuración por lote o continuo, tipo de electrodo, entre otras [24,25]. 
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2.4 Mecanismo de deposición electroquímica de cadmio y 

cobre 

El desarrollo de este trabajo se basa en la recuperación de cadmio y cobre 

mediante electrodeposición electroquímica. El ión metálico disuelto (ya sea 

cobre o cadmio) se encuentra representado como (M2+) y es reducido 

electroquímicamente como se indica en la reacción 2.1:  

𝑀2+ + 2𝑒−  →  𝑀                                                                                               𝟐. 𝟏  

Donde se transfieren dos electrones. Una vez que los iones M2+ se reducen se 

trasladan del seno de la solución hacia la superficie del electrodo. La reacción 

general se presenta a continuación: 

 𝑀(𝐼𝐼)𝑎𝑞  →  𝑀(𝐼𝐼)𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑑𝑜    𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑝𝑜𝑟𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑎                                      𝟐. 𝟐𝒂  

𝑀(𝐼𝐼)𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑑𝑜  →  𝑀(0)        𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎                               𝟐. 𝟐𝒃 

Sin embargo, existen reacciones secundarias que disminuyen la eficiencia de 

corriente, como la evolución de hidrógeno y reducción de oxígeno. 

2𝐻+ + 2𝑒−→  𝐻2                            𝑝𝐻 < 7                                                          𝟐. 𝟑  

𝑂2 + 4𝐻+ + 4𝑒−→  𝐻2𝑂            𝑝𝐻 < 7                                                          𝟐. 𝟒 

Minimizar estas reacciones secundarias es posible con la selección de 

potenciales y/o corriente de deposición adecuada; es decir en la zona donde 

el proceso es controlado por transporte de masa [26–29]. 

2.5 Carbón vítreo reticulado (RVC) como electrodo. 

El RCV es una espuma sólida conformada por una red de celdas abiertas de 

carbón vítreo. La estructura RVC se debe a la polimerización de una resina 

combinada con agentes espumantes en una atmósfera inerte a 120ºC, seguido 

del proceso de carbonización en un intervalo de 700 -1100ºC. Las resinas 

comúnmente usadas son basadas en poliuretano y fenol, aunque también 
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pueden utilizarse las resinas epóxicas. El RVC tiene un volumen libre que 

oscila entre 90 - 97% dependiendo del grado de porosidad (10, 30, 60 y 100 

poros por pulgada (ppi) presentados en la Fig. 2.1. 

       

Fig. 2.1: Micrografías SEM de la porosidad de muestras RVC a) 10 b) 30 

c) 60 y d) 100 ppi (poros por pulgada) [3]. 

El RVC es un material con una gama de aplicaciones bastante amplia debido 

a sus propiedades fisicoquímicas, tales como: baja densidad, baja expansión 

térmica, alta resistencia a la corrosión, mínima reactividad, alta porosidad, 

extensa área superficial, así como alta conductividad eléctrica y térmica, 

además de su bajo costo.  

La primera vez que se usó este material fue a mediados de 1960, en un 

laboratorio de electroanálisis. No obstante, la diversificación de aplicaciones 

de este material ha sido posible gracias a la modificación de su superficie, y al 

uso de recubrimientos para desarrollo de otras aplicaciones correspondientes  
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a sensores, filtración de combustible, síntesis orgánica, electrosíntesis, 

reactivo Fenton, baterías de almacenamiento, conversión de energía, 

manufactura de semiconductores, control acústico y remoción de metales [3–

5]. Resultando ideal para ser usado como electrodo en el diseño de celdas 

electroquímicas en especial para la remoción de metales pesados, donde se 

requiere manejar altas densidades de corriente, baja resistencia al flujo tanto 

de fluidos como de energía eléctrica, debido a una alta velocidad de transporte 

de masa de las especies electroactivas en la superficie del electrodo, además 

su porosidad le confiere la capacidad de mantener materiales infundidos 

dentro de su estructura; sin embargo, este material es altamente frágil, motivo 

por el cual implica ser cuidadoso durante su manejo con el fin de garantizar 

que la distribución de potencial y/o corriente sea uniforme [3].  

2.6 Polímeros conductores 

Los polímeros conductores, presentan atractivas propiedades electrónicas 

como alta conductividad eléctrica, transiciones ópticas de baja energía, bajo 

potencial de ionización y alta afinidad electrónica debido a que poseen enlaces 

alternos simples (σ) y dobles (π). Precisamente estos enlaces conjugados π 

poseen la capacidad de eliminar metales pesados debido a sus propiedades 

quelantes, atribuidas a la presencia de grupos donadores de electrones 

funcionales (grupos amina y secundarios de aminas aromáticas) en la cadena 

del polímero [2,30]. Algunos de los polímeros (Fig. 2.2) que han sido 

investigados con mayor frecuencia son Polipirrol (PPy) [6,31], polianilina 

(PANi) [2,4,8,9,32], politiofeno (PT) [33,34], poli (3,4-etilendioxitiofeno) 

(PEDOT) [35], trans-poliacetileno [36] y poli (p-fenileno etileno) [37]. 

Entre los polímeros conductores mencionados anteriormente, la PANi es la 

más prometedora debido a sus excelentes propiedades eléctricas, 

electroquímicas, de electrocromismo y ópticas, bajo costo de monómero, 

proceso de síntesis simple y estabilidad ambiental, convirtiéndose en un 

excelente candidato para diferentes aplicaciones como los biosensores, 
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óptica, electrónica, baterias, como inhibidor de corrosión, y como removedor 

de contaminantes de aguas residuales [4,6,10,38,39]. 

 

 

 

Fig. 2.2: Estructura química de polímeros conductores. 

 

2.6.1 Propiedades de polianilina (PANi) 

En 1997 MacDiarmid planteó tres formas poliméricas de PANi, denominadas 

leucoemeraldina que presenta su estado reducido (x=0), emeraldina 

semioxidada (x=0.5) y la pernigranilina completamente oxidada (x=1) [40]. A 

continuación, se enlistan algunas de las ventajas de PANi en relación con otros 

polímeros de su clase.  

i) El proceso de polimerización es bastante práctico, pues las 

condiciones de reacción y procedimiento presentan pocas 

restricciones; además, el proceso se puede realizar tanto por 

métodos químicos como electroquímicos. 
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ii) La PANi no requiere medidas de seguridad especiales durante su 

manejo debido a que es muy estable en presencia del oxígeno y 

humedad. 

iii) Además, presenta propiedades de electrocromismo, permitiendo el 

cambio de color de amarillo transparente a verde alrededor de 0.2 V 

y gradualmente cambiado de verde a azul oscuro 

a potenciales superiores a 0.3 V. El cambio de color de amarillo 

transparente a verde se debe a la formación de cationes radicales 

de tipo Würster a 0.2 V, y que de verde a azul se debe a la formación 

de una estructura diimina y estados dopados con  𝑆𝑂4
2− en el 

polímero a potenciales por encima de 0.3 V. El deterioro de 

las propiedades electrocrómicas son causadas por la hidrólisis de la 

estructura de diimina formada por oxidación a 0.7 V [41]. 

iv) Tiene la capacidad de reversibilidad en procesos óxido - reducción 

sin alterar sus propiedades [30].  

v) Es estable en condiciones de circuito cerrado a potenciales 

inferiores a 0.6 V vs Ag/AgCl [42,43]. 

vi) Posee la capacidad de remover metales pesados debido a sus 

propiedades quelantes, las cuales son atribuidas a la presencia de 

grupos funcionales donadores de electrones (amina y grupos 

secundarios de aminas aromáticas) en la cadena del polímero [2]. 
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2.6.2 Métodos de modificación de electrodos con polímeros 

La modificación de la superficie de los algunos electrodos permite incrementar 

el grado de sensibilidad, existiendo básicamente cuatro métodos, en función 

de las reacciones sobre la superficie del WE: Adsorción, formación de enlaces 

covalentes, polimerización y deposición electroquímica. 

i) Adsorción: Permite fijar la suspensión modificada sobre la 

superficie del WE por interacción no covalente, y podría clasificarse 

en tres tipos: adsorción química, monocapas autoensambladas y 

revestimiento.  

 

ii) Formación de enlaces covalentes:  En este proceso, algunos grupos 

que contienen oxígeno se unen a la superficie del electrodo sólido 

mediante reacciones de oxidación y reducción, y a las sustancias 

modificadas para formar enlaces covalentes. 

 

iii) Deposición electroquímica: Basada en reacciones redox inmersas 

en solventes acuosos o no acuosos, que pueden formar depósitos 

insolubles en la superficie del electrodo debido a los cambios en los 

iones centrales y externos en el estado de oxidación [10].  

 

iv) Polimerización electroquímica: Este proceso se lleva a cabo en una 

celda electroquímica que contiene solución electrolítica con una 

concentración determinada del monómero de interés, el cual una 

vez iniciado el proceso se divide en radicales libres e iones que 

comienzan a polimerizar y forman una película de polímero uniforme 

y estable sobre la superficie del electrodo. Una de las ventajas de 

esta técnica es que permite controlar sus propiedades, morfología, 

conductividad y espesor de la película polimérica [44]. 
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2.6.3 Mecanismo de la electropolimerización de anilina 

El mecanismo de electropolimerización de la anilina consta de las siguientes 

etapas: Iniciación, dimerización, oligomerización y polimerización (Fig. 2.3). 

Iniciación 

La fase de iniciación de la polimerización de anilina depende crucialmente del 

tipo oxidante / potencial anódico y el pH de los medios de reacción, pues 

determina diferencias significativas en la oxidabilidad de anilina, forma 

protonada (catión de anilinio), en las propiedades redox / ácido - base de sus 

especies reactivas formadas por un solo electrón (radical de anilina - ionización 

y radical catión de anilina / radical neutro)  así como la oxidación de dos 

electrones (dicación de anilina / catión de nitrenio / nitreno). 

Múltiples trabajos publicados referentes a este polímero proponen que en esta 

fase se forman los radicales catiónicos de anilina, es decir la oxidación del 

monómero [45–48]. 

Dimerización 

Es bien sabido que la acidez juega un papel crucial en la regioselectividad de 

las reacciones de dimerización en la oligomerización oxidativa electroquímica/ 

polimerización de anilina. 

La naturaleza de los productos diméricos formados durante la polimerización 

oxidativa de la anilina se desarrolla en soluciones ácidas a pH < 2. 

Oligomerización / polimerización y degradación 

El potencial de oxidación de la cadena oxidada OANi / PANi depende no solo 

del grado de oxidación, sino también del grado de protonación y longitud de la 

cadena. Un mayor grado de protonación se acompaña de mayores potenciales 

de oxidación de las cadenas de pernigranilina. Por lo que el aumento en el 

potencial de oxidación de las formas completamente oxidadas de OANi 

aunado al incremento en la longitud de las cadenas en crecimiento desde N-



Capítulo 2: Marco teórico 

 

 

17 
 

fenil-1,4-benzoquinonediimina hasta OANi / PANi similar a pernigranilina de 

alto peso molecular se considera razón probable de autoaceleración en la 

cinética de reacción. 

La formación del radical catiónico de la anilina mediante la oxidación de la 

superficie del electrodo (etapa 1) es considerada determinante. Seguida del 

acoplamiento de radicales en sus formas N- y para- principalmente, y la 

eliminación de dos protones (etapa 2). Mientras que en la etapa 3, el dímero 

(oligómero) formado sufre oxidación sobre la superficie del electrodo junto con 

la anilina. Posteriormente, el catión radical del oligómero se acopla con un 

catión radical anilina, lo que resulta en la propagación de la cadena. Y 

finalmente, el ácido (HA) presente en la solución dopa el polímero formado 

para dar PANi / HA (etapa 4) [45–48]. La Fig. 2.3 presenta el mecanismo de 

polimerización descrito anteriormente. 
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Fig. 2.3: Mecanismo de electropolimerización de anilina [37]. 
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2.7 Efecto de condiciones experimentales en la remoción 

de metales pesados usando PANi 
 

El pH es un factor de gran importancia pues influye directamente en el proceso 

de recuperación de iones metálicos. Algunos aspectos generales por 

considerar en la selección de las condiciones experimentales son: 

• A pH >7 propicia la formación de hidróxidos metálicos. 

• Cuando el pH es muy bajo se disminuye la capacidad de adsorción 

debido a un exceso de iones H+ que compiten con los iones metálicos 

por ocupar los mismos sitios activos [2,49]. 

• Además, a pH bajo PANi se encuentra protonada generando 

posiblemente una repulsión de cationes y por tanto un decremento en 

la capacidad de adsorción debido al agotamiento de los sitios activos 

[50]. 

Por otra parte, la concentración de la anilina representa una de las variables 

más importantes en la reacción de electropolimerización ya que de acuerdo 

con Hussain y Kumar [51] las bajas concentraciones del monómero (0.05 a 0.1 

mol L-1) permiten que la película presente una superficie suave, distribución 

homogénea y mejor adherencia a la superficie del electrodo, debido a que la 

velocidad de reacción de polimerización es más lenta. Cuando la velocidad de 

polimerización incrementa debido al aumento en la concentración de anilina 

se generan depósitos de PANi con superficie rugosa, en forma de escamas y 

muestra poca adherencia.  

 

Considerando cada uno de los efectos descritos anteriormente, se 

seleccionaron las condiciones experimentales para la electrodeposición de 

cadmio y cobre, como se describe en el siguiente capítulo. 
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CAPÍTULO 3 

3. ELECTRODEPOSICIÓN DE CADMIO Y COBRE 

En este capítulo se describe cada una de las etapas de la metodología 

experimental, referente tanto a las pruebas electroquímicas como el análisis 

correspondiente a cada uno de los resultados. 

3.1 Elaboración de electrodos de trabajo (WE) 

Primero se llevó a cabo el corte de las probetas de bronce de 1 cm de altura a 

partir de la barra del metal, cuya área superficial corresponde a 1.53 cm2. 

Posteriormente se soldó un alambre de cobre del número 12 sobre una de las 

caras de la probeta.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.1: Elaboración de electrodos de trabajo con RVC.  

Una vez soldado el alambre, se sumergió cada probeta en acetona utilizando 

el baño ultrasónico con el fin de eliminar cualquier impureza depositada sobre 

la superficie metálica y se secaron cuidadosamente con aire caliente. 

Finalmente, dichas probetas de fueron encapsuladas en resina epóxica cristal, 

y desbastadas con lija SiC grado 120, 240, 320, 600. 

Se cortaron electrodos RVC circulares de un diámetro de 1 cm x 0.5 cm de 

espesor. Los cuales se pegaron a la superficie metálica usando resina epóxica 

conductora, se dejaron secar durante 48 h (Fig. 3.1) y se verificó conductividad 

mediante multímetro. 
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3.2 Técnica analítica para detección de cadmio. 

Consistió en reproducir la técnica de detección de cadmio implementada por 

Llovera et al., [49] que consiste en desarrollar la curva de calibración con 

diferentes concentraciones de cadmio en el electrolito de trabajo (0.05 mol L-1 

Na2SO4 pH 3) mediante la técnica de Voltametría de pulso diferencial (DPSV), 

haciendo posible la determinación de la corriente en función de la 

concentración del cadmio presente en la solución. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.2: Soluciones para el análisis de Cd (II). 

Se realizaron los cálculos estequiométricos correspondientes para preparar las 

siguientes soluciones (Fig. 3.2): 

i) Solución buffer: 0.33 mol L-1 de acetato de sodio (CH3COONa) + 

ácido acético (CH3COOH) en un matraz volumétrico de 100 mL. 

ii) Solución del electrolito: 1.2 mol L-1 de sulfato de sodio (Na2SO4) en 

un matraz volumétrico de 100 mL. 

iii) Solución de sulfato de cadmio (3CdSO4* 8H2O) 0.01 mol L-1 en 

matraz volumétrico de 25 mL. 

En una celda electroquímica de vidrio con una capacidad de 20 mL provista 

de 3 electrodos, WE grafito, contraelectrodo (CE) grafito y electrodo de 

referencia (RE) calomel saturado (SCE) se adicionaron 5 mL distribuidos de la 
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siguiente manera: 3 mL de la solución buffer + 2 mL del electrolito, con el fin 

de obtener una concentración de 0.2 mol L-1 de CH3COONa/ CH3COOH y 0.05 

mol L-1 de Na2SO4. 

La Tabla 3.1 presenta las concentraciones utilizadas para elaborar la curva de 

calibración con respecto a las concentraciones de la sal de 3 CdSO4* 8 H2O.  

Tabla 3.1: Concentraciones utilizadas en curva de calibración para 

detección de Cd (II). 

Solución 

Concentración de Cd (II) 
Volumen requerido de solución patrón 

(V1C1=V2C2) 

(mmol L-1) (mol L-1) 

Vol. En mL 

3CdSO4*8H2O  

(0.01 mol L-1) 

Vol. En µL 

3CdSO4*8H2O 

(0.01 mol L-1) 

1 0.00 0.00000 0.000 0 

2 0.01 0.00001 0.005 5 

3 0.02 0.00002 0.010 10 

4 0.03 0.00003 0.015 15 

5 0.04 0.00004 0.020 20 

6 0.06 0.00006 0.030 30 

7 0.07 0.00007 0.035 35 

8 0.08 0.00008 0.040 40 

9 0.10 0.00010 0.050 50 

10 0.12 0.00012 0.060 60 

11 0.14 0.00014 0.070 70 

12 0.16 0.00016 0.080 80 

13 0.18 0.00018 0.090 90 

14 0.20 0.00020 0.100 100 

15 0.25 0.00025 0.125 125 

   0.730 730.000 
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La Fig. 3.4 muestra la curva de calibración a partir de los resultados de 

voltametría diferencial (DPSV) (Fig. 3.3) con un coeficiente de correlación 

lineal (R2) equivalente a 0.997, en la que podemos observar que la corriente 

incrementa en función de la concentración de [Cd(II)], además de mostrar un 

ligero desplazamiento de la curva hacia potenciales más positivos.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.3: Voltametría diferencial (DPSV) para Cd (II). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.4: Curva de calibración para análisis de Cd (II). 
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3.3 Técnicas analíticas para detección del cobre 

Para el caso del ión cobre, la determinación de la concentración se desarrolló 

mediante dos técnicas analíticas: Absorbancia y voltametría lineal. El 

procedimiento para implementar cada una de ellas, se describe a continuación. 

3.3.1 Absorbancia 

La curva de calibración mediante absorbancia a 805 nm [52] se desarrolló 

analizando diferentes concentraciones de cobre (Tabla 3.2) en el electrolito de 

trabajo (0.05 mol L-1 Na2SO4 pH 3). 

Las soluciones patrón requeridas fueron las siguientes: 

i) Solución del electrolito: 0.05 mol L-1 de sulfato de sodio (Na2SO4) en 

un matraz volumétrico de 50 mL. 

ii) Solución de sulfato de cobre (CuSO4* 5 H2O) 0.2 mol L-1 en matraz 

volumétrico de 25 mL.  

Tabla 3.2: Concentraciones utilizadas en curva de calibración para 

detección de Cu (II). 

 

Solución 

Concentración de Cu (II) Volumen requerido de solución patrón 

(V1C1=V2C2) 

ppm m (g) M (g/L) 

Vol. En 

mL 

Electrolito   

(0.05 M 

Na2SO4) 

pH=3 

Vol. En mL 

CuSO4*5H2O 

(0.2M) 

Vol. En µL  

CuSO4*5H2O 

(0.2 M) 

1 0 0 0.00000 5.00 0.000 0 

2 5 0.000025 0.00008 5.00 0.002 2 

3 10 0.00005 0.00016 5.00 0.004 4 

4 20 0.0001 0.00031 5.00 0.008 8 

5 30 0.00015 0.00047 5.00 0.012 12 

6 60 0.0003 0.00094 5.00 0.024 24 

7 120 0.0006 0.00189 5.00 0.047 47 

8 180 0.0009 0.00283 5.00 0.071 71 

9 220 0.0011 0.00346 5.00 0.087 87 
    Vol. Total 0.254 254 
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La concentración correspondiente a cada una de las absorbancias se 

determinó usando la ecuación de curva de calibración (Fig. 3.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.5: Curva de calibración para determinación de cobre mediante 

absorbancia. 

 

3.3.2 Voltametría lineal 

Por otra parte, se desarrolló una segunda curva de calibración para la 

determinación de cobre, implementando la técnica electroquímica de 

voltametría lineal (LSV) (Fig. 3.6) usando microelectrodo de Au como WE, CE 

de platino y RE Ag/AgCl en celda electroquímica de 25 mL y las mismas 

concentraciones de la Tabla 3.2 en un intervalo de potencial de 560 a -600 mV 

con una velocidad de barrido de 5 mV s-1.  
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Fig. 3.6: Curva de calibración usando voltametría lineal (A 400 mV vs 

Ag/AgCl). 

3.4 Elaboración de electrodos modificados con PANi 

En este apartado se describe cada una de las metodologías implementadas 

para elaborar electrodo modificado con PANi. En primera instancia se evalúo 

la electropolimerización de anilina sobre RVC con tratamiento electroquímico, 

posteriormente se eliminó el tratamiento electroquímico y finalmente se 

definen cuáles fueron las condiciones óptimas para la electropolimerización de 

la anilina. 

3.4.1 Electropolimerización de anilina sobre RVC con 

tratamiento electroquímico del RVC 

En celda electroquímica de 250 mL se llevó a cabo la síntesis de PANi, provista 

de 3 electrodos; WE: RVC (0.8 x 0.7 x 0.4 cm aprox.), CE: Barra de grafito, 

RE: SCE. El volumen del electrolito fue de 200 mL, la composición de este 

cambió en función de la etapa del proceso (Tratamiento electroquímico, 

Electropolimerización). 
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Fig. 3.7: Celda electroquímica usada en electropolimerización de anilina. 

Tratamiento electroquímico del RVC 

El sustrato usado para el proceso de electropolimerización de la anilina fue 

RVC (100 ppi) tratado previamente mediante voltametría cíclica entre 0.6 y 0.8 

V vs SCE a 10 mV s-1 (5 ciclos) en una solución 0.5 mol L-1 de H2SO4.   

Las pruebas se llevaron a cabo en ausencia de oxígeno, aplicando la técnica 

de voltametría cíclica (BASi EPSILON 2000). Los resultados obtenidos para 

cada una de las pruebas realizadas se muestran en la Fig. 3.8 modificando 

únicamente el número de ciclos, quedando de la siguiente manera: DMO-14-

19 (20 ciclos), DMO-15-16 (5 ciclos), DMO-16-19 (10 ciclos). 
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Fig. 3.8: Tratamiento electroquímico RVC en 0.5 mol L-1 de H2SO4. 

Electropolimerización de anilina 

Posteriormente, se preparó una solución acuosa de 0.5 mol L-1 de H2SO4 + 0.1 

mol L-1 de anilina en una atmósfera inerte de N2. La electropolimerización de la 

anilina se desarrolló mediante voltametría cíclica, usando la metodología 

optimizada reportada en la literatura [4,53,54] , que consta de dos etapas:  

i) Realizar 1 ciclo inicial en un intervalo de potencial entre -0.3 y 0.8 V 

vs SCE, a 2 mV s-1. 

ii) Ciclos posteriores entre -0.3 y 0.69 V vs SCE, a 100 mV s-1. 

La temperatura utilizada durante el proceso fue la ambiental ( ̴ 25ºC). Una 

barra de grafito como CE y el RE: SCE. 

Se realizaron 20, 5 y 10 ciclos para DMO-14-19, DMO-15-19 y DMO-16-19 

respectivamente (Fig. 3.9).  
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Fig. 3.9: Electropolimerización RVC/PANi (20, 5 y 10 ciclos). 

Encontrando falta de reproducibilidad en los resultados, pues el 

comportamiento electroquímico de la película de PANi presentaba morfologías 

distintas en cada uno de los electrodos, a pesar de usar las mismas 

condiciones experimentales reportadas previamente. Posteriormente se 

implementaron algunas modificaciones a la metodología reportada. Los 

detalles se describen a continuación. 

3.4.2 Electropolimerización de anilina sobre RVC sin 

tratamiento electroquímico del RVC 

En la presente prueba se excluyó el tratamiento electroquímico del RVC, 

previo a la polimerización de PANi con el fin de corroborar si se generaba algún 

cambio en la película depositada. Se adicionaron 200 mL de solución 0.5 mol 
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intervalo de potencial de -200 a 800 mV con 2 mV s-1 y los restantes se 

modificó únicamente la velocidad de barrido a 20 mV s-1. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.10: Electropolimerización RVC/PANI (20 ciclos) sin tratamiento en 

H2SO4. 

Los resultados mostrados en la Fig. 3.10, corresponden a los 20 ciclos 

desarrollados durante la electropolimerización de la anilina. Al comparar la Fig. 

3.10 vs Fig. 3.9 se observa que el espectro con tratamiento en ácido muestra 

un ascenso más pronunciado en la zona anódica debido a que la superficie del 

RVC se encuentra oxidada al momento de concluir el tratamiento, 

incrementando las propiedades electrocatalíticas tanto en la reacción de 

evolución de hidrógeno (HER) como de reacción de reducción de oxígeno  

(ORR) [55], generando película de PANi en su forma pernigranilina (oxidada) 

con coloración oscura, mientras que cuando el tratamiento se excluye se 

observa coloración verde, que corresponde a la emeraldina. 

3.4.3 Condiciones óptimas de electropolimerización de anilina 

sobre RVC y grafito. 
 

Se adicionaron 200 mL de solución 0.1 mol L-1 de H2SO4 + 0.1 mol L-1 de anilina 

(paulatinamente) y se realizaron 20 ciclos, el primero en un intervalo de 

potencial de -200 a 800 mV con 2 mV s-1 y los restantes se modificó la 
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velocidad de barrido a 20 mV s-1 y el intervalo de potencial fue de -200 a 690 

mV. Al concluir la polimerización se lavó con agua destilada y acetona con el 

fin de eliminar residuos del monómero. Con esta metodología  reportada en 

múltiples trabajos previos [4,43,53,56] se logró incrementar el espesor de la 

película PANi de manera proporcional y homogénea conforme al número de 

ciclos.  

Además, se comprobó que la morfología de la película no depende del tipo de 

superficie y/o material (de la familia de carbono) donde se deposite.  En la Fig. 

3.11 se muestra que los voltamogramas son prácticamente idénticos tanto en 

el grafito como el RVC. La morfología de PANi se encuentra asociada a la 

velocidad de adición de la anilina durante la reacción de polimerización, debe 

realizarse de manera paulatina (120 µL min-1) y con agitación. 

 

Fig. 3.11: Electropolimerización de anilina sobre a) Grafito b) RVC (20 

ciclos). 

El pico de oxidación alrededor de 190 mV se asocia a la transformación de los 

depósitos en su forma reducida, es decir de leucoemeraldina a emeraldina que 

es la forma polimérica de mayor conductividad. Los picos de oxidación 
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cercanos a 400 mV pueden identificarse y relacionarse a los de picos de 

reducción ubicados aproximadamente en 370 mV, se deben a la estructura 

ramificada de las capas PANi. Finalmente, la oxidación generada en 610 mV 

refiere a la transformación de emeraldina a pernigranilina, la forma polimérica 

completamente oxidada. Al situarse en la zona catódica, la película de PANi 

se reduce de pernigranilina a leucoemeraldina; estos picos conforman las 

principales señales de PANi depositada sobre la superficie [57–59]. 

Determinación del espesor de la película 
 

Al integrar el área bajo la curva del ciclo número 20 correspondiente a la zona 

de oxidación desde -117 a 690 mV (Fig. 3.12) es posible determinar la carga 

redox equivalente a (21.28 mC cm-2); aplicando la siguiente ecuación [60]: 

                                                                   𝑑 = 𝑞𝑟𝑒𝑑𝑜𝑥𝑉/(𝑧𝑟𝐹)                                          3.1      

Donde V corresponde al volumen molar de la anilina (91.304 cm3 mol-1), r es 

el factor de rugosidad del WE (1), z eficiencia de carga (0.2), F constante de 

Faraday; el espesor de la película es de aproximadamente 1µm. 

  

Fig. 3.12: a) Electropolimerización de anilina sobre carbón vidriado (GC) 

20 ciclos b) Cálculo de carga qredox. 
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3.5 Electrodeposición de Cd (II) usando electrodo RVC y 

RVC/PANi 

En celda electroquímica de 250 mL (5 bocas) provista de 3 electrodos; WE: 

RVC (0.8 x 0.7 x 0.4 cm), RVC/PANi10, RVC/PANi20; CE: Barra de grafito, 

RE: SCE.  El volumen del electrolito fue de 200 mL de solución de sulfato de 

sodio (Na2SO4) 0.05 mol L-1 pH 3. Todas las pruebas se llevaron a cabo en 

ausencia de oxígeno, aplicando la técnica de voltametría cíclica (BASi 

EPSILON 2000) en intervalo de potencial de 0 a 1500 mV con una velocidad 

de barrido de 10 mV s-1, en ausencia y presencia de 200 mg L-1 de Cd (II). 

A continuación, se muestran los resultados obtenidos (Fig. 3.10, Fig. 3.11 y 

Fig. 3.12) para cada uno de los electrodos mencionados con anterioridad con 

un potencial inicial de 0 mV y con potencial de circuito abierto (OPC). 

 

Tabla 3.3: Potencial de circuito abierto de cada uno de los electrodos. 

Electrodo 
OPC vs SCE (mV) 

Na2SO4 Na2SO4 + 200 mg L-1 Cd (II) 

RVC -599 -694 

RVC/PANi10 -446 -530 

RVC/PANi20 -222 -486 
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Fig. 3.13: RVC en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 en presencia y ausencia de 

200 mg L-1 Cd (II). 

 

  

 

Fig. 3.14: RVC/PANi10 en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 en presencia y 

ausencia de 200 mg L-1 Cd (II). 
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Fig. 3.15: RVC/PANi20 en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 en presencia y 

ausencia de 200 mg L-1 Cd (II). 

La electrodeposición de cadmio sobre electrodo RVC vs RVC/PANi no muestra 

cambios significativos, pues el potencial de deposición es de -900 mV 

aproximadamente. En el caso del RVC se observa claramente el pico 

correspondiente a la deposición del cadmio, mientras que en electrodo 

modificado se tienen 2 picos traslapados uno de ellos refiere al cadmio 

depositado y el otro se encuentra asociado a la reducción de PANi, pues se 

observa en la curva correspondiente al blanco, es decir en ausencia de 

cadmio. 

Comportamiento electroquímico en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 + 

0.01 mol L-1   H2SO4. 

Se adicionaron 200 mL de solución 0.05 mol L-1 de Na2SO4 + 0.01 mol L-1 

H2SO4 y se realizó voltametría cíclica entre 400 y -900 mV con 20 mV s-1, los 

resultados se muestran en la Fig. 3.14, en presencia y ausencia de 200 mg L-

1 de Cd (II). Los resultados obtenidos son congruentes con los reportados en 

la literatura [61], a excepción de la intensidad de los picos pues en nuestro 

caso es menor lo cual puede atribuirse a que la concentración usada de Cd (II) 
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es menor. Con respecto al pico observado alrededor de los -450 mV, no se ha 

identificado con certeza, pero forma parte de la respuesta del RVC en el 

electrolito evaluado. La deposición del Cd (II) se llevó a cabo alrededor de -600 

mV observándose un pico con baja intensidad, atribuible a una escasa 

remoción pues en esta escala de potencial la PANi no es conductora 

disminuyendo su capacidad de remoción considerablemente. Por este motivo 

se decidió no escalar las pruebas a la celda de placas paralelas y evaluar la 

eficiencia del electrodo modificado respecto a otro ion metálico, el cobre, 

debido a que su potencial estándar de reducción coincide con el estado 

parcialmente oxidado de PANi, es decir, a este potencial la película polimérica 

es conductora [57–59]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.16: Comportamiento electroquímico RVC/PANi20 en 0.05 mol L-1 de 

Na2SO4 + 0.01 mol L-1 H2SO4 en ausencia y presencia de 200 mg L-1 de Cd 

(II). 
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3.6 Electrodeposición de Cu (II) usando electrodo RVC y 

RVC/PANi 

Se adicionaron 200 mL de solución 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 y se realizó 

voltametría cíclica entre 600 y -900 mV con 20 mV s-1, los resultados se 

muestran en Fig. 3.17, en presencia y ausencia de 200 mg L-1 de Cu (II). Los 

cambios observados en presencia y ausencia de nitrógeno no son 

significativos, por lo que resulta innecesario el uso de nitrógeno, durante el 

proceso de remoción del Cu (II). La máxima deposición se generó en un 

potencial aproximado de -200 mV y -100 mV para el RVC y RVC/PANi20 

respectivamente, brindando una ligera ventaja respecto al potencial requerido 

para la recuperación del cobre, suficiente para continuar con la investigación. 

Los resultados mostrados en la Fig. 3.17, son similares a los reportados en la 

literatura, donde la evolución de hidrógeno tiene lugar en potenciales 

suficientemente altos para no disminuir la efectividad de la electrodeposición 

de cobre [62].  

 

 

Fig. 3.17: a) RVC b) RVC/PANi20 en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 (pH 3) en 
presencia y ausencia de 200 mg L-1 Cu (II). 
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3.6.1 Determinación del coeficiente de difusión de Cu (II) 

usando electrodo de disco rotatorio (RDE) 

El coeficiente de difusión se determinó mediante el uso del electrodo de disco 

giratorio (RDE), usando como WE: Carbón vidriado (GC) y GC/PANi, CE: Pt y 

RE: Ag/AgCl.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.18: Electrodo de disco rotatorio (RDE). 

 

Electropolimerización de anilina sobre carbón vidriado (GC). 

Ambos electrodos de GC se pulieron a espejo, posteriormente en uno de ellos 

se realizó la electropolimerización de anilina, como se describió anteriormente. 

En celda electroquímica de 20 mL se adicionaron 15 mL de solución 0.05 mol 

L-1 de Na2SO4 pH 3 y 3.149 x 10-3 mol L-1 de Cu (II), posteriormente se inició 

voltametría lineal (LSV) en RDE con un intervalo de potencial de 100 a -800 

mV, 5 mV s-1 y velocidad de giro de 0, 100, 400, 900, 1600, 2500 rpm (Fig. 

3.19). 
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Fig. 3.19: Voltametría lineal WE: GC y GC/PANi usando RDE. 

Se determinó corriente límite en -600 y -500 para los electrodos   GC   y 

GC/PANi respectivamente (Tabla 3.4 y Tabla 3.5), aplicando la ecuación de 

Levich (2) se calculó el coeficiente de difusión (D) [63,64], equivalente a 1.193 

x 10-6 y 1.515 x 10-6 cm2 s-1 respectivamente. 

                                                                           3.2 

                                                                                
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.20: Comparativa de IL vs W1/2 de curvas mostradas en Fig. 3.19 (■ 

GC_PANi □ GC). 
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Tabla 3.4: Parámetros cinéticos obtenidos mediante deposición de Cu (II) 

usando RDE y WE: GC. 

GC 

W  

(rpm) 

W  

(rad s-1) 

W ½ 

(rad s-1) 

IL x 10-4   

(A) 

IL x 10-4   

(A cm-2) 

D x 10-6  

(cm2s-1) 

0 0.000 0.000 -0.1672 -2.365 

1.193 

100 10.472 3.236 -0.9327 -13.195 

400 41.888 6.472 -1.8311 -25.905 

900 94.248 9.708 -2.7346 -38.687 

1600 167.552 12.944 -3.6622 -51.809 

2500 261.800 16.180 -4.6052 -65.150 

 

 

Tabla 3.5: Parámetros cinéticos obtenidos mediante deposición de Cu (II) 

usando RDE y WE: GC_PANi. 

GC_PANi 

W 

(rpm) 

W  

(rad s-1) 

W ½  

(rad s-1) 

IL x 10-4 

(A) 

IL x 10-4  

(A cm-2) 

D x 10-6  

(cm2 s-1) 

0 0.000 0.000 -0.171 -2.419 

1.515 

100 10.472 3.236 -1.100 -15.562 

400 41.888 6.472 -2.220 -31.407 

900 94.248 9.708 -3.300 -46.685 

1600 167.552 12.944 -4.310 -60.974 

2500 261.800 16.180 -5.370 -75.970 

 

Los resultados mostrados en la Fig. 3.20 indican que la difusión de los iones 

Cu (II) es mayor en presencia de la película de PANi, lo cual podría traducirse 

en una disminución considerable en el tiempo de electrólisis.  
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3.7 Celda de flujo con placas paralelas 
 

Este proceso fue desarrollado usando una celda de placas paralelas (Fig. 

3.21) elaborada con bloques de acrílico (26 cm × 12 cm × 1 cm) con un 

compartimento para el electrolito de 2 L aproximadamente.  

El cátodo y el ánodo están separados a una distancia aproximada de 0.7 cm 

formando el canal de flujo. El volumen de electrolito fue de 1L con una 

concentración de 0.05 mol L-1 Na2SO4 ajustado a pH 3 con solución 

concentrada de H2SO4. El electrolito fue bombeado (IWAKI Co., Ltd MD-15R-

115NL01) a través del canal de flujo a una velocidad constante de 120 L h-1 

medida con un flujómetro (Blue-White Industries F-1000-RB).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.21: Celda de placas paralelas. 

 

El material de los dos cátodos evaluados fue lámina de cobre y electrodo 

modificado malla de Ti – Pt - PANi, mientras que el ánodo en ambos casos fue 

una malla de titanio platinizado (Ti - Pt), las dimensiones de cada electrodo 5 

cm x 10 cm. La celda electroquímica se conectó a una fuente de alimentación 

(Agilent E3610A) y un multímetro digital (CRAFSMAN 82140).  
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3.7.1 Electropolimerización potenciostática de PANi sobre 

malla de Ti-Pt 
 

La película de PANi fue sintetizada potenciostáticamente sobre la malla de Ti- 

Pt a 0.9 V vs Ag/AgCl usando fuente de alimentación durante 20 min; en 

solución 0.5 mol L-1 H2SO4 + 0.1 mol L-1 anilina (99.5%, monómero) en 

atmósfera inerte de N2. Después se lavó con agua destilada y acetona con el 

fin de remover trazas de monómero. Estas condiciones fueron similares a las 

reportadas por otros autores [65,66].  

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.22: Malla de Ti-Pt a) Electrodo sin modificar b) Electrodo 

modificado con película de PANi (Ti- Pt-PANi). 

 

La película de PANi, en su forma polimérica emeraldina, fue evidente mediante 

el color verde que cubrió completamente el sustrato tal como se puede 

observar en la Fig. 3.22, además de alcanzar un valor constante de 0.43 V 

como potencial de circuito abierto característico del estado de oxidación de la 

emeraldina [67].  La elaboración del electrodo modificado se desarrolló para 

cada una de las electrolisis, comprobándose así la reproducibilidad del 

procedimiento de electropolimerización y la efectividad real para cada una de 

las condiciones evaluadas. 

 

a) b) 
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3.7.2 Curvas de polarización 

En primer lugar, se evaluó el comportamiento electroquímico de cada uno de 

los electrodos de trabajo WE: Lámina de Cobre y electrodo modificado Ti-Pt-

PANi, RE: Ag/ AgCl y CE: Malla de Ti-Pt, usando celda de flujo con placas 

paralelas, adicionando 1 L de electrolito 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 en 

ausencia y presencia de 3.149 x 10−3 mol L-1 Cu (II) con un flujo de 120 L h-1 

mediante curvas de polarización (Fig. 3.23). Previamente a la realización de 

las pruebas se estabilizó el potencial de circuito abierto durante 15 minutos, 

haciendo pasar el electrolito a través del canal de flujo.  
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Fig. 3.23: Comparativa de curvas de polarización usando WE: Lámina de 

cobre, malla de Ti-Pt-PANi en 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 en ausencia y 

presencia de 3.149 x 10−3 mol L-1 Cu (II) (■ Cu, □ Cu-Cu (II), ● Ti-Pt-PANi y    

○ Ti-Pt-PANi- Cu (II)). 

La corriente límite (Fig. 3.23) de la curva de polarización del WE lámina de 

cobre (□) en presencia de 3.149 x 10−3 mol L-1 Cu (II) es similar a la registrada 

en ausencia de cobre con el WE Ti-Pt-PANi (●) situada alrededor de -0.04 A, 

este comportamiento está asociado a la reducción de PANi, por lo que en 
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presencia de Cu (II) se genera un desplazamiento hacia corrientes más 

negativas alcanzando una corriente límite de aproximadamente -0.10 A. Es 

decir que la corriente amplia en ausencia de Cu (II) es debido al estado 

reducido de PANi, por lo que la reducción de cobre podría proceder 

simultáneamente conservando el estado reducido de PANi comportamiento 

similar al reportado previamente por otros autores [68,69]. Otro aspecto 

importante que se puede observar es que el plateau para el electrodo 

modificado con PANi se encuentra entre -0.4 y -1.1 V, mientras que para el 

electrodo de cobre va de -0.4 a -0.8 V retrasando la evolución de H2. Se 

observó una reducción insignificante de la corriente no faradaica debido al 

electrolito de soporte (■).  

Posteriormente se realizaron las electrólisis para evaluar la efectividad de 

remoción de cobre, aplicando distintas condiciones experimentales. 

3.7.3 Electrodeposición de cobre usando celda de flujo con 

placas paralelas 

La electrodeposición de cobre se desarrolló mediante dos técnicas, la 

potenciostática que consistió en aplicar un voltaje fijo durante toda la prueba y 

la galvanostática por etapas, donde la energía se suministra en forma de 

corriente escalonada en función de la variación de la concentraciones de iones 

Cu (II) presentes en la solución de acuerdo con el modelo descrito en el 

apartado 3.11.3. 

La Fig. 3.24 muestra las condiciones evaluadas con cada una de las técnicas 

anteriores en la celda de placas paralelas usando como electrodos de trabajo 

WE: Lámina de Cobre y electrodo modificado Ti-Pt-PANi, RE: Ag/ AgCl y CE: 

Malla de Ti-Pt, adicionando 1 L de electrolito 0.05 mol L-1 de Na2SO4 pH 3 

presencia de 0.787 x 10-3, 1.574 x 10-3 y 3.149 x 10−3 mol L-1 Cu (II) con un 

flujo de 120 L h-1.  
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Fig. 3.24: Condiciones experimentales evaluadas en la electrodeposición de Cu (II).
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3.7.4 Efecto del potencial aplicado en el proceso de 

electrodeposición potenciostática del cobre sobre Ti-Pt-

PANi. 

Para desarrollar cada una de las electrólisis se adicionó 1 L de electrolito 0.05 

mol L-1 de Na2SO4 pH 3 y 3.149 x 10-3 mol L-1 Cu (II) en la celda de placas 

paralelas, y se estableció un flujo de 120 L h-1; usando WE: Lámina de Cobre 

y Malla de Ti-Pt- PANi, RE: Ag/ AgCl y CE: Malla de Ti-Pt. 

 La deposición electroquímica se desarrolló bajo condiciones potenciostáticas 

aplicando un potencial constante equivalente a -0.2, -0.7 y -1.1 V vs Ag/AgCl 

con la fuente de alimentación. El monitoreo de la concentración de cobre se 

realizó mediante absorbancia (805 nm) [52] y voltametría lineal, muestreando 

cada 30 min, obteniendo los siguientes resultados. 
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Fig. 3.25: Perfil de concentración de 3.149 x 10-3 mol L-1 Cu (II) en 0.05 mol 

L-1 de Na2SO4 pH 3 sobre a) Electrodo de lámina de cobre b) Electrodo 

modificado Ti-Pt-PANi (■, □ -0.2 V, ▲, △ -0.7 V y ◆, ◇ -1.1 V, ⸺ simulado).         
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La Fig. 3.25 describe el perfil de concentración normalizado para cada una de 

las electrólisis encontrando que el mejor desempeño se obtuvo usando el WE 

modificado Ti-Pt-PANi aplicando -1.1 V vs Ag/AgCl, con una eficiencia de 

remoción del 98.8 % después de 2.5 h de electrólisis. Este comportamiento 

electroquímico es atribuido a la presencia de PANi pues posee propiedades 

quelantes, debido a la presencia de grupos funcionales donadores de 

electrones (amina y grupos secundarios de aminas aromáticas) en la cadena 

del polímero. Las aminas primarias y secundarias contenidas en las cadenas 

poliméricas de PANi permiten la formación de enlaces entre los anillos de 

benceno y los iones metálicos [2,70]. Brindando mayor estabilidad y 

adherencia a los depósitos del cobre (Fig. 3.26).  

 

Fig. 3.26: Formación de quelatos entre PANi y los iones de Cu (II) [2]. 

 

El incremento en la eficiencia de remoción del cobre de manera paralela a un 

mayor potencial de trabajo con el electrodo modificado podría explicarse en 

función de que a potenciales de -0.2 y -0.7 V ocurren dos reacciones catódicas 

la reducción de PANi y de cobre, como se mencionó anteriormente (Fig. 3.23); 

sin embargo a -1.1 V tenemos el punto de inflexión entre la reducción de PANi 

y el inicio de la evolución de H2 de tal manera que se logra eliminar reacciones 

catódicas secundarias, permitiendo que el potencial aplicado sea utilizado con 

mayor eficiencia en la reducción del cobre y esto se refleja en el incremento 

de la eficiencia de remoción bajo estas condiciones.  
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Aunado a ello, la película de PANi le confiere al electrodo ciertas propiedades 

tridimensionales, incrementando el área de contacto durante el proceso de 

electrodeposición respecto al electrodo de lámina de cobre considerado 

electrodo bidimensional. 

Por otra parte, la morfología de los electrodos al término de las electrólisis se 

muestra en la Fig. 3.27  donde los resultados son congruentes con las 

determinaciones analíticas; pues los depósitos de cobre son más compactos 

y homogéneos al usar el electrodo modificado Ti-Pt-PANi. 

Fig. 3.27: Morfología superficial de electrodos de trabajo de Ti-Pt-PANi a), 

b) y c) y lámina de cobre d), e) y f) correspondientes a potenciales de -

0.2, -0.7 y -1.1 V vs Ag/AgCl respectivamente. 

 

 

 
 

c) 

d) 

a) b) 

e) f) 
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3.7.5 Efecto de la concentración inicial en el proceso de 

electrodeposición potenciostática del cobre sobre Ti-Pt-

PANi. 
 

Por otra parte, se evaluó el efecto de la concentración inicial desde 3.149x10-3, 

1.574 x 10-3 y 0.787 x 10-3 mol L-1 Cu (II) aplicando -1.1 V vs Ag/AgCl, usando 

electrodo de Ti-Pt-PANi. Al aplicar las condiciones descritas anteriormente, se 

encontró que la eficiencia de remoción disminuye en presencia de 

concentraciones más diluidas (Fig. 3.28), los valores corresponden a 98.8, 

88.5 y 69.8% respectivamente. Este comportamiento electroquímico puede 

atribuirse a que el potencial de deposición en concentraciones inferiores es 

más negativo, de tal forma que interfieren en la efectividad de remoción las 

reacciones catódicas secundarias de reducción de oxígeno y evolución de 

hidrógeno tal como ha sido reportado en trabajos previos [71–73].  

Finalmente, en la Tabla 3.6 podemos apreciar el comparativo de las electrólisis 

desarrolladas para la electrodeposición de cobre, incluyendo cada una de las 

variables presentes en las condiciones experimentales. 

Tabla 3.6: Condiciones experimentales evaluadas durante la 

electrodeposición potenciostática de Cu (II). 

WE 
Potencial 

aplicado (V) 

[Cu (II)] x10-3  

(mol L-1) 

Eficiencia de 

remoción (%) 

Tiempo de 

electrólisis (h) 

Lámina de 

cobre 

-0.2 3.149 46.4 2.0 

-0.7 3.149 55.8 2.5 

-1.1 3.149 95.8 4.5 

Malla de 

Ti-Pt-PANi 

-0.2 3.149 63.4 4.0 

-0.7 3.149 95.8 3.5 

-1.1 3.149 98.8 2.5 

-1.1 1.574 88.5 2.5 

-1.1 0.787 69.8 1.5 
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Fig. 3.28: Efecto de la concentración inicial del Cu (II) en 0.05 mol L-1 

Na2SO4 a pH 3 sobre cátodo Ti-Pt-PANi con -1.1 V vs Ag/AgCl (□ 3.149 x 

10-3, ○ 1.574 x 10-3 ,  △ 0.787 x 10-3 mol L-1 y ⸺ simulado). 

 

3.7.6 Electrodeposición galvanostática por etapas del cobre 

Esta metodología permitió optimizar el consumo de energía, pues la cantidad 

de corriente suministrada durante la electrodeposición de cobre se determinó 

en función de la concentración de iones presentes en la solución, aplicando el 

modelo para sistemas electroquímicos controlados por transporte de masa 

[52], donde la corriente límite está relacionada con la concentración de iones 

Cu (II) en la solución tal como se muestra en la siguiente ecuación: 

                                                 𝐼𝐿(𝑡𝑗) =  −𝑛𝐹𝑉𝑅𝑘𝑚𝐴𝑠𝐶(𝑡𝑗)                                                3. 3 

Donde 𝐼𝐿(𝑡𝑗) corresponde a la corriente límite para cada intervalo de tiempo, 𝑛 

es el número de electrones, 𝐹 es la constante de Faraday, 𝑉𝑅 el volumen del 

reactor, 𝑘𝑚𝐴𝑠 ‘coeficiente volumétrico de transporte de masa’, 𝐶(𝑡𝑗) 

concentración en el intervalo de tiempo determinado. 
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En este modelo también establece una ecuación para relacionar la 

concentración con el tiempo: 

                                                 𝐶(𝑡𝑗) = 𝐶(0) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑘𝑚𝐴𝑠𝑡𝑗)                                            3. 4               

 

Sustituyendo la ecuación (2) en la (1), obtenemos: 

                               𝐼𝐿(𝑡𝑗) =  −𝑛𝐹𝑉𝑅𝑘𝑚𝐴𝑠[𝐶(0) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑘𝑚𝐴𝑠𝑡𝑗)]                                3. 5  

Mientras que la ecuación (2) puede expresarse de forma logarítmica: 

                                                          𝑙𝑛 [
𝐶(𝑡𝑗)

𝐶(0)
] =  −𝑘𝑚𝐴𝑠𝑡𝑗                                             3. 6 

Es decir, al graficar ln =
𝐶(𝑡𝑗)

𝐶(0)
  respecto a 𝑡𝑗  el valor de −𝑘𝑚𝐴𝑠 corresponde al 

valor de la pendiente. 

En este caso el valor del coeficiente volumétrico de transporte de masa se 

obtuvo a partir de los resultados experimentales mostrados en los apartados 

anteriores, correspondientes a la electrolisis potenciostática con distintos 

voltajes aplicados y con diferentes concentraciones. 

Posteriormente, se realizaron los cálculos correspondientes (Tabla 3.7), 

aplicando la Ec. 3.3 para obtener la corriente límite requerida para cada una 

de las concentraciones de Cu (II) en función del tiempo. Las concentraciones 

iniciales evaluadas durante la electrólisis por etapas fueron 3.149 x 10-3, 1.574 

x10-3 y 0.787 x 10-3 mol L-1, los resultados obtenidos se encuentran en la Fig. 

3.29, donde claramente se observa que siguen el comportamiento 

electroquímico regido por transporte de masa. 

La morfología superficial de los electrodos mostrada en la Fig. 3.30 presenta 

nuevamente depósitos de cobre homogéneo y compacto. 
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Tabla 3.7: Corriente límite aplicada para cada etapa de la electrolisis en 

función de la concentración de Cu (II). 

 

             

Fig. 3.29: Electrólisis por etapas de Cu (II) para diferentes 

concentraciones (□ 3.149x10-3, ○ 1.574x10-3, △ 0.787x10-3 mol L-1 y ⸺ 

simulado). 

 

En base a la Tabla 3.8, la mayor eficiencia de remoción se obtuvo cuando la 

concentración inicial de Cu (II) fue de 3.149x10-3 mol L-1 equivalente a 98.9%, 

mientras que la eficiencia de corriente fue de 77.8%.  

Tiempo 
(min) 

Corriente límite (mA) 

0.787 x 10-3 mol L-1 1.574 x 10-3 mol L-1 3.149 x 10-3 mol L-1 

0 33.6 62.1 147.5 

25 24.1 45.7 102.5 

50 17.3 33.6 71.2 

100 12.4 24.8 49.5 

125 8.9 18.2 34.4 

150 6.4 13.4 23.9 

175 4.6 9.9 16.6 

200 3.1 7.3 11.5 

225 2.4 5.3 8.1 
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Demostrándose nuevamente que en presencia de concentraciones iniciales 

más diluidas el proceso de electrodeposición es menos eficiente, al igual que 

la eficiencia de corriente; a pesar de que se logró incrementar 

significativamente respecto a las electrolisis en una sola etapa (modo 

potenciostático) pasando del 22.5, 34.2 y 70.4% a 56.6, 73.4 y 77.8 % 

respectivamente.  

Reduciendo de manera considerable el consumo energético durante el 

proceso de electrodeposición, haciendo que el proceso sea mucho más 

atractivo; pues además de obtener el cobre en su estado puro, no se generan 

lodos u contaminantes secundarios, posee bajos costos de operación con altas 

eficiencias de remoción (76-98.9%).  

Tabla 3.8: Resultados comparativos de electrodeposición de Cu (II) 

mediante proceso galvanostático y potenciostático (WE: Ti-Pt-PANi). 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.30: Morfología superficial del electrodo modificado Ti-Pt-PANi en 

presencia de a) 0.787 x 10-3 b) 1.574 x 10-3 c) 3.149 x 10-3 mol L-1 de Cu (II). 

Proceso 
[Cu (II)] x10-3  

(mol L-1) 

Eficiencia de 

remoción (%) 

Eficiencia de 

corriente (%) 

Galvanostático 

0.787 76.0 56.6 

1.574 92.9 73.4 

3.149 98.9 77.8 

Potenciostático 

0.787 69.8 22.5 

1.574 88.5 34.2 

3.149 98.8 70.4 

a) b) c) 
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Convirtiéndose en una alternativa bastante factible para la remediación de 

aguas residuales con concentraciones diluidas de cobre. Pues una vez 

depositado el cobre sobre el electrodo Ti-Pt-PANi es posible redisolverlo en la 

mínima cantidad de solución 0.5 mol L-1 de H2SO4 con el fin de obtener una 

solución concentrada para recuperar nuevamente, pero en esta ocasión sobre 

un electrodo de cobre para después comercializarlo. 
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CAPÍTULO 4 

4. MODELADO MATEMÁTICO 

Los modelos matemáticos basados en redes neuronales artificiales (RNAs) 

poseen la capacidad de correlacionar variables de sistemas no lineales [74] 

mediante la conexión de unidades de procesamiento que operan en paralelo, 

de manera similar al funcionamiento del cerebro humano. Se caracterizan por 

excluir las restricciones de las aproximaciones clásicas para extraer la 

información deseada a partir de los datos de entrada y su entrenamiento 

correspondiente para que el modelo se familiarice con el sistema y “aprenda” 

lo cual le permite mejorar su desempeño [75–77].  

En el presente capítulo se abordarán algunos conceptos básicos referentes a 

estos modelos, así como la funcionalidad e importancia de RNA aplicadas a 

sistemas electroquímicos para la remediación de aguas contaminadas con 

metales pesados.  

4.1 Elementos principales de la red neuronal artificial 

(RNA) 

Las RNAs están formadas por una serie de procesadores elementales, 

denominados neuronas artificiales, que constituyen dispositivos simples de 

cálculo que a partir de un vector de entrada procedente del mundo exterior o 

de estímulos recibidos de otras neuronas, proporcionan una respuesta única 

(salida). De tal forma que podemos definir tres tipos de neuronas 

principalmente: unidades de entrada, unidades ocultas y de salida (Fig. 4.1). 

❖ Las neuronas de entrada reciben señales desde el entorno, 

provenientes de sensores o de otros sectores del sistema (como 

archivos de almacenamiento de patrones de aprendizaje).  

❖ Las neuronas ocultas reciben estímulos y emiten salidas dentro del 

sistema, sin mantener contacto alguno con el exterior. En ellas se lleva 
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a cabo el procesamiento básico de la información, estableciendo su 

representación interna. 

❖ Las neuronas de salida envían su señal directamente fuera del sistema 

una vez finalizado el tratamiento de información (salidas de la red). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.1: Estructura de una RNA. 

 

4.2  Estructura de la RNA 

El éxito en la obtención de una red fiable y robusta depende fuertemente de la 

elección de las variables de proceso implicadas, del conjunto de datos 

disponibles y el dominio utilizado para fines de formación. Las estructuras 

neuronales artificiales constan de: procesos de aprendizaje, los algoritmos de 

entrenamiento y funciones de transferencia. Cada red consiste en neuronas 

artificiales agrupadas en capas y relacionadas entre sí por conexiones 

paralelas. 

La fuerza de estas interconexiones se determina por el peso sináptico 

asociado a cada una de ellas. Para cada RNA, la primera capa constituye la 

capa de entrada (variables independientes) y la última forma la capa salida 

(variables dependientes). Una o más capas neuronales llamadas capas 
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ocultas se pueden ubicar entre ellas. Las capas ocultas actúan como 

detectores de funciones y en teoría, puede ser más de una capa oculta. 

Sin embargo, la teoría de la aproximación universal, sugiere que una red con 

una sola capa oculta, pero con un número suficientemente grande de neuronas 

puede interpretar cualquier estructura de entrada-salida [78]. 

4.3 Proceso de aprendizaje  

Entre las propiedades deseables de una red neuronal, la capacidad de 

aprender de su entorno para mejorar su desempeño es seguramente la más 

importante. Pero ¿qué es aprender? desafortunadamente, no existe una 

definición general y universalmente aceptada, ya que este término se 

encuentra asociado con muchos conceptos diferentes que dependen de la 

perspectiva de cada persona. El aprendizaje es un proceso dinámico e iterativo 

que modifica los parámetros de una red. Este proceso es una respuesta a las 

señales que la red recibe de su entorno [78]. 

4.4 Algoritmo de entrenamiento 

La RNA es entrenada con un conjunto de datos de entrada/salida y mediante 

el algoritmo de entrenamiento apropiado, la función podrá ajustar los 

coeficientes de pesos hasta que la red neuronal obtiene el valor de salida [79]. 

Sin embargo, es muy difícil saber cuál es el algoritmo de entrenamiento 

adecuado para un problema dado. La elección depende de muchos factores, 

incluyendo la complejidad del problema, el número de datos seleccionados 

para el entrenamiento, el error, etc.   

Actualmente existe una amplia gama de algoritmos con diferentes 

características de procesamiento y almacenamiento, siendo algunos de ellos 

el gradiente descendiente básico (traingd), gradiente descendiente con 

impulso (traingdm), Levenberg-Marquardt (trainlm), tasa de aprendizaje 

adaptable (traingdx), gradiente conjugado escalado (trainscg), retro 

propagación resiliente (trainrp), BFGS cuasi- Newton (trainbfg) y regularización 
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bayesiana (trainbr); identificados en Matlab mediante las abreviaturas 

mostradas entre paréntesis. Levenberg-Maquard es el algoritmo más usado 

en el ámbito de ingeniería debido a que posee tiempos de procesamiento 

computacionales muy cortos respecto al resto de los algoritmos mencionados 

anteriormente. Esta propiedad se debe a su diseño de aproximación de las 

segundas derivadas parciales sin tener que calcular la matriz Hessiana. 

La ecuación de aproximación del algoritmo Levenberg-Maquard es: 

 

                                                 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − [𝐽𝑇𝐽 + 𝜇𝐼]−1𝐽𝑇𝑒                                             4. 1                                             

 

Cuando el escalar, “μ”, es cero, se ajusta el método de Newton utilizando la 

matriz Hessiana aproximada, de lo contrario, cuando el escalar es un número 

grande, el método se convierte en gradiente descendente con un tamaño de 

paso pequeño. El método de Newton es más rápido y preciso cerca de un 

mínimo de error, por lo que el objetivo es cambiar hacia el método de Newton 

tan pronto como sea posible. Por lo tanto, “μ” se reduce después de cada paso 

exitoso (reducción en la función de rendimiento) y se incrementa solo cuando 

un paso tentativo podría aumentar la función de rendimiento. De esta forma, 

la función de rendimiento siempre se reduce en cada iteración del algoritmo 

[80,81].  

 

4.5 Función de transferencia 

Existen distintas funciones de transferencia que pueden ser usadas como 

función de activación de la neurona, las cuales se muestran en la Tabla 4.1. 

No obstante, las funciones de transferencia no lineales usadas con mayor 

frecuencia en la capa oculta son la sigmoidal y tangente hiperbólica que están 

limitadas, son fácilmente diferenciables y poseen una porción lineal en la parte 

central, por lo que los conjuntos de datos que son ligeramente no lineales 

también pueden modelarse. Su popularidad también se atribuye a que 

permiten ajustarse a un gran número de no linealidades.  
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A pesar de las características descritas con anterioridad, este tipo de 

funciones, no pueden usarse en la capa de salida debido a que podrían 

introducir distorsión en las respuestas simuladas. De tal forma que la función 

lineal, es la mejor opción como función de transferencia en la salida, pues 

permite reducir el número de parámetros ajustados en la RNA; al sustituir con 

una conexión directa entre la capa de entrada y la oculta cualquier nodo de 

carácter lineal que se encuentre presente en la capa oculta (porque dos 

transformaciones lineales sucesivas pueden reducirse a una sola) [82]. 

Tabla 4.1:Tipos de funciones de transferencia [67]. 

Función Entrada/Salida Símbolo 
Nombre en 

Matlab 

Hard- limit 
a=0 si n<0 

a=1 si n≤0 

 hardlim 

Hard- limit 

Simétrica 

a=-1 si n<0 

a=1 si n≥0 

 hardlims 

Lineal a=n  purelin 

Lineal saturada 

a=0 si n<0 

a=n si 0≤ n ≤1 

a=1 si n>1 
 

satlin 

Lineal saturada 

simétrica 

a=-1 si n<-1 

a=n si -1≤ n ≤1 

a=1 si n>1 
 

satlins 

Lineal positiva 
a=0 si n<0 

a=n si n≥0  
poslin 

Sigmoidal      a=  
1

1+exp−n     
 

logsig 

Tangencial 

hiperbólica 
     a= 

e𝑛− e−𝑛

e𝑛+ e−𝑛
  

 
tansig 

Competitiva 
a=1 si n es máx. 

sino a=0    
compet 
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4.6 Normalización de datos 

La normalización adecuada de los datos, previamente al entrenamiento de la 

RNA es muy importante para obtener resultados favorables y reducir 

significativamente el tiempo de cálculo [83]. Con el fin de generar 

homogeneidad en la magnitud de los valores de entrada de los modelos RNA 

desarrollados en este trabajo se ha usado la normalización de datos de 

entrada de acuerdo a las Ec. 4.2 y  Ec. 4.3 [84]: 

                                                  𝑥𝑖 = 0.8 (
𝑥𝑖 − 𝑥𝑚í𝑛

𝑥𝑚á𝑥 − 𝑥𝑚í𝑛
) + 0.1                                         4. 2 

 

                                        𝑥𝑛 =
(𝑥𝑚a𝑥 − 𝑥𝑚i𝑛)(𝑥 − 𝑥𝑚i𝑛)

𝑥𝑚a𝑥 − 𝑥𝑚i𝑛
+ 𝑥𝑚i𝑛                                   𝟒. 𝟑 

Estas expresiones matemáticas permiten evitar que el proceso de aprendizaje 

se detenga debido a la saturación de la función de transferencia no lineal 

(TANSIG, LOGSIG) en las primeras iteraciones del modelo [82], pues las 

funciones descritas anteriormente operan en intervalos de (0,1) y (-1,1) 

respectivamente. 

4.7 Parámetros estadísticos 

Los parámetros estadísticos aplicados en este trabajo fueron el coeficiente de 

determinación (R2), el mínimo cuadrado del error (MSE) y finalmente la prueba 

de pendiente-intercepto que permite validar la linealidad del modelo. Los dos 

primeros resultan clave para establecer la arquitectura óptima de la RNA, 

caracterizada por alcanzar un valor de MSE (Ec. 4.4) mínimo (cercano a cero) 

y el R2 (Ec. 4.5) máximo. R2 permite calcular la variabilidad existente entre los 

valores simulados y los datos experimentales. Este criterio es una cantidad 

entre 0 y 1 donde un valor más cercano a 1 representa un modelo con menor 

variabilidad de error. Los parámetros de prueba estadística se describen en 

las ecuaciones (Ec. 4.4) a (Ec. 4.8): 
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                               𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑁
∑ (𝑥𝑒𝑥𝑝(𝑖) − 𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖))2𝑛

𝑖=1                                               4. 𝟒   

 

                                                       𝑅2 = 1 −
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇 
                                                                  𝟒. 𝟓 

Donde: 

                                            𝑆𝑆𝑅 = ∑(𝑥exp (𝑖) − 𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖))
2

𝑛

𝑖=1

                                                𝟒. 𝟔 

                                              𝑆𝑆𝑇 = ∑(𝑥exp (𝑖) − 𝑥̅𝑒𝑥𝑝)
2

𝑛

𝑖=1

                                                   𝟒. 𝟕 

Sin embargo, el coeficiente de determinación tiene una desventaja. Su valor 

incrementa de manera paralela al número de parámetros (pesos y bias) 

involucrados en la red neuronal. Con el fin de evitar este inconveniente, se 

introdujo el coeficiente de determinación ajustado. La relación entre Ra
2 y 𝑅2 se 

da a continuación [40]: 

                                                  𝑅𝑎
2 = 𝑅2 − (

𝑝 − 1

𝑛 − 𝑝
) (1 − 𝑅2)                                             𝟒. 𝟖 

Donde 𝑝 representa el número de parámetros en la RNA y 𝑛 el número de 

muestras. 

Por otra parte, los intervalos establecidos en la prueba pendiente-intercepto 

deben pasar por uno en el caso de la pendiente y por cero cuando se trata del 

intercepto.  

Si estas condiciones se cumplen la validación del modelo se considera exitosa 

[85]. El error correspondiente a los coeficientes de regresión lineal es calculado 

mediante las siguientes ecuaciones:  



Capítulo 4: Modelado matemático 

 
 

 

62 
 

                                 𝑆𝑏 = √
∑ (𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖) − 𝑥̂𝑠𝑖𝑚(𝑖))

2𝑛
𝑖=1

(𝑛 − 2) ∑ (𝑥𝑒𝑥𝑝(𝑖) − 𝑥̅𝑒𝑥𝑝 (𝑖))
2𝑛

𝑖=1

                                       𝟒. 𝟗 

 

                              𝑆𝑎 = √
∑ (𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖) − 𝑥̂𝑠𝑖𝑚(𝑖))

2𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑥𝑒𝑥𝑝(𝑖)

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛 − 2) ∑ (𝑥𝑒𝑥𝑝(𝑖) − 𝑥̅𝑒𝑥𝑝)
2𝑛

𝑖=1

                                   𝟒. 𝟏𝟎 

 

Donde 𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖) representa el valor simulado y  𝑥̂𝑠𝑖𝑚(𝑖) el valor de 𝑥𝑠𝑖𝑚 calculado 

mediante regresión lineal (𝑥̂𝑠𝑖𝑚 = 𝑎 + 𝑏𝑥̅𝑒𝑥𝑝 (𝑖)) [85]. La diferencia entre 

𝑥𝑠𝑖𝑚(𝑖) − 𝑥̂𝑠𝑖𝑚(𝑖) corresponde al valor residual entre los datos originales y la 

línea de regresión. Por lo tanto, los intervalos de confianza o límites de la 

pendiente y la intersección se definen como:  

𝑃𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒     {𝑏 − (𝑡(𝑛−2)𝑠𝑏)} < 𝜇𝑏 < {𝑏 + (𝑡(𝑛−2)𝑠𝑏)}                           4. 𝟏𝟏 

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑝𝑡𝑜     {𝑎 − (𝑡(𝑛−2)𝑠𝑎)} < 𝜇𝑎 < {𝑎 + (𝑡(𝑛−2)𝑠𝑎)}                           𝟒. 𝟏𝟐 

 

Siendo 𝑡(𝑛−2) el valor crítico t de Student que proviene de tablas estadísticas, 

con un determinado nivel de confianza o significancia del 95% o 99% con 𝑛 −

2 grados de libertad.  

4.8 Análisis de sensibilidad 

El análisis de sensibilidad está basado en el algoritmo propuesto por Garson, 

el cual permite cuantificar la importancia relativa de las variables de entrada 

de la RNA de acuerdo con la siguiente ecuación: 

                                               Ij =
∑ (|WihWho| ∑ |Wih|n

i=1⁄ )m
h=1

∑ (∑ (|WihWho| ∑ |Wih|n
i=1⁄ )m

h=1 )n
i=1

                                      𝟒. 𝟏𝟑          

Donde  𝐼𝑗 es la importancia relativa de la variable de entrada sobre la variable 

de salida, 𝑖, ℎ, 𝑜 corresponde al número de neuronas en la capa de entrada, 
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oculta y de salida, respectivamente; 𝑊𝑖ℎ y 𝑊ℎ𝑜 son los pesos de conexión entre 

la capa de entrada-oculta y capa oculta-salida; 𝑛 es el número total de 

neuronas de la capa de entrada y 𝑚 corresponde al número total de neuronas 

de la capa oculta [80,86]. Los resultados obtenidos a través de este análisis 

de sensibilidad se tomaron en consideración para la selección de las variables 

significativas; los detalles sobre este método se citan en otra parte [87]. 

De esta forma, la importancia de las variables de entrada se deduce de cada 

uno de los pesos obtenidos en su respectiva conexión neuronal de la RNA. Sin 

embargo, dado que se utilizan valores absolutos de los pesos, sólo es posible 

estimar la magnitud pero no la dirección de las contribuciones de entrada; es 

decir, si una entrada tiene un efecto positivo o negativo en la salida [88–90]. 

4.9 Desarrollo y aplicación de RNAs aplicadas a la 

remoción de metales pesados 

El desarrollo de los modelos RNA resulta el complemento ideal para obtener 

mayor información de estos sistemas tan complejos; cuyo funcionamiento está 

inspirado en la estructura neuronal biológica y posee facilidad para modelar 

sistemas lineales así como no lineales sin conocimiento previo de un modelo 

empírico [91–93].  

Estos modelos han sido aplicados exitosamente en innumerables trabajos 

referentes a la remoción de metales pesados de medios acuosos. Entre ellos 

se encuentra la predicción de la eficiencia de la adsorción de Pb (II) en un 

polímero modificado con dianhídrido piromelítico, donde Kiraz et al. (2018) [94] 

informaron que los mejores resultados se obtuvieron con 10 neuronas en la 

capa oculta y R2 = 0.9858. Otro caso de capacidad de adsorción fue explorado 

por Deihimi, Irannajad y Rezai en 2018 utilizando lodo rojo activado para la 

eliminación de ferrocianuro y ferricianuro, obteniendo un modelo RNA capaz 

de predecir el porcentaje de remoción y la capacidad de adsorción del lodo 
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rojo con R2 = 0.8560 y 0.9329, mientras que el RMSE fue de  12.5667 y 

10.8117, respectivamente [95]. 

Por otra parte, la eliminación de Se (IV) por los compuestos nZVI / rGO fue 

modelada y optimizada por Cao et al. [96] utilizando RNA-PSO y RNA-GA, 

según los resultados se mostró que el modelo RNA -GA propuso una mejor 

predicción, valor de R2 (0.9949) considerando la influencia del pH inicial, 

temperatura, tiempo de contacto y concentración inicial en aguas residuales. 

Aber, Amani y Mirzajani [97] desarrollaron un modelo para predecir la 

concentración de Cr (VI) residual en la solución utilizando la arquitectura de 

red de retropropagación de 3 capas con 4:10:1 neuronas en la primera, 

segunda y tercera capa, respectivamente. Una comparación entre los 

resultados del modelo y los datos experimentales arrojó un alto coeficiente de  

(R2 0.976). 

Un modelo matemático que permite predecir el perfil de potencial del electrodo 

RVC/PANi en el proceso de reducción del Cr (VI) (70 mgL-1), con el cual fue 

posible determinar que la región del WE cercana al CE registra potenciales 

catódicos más negativos, favoreciendo la reacción de evolución de hidrógeno 

(HER), en presencia de Cr (VI) [98]. La cuantificación de cadmio usando un 

electrodo de GC y RNA, permitió estudiar la influencia de la concentración del 

cadmio y densidad de corriente logrando optimizar parámetros clave mediante 

RNA [99].  

Dos modelos cinéticos completos reportados en la literatura para la deposición 

de cobre (10, 50, 100 y 500 molm-3) en medios de sulfato se modelan y 

comparan con datos experimentales (voltametría de barrido lineal) revelando 

la fase de las especies cuprosas como intermedias [100]. La predicción de 

adsorción de As (III) usando BP-RNA se realizó con el fin de reducir el costo 

de las pruebas experimentales. La comparación de los resultados 
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experimentales y simulados mostraron que el modelo puede predecir la 

eficiencia de adsorción con una exactitud aceptable [101]. 

 

La eficacia de eliminación de los iones Cd (II) fue predicha por Fawzy  et al. 

[102] con un modelo RNA con una estructura de 5:10:1. Los datos 

experimentales indican que la concentración inicial fue el input más influyente 

y con base en el modelo de regresión (R2 0.873) se obtuvieron los factores 

experimentales óptimos.  

La metodología RNA para el modelo se ha utilizado para la predicción del 

porcentaje de adsorción para la eliminación de iones Zn (II) del lixiviado por 

cáscara de avellana con arquitectura 4:8:4 y R2 0.99 [93]. El proceso de 

electrocoagulación se optimizó mediante RNA y el algoritmo genético (GA) 

para la eliminación de zinc del agua de lavado industrial por Kalaivani y 

Ananthalakshmi [103]. 

Mendoza et al. [104] utilizaron el modelo RNA para determinar la relevancia e 

importancia de las biomasas lignocelulósicas como características 

absorbentes y propiedades de los metales. El modelo RNA con pH, volumen 

de la solución de prueba, dosis de biomasa, concentración de metal y tiempo 

de contacto como variables de entrada y diez neuronas ocultas fue el mejor 

desempeño predictivo para la biosorción de iones Pb (II) en fibras de 

nanocelulosa con MSE (5.847x10-5) y el R2 0.995 indica que el modelo predijo 

con éxito la eficiencia de sorción con una precisión razonable y el factor más 

significativo fue el tiempo de contacto [105]. 

Algunos otros autores han utilizado modelos RNA para estudiar la relación de 

la tasa de remoción de metal (MRR) y la rugosidad superficial (Ra) en el 

proceso de mecanizado electroquímico [106] y el proceso de oxidación 

electroquímica [74], incluso las técnicas analíticas han sido lideradas por redes 

neuronales, por ejemplo, Ensafi et al. [107] y Kudr et al. [108] presentó la 

comparación de los resultados obtenidos con RNA y espectrometría de 
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absorción atómica que muestra el gran potencial del método para la 

determinación simultánea de cobre, plomo y cadmio minimizando la 

intromisión de los otros iones, menores límites de detección y mejor 

sensibilidad. 

Considerando el éxito de los trabajos descritos anteriormente, se han 

desarrollado dos modelos matemáticos mediante RNA. Uno para determinar 

la concentración final de cadmio, usando resultados experimentales de Llovera 

et al. [49]. El segundo modelo permite calcular el coeficiente de transporte de 

masa del cobre, así como la determinación de los parámetros necesarios para 

desarrollar una electrólisis por etapas del ión metálico; en función de las 

condiciones experimentales reportadas en el presente trabajo (CAPÍTULO 3).  

Básicamente el desarrollo de ambos modelos consistió en cuatro etapas (Fig. 

4.2): Elaborar la base de datos, definir la arquitectura RNA óptima mediante la 

selección cuidadosa de los parámetros de red tales como el número de 

neuronas, algoritmo de entrenamiento, funciones de transferencia en la capa 

oculta y de salida. Una vez concluida esta etapa, se procedió al entrenamiento 

de RNA, donde la función de transferencia va modificando los valores 

correspondientes a pesos y bias hasta reducir el MSE entre la respuesta de 

salida y los datos experimentales.  

Finalmente se llevó a cabo la validación del modelo matemático, mediante 

distintas pruebas estadísticas como: R, 𝑅2, Ra
2, cálculo de MSE y prueba 

pendiente-intercepto; dicha validación complementó con el análisis de 

sensibilidad a través del cual es posible definir la variable de entrada con 

mayor importancia relativa para brindar mayor atención y control durante la 

realización de pruebas experimentales a las condiciones del sistema que así 

lo requieran. 
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Fig. 4.2: Metodología experimental del modelo RNA. 

4.10 Modelo matemático para electrodeposición de cadmio 

A partir de los resultados obtenidos experimentalmente Llovera et al. [49] para 

la eliminación de cadmio mediante técnicas galvanostáticas con flujo continuo 

(Fig. 4.3) se conformó una base de datos con 50 conjuntos de datos (80% fue 

usado para el entrenamiento, 10% validación y 10% prueba). Estos datos 

presentan gran variabilidad de condiciones experimentales tales como: 

Concentración inicial de cadmio, pH del catolito, densidad de corriente 

aplicada y tiempo de electrólisis como variables de entrada brindando mayor 

robustez al modelo RNA; con el fin de predecir la concentración final de 

cadmio. Cada una de las variables de entrada descritas anteriormente son 

independientes e influyen de manera significativa en proceso de remoción de 

cadmio de acuerdo al análisis de resultados experimentales desarrollado por 

Llovera et al. [49]. La Tabla 4.2 muestra los intervalos de los parámetros 

operativos utilizados para la remoción de cadmio.  

 

 

Base de 
datos

• Elaborar la base de datos a partir de datos experimentales.

• Normalizar datos de entrada.

Arquitectu
ra RNA

• Definir entradas y salidas de la RNA.

• Distribución de datos (80-10-10%) para las etapas de 
entrenamiento, validación y prueba.

Entrenamiento 
de RNA

• Proceso de aprendizaje.

• Formulación de ecuación matemática.

Análisis de 
resultados

• Validación.

• Análisis de sensibilidad.
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Tabla 4.2: Parámetros operacionales usados para la remoción de cadmio. 
 

                           Variable Intervalo Unidades 

Entrada 
pH 2-7 --- 

Densidad de corriente  3.5 – 11.3 A m-2 
Tiempo de electrólisis  0-2 h 

Salida Concentración final Cd(II)  35 - 225 mg L-1 

 

 

Fig. 4.3: Reactor de placas paralelas con flujo continuo. 

 

4.10.1 Desarrollo del modelo 

Para lograr la arquitectura óptima, fue necesario seleccionar el algoritmo de 

entrenamiento y el número de neuronas para la capa oculta. La Fig. 4.4 

muestra una representación del proceso de entrenamiento del modelo ANN 

para simular la concentración final de Cd (II). Como método de optimización, 

se utilizó el algoritmo de entrenamiento Levenberg-Marquardt en el software 

Matlab® versión 2015b (MathWorks, Inc., Natick, MA, EE. UU.) Para la 

programación y desarrollo del modelo RNA. 

La determinación de parámetros de red óptimos en el modelo RNA se hizo 

mediante la evaluación de 12 configuraciones distintas (Fig. 4.5), cada una de 

ellas por triplicado. Modificando el número de neuronas y las funciones de 
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transferencia tangente sigmoidal (TANSIG) y logarítmica sigmoidal (LOGSIG) 

en la capa oculta. La Fig. 4.5 muestra la comparación de dos modelos 

propuestos utilizando las funciones de transferencia TANSIG y LOGSIG. Se 

observa que el MSE muestra un valor mínimo para 4 neuronas ocultas 

utilizando la función de transferencia LOGSIG, mientras que la función 

TANSIG muestra un valor mínimo en 3.  

Es fundamental mencionar que continuar aumentando el número de neuronas 

ocultas genera sobreajuste, además de incrementar el número de coeficientes 

(pesos y sesgo) en la ecuación final. Por tanto, en este caso, el mejor 

rendimiento se demostró utilizando la función TANSIG con arquitectura 3: 3: 1. 

El valor R2 del modelo fue 0.9850 y el valor de MSE fue 0.00166. Obteniendo 

un mejor desempeño en cuanto a los resultados estadísticos del MSE y el 

coeficiente de determinación (R2) con la función tansig). Además de minimizar 

el número de coeficientes, pues solo se requieren 3 neuronas en la capa 

oculta, permitiendo que la expresión matemática resulte más sencilla. 



Capítulo 4: Modelado matemático 

 
 

 

70 
 

   

Fig. 4.4: Procedimiento usado para el proceso de aprendizaje de RNA. 

De tal forma, que la arquitectura óptima fue 3:3:1 para el conjunto de datos 

experimentales. A continuación, podemos apreciar la comparativa entre los 

resultados experimentales y los simulados con el modelo RNA (Fig. 4.5). 

Mostrando una correlación satisfactoria entre los valores experimentales y 

simulados con R2= 0.985, lo que demuestra que el modelo RNA es una 

alternativa prometedora para simular el perfil de concentración de cadmio a 

través del proceso electroquímico. 
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Fig. 4.5: Parámetros estadísticos usando a) tansig b) logsig como función 

de transferencia. 

 

Los pesos y bias obtenidos a partir de esta arquitectura, se muestran en la 

Tabla 4.3; obteniendo la siguiente expresión matemática del proceso 

electroquímico de remoción del cadmio: 

𝐶/𝐶𝑂 = ∑𝑊𝑜(1, 𝑗)

𝑆

𝑠=1

×  (
2

1 + 𝑒𝑥𝑝 (−2 × (∑ (𝑊𝑖(𝑗, 𝑘) ×  𝑥𝑖,𝑁𝑜𝑟𝑚(𝑘)𝐾
𝑘=1 ) + 𝑏1(𝑗) ))

− 1)

+ 𝑏2    

                          𝑪/𝑪𝑶 = −
𝟎. 𝟕𝟔𝟒

𝟏 + 𝒆𝑿𝟏
+ 

𝟎. 𝟒𝟕𝟔

𝟏 + 𝒆𝑿𝟐
+  

𝟔. 𝟐𝟑𝟒

𝟏 + 𝒆𝑿𝟑
− 𝟎. 𝟏𝟔𝟗                        4. 𝟏𝟒 

 

Donde:                     𝑋1 =  −12.044 𝑡 − 2.062 𝐼 − 5.358 𝑝𝐻 + 6.766 

𝑋2 =  29.34 𝑡 + 15.624 𝐼 − 16.062 𝑝𝐻 + 3.566 

𝑋3 =  18.154 𝑡 + 3.252 𝐼 + 1.566  𝑝𝐻 + 1.45 
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Fig. 4.6: Regresión lineal de los resultados experimentales vs los 

simulados. 

 

Tabla 4.3: Pesos (Wo, Wi) y bias (b1 and b2) para el modelo RNA (3:3:1). 

Número 

de 

neuronas 

 (S) 

Pesos Bias 

Capa oculta (S = 3, K = 3), Wi = (S, K)  
Capa de salida  

(l = 1) 

b1 (S) 
b2  

(l = 1) Tiempo  

(K = 1) 

Densidad 

de 

corriente  

(K = 2) 

pH  

(K = 3) 
Wo (S) 

1 6.022 1.031 2.679 -0.382 -3.383 3.804 

2 -14.670 -7.812 8.031 0.238 -1.783 ---- 

3 −9.077 -1.626 −0.783 3.117 -0.725 ---- 
 

Finalmente, podemos corroborar el excelente desempeño del modelo, realizando las comparaciones 

entre los valores experimentales y los simulados para cada una de las variables ( 

Fig. 4.7 y Fig. 4.8). Se observa que el modelo demuestra una alta precisión a 

pesar de la complicada relación no lineal entre las variables de entrada y sus 

capacidades de eliminación asociadas.  
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Fig. 4.7: Influencia de la densidad de corriente en la remoción de Cd (II) 

(Na2SO4) (■ 11.5 ▲ 5.5 ◆ 3.5 A m-2 --- Simulado). 

                           

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 

 

R
e

m
o

c
ió

n
 d

e
 c

a
d

m
io

 (
C

/C
o

)

Tiempo (h)  

Fig. 4.8: Influencia de la densidad de corriente en la remoción de Cd (II) 

(Na2SO4) (■ pH 2 ▲ pH 4 ◆ pH 6 --- Simulado). 
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4.10.2 Validación del modelo 

La validación del desempeño del modelo fue mediante análisis estadístico, 

determinación del MSE, R2 y la prueba de la pendiente-intercepto, obteniendo 

los resultados que se presentan en la Tabla 4.4. Los resultados de la prueba 

de pendiente-intercepto indican un nivel de predicción satisfactorio con un 99% 

de confianza. 

Tabla 4.4: Resultados del análisis estadístico y prueba de la pendiente-
intercepto. 

Variable de salida Arquitectura R2 MSE 
Prueba pendiente-intercepto 

amin amax bmax bmin 

C/Co 3:3:1 0.9850 0.00166 -0.0609 0.1409 1.0012 0.5929 

 

Por otra parte, la Tabla 4.5 presenta los resultados comparativos de los 

modelos RNA aplicados a la remoción de metales pesados como Cr6+, Pb2+, 

Se4+, Ni2+, Zn2+ y Cd2+ reportados en la literatura. La precisión del modelo RNA 

desarrollado (R2) en este trabajo fue similar a los resultados que han sido 

reportados por otros autores para el ión Cd2+. Sin embargo, el valor de MSE 

presenta demasiada variabilidad. Este aspecto puede asociarse con múltiples 

factores, como la función de transferencia, el algoritmo de entrenamiento, la 

normalización de datos, el número de datos, neuronas de entrada, neuronas y 

capas ocultas utilizadas para desarrollar cada modelo. Considerando el 

modelo RNA desarrollado en estos trabajos, el número de datos utilizados 

varía de 29 a 396. En general, todos los modelos utilizaron una arquitectura 

simple, excepto [109]. En este caso, el autor utilizó dos capas ocultas para 

disminuir el MSE. Por otro lado, el enfoque RNA desarrollado por [104] para 

modelar diferentes metales pesados ( Pb2+, Cd2+, Ni2+ y Zn2+) convirtiéndose 

en el modelo con la mayor cantidad de neuronas de entrada (igual a 10). El 

resto de los modelos se centró en un solo ión metálico y las neuronas de 

entrada oscilan entre 3 y 5. Las neuronas ocultas y el números de coeficientes 
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ajustados proporcionan cierta información sobre la complejidad del sistema. 

Con base en la información descrita anteriormente, las arquitecturas se 

muestran en orden decreciente de complejidad en la Tabla 4.5. De acuerdo 

con esto, la topología RNA propuesta tiene la arquitectura más simple (3: 3: 

1), lo que resulta en menor tiempo de cómputo. 

Tabla 4.5: Resultados comparativos de modelos RNA aplicados en la 
remoción de metales pesados. 

Referencia 
Metal 

removido 

Número 

de datos 
Arquitectura 

Coeficientes 

ajustados 

(Pesos y 

bias) 

MSE 

 

R2 

[109] Cd2+ 396 5:8:8:1 129 0.27  0.980 

[104] 

Pb2+, Cd2+, 

Ni2+, and 

Zn2+ 

261 10:10:1 121 0.01 

 

0.995 

[105] Pb2+ 180 5:10:1 71 
5.8472 

x 10-5 

 
0.995 

[94] Pb2+ 96 5:10:1 71 0.0058  0.9858 

[97] Cr6+ 212 4:10:1 61 9  0.976 

[102] Cd2+ ---- 5:8:1 57 0.455  0.923 

[93] Zn2+ 100 4:8:4 52 0.0064  0.990 

[96] Se4+ 29 4:5:1 31 0.0020  0.9949 

Este 

trabajo 
Cd2+ 50 3:3:1 16 0.00166 

 
0.985 
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4.10.3 Análisis de sensibilidad 

Finalizando con un análisis de sensibilidad que permite determinar la 

importancia relativa de las variables de entrada; encontrando que el tiempo 

presenta el porcentaje más alto, seguido de la densidad de corriente y el pH 

(Fig. 4.9). Por lo que debe tomarse en cuenta como parámetro crítico al 

desarrollar la etapa experimental. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.9: Importancia relativa de las variables de entrada. 
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4.11 Modelo matemático para electrodeposición de cobre 

 

El desarrollo de este modelo, programado en el software Matlab® versión 

2015b (MathWorks, Inc., Natick, MA, USA), consistió conformar una RNA a 

partir de los datos experimentales de la electrólisis de cobre en una celda de 

placas paralelas mostrados en el apartado 3.7. Esto se realizó para 

determinar una ecuación que permita calcular el coeficiente volumétrico de 

transporte de masa (kmAs) en función de los parámetros operacionales del 

proceso tales como concentración inicial de Cu (II) (C0, mol L-1), potencial 

aplicado (E, V), corriente (I, A), tiempo de electrólisis (t, h) y concentración final 

de Cu (II) (C, mol L-1). Las variables de entrada usadas en el modelo 

corresponden a variables experimentales independientes evaluadas durante 

la electrodeposición de cobre (Apartado 3.7), y su influencia en el proceso se 

corroboró mediante el análisis de resultados experimentales descrito en el 

mismo apartado y el análisis sensitivo (Apartado 4.11.3).  La base de datos 

consta de 78 conjuntos de datos de los cuales el 80% fue usado para el 

entrenamiento, 10% validación y 10% prueba. La metodología se muestra en 

la Fig. 4.10. 

Este programa realiza el cálculo de kmAs para posteriormente introducirlo como 

variable de entrada en el modelo matemático principal basado en las 

ecuaciones de transporte de masa para electrodos bidimensionales (Apartado 

3.11), mostrando gráficamente el perfil de concentración de Cu (II) en función 

del tiempo, el número de etapas para la realizar la electrólisis y la corriente que 

se requiere suministrar en cada una de estas etapas, en cuestión de segundos. 

Logrando optimizar significativamente el tiempo de experimentación ya que 

este modelo permite evaluar diferentes condiciones experimentales con el fin 

de visualizar la factibilidad de aplicación, disminuir costos asociados a pruebas 

innecesarias, y facilitar los cálculos requeridos previamente a la electrólisis por 

etapas. 
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Fig. 4.10: Desarrollo de modelo RNA. 

 

4.11.1 Desarrollo del modelo  
 

En primera instancia se evaluaron 9 algoritmos de entrenamiento, con el fin de 

determinar cuál de ellos posee un mejor desempeño con una neurona en la 

capa oculta. Los resultados se muestran en la Tabla 4.6. De manera que el 

algoritmo de entrenamiento de Levenberg-Maquardt mostró un R más alto y 

un menor MSE.  

Posteriormente, una serie de condiciones referentes a las funciones de 

transferencia se implementaron tanto en la capa oculta como la capa de salida, 

el tipo de ecuación para la normalización de entradas y salidas, intervalos de 

normalización, etc., estas variables se evaluaron con la finalidad de optimizar 

el modelo RNA.  
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Tabla 4.6: Algoritmos de entrenamiento evaluados con una neurona en la 
capa oculta (tansig-purelin). 

Algoritmo Función R MSE 

Scaled Conjugate Gradient trainscg 0.741 1.325x10-6 

BFGS Quasi-Newton trainbfg 0.764 1.842x10-9 

Resilient Backpropagation trainrp 0.743 9.633x10-7 

Levenberg-Maquardt trainlm 0.770 1.749x10-9 

Conjugate Gradient with 

Powell/Beale Restarts 
traincgb 0.749 2.107x10-9 

Fletcher-Powell Conjugate Gradient traincgf 0.706 1.425x10-4 

Polak-Ribiére Conjugate Gradient traincgp 0.765 3.507x10-9 

One-Step Secant trainoss 0.710 2.157x10-9 

Variable Learning Rate 

Backpropagation 
traingdx 0.714 1.231x10-8 

 

La Tabla 4.7 describe cada una de las arquitecturas evaluadas en el modelo 

A con la función de transferencia tansig-purelin y sus respectivos resultados 

estadísticos, encontrando que la arquitectura óptima fue 5:6:1 con el MSE 

equivalente a 4.523x10-10 y un R de 0.945.  

Tabla 4.7: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
tansig-purelin. 

Modelo Arquitectura MSE R 

A 

5:1:1 1.749x10-9 0.770 

5:2:1 1.529x10-9 0.858 

5:3:1 1.036x10-9 0.893 

5:4:1 7.650x10-10 0.905 

5:5:1 5.472x10-10 0.936 

5:6:1 4.523x10-10 0.945 

5:7:1 8.560x10-9 0.943 

 

Por otra parte, también se realizó el entrenamiento usando la función de 

transferencia logsig-purelin en el modelo B. Los resultados estadísticos se 

muestran en la Tabla 4.8, donde la arquitectura óptima resultó ser 5:6:1, es 
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decir el mismo número de neuronas en la capa oculta que al usar la función 

tansig; sin embargo, el R es inferior (0.931) y el MSE (6.892x10-10) es mayor 

respecto a tansig. Demostrándose que la función de transferencia que otorga 

mejor desempeño del modelo es la función tansig. 

Tabla 4.8: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
logsig-purelin. 

Modelo Arquitectura MSE R 

B 

5:1:1 2.134x10-9 0.747 

5:2:1 1.589x10-9 0.840 

5:3:1 1.089x10-9 0.872 

5:4:1 9.028x10-10 0.897 

5:5:1 5.892x10-10 0.916 

5:6:1 6.892x10-10 0.931 

5:7:1 4.560x10-9 0.901 
 

La optimización del modelo RNA consistió en modificar la ecuación 4.2 de 

normalización de las variables de entrada implementada en los modelos A y B 

por la ecuación 4.3 mostrada a continuación en un intervalo de (0, 0.9): 

                                 𝒙𝒏 =
(𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)( 𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏
+  𝒙𝒎í𝒏                                      𝟒. 𝟑 

Al realizar esta modificación, fue necesario evaluar nuevamente los 9 

algoritmos de entrenamiento, con el fin de determinar cuál de ellos posee un 

mejor desempeño con una neurona en la capa oculta. Los resultados se 

muestran en la Tabla 4.9 donde podemos observar que nuevamente el 

algoritmo de entrenamiento de Levenberg-Marquardt mostró un R más alto y 

un menor MSE. 

Un aspecto interesante respecto a la evaluación de esta ecuación de 

normalización es que el R resulta superior únicamente al usar como algoritmo 

de entrenamiento Levenberg-Marquardt, Fletcher-Powell y Backpropagation, 

mientras que para el resto de los algoritmos evaluados el desempeño resultó 

inferior. 
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Tabla 4.9: Algoritmos de entrenamiento evaluados con una neurona en la 
capa oculta. 

Algoritmo Función R MSE 

Scaled Conjugate Gradient trainscg 0.704  2.294x10-1 

BFGS Quasi-Newton trainbfg 0.244 1.247x10-8 

Resilient Backpropagation trainrp 0.705 2.135x10-9 

Levenberg-Maquardt trainlm 0.863 1.074x10-9 

Conjugate Gradient with 

Powell/Beale Restarts 
traincgb 0.732 8.392x10-2 

Fletcher-Powell Conjugate Gradient traincgf 0.733 8.734x10-2 

Polak-Ribiére Conjugate Gradient traincgp 0.713 1.815x10-2 

One-Step Secant trainoss 0.254 3.950x10-9 

Variable Learning Rate 

Backpropagation 
traingdx 0.783 1.577x10-1 

 

Con el fin de seleccionar la función de transferencia más apropiada en la capa 

oculta, fue necesario evaluar distintas arquitecturas para tansig y logsig. En 

ambos casos se usó purelin para la capa de salida. Los resultados estadísticos 

se pueden apreciar en la Tabla 4.10 y Tabla 4.11 para el modelo C y D 

respectivamente.  

Tabla 4.10: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
tansig-purelin. 

Modelo Arquitectura MSE R 

C 

5:1:1 1.074x10-9 0.863 

5:2:1 4.117x10-10 0.950 

5:3:1 1.083x10-10 0.987 

5:4:1 3.408x10-10 0.964 

5:5:1 3.695x10-10 0.961 
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Tabla 4.11: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
logsig-purelin. 

Modelo Arquitectura MSE R 

 5:1:1 1.094x10-9 0.860 

 5:2:1 6.329x10-10 0.923 

D 5:3:1 2.576x10-10 0.969 

 5:4:1 1.864x10-10 0.978 

 5:5:1 9.456x10-11 0.989 

 5:6:1 1.073x10-10 0.987 

 

En el caso del modelo D, se requieren 5 neuronas en la capa oculta, para 

obtener resultados similares al modelo C en cuanto a R, lo que implica un 

mayor número de coeficientes ajustados. Además, el MSE es superior 

respecto en el modelo C. Por otra parte, se evalúo la función de transferencia 

tansig (modelo E) tanto en la capa oculta como en la capa de salida, 

normalizando previamente las entradas y salida de acuerdo con la ecuación 

4.3 (Tabla 4.12). 

Tabla 4.12: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
tansig-tansig. 

Modelo Arquitectura MSE R 

E 

5:1:1 1.155x10-9 0.852 

5:2:1 4.378x10-10 0.946 

5:3:1 2.012x10-10 0.976 

5:4:1 1.266x10-10 0.985 

5:5:1 2.311x10-10 0.972 

 

Finalmente, el modelo F permitió evaluar las funciones de transferencia tansig-

tansig con un intervalo de normalización de (-1, 1), y los resultados se 

presentan en la Tabla 4.13. 
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Tabla 4.13: Arquitecturas evaluadas usando función de transferencia 
tansig-tansig. 

Modelo Arquitectura MSE R 

F 

5:1:1 1.047x10-9 0.868 

5:2:1 4.112x10-10 0.950 

5:3:1 1.402x10-10 0.983 

5:4:1 9.736x10-11 0.989 

5:5:1 3.513x10-10 0.958 

 

A continuación, se muestra la tabla comparativa Tabla 4.14 con los mejores 

resultados obtenidos de las 53 configuraciones implementadas, (Tablas 4.6 a 

4.13) a fin de visualizar con mayor detalle el desempeño de cada uno de los 

modelos. Con base a esta tabla (Tabla 4.14), los modelos A y B presentan el 

desempeño más bajo. Los modelos E y F tienen funciones de transferencia no 

lineales tanto en la capa oculta como en la de salida. Esta estructura requiere 

la desnormalización de la salida para obtener el valor real, introduciendo 

distorsión en las respuestas simuladas [43]. Por tanto, estos modelos fueron 

descartados. 

 

Por otra parte, la Fig. 4.11 muestra la distribución de los datos con respecto al 

modelo de regresión lineal. La diferencia de rendimiento entre el modelo C y 

D se consideró no significativa. Sin embargo, una evaluación de los 

coeficientes de determinación ajustados (0.965 y 0.959 para los modelos C y 

D, respectivamente) nos permite elegir el modelo C como modelo óptimo 

porque el desempeño fue mejor que el modelo D (Tabla 4.14). En otras 

palabras, el Ra
2 para el modelo C aumenta significativamente mientras que el 

número de neuronas en la capa oculta disminuye. Caso contrario para el 

modelo D. 
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Tabla 4.14: Resultados comparativos del desempeño correspondiente a los modelos desarrollados.  

 

Modelo 

Función de 
transferencia 

(oculta-
salida) 

Arquitectura Ecuación de normalización 
Intervalo de 

normalización 
MSE 𝐑𝐚

𝟐 

A tansig-purelin 5:6:1 𝒙𝒊 = 𝟎. 𝟖 (
𝒙𝒊 − 𝒙𝒎í𝒏

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏
) + 𝟎. 𝟏 (0, 0.9) 4.523x10-10 0.765 

B logsig-purelin 5:6:1 𝒙𝒊 = 𝟎. 𝟖 (
𝒙𝒊 − 𝒙𝒎í𝒏

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏
) + 𝟎. 𝟏 (0, 0.9) 6.892x10-10 0.706 

C tansig-purelin 5:3:1 
𝒙𝒏 =

(𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)( 𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏

+  𝒙𝒎í𝒏 

(0, 0.9) 1.083x10-10 0.965 

D logsig-purelin 5:5:1 
𝒙𝒏 =

(𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)( 𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏

+  𝒙𝒎í𝒏 

(0, 0.9) 9.456x10-11 0.959 

E tansig- tansig 5:4:1 
𝒙𝒏 =

(𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)( 𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏

+  𝒙𝒎í𝒏 

(0, 0.9) 1.266x10-10 0.953 

F tansig- tansig 5:4:1 
𝒙𝒏 =

(𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)( 𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏)

𝒙𝒎á𝒙 − 𝒙𝒎í𝒏

+  𝒙𝒎í𝒏 

(-1, 1) 9.736x10-11 0.964 
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Fig. 4.11: Regresión de los resultados de kmAs experimentales vs los 

simulados. 
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Una vez encontrada la arquitectura óptima del modelo (5:3:1) con tansig se 

procedió a desarrollar la ecuación matemática para calcular kmAs se expresa 

de manera general como: 

𝑘𝑚𝐴𝑠 = ∑𝑊𝑜(1, 𝑗)

𝑆

𝑠=1

× (
2

1 + 𝑒𝑥𝑝 (−2 × (∑ (𝑊𝑖(𝑗, 𝑘) ×  𝑥𝑖,𝑁𝑜𝑟𝑚(𝑘)𝐾
𝑘=1 ) + 𝑏1(𝑗) ))

− 1)  

+ 𝑏2                                                                                                                       4. 𝟏𝟓 

 

Donde 𝑘𝑚𝐴𝑠 =Coeficiente volumétrico de trasporte de masa, S es el número 

de neuronas en la capa oculta (𝑆 = 3), 𝑘 es el número de neuronas en la capa 

de entrada (𝑘 = 5), 𝑊 son los pesos 𝑏 las bias para el modelo RNA (5:3:1) 

mostrados en la Tabla 4.15. 

 

Tabla 4.15: Valores de pesos (Wo, Wi) y bias (b1, b2) para el modelo RNA 
(5:3:1). 

Neuro
nas 

(S) 

Pesos Bias 

Capa oculta (S = 3, K = 5), Wi = (S, K) 

Capa 
de 

salida 

(l = 1) 
b1  

(S) 

b2 

(l = 1) 

 

C0 

(K = 1) 

E 

(K = 2) 

I 

(K=3) 

t 

(K=4) 

C 

(K = 5) 
Wo (S) 

1 -3.811x101 5.919x10-1 -5.639 -6.501x10-5 -9.916x102 -2.353x10-4 1.312 -3.108x10-4 

2 -6.810x102 -2.484 -2.808x101 1.497x10-4 -1.932x102 7.512x10-5 1.143  

3 -1.372x102 2.465 -2.850x101 -1.770x10-4 -5.194x102 9.735x10-5 4.158  

 

Al sustituir los valores de la Tabla 4.15 en la Ec. 4.15, se obtiene la expresión 

matemática Ec. 4.16 que permite determinar 𝑘𝑚𝐴𝑠 en función de las variables 

experimentales C0, E, I, t, C. 
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𝑘𝑚𝐴𝑠 =
−4.706𝑋10−4 

1+𝑒𝑋1
+  

1.502𝑋10−4

1+𝑒𝑋2
+  

1.947𝑋10−4

1+𝑒𝑋3
− 3.108𝑋10−4                              4. 𝟏𝟔  

Donde: 

𝑥1 = 76.220𝐶0 − 1.184𝐸 + 11.278𝐼 + 1.300𝑥10−4𝑡 + 1983.200𝐶 + 1.312 

𝑥2 = 1362. 000𝐶0 + 4.968𝐸 + 56.160𝐼 − 2.994𝑥10−4𝑡 + 386.400𝐶 + 1.143  

𝑥3 = 274.400𝐶0 − 4.930𝐸 + 57.000𝐼 + 3.540𝑥10−4𝑡 + 1038.820𝐶 + 4.158  

 

De tal manera, que el usuario únicamente deberá introducir al modelo las 

variables que desea evaluar y de manera automática se realiza el cálculo. Una 

vez realizado el cálculo de kmAs se introduce como variable de entrada en el 

modelo matemático principal basado en las ecuaciones de transporte de masa 

(Ec. 3.3 a 3.6), mostrando como resultado el gráfico del perfil de concentración 

de Cu (II) en función del tiempo, el número de etapas para la realizar la 

electrólisis, la corriente que se requiere suministrar en cada una de estas 

etapas y la concentración correspondiente en cuestión de segundos. 

 

Fig. 4.12: Resultados del modelo matemático para la electrolisis por 

etapas. 
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4.11.2 Validación del modelo  

El diagrama de caja (Fig. 4.12) mostró que los datos experimentales y 

predichos (aplicando el modelo C y D) presentan datos sesgados hacia la 

izquierda; entonces es posible que los datos no se distribuyan normalmente. 

Sin embargo, no hay valores atípicos. Los datos experimentales ilustran más 

dispersión que los datos predichos. La media del modelo D es ligeramente 

superior al valor experimental. Mientras que el modelo C presenta una media 

prácticamente idéntica al valor experimental. 

                      

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.13: Comparación del desempeño entre el modelo C y D respecto a 

los datos experimentales. 

 

La validación del desempeño del modelo fue mediante análisis estadístico, 

determinación del MSE, 𝐑𝐚
𝟐 y la prueba de la pendiente-intercepto con un 99% 

de confianza, obteniendo los resultados que se presentan en la Tabla 4.16. 
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Tabla 4.16: Resultados del análisis estadístico y prueba de la pendiente-

intercepto. 

Modelo Arquitectura 𝐑𝐚
𝟐 MSE 

Prueba pendiente-intercepto 

amin amax bmax bmin 

C 5:3:1 0.965 1.083 x 10-10 -2.783 x 10-6 3.305 x 10-5 1.150 0.961 

 

4.11.3 Análisis de sensibilidad 

Finalizando con un análisis de sensibilidad a partir de la ecuación de Garson 

(Ec. 4.13) que permite determinar la importancia relativa de las variables de 

entrada; encontrando que el potencial presenta el porcentaje más alto, seguido 

de la concentración final, concentración inicial, corriente y tiempo de 

electrólisis (Fig. 4.14). Indicando que la determinación del coeficiente kmAs se 

encuentra en función del potencial aplicado y la concentración final 

principalmente, o bien del porcentaje de remoción deseado. Sin embargo, los 

cinco parámetros influyen de alguna manera en la determinación del kmAs, por 

lo tanto, no pueden ser ignorados.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.14: Importancia relativa de las variables de entrada. 
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4.11.4 Perfil de concentración de cobre aplicando 

coeficiente volumétrico de transporte de masa (kmAs) 

simulado por RNA y modelo exponencial.  

 

Con el fin de validar el desempeño del modelo RNA, los parámetros 

experimentales (C0, E, I, t y C) fueron reemplazados en la ecuación RNA (Ec. 

4.16) para predecir el valor de kmAs. Después de obtener el valor de kmAs, fue 

posible determinar el perfil de concentración de cobre aplicando la Ec. 3.4 para 

cada experimento descrito anteriormente. 

                                               𝐶(𝑡𝑗) = 𝐶(0) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑘𝑚𝐴𝑠𝑡𝑗)                                        4. 3 

Por otro lado, se desarrolló el modelo exponencial para probar la efectividad 

del modelo RNA. Este modelo utiliza la Ec. 3.4 como función objetivo, donde 

se utilizó el algoritmo de mínimos cuadrados, aplicando la función lsqcurvefit 

contenida en MATLAB. La Fig. 4.15 muestra la comparación entre el perfil de 

concentración de cobre simulado con RNA, modelo exponencial y los datos 

experimentales correspondientes. En los experimentos 1, 2 y 3 se utilizó 

cátodo de placa de cobre. El resto de los experimentos se realizaron con un 

cátodo de Ti- Pt-PANi. 

El mejor ajuste para los experimentos 2 y 4 se obtuvo con ambos modelos 

RNA y exponencial. Mientras que los experimentos 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10 y 11 

resultaron ser altamente compatibles solo con el modelo RNA. El alto 

desempeño de la RNA con respecto al modelo exponencial podría estar 

relacionado con el número de variables experimentales involucradas en el 

modelo. El modelo RNA consideró cinco variables (C0, E, I, t y C), y el modelo 

exponencial aplicó solo dos (C0 y t). Sin embargo, es muy importante 

mencionar que el modelo exponencial requiere los datos experimentales del 

sistema electroquímico. Por tanto, es solo una herramienta que permite 

calcular el valor óptimo de kmAs a partir de datos experimentales (C (t)). En 
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consecuencia, la ventaja del modelo RNA sobre el modelo exponencial es la 

versatilidad para predecir el comportamiento electroquímico sin experimentos. 
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Fig. 4.15: Resultados comparativos del perfil de concentración de cobre 

utilizando kmAs experimentales y simulados (■ Experimental, ---- RNA ⸺ 
Exponencial). 
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Finalmente, se muestran los valores de kmAs reportados en la literatura en la 

Tabla 4.17 con el fin de comparar con los resultados obtenidos en el presente 

trabajo, validando las metodologías implementadas debido a que los valores 

obtenidos se encuentran dentro de los intervalos reportados a pesar de contar 

con sistemas y variables experimentales diversas.  

Por otra parte, el contenido de esta tabla permite fortalecer la importancia de 

los modelos RNA pues debido a la complejidad de los sistemas 

electroquímicos no es posible establecer alguna relación lineal de manera 

directa pues la variabilidad de kmAs está en función de múltiples parámetros 

establecidos durante la experimentación. Sin embargo, este aspecto aporta 

confiabilidad en las aproximaciones generadas por el modelo RNA, y de 

alguna manera contribuye en la disminución de costos asociados a la 

experimentación. 
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Tabla 4.17: Resultados comparativos de kmAs. 

Referencia Electrodo 
[Cu (II)] 

(mol L-1) 
Electrolito 

Velocidad 

de flujo 

(Lh-1) 

KmAs (s-1) 

[26] 
Carbón 

1.05x10-2 0.1 molL-1 
H2SO4 

------ 
2.7x10-5 

RVC 2.0x10-4 

[52] Lámina de 
cobre 

0.30 
0.1molL-1 

HNO3+ SO4
−2

 

600 
3.07x10-5 

0.03 3.76x10-5 

[71] Acero 
inoxidable 

0.01 0.5 molL-1 
H2SO4 

------ 3.19x10-7 

[110] Acero 
inoxidable 

0.1 0.1 molL-1 
H2SO4 

------ 1.23x10-4 

[111] RCV 0.5x10-3 
0.5 molL-1 

Na2SO4 pH 
3.5 

0.18 3.09x10-5 

[112] Carbón 1.05x10-2 
0.8 molL-1 

Na2SO4 pH 
2.5 

0.96 1.50x10-6 

[113] 
Lámina de 

cobre 
1.60x10-2 0.4 molL-1 

H2SO4 
------ 

1.28x10-5 

2.37x10-5 

3.11x10-5 

Este 
trabajo 

Ti-Pt-

PANi 

3.15x10-3 

0.05 molL-1 

Na2SO4 pH3 

120 

 

2.43x10-4 

1.57x10-3 2.04 x10-4 

7.87x10-4 2.21x10-4 

Lámina de 
cobre 

3.15x10-3 2.36 x10-4 

1.57x10-3 2.17 x10-4 

7.87x10-4 1.50 x10-4 
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CAPÍTULO 5 

5. CONCLUSIONES 

En este capítulo se describe cada una de las conclusiones obtenidas mediante 

el desarrollo del presente trabajo de investigación. Por un lado, se detallan las 

conclusiones referentes a la fase experimental y por otro el modelado 

matemático que a su vez comprende dos etapas el modelo matemático para 

determinar la concentración final de cadmio y el modelo matemático que 

permite calcular el kmAs del cobre. 

5.1 Conclusiones: Fase experimental 

• La velocidad de adición de la anilina durante la electropolimerización 

influye directamente en la morfología de la película PANi. 

• La eficiencia de remoción de Cd (II) es menor al Cu (II) debido a que el 

potencial de deposición de Cd (II) se encuentra en la zona de baja 

conductividad de PANi. 

• El electrodo modificado Ti-Pt-PANi resulta más eficiente en la remoción 

de Cu (II) de soluciones acuosas diluidas que el electrodo bidimensional 

de lámina de cobre. 

• La técnica analítica implementada para determinación de Cu (II) 

mediante voltametría lineal resultó consistente con los resultados 

obtenidos por absorbancia. 

• La máxima efectividad de remoción de Cu (II) utilizando celda 

electroquímica de placas paralelas fue aplicando -1.1V vs Ag/AgCl con 

una concentración inicial de 200 mgL-1 en 0.05 molL-1 de Na2SO4 pH 3 

equivalente a un 98.8%. 

• La eficiencia de remoción de Cu (II) usando electrodo modificado Ti-Pt-

PANi es inferior en presencia de soluciones más diluidas. 

 



Capítulo 5: Conclusiones 

 
 

 

95 
 

5.2 Conclusiones: Modelado matemático 

Modelo matemático para cadmio: 

• La arquitectura óptima para el modelo ANN de cadmio fue 3:3:1, 

correspondiente al número de neuronas en la capa de entrada, oculta y 

de salida.  

• El análisis de sensibilidad demostró que la variable con mayor influencia 

en la eliminación electroquímica del cadmio fue el tiempo, seguido de 

la densidad de corriente aplicada y finalmente el pH del electrolito. 

• La efectividad del modelo se validó utilizando criterios estadísticos 

como MSE (0.00166) y R2 (0.9850) que mostraron un ajuste 

satisfactorio entre los resultados simulados y los datos experimentales. 

• Además, la prueba de pendiente-intercepto confirmó el buen 

desempeño del modelo con un 99% de confianza para predecir las 

complejas relaciones entre las variables de entrada y salida del proceso 

en la eliminación electroquímica de cadmio. 

Modelo matemático para cobre: 

• La arquitectura óptima para el modelo RNA fue 5:3:1, correspondiente 

al número de neuronas en la capa de entrada, oculta y de salida.  

• La efectividad del modelo se validó utilizando criterios estadísticos 

como MSE (1.083x10-10) y Ra
2 (0.965) que mostraron un ajuste 

satisfactorio entre los resultados simulados y los datos experimentales. 

• La validación del modelo mediante la prueba de pendiente-intercepto 

con un 99% de confianza comprueba que la determinación del 

coeficiente de transporte de masa del cobre es correcta. 

• El análisis sensitivo mostró que las condiciones experimentales influyen 

significativamente en la determinación del kmAs; el orden de importancia 

relativa fue potencial, concentración final, concentración inicial, 

corriente y tiempo de electrólisis.  
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• La determinación del kmAs mediante modelo RNA mostró mejores 

resultados que el modelo exponencial. 

• El modelo matemático RNA puede considerarse una alternativa viable 

para disminuir significativamente el tiempo de experimentación ya que 

este modelo permite evaluar diferentes condiciones experimentales con 

el fin de visualizar la factibilidad de aplicación, disminuir costos 

asociados a pruebas innecesarias, y facilitar los cálculos requeridos 

previamente a la electrólisis por etapas.  
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