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RESUMEN

Una pregunta interesante es cuando una n-esfera topolégica (n > 1)
que no es una esfera redonda puede ser el conjunto limite de un gru-
po Kleiniano geométricamente finito. En este caso se puede mostrar
que la esfera necesariamente es un fractal (posiblemente desanudado).
Ejemplos de nudos salvajes en S?, que son conjuntos limites de grupos
Kleinianos geométricamente finitos, fueron obtenidos por Maskit, Ka-
povich, Hinojosa y Gromov, Lawson y Thurston.

De esta manera, nos preguntamos que acontece con el estudio de la
dimensiéon de Hausdorff de nudos salvajes, definidos dindmicamente de
dimensién uno; i.e., 1-nudos salvajes obtenidos como conjuntos limite
de grupos Kleinianos actuando en la 3-esfera.

Sea A(I') un nudo salvaje obtenido como el conjunto limite de un
grupo Kleiniano geométricamente finito, actuando en la 3-esfera S3.
Construimos una sucesién I',, de grupos Kleinianos en Mob(S?) que
convergen algebraicamente a I'. En este trabajo probamos que la di-
mensién de Hausdorff correspondiente a los conjuntos limites A(T,,),
converge a la dimensién de Hausdorff de A(T").

Consideremos un nudo poligonal K7 y sea Vi un collar de perlas
consistiendo de la unién de n 3-bolas cerradas, tangentes, consecutivas
By, Bs,...,B, en S? que cubren K;. Sea I' el grupo generado por las
reflexiones I;, sobre ¥; = 0B; (j = 1,...,n). Entonces I' es un grupo
Kleiniano geométricamente finito y su conjunto limite A(T") es un nudo



salvaje en el sentido de Artin y Fox, el cual es llamado un nudo salvaje
definido dindmicamente.

Modificaremos ligeramente la construccion de arriba, reduciendo el
radio de todas las bolas por ¢, donde € es un nimero real positivo,
suficientemente pequeno, para obtener una familia infinita de grupos
Kleinianos I'c de manera tal que I'c converge algebraicamente al grupo
I', cuando € tiende a cero. El propésito de nuestro trabajo es demostrar
que la dimensién de Hausdorff de los conjuntos limites A(T'¢) converge
a la dimensién de Hausdorff de A(T"); i.e., bajo las condiciones de arriba

lim dim(A(T,)) = dim(A(T)),

e—0

donde dim denota la dimensién de Hausdorff.

En 1997, C. Bishop y P. Jones probaron que para grupos Kleinia-
nos en PSL(2,C), si {G,} es una sucesién de grupos Kleinianos en
PSL(2,C), que convergen algebraicamente a G entonces dim(A(G)) <
lim inf,, dim(A(Gy,)). En otras palabras, la dimensién de Hausdorff es
semi-continua como una funcién de PSL(2,C) a R*.

Esto implica que nuestro resultado satisface el teorema de arriba pero
para una sucesién especifica de grupos Kleinianos en Mdb(S?).

Decimos que un collar V' = U, C; de n-perlas obtenido como la unién
de 3-bolas cerradas, tangentes, consecutivas C; (i = 1,2,...,n) es equi-
valente a T' = Ui, By, donde Bj es la unién de 3-bolas cerradas, tan-
gentes, consecutivas, si existe un homeomorfismo ¢ : S? — S3 tal que
(V) =T, p(C;) = Bi. y o(C; N Ciy1) = B;i N Biy1. En este trabajo
demostramos que la dimensién de Hausdorff de A(I'r), el conjunto limi-
te del grupo Kleiniano 't generado por las reflexiones en las fronteras
0B;, varia continuamente para collares de perlas equivalentes.
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Abstract Sea T un collar de perlas formado por la unién de n 3-
bolas tangentes, consecutivas B; (i = 1,2,...,n) y consideremos al gru-
po Kleiniano I'y generado por las reflexiones en las fronteras dB;. Sea
A(T'7) un nudo salvaje obtenido como el conjunto limite de I'r actuando
en la 3-esfera S%. Decimos que un collar V' de n-perlas obtenido como la
unién de 3-bolas cerradas, tangentes, consecutivas C; (i = 1,2,...,n)
es equivalente a T si existe un homeomorfismo ¢ : S3 — S? tal que
o(V) =T, p(C;) = Bi. y ¢(C; N Ciy1) = B; N Bit1. En este trabajo
demostramos que la dimensién de Hausdorff de A(I'z) varia continua-
mente para collares de perlas equivalentes.
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Introduccion

En la década de 1880, Henry Poincaré extendio el concepto de grupo
Fuchsiano a tres dimensiones definiendo a un grupo Kleiniano como el
subgrupo discreto de las isometrias del espacio hiperbdlico tridimensio-
nal (grupos de automorfismos conformes de la esfera S?). Desde enton-
ces, los grupos Kleinianos han desempenado un papel importante en
muchas dreas de las matematicas, tales como superficies de Riemann
y la teorfa de Teichmuler, dindmica holomorfa, geometria conforme e
hiperbdlica, teoria de 3-variedades entre otras.

Una manera de medir la complejidad del conjunto limite de un gru-
po Kleiniano como un conjunto fractal es con la dimensiéon de Haus-
dorff. Se sabe que para un grupo Kleiniano geométricamente finito en el
(n + 3)—espacio hiperbdlico, la dimensién de Hausdorff de su conjunto
limite es el exponente de convergencia, ver [4] y [3§].

Una pregunta natural es cuando la dimensién de Hausdorff del con-
junto limite es una funcién continua en el espacio de deformaciones
de ciertos grupos Kleinianos. Para grupos Kleinianos actuando en el
3-espacio hiperbdlico H?, Canary y Taylor obtuvieron condiciones su-
ficientes para la continuidad de la dimension de Hausdorff bajo con-
vergencia algebraica, al considerar el caso en que el limite algebraico
coincide con el limite geométrico de una sucesion de grupos Kleinianos,
[7]. McMullen obtuvo resultados completos sobre la convergencia de la
dimensiéon de Hausdorff al extender el concepto de convergencia fuerte.



El propésito de este trabajo es estudiar la dimension de Hausdorff
de nudos salvajes definidos dindmicamente de dimensién uno; ésto es,
1-nudos salvajes obtenidos como conjuntos limites de grupos Kleinianos
actuando en la esfera tridimensional.

En el primer capitulo se dan las definiciones y resultados bésicos,
asi como ejemplos que ilustren cada concepto, sobre grupos Kleinianos,
teoria de nudos y dimensién de Hausdorff, que estaremos usando.

En el segundo capitulo tomaremos un collar anudado de 3-bolas re-
dondas, tangentes y consideraremos el grupo generado por las inversio-
nes en cada una de las 2-esferas (la frontera de cada una de las 3-bolas).
Este grupo es Kleiniano y su conjunto limite es un nudo salvaje en el
sentido de Artin y Fox. En este caso, se obtienen nudos salvajes a través
de la accién de un grupo, es decir, de manera dindmica. Posteriormente
definiremos los collares de n-perlas equivalentes y demostraremos que
sus correspondientes conjuntos limites son nudos salvajes equivalentes.

En el tercer capitulo comparamos la dimensiéon de Hausdorff de nu-
dos salvajes definidos dindmicamente con la dimensiéon de Hausdorff de
conjuntos de Cantor definidos dindmicamente, usando las ideas de C.J.
Bishop, P.W. Jones [4] y de Curtis McMullen [30]. Finalmente demostra-
remos que la dimensién de Hausdorff de los conjuntos limites de nudos
salvajes definidos dindmicamente equivalentes es una funcién continua.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados bésicos
de los distintos temas que usaremos a lo largo de este trabajo.

1.1. El Espacio Hiperbdlico.

Consideremos la bola unitaria en R3,

B’ = {p € R’||p| < 1}
dotada con la métrica
Aldy|?
(1—p[*?*
Denominamos a (B3, ds2) como el modelo de la bola unitaria para el
espacio hiperbélico de dimensién 3 y lo denotaremos por B3.

2 _
dS]B_

La distancia entre dos puntos de (B3 ds3) se define a partir de cami-
nos de la manera usual: para un camino C' en B3, la longitud hiperbélica

I(C) de C es
2|dp|
ite; :/ds :/ Pl
©) e 0 Jo1—1p?
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Dados dos puntos p y ¢ en B?, la distancia hipérbolica se define como

dp(p,q) = inf / dsg,
C C

donde C' es un camino que une a p y ¢, el infimo se toma sobre todos
los caminos que unen a p con q.

Para p y ¢ en B3, existe un tinico camino C' que realiza la distancia,
es decir {(C') = dg(p,q), ver [29].

Definicion 1.1.1. Al camino C se le demomina segmento geodésico o
geodésica que une p con q.

En [29] se demuestra que C' es un arco de un circulo que pasa a
través de p y ¢ y es ortogonal a la frontera S? de B3, ver Figura

En esta seccién denotaremos indistintamente a S? por S*.

Figura 1.1: Un camino geodésico de p a q.

Como B? estd contenido en R3, entonces podemos hablar de trans-
formaciones que preserven la orientacién y la distancia hiperbdlica en
RR3.

En R? = R3 U {oo} podemos definir similaridades y reflexiones fun-
damentales,

S, T R? — R3,

S(p) = Mp+b,A>0,A€ 0(3),beR?,

4
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donde S es una similaridad, T" es una reflexion fundamental.

En [29] se demuestra que cualquier transformaciéon de Mobius de R3
pensada de la manera usual, via matrices o elementos de la forma ZZZIZ,
es un automorfismo de R? que preserva la orientacién, compuesto por
composiciones finitas de similaridades y reflexiones fundamentales.

1.2. Modelo del semiespacio superior H?.

Consideremos el semiespacio superior

H3 = {(pl)p27p3) € Rs‘pg > 0}7

junto con la métrica
2
o |dpl
dSH =5
D3

El espacio (H3, ds%) es llamado el modelo del semiplano superior y lo

dp|? . s . .
denotaremos por H?, a dsIZHI = % se le denomina métrica hiperbdlica.
3

~
(

SOO

Figura 1.2: El espacio hiperbélico H? como el semiplano superior con
su frontera S = C.

Definicién 1.2.1. Una isometria de H? es un automorfismo de H3
que preserva la distancia hiperbdlica.



En [29] se muestra como se puede identificar a las isometrias de H?
con las transformaciones de Mobius de B3, Mob(B?).

Denotemos por Isom™ (H?) al grupo de automorfismos de H? que
preservan la orientacién y son isométricas con respecto a la métrica hi-
perbdlica.

Dada una isometria T', existe una tranformacién de Mobius que man-
da a un punto dado al cero, f, : a — 0, se puede ver que T = faoT
es una transformacién de Mobius que preserva distancia y asi podemos
identificar al grupo Isom™ (H?) con Mob(B?).

Sea e = (0,0,1) € R3 y J : R? :— R3 la reflexién fundamental
dada por J(p) = ﬁ, J(0) = 00, J(00) = 0. Entonces

m(p) =e+2J(J(p) —e),

es llamada la proyeccion estereografica.

Figura 1.3: La proyeccion estereografica de la esfera sobre el plano.

La bola unitaria B3 se puede transformar en el semiplano superior
H? mediante 7.
Podemos rescatar la métrica hiperbdlica en la bola unitaria respecto
a la métrica hiperbdlica en el semiespacio superior, via
2
|dg|

ds? = m,.(ds3) = .
43




Con esto tenemos lo siguiente

Mob(H?) = nMob(B3)r L.

1

Si vy :B? — B? es de Mobius, entonces 7oy o7~ ! es una transfor-

maciéon de Mdbius en el semiplano superior:

B L B
wl 0y

H  — H3

moyor—1

El grupo Mob(H?) se identifica con Mob(B?) = {gjis, a,b,c,d e C,

ad — be = 1} v también PSLy(C) = SLy(C) /{£Id}.

Con esta identificacién, cada elemento de Mob(H?) se identifica con

un elemento de Mob(B?), T'(z) = ZZZIS, el cual, después de conjugar, se

puede pensar como un elemento de la forma z + 1 o Az, ver [21] o [29].

Definicién 1.2.2. Seay € Mob\{Id}. Decimos que v es parabdlico si
es conjugado a z+ 1, eliptico si lo es a Az con |\| =1 y loxodrémico
si es conjugado a Az con |\ # 1. En particular, si es conjugado a Az
con A > 1 se le llama hiperbdlico.

Para cualquier elemento v € Isom™ (H?), después de conjugar, pasa
solamente una de las siguientes alternativas: tiene un punto fijo, en el
caso parabdlico (z + 1); tiene dos puntos fijos, en el caso loxodrémico
tiene un punto fijo en H3, en el caso eliptico, v(z) = Az, |\ = 1 si
tuviéramos 7y(z) = z, se tendria que cualquier punto seria punto fijo.

Definicion 1.2.3. Una variedad topoldgica conexa M, es una 3 — varie
dad hiperbdlica si existe una familia (un atlas) {(U, fi)}ier, I una
familia de indices, que satisface:

i) U; es abierto en M, Vi € I y {U;} cubre a M,

i) f; : Ug — H? es un homemorfismo,

iii) si Uy, = Up NU; # 0, entonces es conezo y

fro = feo £t fi(Ur) — fu(Ur,)

7



es un difeomorfismo que preserva orientacion y la métrica hiperbdlica.

Para mayor profundidad en el tema, se puede consultar [2], [29].

1.3. Grupos Kleinianos.

Definicién 1.3.1. Sea I’ C Isom™ (H?), decimos que la accién de T' en
H? es propiamente discontinuamente si para todo K C H3 compac-
to, {y e T|7(K) N K # 0} es finito.

Esto significa que si se toma la 6rbita de un punto (la imagen de
un punto p para todo 7 en I'), sus puntos de acumulacién estdn en
OH? = S3.

Definicién 1.3.2. Un subgrupo I' de Isom™ (H?) es un Grupo Klei-
niano si I actia propiamente discontinuamente sobre H?>.

Bajo las identificaciones que hicimos del grupo Isom™(H?) con
Mob(B3), con Mob(H?) y con PSLs(C), los subgrupos correspondientes
son también denominados Kleinianos.

En nuestro trabajo, el grupo de las transformaciones de Mobius de
la 3-esfera S® = R? U {oo}, formado por los difeomorfismos conformes
de S? con respecto a la métrica usual, serd denotado por Mob(S?).

Definicion 1.3.3. El conjunto de discontinuidad de un subgrupo
discreto T' C Mob(S?) es Q(T) = {p € S tales que p tiene una vecindad
U(p) de forma que U(p) N ~(U(p)) es vacia para todos, excepto una
cantidad finita de elementos v € T'}.

Definicién 1.3.4. Un subgrupo I' C Mob(S?) es Kleiniano si Q(T') es
no vacio.

Dada una 3 — variedad hiperbélica N, existe un grupo Kleiniano
libre de torsién I' de manera que N = H3/I'. El grupo es tnico bajo
conjugacién por elementos en Isom™ (H?). Reciprocamente, para todo
grupo Kleiniano libre de torsién I', N = H3/T' es una 3 — variedad

8



hiperbdlica completa. Esto es, dada una 3 — variedad hiperbdlica com-
pleta, siempre se puede recuperar un grupo Kleiniano libre de torsién y
viceversa, dado un grupo Kleiniano libre de torsién, su cociente es una
3 — variedad hiperbélica completa, ver [27].

Para un grupo Kleiniano I' € Mob(B3?), la érbita de un punto p € B?
bajo I es el conjunto I'(p) = {v(p)|y € T'}. Como I' actia propiamente
discontinuamente en B3, entonces los puntos de acumulacién de I'(p)
son puntos que estan en S2.

Definicién 1.3.5. El conjunto limite A(T") es el complemento del
conjunto de puntos de discontinuidad; esto es,

AT) =S — QD).

En [27] se muestra que A(I") es el conjunto de puntos de acumulacién
de T'(p). En otras palabras, un punto p es un punto limite del grupo
Kleiniano I, si existe un punto z € S* y una sucesién {7, } de elementos
distintos en I', con 7, (p) — z. El conjunto de puntos limite es A(T).

Notamos que el conjunto limite A(I') no depende de la eleccién de
p, en efecto, consideremos otro punto ¢, y la sucesion 7, (q) — z. Que-
remos ver que Y,(q) — z. Al ser v, una isometria, d(v,(p), v.(q)) =
d(p, q), conforme n crece, la distancia entre p y ¢ permanece constante.
Esto es, estando en la bola unitaria, se tiene una sucesiéon de puntos
que estan convergiendo a la frontera de la bola. Respecto a la métrica
hiperbdlica, esta distancia permanece constante, lo que significa que en
la frontera, S°°, la distancia euclidiana es cero con lo que v, (p) v vn(q)
tienen que converger al mismo punto z, ver Figura 4.

9



Figura 1.4: El conjunto limite no depende de la eleccién del punto p.

Definicion 1.3.6. Un grupo Kleiniano es elemental si su conjunto limi-
te contiene a lo mds dos puntos, y es no elemental si tiene mds de dos
puntos.

Un grupo Kleiniano no elemental I' contiene un elemento loxodrémi-
co [27], el conjunto limite A(T") coincide con la cerradura del conjunto
de puntos fijos de elementos loxodrémicos y para todo elemento v € T’
loxodromico, existe g € I' loxodrémico tal que v y g no tienen pun-
tos fijos en comin. Esto dice, que como siempre se tiene un elemento
loxodromico y se puede encontrar otro elemento con puntos fijos dis-
tintos, con lo que se tiene entonces una cantidad infinita de elementos
loxodrémicos y por lo tanto una infinidad de puntos fijos.

Como A(T') no depende de la eleccién de p € B3, uno puede con-
siderar elementos en S y asi el conjunto limite A(T") coincide con el
conjunto de puntos de acumulacién de I'(p), para cualquier p € S*°.

El conjunto limite A(T") es el minimo conjunto cerrado, no vacio que
es invariante bajo la accién de I' y con esto se puede concluir entonces
que es un conjunto perfecto, ver [27].

Para entender que un grupo Kleiniano sea geométrica finitamente
generado necesitamos definir a un poliedro fundamental.

Definicién 1.3.7. Sea Q C H3 un conjunto convezxo, cerrado y acotado
por a lo mds una cantidad numerable de planos hiperbolicos. Decimos

10



que Q@ es un poliedro fundamental para un grupo Kleiniano I' si

satisface:
i) J7(Q) = H3, la imagen de Q bajo todos los elementos del grupo
vyell
cubren a H3.
i) y(int(Q)) Nint(Q) = 0, ¥y € T no trivial.
i11) Para cada cara S de @Q existe otra cara S de Q y un elemento
v €T tal que v(S) = S.

Figura 1.5: La cara s relacionada con la cara §.

iv) Para cada conjunto compacto K C H3, el conjunto {y € I'|y(K)N
K # 0} es finito.

Figura 1.6: Un poliedro fundamental.

Definicion 1.3.8. Si el grupo Kleiniano I' tiene un poliedro funda-
mental que consiste de un nidmero finito de caras, entonces el grupo
Kleiniano es finitamente generado.

11



Uno de los poliedros fundamentales méas populares es el poliedro de
Dirichlet.

Definiciéon 1.3.9. Para un grupo Kleiniano I', se define el poliedro
de Dirichlet con centro en a € H3 como

pa = {p € H|d(p,a) < d(p,~(a)) para cualquier y € T'}.

Definicion 1.3.10. Dado un grupo Kleiniano I', decimos que es geométri-
camente finito si existe un poliedro de Dirichlet de I' que consiste de una
cantidad finita de lados.

Para finalizar la seccién, es de nuestro interés estudiar la tasa a
la que una 6rbita tiende a A(T"). Lo primero que observamos es que
cualquier par de drbitas I'(p) y T'(¢) son comparables, en el sentido de
que sus razones

1 — [y(p)|
1L—|y(g)

no tienden a infinito. Para ver esto, notemos que d(0,v(q)) < d(0,v(p))+
d(p,q) y entonces

1+ |v(q)] oo (1T Iv(p)|
1°g<1— mq)r) < log (1— Iv(p)|> +dp.g)

vyel

con lo que
1= |v(p)| < 2exp(d(p, q)) (1 — [¥(a)]),

para todo v € T'.

Una manera conveniente de estudiar esta tasa a la cual las érbitas
tienden a A(T") es considerar la convergencia de la serie ZF(I — v(p)))?
e

para algunos s. Con lo visto antes, la convergencia de la serie no depende
de p € B3. Asi, en general se considera la serie

PARONS
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Sin embargo, es mas natural hacer uso de la serie

Erexp(*sd(oy 7(0))),
ye

y en vista de que d(0,v(0)) = log (ifmgg} ), la divergencia o convergen-
cia de una es la misma que la de la otra. En 1989, Peter J. Nicholls [35],
demostré que si s > n — 1, entonces la serie siempre converge.

Definicion 1.3.11. El exponente de Poincaré o exponente critico
de un grupo Kleiniano I' es

S(T)=inf{s >0 : v = vgrexp(—sd(O,w(O))) < oo},

y a s se le llama la serie de Poincaré s-dimensional.

De lo anterior, para cualquier grupo Kleiniano I', §(I') < n — 1. Se
dice que el tipo de convergencia o divergencia del grupo Kleiniano es
aquella para la cual la serie

Erexp(—5(r)d(0a 7(0)))
YE

converge o diverge. En algunos textos, como [35], el tipo de convergencia
o divergencia de I" se establece si la serie

Zrexp(—(n —1)d(0,7(0)))
=

converge o diverge.

1.4. Teoria de nudos.

Definicion 1.4.1. Un 1-nudo, un nudo topolégico o simplemente
un nudo K es un encaje del circulo S' en el espacio tridimensional R3
(o en S3 la esfera unitaria en R?).

13
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Figura 1.7: Ejemplos de nudos.

Figura 1.8: El nudo trébol en un espejo.

Definicion 1.4.2. Decimos que dos nudos K1 y Ko son equivalentes
si existe un homeomorfismo h : R® — R? (0 en S?) que preserve la
orientacion tal que h(K;) = Ko.

Definicion 1.4.3. Una isotopia ambiente entre dos aplicaciones conti-
nuas [y g: X — Y, es otra aplicacién continua F : X x [0,1] — Y,
que cumpla F(z,0) = f(x), F(x,1) = g(z), para toda x € X y tal que
si tg € [0,1], entonces F(x,tg) es un homeomorfismo.

Definicion 1.4.4. Se dice que dos nudos K; y Ko son isotépicos si
existe una isotopia del ambiente entre la identidad y un homemorfismo
h que transforme K1 en Ko, es decir, una isotopia F : R? x [0,1] — R3
de manera que F(x,0) = z y F(z,1) = h(z), para toda x € R3 y
h(Ky) = Ko, perteneciendo entonces a la misma clase de isotopia.

14



Figura 1.9: Dos nudos equivalentes.

Existen distintos tipo de nudos, a los cuales por si solos se les podria
dedicar gran parte de un trabajo (el estudio de sus propiedades e in-
variantes), entre ellos se pueden encontrar los nudos anfiqueirales, los
nudos invertibles, los nudos mansos, los nudos salvajes, los nudos toéricos.
Para profundizar en cada uno de ellos se puede consultar [I], [3], [33],
[37]. Nosotros concentraremos nuestra atencién en algunos resultados
obtenidos sobre nudos salvajes.

Definicion 1.4.5. Un nudo K es manso, si es equivalente a un nudo
poligonal (aquel que se obtiene por la union finita de segmentos o aristas,
y cuyos extremos son los vértices del nudo). En caso contrario se dice
que es salvaje.

Definicion 1.4.6. Un punto x en el nudo K es localmente manso, si
existe un homeomorfismo f y una vecindad abierta U de x de manera
que f(U,UNK) = (int(B3),int(B')), donde B! es una bola cerrada
en R. Si no existe tal vecindad, entonces se dice que x es un punto
salvaje.

29 RARS.

Figura 1.10: Un nudo K es salvaje si posee un punto salvaje.

Sean K1 y Ko dos nudos separados en el espacio. Vamos a construir
un nuevo nudo Kj# K>, obtenido a través del siguiente proceso. Para
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cada nudo, tomemos un intervalo pequeno. Cortemos estos intervalos,
quedando dos puntos extremos para cada uno. A continuacién, pegamos
un punto extremo de K; a un punto extremo de K», y también pegamos
los otros dos puntos extremos restantes. La independencia del intervalo
escogido se justifica porque uno puede trasladar un intervalo del nudo a
otro intervalo cualquiera, haciendo un movimiento continuo dentro del
mismo nudo.

Hay que tener cuidado en la construccién anterior, puesto que al
pegar los puntos extremos tenemos dos posibilidades; pues un punto
extremo del nudo K tiene dos puntos extremos posibles para pegarse
con Ks, y una vez que se pega con un punto extremo, el otro punto
extremo de K7 se pegard con el otro punto extremo de Ks. Resulta que
los dos nudos que se pueden obtener de esta forma no necesariamente
son equivalente.

Para arreglar esta situacion, consideremos nudos orientados en lugar
de considerar solamente nudos. Entonces existe una sola forma de pegar
los extremos de manera que el nudo resultante tenga una orientacion
consistente con la orientaciéon de los nudos.

Definicion 1.4.7. El nudo orientado asi obtenido queda entonces bien
definido y lo llamamos suma conexa de los nudos orientados K1 y Ko,
denotada por K1# K.

Figura 1.11: La suma conexa de dos nudos.

Un nudo se dice primo si no puede expresarse como Ki#Ks, con
K, y Ko ambos no triviales.



La suma conexa satisface las siguientes propiedades:

i) Esta bien definida salvo equivalencia, es decir, si K1 ~ K| y
K3 ~ K3, entonces K1#Ky ~ K{#K;,

ii) Es asociativa, es decir, K1#(Ko#K3) ~ (K1#K2)#K3.

iii) Es conmutativa: K1#Ke ~ Ko#K;. Ver [1], [3], [33], [37] para
profundizar en el tema.

1.4.1. Invariantes de nudos.

El problema central en la teorfa de nudos es su clasificacién (encon-
trar una tabla completa de nudos en la que no haya dos nudos equiva-
lentes y que dado cualquier nudo arbitrario, este sea equivalente a algiin
nudo de la tabla), un problema bastante complicado y que se encuentra
lejos de ser resuelto. Se ha avanzado en la clasificacién de ciertos tipos
de nudos como los téricos.

Una forma de determinar si dos nudos son equivalentes o no, es
encontrando alguna propiedad de los nudos que no cambie cuando estos
se deforman y que sirva para distinguir nudos no equivalentes. A dichas
propiedades se les llama invariantes de nudos.

En [8] y [33] se demuestra que si dos nudos K; y K2 en S* son
equivalentes, entonces sus complementos S? — K; y S* — K5 son ho-
meomorfos. A finales de los anos 80, C. McA Gordon y J. Luecke, ver
[15], demostraron el reciproco de este resultado, que si K; y Ko son dos
nudos con S? — K y S? — K5 homeomorfos, entonces los nudos K y Ko
son equivalentes.

Como consecuencia de este resultado, el problema de clasificar los
nudos en S3, que tiene que ver con la forma del nudo en S? se transformé
en un problema que tiene que ver unicamente con el estudio de los
espacios complementarios. Sin embargo no siempre se puede hacer esto,
pues el resultado anterior es falso para el caso de enlaces (una coleccién
finita de nudos que no se intersectan entre sf).

Uno de los primeros invariantes para espacios topolégicos fué el gru-
po fundamental.
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La construcciéon del grupo fundamental es la siguiente. Sea X un
espacio topolégico. Consideremos el conjunto 2 de todas las trayecto-
rias cerradas (o lazos) que salen de un punto fijo p € X (llamado punto
base). El conjunto €2 puede ser dividido en clases de equivalencia, donde
los lazos son equivalentes si uno puede ser deformado en el otro conti-
nuamente manteniendo fijo al punto p. Dos lazos que son equivalentes
se dice que son homotdépicos.

En la Figura[[.12] abajo, los lazos a1 y ag son homotdpicos y estos a
su vez son homotoépicos al lazo e que permanece constante en el punto
p. Por otro lado, los lazos a3 y a4 son homotépicos, pero estos no son
homotdpicos a e, pues no se pueden contraer al estar rodeando a un
agujero.

Figura 1.12: Dos lazos homotoépicos y dos lazos que no son homotodpicos.

A la clase de lazos homotépicos a un lazo particular « se le repre-
senta como [a. Si v es homotdpico a 3, las clases [@] y [] son idénticas.
Podemos definir ahora de manera natural una multiplicacion entre las
clases de lazos de la siguiente manera: tomamos dos representantes de
las clases [a] y [8] que queremos multiplicar, digamos « y 3, respectiva-
mente, entoces [a][f] es la clase del lazo que sale de p, recorre a, regresa
a p, recorre 3y vuelve a regresar a p. En [§], [33] y [37] se demuestra
que esta operacién estd bien definida, es decir, que no depende de los
representantes que se elijan y que ademas, el conjunto de clases de equi-
valencia con dicha multiplicacién tiene una estructura de grupo, esto es,
la multiplicacién es asociativa, existe un elemento neutro (la clase del
lazo constante e) tal que



y para todo elemento [a] existe un inverso [a] ! tal que

Sin embargo, esta multiplicacién no necesariamente es conmutativa,

[][8] 7 [B][od.

Figura 1.13: La clase del nudo trivial [e].

Definicién 1.4.8. Al grupo de clases de lazos homotdpicos del espacio
X, con punto base p se denota m(X,p) y es llamado el grupo funda-
mental de X con punto base p.

Si K es un nudo y p es cualquier punto en R3 — K, entonces el grupo
fundamental
m (R — K, p) = m (K)

es llamado el grupo del nudo K.

Ejemplo: Si K es el nudo trivial, entonces 71 (K) = Z.

Un procedimiento importante para escribir la representacién del gru-
po de un nudo K € R3 es la representacién de Wirtinger.

El Algoritmo. Consideremos un diagrama del nudo K formado
por los arcos ay,...,q,. Supongamos que a los «; se les asigna una
direccién, pensandolos de esta manera orientados con el orden de sus
subindices. Dibujamos una pequena flecha que pase por debajo de cada
«; en direccién hacia la derecha, etiquetada por z;. Esta representa un
lazo en R? — K de la siguiente manera. Se toma al punto (0,0, 1) como
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base y el lazo consiste en el tridngulo orientado desde (0,0, 1) hasta
la cola de z;, alrededor de x; hasta la cabeza y de regreso al (0,0,1).
En cada cruce, existen ciertas relaciones entre los x; que deben ser
respetadas. Las dos posibilidades son:

o o
x
1k A
- e R
N — >
i % [% %o % x| [ im
] '
X, i ovd
%
Tyt T X [ S T

Figura 1.14: Relaciones en el nudo.

Aqui oy, es el arco que pasa sobre la brecha desde a; a a1 (es posible
que k =i o que k = i + 1). Denotemos r; para cualesquiera de las dos
ecuaciones que sean satisfechas. En total, hay exactamente n relaciones
r1,...,Tn que pueden ser tomadas de esta manera. El siguiente teorema
indica que esto comprende al conjunto completo de las relaciones, cuya
demostracién se puede encontrar en [37].

Teorema 1.4.1. El grupo m(R? — K) es generado por las clases de
homotopia de x; y se representa por

7Tl(]R?) - K) = (xlw - LT, .- 'arn)'
Si se omite alguno de los r; el teorema sigue siendo vdlido.

Como ejemplo, tomemos al nudo trébol y “nudo figura 8”.

1. Los generadores para K, el nudo trébol, son xi,zs,x3 con las
siguientes relaciones:

(1) Ir3r1 = T2x3,

(ii) o3 = 1T,

(111) ToX3 — T1I3.

De (i) se obtiene que z1 = xglxgxg, con lo que
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3 ) . _ . _
T (R® — K) = (21, 7; 223; 2371 = 2273; T223 = T122)
puede reescribirse como
3 ) _
7T1(R — K) = (.7}1,.1‘2,.%21‘31'2 = l‘3x2$3).
Tenemos que no es conmutativo ya que

ToTz = $2_1x33321}3

XT3Ly = xgxgmgxgl.

Figura 1.15: Generadores y relaciones en el nudo trébol.

2. Para K, el nudo figura 8, tenemos generadores x1,x2,x3,2T4 ¥
relaciones:

(1) 13 = XI3T2

(ii) T4 =— X34

(iii) Ir3x1 = T1T4.

Podemos simplificar, usando (i) y (iii) para eliminar z2 = x5 @123
y x4 = xl_l:rgxl y sustituirlo en (ii) para obtener la representacién

equivalente
R3 - K) =1 -1 i 1
1 ( ) = (w1, 7350 T3T1Tg T1T3 = XT3X x3x1).
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Figura 1.16: Generadores y relaciones en el nudo 8.

Observacién 1.4.1. Si el grupo fundamental 71(S® — K) es infinita-
mente generado, entonces K : S' — S3 determina a un nudo salvaje.
De hecho, si x € K es un punto salvaje yU es cualquier vecindad abierta
de x, entonces w1 (U — K) es infinitamente generado, ver [9] y [T7]

Otros invariantes importantes, para los cuales no entraremos en de-
talle, pero que se encuentran en la literatura al respecto, son el nimero
de cruces, nimero de puentes, nimero de enlace, nimero de colora-
cién, el polinomio de Alexander-Conway, y el polinomio de Jones por
mencionar algunos. Ver [1], [3], [33], [37].

1.5. Limite inverso.

Definicion 1.5.1. Sean Xy, X1, Xo,... una coleccion numerable de
espacios topoldgicos y supongamos que para cada n > 0 existe una apli-
cacion continua fn : X, — Xp_1. La sucesion de espacios junto con
las aplicaciones { Xy, fn} es llamada una sucesion de limite inverso
representada por medio del siguiente diagrama:

1

SELLENS SELNS SIS NNELNS SR (L o)

En caso de que n > m, entonces existe la aplicacion continua fy m, :
Xn — X dada por la composicion frm = fm+10 fmy20-- fa—10 fn.

Definicién 1.5.2. Consideremos la sucesion {xg, 1, ..., Tn,...} tal
que cada T, es un punto del espacio X, y tal que x, = foni1(Tn+1),
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para toda n > 0. Tal sucesion puede ser identificada con un punto en

oo
el espacio producto HOXn al considerar la funcion ¢ de los enteros no
n=

negativos en <>Lj)OXn, dada por o(n) = . El conjunto de todas estas
n=

(o]
sucesiones es un subespacio de HOXn y tiene la topologia de subespa-
n—=

cto. Este espacio topoldgico es el espacio de sucesiones de limite
tnverso {X,, fn}, denotado por X .

En [I9] se prueba que si cada espacio X,, en la sucesién de limite
inverso {X,,, fn} es un espacio Hausdorff compacto, entonces X, no es
vacio.

Relacionado al concepto del espacio de sucesiones de limites inver-
sos estd el de sucesiéon de limite inverso de grupos algebrai-
cos. Esta es una sucesion de grupos Gy, G1, G2 ... y homomorfismos
¢ : Gy — Gp_1, n > 1. El grupo limite inverso G, de tal sucesion
es la coleccién de todas las sucesiones {go, g1,...} con g; € G; y tales
que g; = vi+1(gi+1), para toda i. El producto de dos elementos { fo, f1,
fay--.} v {90, 91, g2, ...} estd dado por

{fit A9} ={fi- 9},

donde el punto en la derecha indica la operacion del grupo en G;. En
[19] se verifica que G es en realidad un grupo. Observemos que G
contiene siempre por lo menos un elemento, {eg, e1, es,...}, donde ¢;
denota a la identidad de G;.

Definicién 1.5.3. Sean {A,, fn} y {Bn,gn} dos sucesiones de limite
inverso de espacios. Una aplicacion ® : {Ay, fn} — {Bn,gn} es una
coleccion {¢n} de aplicaciones continuas oy, : A, — By, satisfaciendo
la condicion gnon = @n—1fn, n > 1. Esta condicion puede ser dada al
decir que el siguiente diagrama connmuta:
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NET— An i) A'nfl An,Q ey SaE—F Al L) Ag
l, Pn »L Pn—1 »L Pn—2 wL 1 ~1« L0

In-1
-+— B, — B,y — B, —--— B — B
gn g1

La aplicaciéon ® induce una aplicacién continua ¢ : Aoy — Boo de
los espacios de limite inverso de la siguiente manera, para cada punto
a = (ag,a,...)en Ax, sea p(a) = (po(ap), v1(ay),...). El hecho de que
¢(a) sea realmente un punto de By, se sigue de que

Inlen(an)] = en-1(fu(an)] = on-1(an-1).

Definicion 1.5.4. Consideremos un conjunto Y parcialmente ordenado
por la relacion < . Si para cualesquier par de elementos o, f € Y existe
un elemento v en Y tal que o < v y que B < v, entonces diremos que
T es un conjunto direccionado.

Supongamos que para cada elemento a de YT existe un unico con-
junto A, en una coleccién de conjuntos A (A estd indexado por T), y
supongamos también que se tiene una transformacion fug: Ag — Aq
de Ag a A, cuando o < B en Y. Observamos que f,3 actia en contra
de la relacién de orden. Asumamos més todavia, que estas aplicaciones
satisfacen:

1) faa es la transformacién identidad para cada a en T,

y que
ii) fgyfap = fay cuando a < B < 7.

Definicién 1.5.5. Si F' denota a la coleccion {fo3} de todas las trans-
formaciones mencionadas, a la pareja {A, F'} se le llama un sistema
de limite inverso sobre el conjunto direccionado Y.

Claramente una sucesiéon de limite inverso es un sistema de limite
inverso sobre el conjunto direccionado de todos los enteros no negativos.
En caso de que A, en A sea un espacio topolégico y que cada { fos}
en F sea continua, tal como hicimos para las sucesiones inversas, defi-
nimos el espacio limite inverso A, del sistema {A, F'} de la siguiente
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forma. Sea {x,} el conjunto que consiste de un unico punto x, de cada
espacio A, en A y que satisfaga la condicién de que si « < S en T, en-
tonces fog(zas) = To. Tal conjunto {z,} puede ser identificado con el
punto ¥ en el espacio producto Iy A, teniendo coordenadas ¥(a) = z4,.
Asi, la coleccién de todos los conjuntos {x,} es un subespacio de Iy A,
y este subespacio es el espacio limite inverso A, de {A, F'}.

Se observa que para cada espacio limite A, de un sistema {A, F'},
se tiene entonces que para cada § € T existe una proyeccion natural
g3 1 Ase — Ag, definida por

ms({za}) = 2p.

Se tienen asi las siguientes propiedades:

1. Si A es un espacio limite inverso de un sistema de limites inversos
{A, F}, entonces cada proyeccién 7, de Ay, sobre A, es continua.

2. El espacio limite inverso A, de un sistema {A, F'} es un subes-
pacio cerrado del espacio producto IIyA,.

3. El espacio limite inverso de un sistema de espacios compactos y
Hausdorff, es un espacio compacto y Hausdorff. Si cada espacio del sis-
tema es distinto del vacio, entonces también se tiene que cada espacio
limite es no vacio.

1.5.1. El Conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor es un conjunto totalmente separable, com-
pacto, denso en ninguna parte, perfecto y métrico, consultar [I9] para
profundizar en ello.

A continuacién veremos que cualesquier par de espacios totalmente
separables, compactos, perfectos y métricos son homeomorfos. Una ca-
racterizacion del conjunto de Cantor que nos sera de gran utilidad para
este trabajo. Iniciaremos con algunos resultados previos.

Para cualquier cubierta de conjuntos abiertos U de un espacio métri-
co M, se tiene un refinamiento V' de U formado por conjuntos abiertos
cuyo didametro sea menor que %, n € Z. Si M es compacto, entonces se
puede tomar a V finito, ver [19].
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Proposicion 1.5.1. Sea M un espacio métrico, compacto, totalmente
separable. Entonces M tiene una sucesion {Uy, Ua, ...} de cubiertas fini-
tas, siendo cada Uy, una coleccion de conjuntos disjuntos cuyo didmetro
es menor que %, que son tanto abiertos como cerrados y con Up+1 un
refinamiento de Uy, para cada n.

Ver [19] para una demostracién de esta proposicion.

Ahora tomemos una sucesién Ui, Us, ... que cubran al espacio M,
como en la proposicién anterior y construyamos una sucesién de limite
inverso. Tomaremos cada cubierta U,, como un espacio, cuyos “puntos”
seran los conjuntos abiertos en U, usando la topologia discreta, descrito
a continuacién en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5.2. Sea M un espacio compacto, métrico y totalmente
separable. Entonces M es homeomorfo al espacio limite inverso de una
sucesion finita de limite inverso de espacios discretos.

Ver [19] para una demostracién de esta proposicion.

Estamos listos para estudiar la caracterizacién del conjunto de Can-
tor. Hasta el momento, sabemos obtener espacios métricos, compactos,
totalmente separables como limite inverso de cubrientes. Nuestra si-
guiente meta es mostrar que si dos espacios con tales caracteristicas son
perfectos, entonces las dos sucesiones de limite inverso pueden obtenerse
de manera tal que sus espacios limite inverso sean homeomorfos.

Proposicion 1.5.3. Si U es un conjunto abierto en un espacio topologi-
co perfecto, totalmente separable, entonces U es la union de n conjuntos
abiertos mutuamente disjuntos, no vacios, n € Z.

Su demostracién, asi como el siguiente resultado, que es conocido en
topologia se pueden consultar en [19].

Teorema 1.5.1. Cualesquier par de espacios métricos, perfectos, total-
mente separables son homeomorfos.
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Corolario 1.5.1. Cualquier espacio compacto, métrico, totalmente se-
parable es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Observacién 1.5.1. Cualquier espacio métrico, totalmente separable
es homeomorfo a algin subconjunto del conjunto de Cantor.

Para ver esto, tomemos al Conjunto de Cantor C, y sea M un espacio
métrico, compacto, totalmente separable. El espacio M x C es compac-
to, completamente separable, perfecto y métrico, con lo que entonces
existe un homeomorfismo h de M x C' sobre C. Sea i el homeomorfismo
de M en M x C, definido por i(x) = (x,0). Asi, hoi: M — C es el
homeomorfismo deseado.

1.6. Dimension de Hausdorff.

Queremos generalizar el concepto de dimensién de un espacio métri-
co, que permita definir una dimensién fraccionaria para un objeto o
espacio. La medida de Hausdorff fue introducida entre 1915 y 1917 por
Felix Hausdorff, aunque fue estudiada mucho més extensivamente por
Abram Besicovitch. En teoria de la medida, la nocién natural de medida
es la de cubrir a un conjunto con bolas pequenas, definir un exponente
especifico, sumar sus didmetros y tomar el infimo sobre ellos. Vamos a
explicar con mas detalle esta idea.

1.6.1. Dimensién de Hausdorff.

A continuacion estudiaremos la dimensién de Hausdorff cuya carac-
teristica sorprendente es que no necesariamente es un entero. Mandel-
brot definié a los fractales en términos de la dimensién de Hausdorff.

Sea S un espacio métrico. Una familia A de subconjuntos de S es
llamada una cubierta numerable sobre el conjunto F' C S si y solo si

reya

AeA
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y A es una familia numerable (incluso puede ser finita) de subconjun-
tos. Sea € un numero positivo, la cubierta A es una e-cubierta si y
solamente si diam(A) < ¢, para todo A € A. Definimos

H(F) = inf % (diamA)*,

donde el infimo se toma sobre todas las e-cubiertas numerables del con-

junto F. Por convencién, inf () = co. Un calculo muestra que cuando &
A7S .

decrece, H_(F') crece. Finalmente

H'(F) = lim H_(F) = supH.(F)

=0 e>0

es la medida exterior de Hausdorff s-dimensional del conjunto F.

o LS
...g%g‘aaﬂ‘» :
\‘“““’A"" &

‘

Figura 1.18: Una cubierta finita para un conjunto.
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Hay variantes en la definicién de la medida de Hausdorff que son
algunas veces 1tiles.

(i) Como la cerradura de un conjunto tiene el mismo didmetro que el
conjunto, uno puede usar solamente conjuntos cerrados en las cubiertas
A.

(ii) Si A es cualquier conjunto, entonces estd contenido en un con-
junto abierto con diametro tan cercano como se quiera al didmetro de
A.

(iii) Cualquier conjunto de didmetro r estd contenido en una bola
cerrada de radio r, y didmetro 2r. La coleccién de bolas abiertas es una
clase de cubiertas reducidas para H® con factor 2°.

(iv) En el espacio euclidiano R?, la envolvente convexa de cualquier
conjunto tiene el mismo didmetro que el del conjunto. La coleccién de
conjuntos convexos es una clase de cubiertas reducidas para H*.

(v) Si un conjunto K es compacto, entonces cada cubierta abierta
de K tiene una subcubierta finita, con lo que para calcular la medida de
Hausdorff de un conjunto compacto K, uno puede usar cubiertas finitas
de A.

(vi) Si reemplazamos a un conjunto en una cubierta A de un con-
junto F' por cualquier subconjunto de si mismo, de forma que se siga
teniendo una cubierta de F, entonces la suma

Y (diam A)?®
AcA

solo se hace méas pequenia. Con lo que si ' C T C S, el valor de ﬁz (F)
es el mismo cuando F' es considerado como un subconjunto de 7' a
cuando F' es considerado un subconjunto de S. En particular, podemos
asumir (si es conveniente) que los conjuntos usados en las cubiertas A
del conjunto F' son subconjuntos de F.

(vii) Si F' es un conjunto finito, entonces H*(F) = 0, para todo
s> 0.

Proposiciéon 1.6.1. En el espacio métrico R, la medida de Hausdorff
1-dimensional H', coincide con la medida de Lebesgue L.
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Ver [14] para una demostracién de esta proposicion.

Observacion 1.6.1. i) Para la medida de Hausdorff “0-dimensional”,
podemos usar la funcién conjunto cg definida por co(A) =1, para A # ()
y co(0) = 0.

ii) Con esta definicion, H(A) = n si A tiene n elementos y H(A) =
oo si A es infinito.

Dimension de Hausdorff.

. Cémo se comporta la medida de Hausdorff H*(F') como una funcién
de s para un conjunto dado F'? Por lo visto en la secciéon anterior, se
tiene que cuando s crece, H*(F') decrece. Pero se puede decir mucho
mas.

Proposicion 1.6.2. Sea ' un boreliano en R y sean 0 < s < t. Si
HE(F) < oo, entonces HY(F) = 0. Si HY(F) > 0, entonces H*(F) = oo.

Demostracion. Si diamA < g, entonces

ﬁz(A) < (diamA)! < £7%(diamA)®.

Asi, ﬁi(F) < e!=SH.(F) para todo F. Ahora si H*(F) < oo, entonces

HE(F) < lim " "H(F) = 0 x H*(F) = 0.

e—0

La segunda afirmacion es la contrapuesta. O

La proposicién significa que, para un conjunto dado F, existe
un unico “valor critico” sp € [0, 00] tal que:

H¥(F) =00 | Vs < s0;
HS(F)=0 | Vs> s.

A este valor sg se le llama la dimensién de Hausdorff del conjunto
F.
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Definicién 1.6.1. Sea B.(z) la bola centrada en x con radio r en R™.
Dada una funcion creciente ¢ on [0,00), definimos

H:Z(F) = inf{z @(rj) + FCU;By,(z)), rj < 5}

— ¢ J
H,(F) = %%Hcp(F).
FEsta es la medida de Hausdorff asociada a ¢. Sea ¢(t) = t°, con lo
que denotaremos a la medida H, por H,.

Definicion 1.6.2. Definimos la dimension de Hausdorff del con-
Junto F' como

dim(F) = inf{s : Hs(F) = 0}.

Escribiremos sg = dim(F"). Claro que es posible que H*(F') = 0 para
todo s > 0; en este caso dim(F') = 0. De la misma manera, es posible
que H*(F) = oo para todo s; siendo asi, dim(F') = oo.

La idea de la dimension es una abstraccién de lo que sabemos pre-
viamente de geometria elemental. Si A es una curva suave, rectificable,
entonces su longitud es la manera usual para medir su tamano; pero su
“area” y “volumen” son cero. La segunda y tercera dimensién son muy
grandes para ayudarnos a medir el tamano de A. Si B es la superficie
de una esfera, entonces su area es positiva y finita. Podemos decir que
“longitud” es infinita, por ejemplo, pocemos construir curvas que sean
tan largas como queramos en forma de espiral a su alrededor; su “volu-
men” es cero, ya que estd contenido en una cascara esférica sélida cuyo
grosor sea tan pequenio como uno desee. Mientras que para el conjunto
B, la dimensién 1 es muy pequena, la dimensién 3 es muy grande, y la
dimension 2 es la correcta. La medida de Hausdorff s-dimensional nos
da una manera de medir el tamano de un conjunto para dimensiones s
distintas de los enteros 1,2,3,--- .

Propiedades. Sean A, B dos borelianos en R.

i) Si A C B, entonces dimA < dimB.

ii) dim (AU B) = max{dimA, dimB}.
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Demostracion. i) Supongamos que A C B. Si s > dimB, entonces
H(A) < H3(B) = 0. Con lo que dimA < s. Esto es verdadero para
todo s > dimB, con lo que dimA < dimB.

ii) Sea s > max{dimA,dimB}. Entonces s > dimA, con lo que
H*(A) = 0. Anélogamente H*(B) = 0. Asi, H*(AU B) < H%(A) +
H?*(B) = 0. De esta manera dim(AUB) < s. Esto es verdadero para todo
s > max{dimA, dimB}, teniendo que dim(AUB) < max{dimA, dimB}.
Por i), dim(A U B) > max{dimA, dimB}. O
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Capitulo 2

Nudos salvajes definidos
dinamicamente.

En este capitulo definiremos un collar de n-perlas para construir nu-
dos salvajes definidos dindamicamente. Posteriormente definiremos a los
collares de n-perlas equivalentes y demostraremos que sus correspon-
dientes conjuntos limites son nudos salvajes equivalentes.

2.1. Construccion de nudos salvajes definidos
dinamicamente.

En esta seccion explicaremos la construcciéon de nudos salvajes defi-
nidos dindmicamente (comparar con [17] y [27]).

Consideremos un nudo manso K en S? y sea T la unién de n 3-bolas
Bi := B,,(c1), By := By,(¢c2),...,By := B, (c,) en S® que cubren K,
donde BiNB; =0 (j # i+1,i—1 mod n), pero B; y B;;1 son tangentes
(i=1,2,...,n mod n), como en la Figura A esta coleccion le lla-
mamos un collar de n-perlas (n > 3). Si unimos los puntos de tangencia
consecutivos por un segmento lineal, obtenemos un nudo poligonal K
llamado el nervio (template en inglés) de T'. La frontera de cada B; es
una 2-esfera denotada por ¥;, j =1,...,n.
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Figura 2.1: Un collar de perlas subordinado al nudo trébol.

Reciprocamente, un collar de n—perlas T subordinado a un nudo
poligonal K consiste de la unién de n 3-bolas, cerradas (llamadas per-
las) By := By (c1), By := By,(c2),...,Bn := B, (cy) en S?, donde
BiNBj =0 (j # ¢+ 1,i—1 mod n), pero B; y B;y1 son tangentes
(i=1,2,...,n mod n), de forma tal que K C T. Adem4s, requerimos
que cada segmento de K, contenido en el interior de cada perla, esté
desanudado.

Sea I'r el grupo generado por las reflexiones I;, sobre ¥; (j =
1,...,n). Entonces 't es un subgrupo discreto de Méb(S?), y por lo
tanto es un grupo Kleiniano, cuyo conjunto limite A(I'r) es un nudo
salvaje, es decir, es homeomorfo al circulo ([23], [24]) lo que implica
que Q(T'7) = S* — A(Tr) # 0. El dominio fundamental para I'r es
D =S3—T, con lo que I'7 es un grupo Kleiniano geométricamente fini-
to (comparar [23], [24] y [27]). Ahora, daremos una breve descripcién
del conjunto limite, para mas detalle se puede ver [17] y [18].
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Observamos que si reflejamos con respecto a cada X;, tanto la ima-
gen espejo de K como el collar de perlas correspondiente 7' — B;, son
enviados al interior de B;. Esto implica que B; contiene a una hilo anu-
dado le = I;(T — Bj), de tal manera que (Bj, 7']-1) es una marafa no
trivial, esto es, es homeomorfo al par (C, K), donde C es un cilindro
sélido y K es la imagen espejo de K, ver

Figura 2.2: Un dibujo esquemaético de B; que contiene a un hilo sélido
anudado 7']-1 = I;(T — Bj), consistiendo de la unién de n — 1 bolas tales
que bolas consecutivas son tangentes.

Después de reflejar con respecto a cada ¥;, obtenemos un nuevo
collar de perlas T} de jo = n(n — 1) perlas, subordinado al nuevo nudo
K el cual es isotopico a la suma conexa de K y n copias de su imagen
espejo K. Observamos que en este caso todos los hilos le consisten del
mismo tipo de los dos nudos, K y K,y T3 C T (ver Figura .

Si continuamos con este procedimiento hasta el m-ésimo paso, obte-
nemos un nuevo collar 7, que consiste en la unién de j,, = n(n — 1)™
perlas, Bi", j € {1,...,Jm} subordinado al nudo poligonal K,,. Por
construccion, 1;, C T;,_1 contiene un hilo sélido anudado T]m formado
por n— 1 perlas consecutivas B(T?jil).nlu_nm_lﬂ), e Bg-m---nm_l)’ don-
de n; = n — 1 para i > 1. De esta manera, la unién de todos los hilos

7" es Ty y cada 7;" consiste del mismo tipo de los dos nudos, Ky K,

ver Figura [2.4]
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Figura 2.3: Un collar de perlas después del primer paso del proceso de
reflexién.

El conjunto limite A(I") dado por

A(Tr) =l Ty = (] T
m m=1

es un nudo salvaje (comparar con [17], [23], [27]), el cual es llamado un
nudo salvaje definido dindmicamente. Entre las propiedades interesantes
que posee este conjunto limite estd que es salvaje en cada punto, ver

17 y [18].

Observacion 2.1.1. Claramente para cada punto a € A(T), existe una
sucesion {Bfk}keN tal que a € Bf;C Y Bfk C Ty. Ya que {Bi}keN es
una sucesion de conjuntos anidados y diam(BZkk) — 0, por el teore-
ma de Cantor, {a} = ﬂBfk. Asi, cada a € A(T), posee una direccion
{j1s--+yJn,--- }. Notamos que existe un ambigiiedad en la direccion si a
es un punto de tangencia de dos bolas consecutivas Bfk Y Bfkﬂ(modjk)
(y por lo tanto de las bolas consecutivas de todos los niveles abajo de es-
te), pero podemos resolver esta ambigiiedad eligiendo, digamos, el nivel
Jr + 1(modji) para cada nivel donde tal ambigiedad ezista. Aun mds,
el conjunto de puntos de A(T'r), que son puntos de tangencia de bolas
consecutivas del mismo nivel, es denso en A(I'p).
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Figura 2.4: Un esquema del diagrama de perlas anidadas.

2.1.1. Construccién de conjuntos de Cantor definidos
dinamicamente.

Ahora modificaremos la construccién anterior, para obtener una familia
infinita de grupos Kleinianos cuyos conjuntos limite sean conjuntos de
Cantor en S3.

Dada € > 0 suficientemente pequena, y para el mismo nudo poligo-
nal K en S3, sea T° la unién de n 3-bolas disjuntas BS := By, _¢(c1),
BS := By, _c(c2),...,B¢:= B, _.(cy) en S, subordinada a K de forma
tal que T° C T. Esta coleccién es llamada collar de perlas punteado
de n-perlas (n > 3) subordinado a K. La frontera de cada Bf es una
2-esfera denotada por E;, Jj=1,...,n. Sea I'ro el grupo generado por
las reflexiones 5, sobre 35 (j=1,...,n). A continuacién, daremos una
breve descripcién de su conjunto limite (ver Figura [2.5)).

En el primer paso del proceso de reflexién, reflejamos con respecto
a cada 25, de manera que tanto la imagen espejo de K como el corres-
pondiente collar punteado de perlas T° — B;-, son enviados al interior
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Figura 2.5: Un collar de perlas y un collar de perlas punteado.

de la bola BS. Esto implica que B contiene un hilo punteado anudado

(7)-; = I;(T° - B;) Después de reflejar con respecto a cada 25, obtene-
mos un nuevo collar punteado de perlas T} consistente en jp = n(n—1)
perlas, subordinado al nuevo nudo K7, el cual es isotopico a la suma
conexa de K y n copias de su imagen espejo K. Notamos que en este

caso todos los hilos punteados 3']1 son del mismo tipo de los dos nudos,
Ky K,y TP CT° (ver Figura [2.5)).

Si continuamos con este proceso, en el m-ésimo paso, obtenemos un

nuevo collar punteado de perlas T}, que consiste de j,,, = n(n—1)" per-
las, subordinadas al nudo poligonal K,,. Por construcciéon, T, C T, |y

todos los hilos punteados OT? son del mismo tipo de los dos nudos K y K.

El conjunto limite A(I'7e) estd dado por

A(Pre) = Bm T3, = () T3
m m=1

Lema 2.1.1. Sea T° un collar punteado de perlas subordinado al nudo
manso, no trivial K. Sea I're el grupo generado por las reflexiones so-
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bre cada esfera. Entonces el conjunto limite A(I'ro) es homeomorfo al
conjunto de Cantor encajado en S3.

Demostracion. Es andloga a la dada por [27] Capitulo VIIL O

Entonces I're es un grupo Kleiniano finitamente generado cuyo con-
junto limite A(I'7o) es un conjunto de Cantor (comparar con [23] y [27]).

Observacion 2.1.2. Como en la observacion para cada pun-
to a € A(I'7e), existe {B;?;f}keN tal que a € By y BJ]?];E C Ty. Co-
mo {B]’.C,f}keN es una sucesion de conjuntos anidados y su didmetro
(B;.C;;) — 0, por el teorema de Cantor {a} = ﬂB;.C]’;.

Con lo que {j1,...,jn,...} es una direccion para cada a € A(I'ro).

2.2. Nudos salvajes definidos dinamicamente
equivalentes.

La meta de este seccién es demostrar el teorema [2.2.11

Definicion 2.2.1. Sean T y V dos collares de n-perlas tales que T =
Ui Bj y V = U ,C;, donde Bj, C; son 3-bolas cerradas (i, j =
1,2,...,n). Decimos que V es equivalente a T, si existe un homemor-
fismo ¢ : §° = §° tal que p(T) =V, p(B;) = Ci, y ¢(B; N Bit1) =
CinNCiyr.

Observacion 2.2.1. Sean T y V dos collares de n-perlas equivalentes
cuyos nervios son K y L, respectivamente. Entonces K y L son nudos
equivalentes.

Teorema 2.2.1. Sean T y V dos collares de n-perlas equivalentes. En-
tonces los conjuntos limites correspondientes A(I'r) y A(T'y) son nudos
salvajes equivalentes.

Demostracion. Sean T' = U} B; y V = U}, C; dos collares de n-perlas
equivalentes via el homeomorfismo H : S? — S3. Sean I'z y T'y los gru-
pos correspondientes generados por las reflexiones I, J; sobre ¥; = 0B5;

39



y T; =0C; (j =1,...,n), respectivamente.

En el primer paso del proceso de reflexién, obtenemos los collares de
ny-perlas Ty y Vi de T'y V, respectivamente; donde ny = n(n — 1) (ver
la seccién . Observemos que 717 y V71 también son collares de perlas
equivalentes. En efecto, considerando la funcién H; : S* — S? dada por

{H(w) sixeSd-T

Hi(z) = JjHIj (x) six € By, donde j; € {1,...,n},

entonces es una funcién bien definida continua, y como I;, J; son ho-
meomorfimos (j = 1,...,n), tenemos que Hj también es un homeomor-
fismo que satisface H1(71) = V;. Con lo que el siguiente diagrama es
conmutativo

T1 — T
lHl lH
1 — Vv

donde las flechas horizontales son las correspondientes aplicaciones in-
clusion.

Continuando con el proceso de reflexion, tenemos que en el m-ésimo paso
los collares de n,-perlas correspondientes Tp,, y Vi, (ng = n(n — 1)™)
son equivalentes via el homeomorfismo H,, : S? — S? dado por

H(x) sizeS?-T
(@)= 17, J HI, L, I, sizeBj.
I H Ly (@) - T I, siw € By i,
donde ji,...,jm € {1,...,n} (ver la observacién [2.1.1)). Asi H,, es una
funcién bien definida continua; y nuevamente como I;, J; son homeo-
morfismos (j = 1,...,n), tenemos que H,, también es un homeomor-

fismo que satisface H,,(T),) = Vin. Con lo que el siguiente diagrama es
conmutativo

Tm — Tm -1

le le,l
Vin — Vin
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donde las flechas horizontales son las correspondientes aplicaciones in-
clusion.

Resumiendo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T «— T +— Ty +— ---AT7p)
Lu L L,
Vi «—  «— -V, «— ---A(y)

Por la propiedad universal de limite inverso, existe una funcién continua
F : A(T7) —» A(l'y) y usando el mismo argumento, existe una funcién
continua G : A(T'y') — A('7); y por el siguiente diagrama conmutativo,
tenemos que F oG =1Idy Go I = Id.

T — T «— Ty +— ---A[lp)
L L, L, |
Vo o— Vi — oV —— - ADy)
lH—l lH;l lH;} l
T — T «— Ty +— ---A[Tp)
Con lo que A(I'r) y A(T'y) son nudos salvajes equivalentes. O

Anteriormente, describimos a un collar de n perlas T' como la unién de
n 3-bolas cerradas tales que bolas consecutivas son tangentes, By :=
By, (c1), B := Bp,(ca),..., By := B, (cy) en S de forma tal que si
unimos sus puntos de tangencia consecutivos por segmentos lineales,
obtenemos un nudo poligonal K llamado el nervio de T'; sin embargo
para nuestro proposito reformularemos esta definicion.

Consideremos el circulo unitario S' = {(cos(276),sin(276),0) : 0 €
[0,1]} y coloquemos 3-bolas O; del mismo radio en los puntos ¢; =
(cos(ZWT’g),sin(Q’;’g),O) €S (i =0,1,...,n — 1), de manera que las

bolas consecutivas sean tangentes. Definimos el collar de n-perlas trivial
O(n) como O(n) = U}, 0;. Notemos que podemos obtener un collar de
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n-perlas T de O(n) cortdndolo en un punto de tangencia, anudédndolo y
volviendo a pegarlo de regreso. Observemos que en esta construccion, el
tamano de algunas bolas puede cambiar, pero la condicién de tangencia
se conserva.

Definicién 2.2.2. Un collar de n-perlas es un encaje T : O(n) — S3
tal que T(0;) es una 3-bola euclidiana y T'(O;) es tangente a T'(O;11),
i=1,2,...,n mod n; en otras palabras, T(O; N O;;+1) es un punto.

Observacion 2.2.2. 1. Podemos identificar a un collar de n-perlas
T con su imagen T(O(n)). Esto serd conveniente en el futuro
y usaremos indistintamente el mismo simbolo para la aplicacion
como para su imagen.

2. Notemos que cada bola O; es ortogonal al circulo S*, con lo que
si consideramos al grupo I'o(n) generado por las reflexiones I;,
sobre 00; (i =1,...,n), entonces su conjunto limite A(Tp(n)) es
nuevamente el circulo St (ver [27] para mds detalles).

Definicién 2.2.3. Sean T, V : O(n) — S? dos collares de n-perlas.
Decimos que V' es equivalente a T, si existe un homeomorfismo ¢ :
S* = §% tal que p(V) = T, (V(0:)) = T(0:) y ¢(V(O0; N Oiy1)) =
T(Ol N Oi+1).

Por la definicién 2:2.2] tenemos que la definicién anterior es equivalente
a la definicion 22,71

Definicién 2.2.4. Sean T, V : O(n) — S? dos collares de n-perlas.
Decimos que T es isotopico a V' si existe una funcion continua H :
O(n)x[0,1] — S3 tal que H(O(n),0) =T, H(O(n),1) =V y H(O(n),t)
es un collar de n-perlas para cada t € (0,1).

Ahora, relacionaremos los correspondientes conjuntos limite de collares
de n-perlas isotopicos. Para ello, recordemos que dos 1-nudos K, L :
St — §? son isotdpicos si existe una funcién continua H : S'x[0,1] — S3
tal que H(z,0) = K(z), H(x,1) = L(x), para x € S y la aplicacién
F; : S' — S? dada por Fy(x) = H(z,t) es un 1-nudo, para cada t € (0,1).
La aplicacion H se llama una isotopia de K a L.
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Teorema 2.2.2. Sean T y V dos collares de n-perlas isotopicos. En-
tonces sus conjuntos limite correspondientes A(I'r) y A(T'y) son nudos
salvagjes isotopicos.

Demostracion. Sean Ty V collares de n-perlas isotépicos, via la fun-
cién de isotopfa H : O(n) x [0,1] — S3. A continuacién, identificamos
los collares de perlas con sus imdagenes, con lo que podemos asumir que
T =VUB;y que V=U",C; y sean I'r y I'y los correspondientes
grupos generados por las reflexiones I, J; sobre ¥; = 0B; y T; = 0C;
(j =1,...,n), respectivamente.

En el primer paso del proceso de reflexién (ver Seccién , obtene-
mos collares de ni-perlas 77 y Vi de T' y V, respectivamente; donde
n1 = n(n — 1). Observemos que T} y V; también son collares de perlas
isotépicos. En efecto, Hy : O(ny) x [0,1] — S? dada por Hi(z,t) =
Jj H(I;, x Id)(z,t), para = € O, j1 € {1,...,n} es una funcién bien
definida, continua, y que satisface Hy(z,0) = T1(x), Hi(z,1) = Vi(x) y
Hi(z,t0) es un collar de nji-perlas, para cada ty € (0,1), donde Id es la
funcién identidad. Con lo que el siguiente diagrama es conmutativo

T1 — T
lH1 lH
Vi — Vv

donde las flechas horizontales son las correspondientes aplicaciones in-
clusion.

Continuando con el proceso de reflexién, tenemos que en el m-ésimo
paso, los correspondientes collares de ny,-perlas T,, y Vi (04, = n(n —
1)™) son isotépicos via la isotopia H,, : O(ny,) x [0,1] — S dada por

Hp(z,t) = Jj, Jjpy - Ly H(Lyy -+ 1, 1, x Id) (2, 1),

m—1

paraz € Oj, ;. , donde Id es la funcién identidad y ji € {1,...,n}
(ver la observacién2.1.1)). Asi, H,, es una funcién bien definida, continua
y satisface Hy,(2,0) = Tp(x), Hp(x,1) = Vip(z) v Hp(z,t0) es un
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collar de n,,-perlas para cada ty € (0,1). De esta manera, el siguiente
diagrama es conmutativo

Tm — Tm_ 1

J/Hm J«Hm—l
Vin — Vin

donde las flechas horizontales son las correspondientes aplicaciones in-
clusién.

Resumiendo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T — T — co T — - A(T'p)

Lu L L, l
H(.7t0) — Hl(.)tO) — - "Hm(.vt[)) — "'A(FH(o,to))

Lu L, L,

Vv — %1 — Vi — - A(Ty)

donde tg € (0,1). Por la propiedad universal de limites inversos, existe
una funcién continua Gy : A(I'r) — A(T'g(ey)) para cada t € [0, 1].

Definimos G : A(T'r) x [0,1] — S? como G(z,t) = G¢(z), entonces G es
continua.

En efecto, sea U C S* un abierto tal que V = U NIm(G) # 0 (I'm de-
nota a la imagen). Entonces G—1(V) = G~1(UN (Urejo, g AT H(a b)) =
Ute[o,HG_l(UﬂA(PH(.JO))) = Ute[o,l]Gt_l(UOA(FH(o,tO)))‘ Como Gy es
una funcién continua, tenemos que G;l(UﬂA(FH(,iO))) es un conjunto
abierto. Esto implica la continuidad de G.

Observemos que si aplicamos el argumento anterior para el collar de n-
perlas trivial O(n), existe una funcién continua F': A(Lop(,)) — A(I'7).
En efecto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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Omn) <— Om)1 <+— ---0M)yn +— - ATowm)
|7 i 11
T T

— — Ty — - AI7)

pero en este caso, tenemos que cada aplicaciéon vertical es un homeo-
morfismo, y por tanto F es un homeomorfismo. Por la observacién
tenemos que A(Lp(,)) = S!, con lo que existe un homeomor-
fismo F' : S' — A(T'7). Notemos que el mismo argumento es vélido
si reemplazamos A(I'r) por A(I'g(ey), i-e. existe un homeomorfismo
F; Sl — A<FH(0,t))

Por lo anterior, obtenemos una funcién continua H : S' x [0,1] — S* de-
finida como H(z,t) = G(F(z),t) = G4(F(z)) la cual satisface H(z,0) =
A7) (x), H(x,1) = ATy)(z), y H(z,t) = AT (e))(z) es un nudo
salvaje (ver seccién [2.1). De esta manera, A(I'r) y A(T'y) son nudos
salvajes isotépicos. O
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Capitulo 3

Continuidad de la
dimension de Hausdorff en
nudos salvajes definidos
dinamicamente,
equivalentes.

En este capitulo comparamos la dimensién de Hausdorff de nudos
salvajes definidos dinamicamente con la dimensién de Hausdorff de con-
juntos de Cantor definidos dindmicamente, usando las ideas de C.J.
Bishop, P.W. Jones [4] y de Curtis McMullen [30]. Posteriormente de-
mostraremos que la dimensién de Hausdorff de los conjuntos limites
de nudos salvajes definidos dindmicamente equivalentes es una funcion
continua, teorema [3.2.1]
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3.1. Dimension de Hausdorff para nudos salva-
jes definidos dinamicamente.

El objetivo principal de esta seccion es demostrar el Teorema [3.1.2
Comenzaremos comparando la dimensién de Hausdorff de nudos salvajes
definidos dindmicamente con la dimensién de Hausdorff de la familia
de conjuntos de Cantor descritos en la seccién [2.1] y demostraremos el
Teorema
Sea K un nudo manso en S? y sea T la unién de n 3-bolas cerradas
By := B, (c1), Bs := By,(¢32),...,Bn := By, (c;) en S? que cubren a K,
tales que bolas consecutivas son tangentes. Sea I'r el grupo Kleiniano
generado por las reflexiones I;, sobre ¥; = dBj (j = 1,...,n). Sea
A(T'7) el conjunto limite de I'p.

Dada € > 0 suficientemente pequena, y para el mismo nudo poligo-
nal K en S3, sea T la unién de n 3-bolas disjuntas BS := By, _(c1),
BS := Byy_c(c2),...,B := B, _(cy) en S? subordinadas a K de ma-
nera tal que T° C T'. Sea I'te el grupo generado por las reflexiones [ ]6.,
sobre X5 = 0B5 (j = 1,...,n). Seat A(I're) el conjunto limite de I'ze.

Teorema 3.1.1. Sea G' cualquiera de los grupos Kleinianos I'r y I're
descritos arriba. Entonces 6(G) = dim(A(Q)), donde 6(G) denota el
exponente de Poincaré del grupo Kleiniano G, considerando G como la
extension a un grupo de isometrias que actia en el espacio hiperbolico
H4.

Demostracion. Primero demostraremos la desigualdad
dim(A(G)) < 0(G)

usando un argumento parecido al dado en [4]. Denotaremos también a
la extensién de G en H* como G, ya que esta extensién es tnica.

Fijemos un nimero suficientemente grande M y para cada g € G, sea
By la bola euclidiana centrada en % (la proyeccion radial de la érbita
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sobre la esfera) y radio M(1— | ¢g(0) |). Observemos que para alguna
M y por la construccién de A(G), cualquier punto de A(G) pertenece
a muchas (infinitas), bolas By, con lo que {By} es una cubierta abierta
de A(G). Observemos también que

Z(Bg)tSJru < 00

g

para cualquier v > 0. En efecto, ya que 3 . exp(—(0+v)p(0,9(0))) <
00, tenemos que Y, exp((6 + v)(1 — p(0,9(0)))) = > e exp((1 —
p(0,9(0)))*™) < oo, con lo que 3, (1= | g(0) [)** < oo. Asf,

dim(A(G)) < §(G).

A continuacién, demostraremos la otra desigualdad, dim(A(G)) > 6(G)
usando un argumento similar al dado por McMullen ([30]) en el caso
3-dimensional. Para cualquier v > 0, sean s’ = §(G)—vy s = 0(G) —2v.
Entonces la serie de Poincaré s’-dimensional diverge. Probaremos que
la medida de Hausdorff s-dimensional A(G) es distinta de cero.

Para ello, construyamos un &rbol 7 con raices en el origen en B* de
la siguiente manera. Los vértices de 7 estdn en un subconjunto de la
6rbita G(0); de hecho, el conjunto de vértices C' de T estd dado por
C = UX,C;, donde Cy = {0 € B*} y definimos Cp,, n > 1, como el sub-
conjunto de G(0) tal que cada v, € C,, tiene un unico “padre” en C,,_1
y una coleccién de “hijos” C(v) C Cp41. Ahora, vamos a describir al
conjunto de aristas E de T por niveles. Consideremos C y conectemos
el origen con cada vértice v; € C por un segmento de geodésica, el cual
sera una arista e de T, para obtener un arbol truncado 7;. Observemos
que se tienen n vértices en C1, un v; para cada bola B; (Bf) de nues-
tros respectivos collares; y cada arista es un segmento de geodésica de
longitud mayor que L > 0; y el dngulo entre dos aristas en cada vértices
es mayor que 6 > 0.
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A continuaciéon, usaremos el proceso de reflexién para definir las aris-
tas de los vértices en C7 a los vértices en (3. De hecho, la reflexién I;
(I ]E) envia tanto una copia del correspondiente collar de perlas T — B;
(T¢ — Bj§) como una copia de 7q (llamada 7i,) sobre la bola B; (Bj) para
J=1,2,...,n. Vemos que el conjunto de vértices de Ty, es exactamente
el conjunto C(vj) C Ca, con lo que colocamos aristas de v; hacia todos
sus hijos (ver Figura. Si hacemos esto para cada j = 1,--- ,n, obte-
nemos al final del primer paso en nuestro proceso de reflexiones, todas
las aristas respectivas desde el nivel Cq hasta el nivel Cy. Como antes,
cada arista es un segmento de geodésica con longitud mayor que L > 0;
y el angulo entre dos aristas en cada vértice es mayor que 6 > 0.

Figura 3.1: El arbol de los puntos drbita.

Repitiendo este procedimiento, obtenemos una familia de rayos (L, 6)-
geodésicos partiendo del origen, ramificandose en los vértices y exten-
diéndose hacia el infinito. Esta familia de rayos geodésicos forma un
arbol porque por construccién, una vez que se ramifican nunca vuelven
a encontrarse. Més atn, por las observaciones [2.1.1] y 2.1.2] tenemos que
el conjunto E(T) de los extremos de 7 esta contenido en A(G) y si
G = I're podemos concluir que E(7) = A(I're). Esto implica que T
tiene la siguiente propiedad: Para cada vértice v en T y su conjunto de

50



hijos v se sigue que

S exp(—sp(v',0) = 3 exp(—sp(t/, v)) - exp(—sp(v, 0),

porque las geodésicas satisfacen p(v’,0)) < p(v',v) + p(v,0). Por cons-
truccion y usando el hecho de que la serie de Poincaré s-dimensional
diverge, tenemos que

Z exp(—sp(v',v)) >> 1;

,U/

con lo que
S exp(—sp(t/,0)) = exp(—sp(v,0)) (3.1)

,Ul

v la longitud de cada arista e estd acotada por la constante L.

Ahora, demostraremos que H,(E(7)) > 0. Tomemos una cubierta por
3-bolas By, (x;) de E(T) arbitraria. Para cada camino en 7 desde el
origen hacia un extremo, si éste termina en un extremo contenido en
una bola By, (z;), cortamos el camino en el vértice por el cual entréd
primero a la hemibola B; en H* que genera B,,(r;) y removemos la
parte mas lejana de ahi. De esta manera, construimos un arbol finito
T’. Entonces la suma tomada sobre los vértices v’ en la frontera de T’
satisface

> exp(—sp(v',0)) > exp(—sp(0,0)) = 1

por la ecuacién (B.1)). Ya que exp(—sp(v’,0)) y (1 — [v'])* son compara-
bles, entonces existe una constante C' > 0 tal que si v’ € B; se tiene que
C(2r;)® > exp(sp(v',0)). La cantidad de v" € 9T que estdn contenidas
en una hemibola B; estd acotada por una constante K la cual depende
solamente de a = infe_g74 {p(9(0),0)} y de L'. Asf

QSC’KZTf > Z exp(—sp(v’,0)) > 1.
i v'€oT’
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Esto implica que, para cualquier cubierta por 3-bolas de E(T), la suma
de sus radios a la s-ésima potencia no es menor que (2°CK)~1, con lo
que obtenemos

Hy(A(G)) > Hy(E(T)) > (2°CK)~! > 0.

Como s = §(G) — 2v y v es arbitraria, concluimos la demostracién del
teorema 3.1.1. Ul

Corolario 3.1.1. Sea {I're } una sucesion de grupos Kleinianos fini-
tamente generados como antes. Entonces se sigue que {I're } converge
algebraicamente o I'r y dim(A(I'7)) < liminf,, dim(A(FToin)l).

Demostracion. Recordemos primero que I'r = (I1, Ia,...,I) y I're =
<Iﬁ g ,In%>, con lo que claramente {I're } converge algebraica-

mente a I'p.

Para la segunda parte del corolario 3.1.1, por el teorema 3.1.1, basta
probar que
(5(FT) S ll'Hllnfé(FToF )
m m

pero esto es consecuencia del siguiente resultado.

Afirmacién: Dada §y > 0 existe una ¢y (que depende tnicamente
de 6 y de I'r) tal que si || If — I; ||< €o, para toda j, entonces
(5(1—‘T0L) > 6(T'r) — do-

En efecto, notemos que p(g= (0),0)) < p(g (0), g(0))+p(g(0),0), donde
gi y g representan a la misma palabra pero usando los generadores
respectivos de cada grupo, con lo que gm converge a ¢. De lo que se
sigue la afirmacion. O

Estamos listos para demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.2. Bajo las condiciones arriba mencionadas,

lim dim(A(FTo%) = dim(A(I'7))

=—0
donde dim denota la dimension de Hausdorff.

Demostracion. Por el corolario solamente necesitamos probar que

lim dim(A(T <)) < dim(A(T'p)).
<£ 50 m

Consideremos una cubierta {B,, (z%)} de A(I'r), donde By, (z%) deno-
ta a la 4-hemibola euclidiana centrada en zj y radio r;. Como A(I'r)
es compacto, entonces existe una subcubierta finita {B,, (z,)}._; de

A(D7).

Afirmacién. Ya que A(I'r) = NiT%, se tiene que existe m > 0 tal que
el collar del m-ésimo paso T, satisface que T}, C Ué:lBTki (k).

Demostracion de la afirmacion. Por construccion Ty, = UL, i, i, (Bj),

donde I;, ;, .4, denota la composicién de las k inversiones correspon-

dientes I;, o ... o I;, o I;; y Bj es la j-ésima bola perteneciente a T'.

Observamos que I;, ;,.... 4, (B;) es una bola euclidiana y su radio tiende

a cero cuando k tiende a infinito. Asi, se puede encontrar m tal que
o l . . A4

T3, C Uiy By, (%) Esto demuestra nuestra afirmacién. [J

. o .

Consideremos T}, como antes. Sea Iil’iQ,,..,.?;m(Bj) C T,, la 3-bola eucli-
R

.y con radio Ty i

€ E,j 1 €,7
£ in.. i, (D) centrada en Cirigoim ¥ radlo Tt in i 'Ahora ponga
J €J

mos la 4-hemibola B;, ;, . ;. de radio Ty g € Gt i
que se tiene que los conjuntos {B;, i, i |1 < i1,...,%, < n} es una
cubierta para A(I're). Esto se sigue ya que por la observacién m po-
demos asociar a cada punto y € A(I'ze) una direccion {j1,..., ...},
Jr € {1,2,...,n}; donde jj significa la inversién en la esfera X5, .

diana centrada en ¢’

in iz m Y tomemos la 3-bola

€

, con lo
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En otras palabras, para cada cubierta por 3-bolas {B,, ()} de A(I'r),
hemos encontrado una cubierta por 3-bolas { B, iy,....im | 1 <1, lm <

n} de A(I'zo) tal que Y (r] < Y ré. Esto implica que

7»1 12500y im )

1nf{2rk . By, (z) cubiertas A(I'ro); rp < r}

< inf {Z rd . By, () cubiertas A(T'r); rp < r}
k

y por lo tanto para cada ¢ > 0

dim(A(T're)) < dim(A(T'r)).

Con lo que,
1im0 dim(A(Tpe ) < dim(A(I'7)).
£ m
Asi, queda demostrado el resultado. O

3.2. La continuidad de la dimensién de Haus-
dorff en nudos salvajes definidos dinamica-
mente equivalentes.

Consideremos el conjunto C(n) que consiste de todos los collares de
n-perlas. Dado un collar T € C(n), sea S(T) el subconjunto de C(n) que
consiste de todos los collares de n-perlas equivalentes a T'; 1.e.

S(T)={V €C(n)|V es equivalente a T'}.

Sea A(S(T)) el conjunto de todos los conjuntos limite correspondientes
A(Ty), donde V € S(T); 1.e

AS(T)) = {ATy) |V € S(T)}-

Estamos listos para demostrar nuestro teorema principal.
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Teorema 3.2.1. La funcion H : A(S(T)) — R dada por
H(A(T'y)) = dim(A(T'y))
es continua, donde dim denota la dimension de Hausdorff.

Demostracion. Sea T' € S(T') un collar de n-perlas. Como antes, asu-
miremos que 7" = UB;j y sea I'g el grupo generado por las inversiones
I; sobre ¥j = 0B; (j = 1,...,n), cuyo conjunto limite es A(I'zv). Su-
pondremos también que dim(A(I'zv)) = ro.

Ahora, consideremos el correspondiente collar punteado de n-perlas
T;0 = UB] (ver seccién [2.1)) y sea I7yo el grupo generado por las refle-
xiones I}, sobre X7 (j = 1,...,7n). Asf su conjunto limite A(I're) es un
conjunto de Cantor. Tomemos

S(T;°) = {V,) |V es equivalente a T"}.

Dada € > 0, por el Teorema [3.1.2] tenemos que existe vy > 0 tal que si
v < 1, entonces | dim(A(T'zye)) — dim(A(I'))| < §.

Por otro lado, por el teorema de Bowen-Ruelle (p. 505 [20]), tenemos
que la funcién H : A(S(Ty;)) — R dada por H(A(T've)) = dim(A(T'ye)))
es continua. Esto 1mphca que existe 6 > 0 tal que d(A(T've), A(T'rp)) <6
entonces |dim(A(Ty;e)) — dim(A(I'7r0))| < §, donde d denota la distan-
cia entre dos subconjuntos en un espacio métrico.

De esta manera,

| dim(A(T'y)) — dim(A(Tp))] < | dim(A(Ty)) — dim(A(Tys

)|
+ | dim(A(Tyo)) — dim(A(T'7)
)

) —
<)
< |dim(A(I'y)) — dim(A(Tye
+ [dim(A(Tye)) — dim(A(Trre

)
)
)
6 )
+ [ dim(A (o)) — dim(A(T'pr)

|
)|
)|
+o+

<S84
=373%3
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Con lo que H es una funcién continua.
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