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Resumen

En este trabajo se presenta el andlisis del decaimiento de la coherencia para un
sistema tripartita en el marco de los sistemas cuanticos abiertos. Esto introduciendo
una medida de fidelidad: la amplitud de fidelidad generalizada. El trabajo consta
de tres bloques principales: i) Modelos, ii) Amplitud de fidelidad generalizada y iii)
Resultados y simulaciones.

En el primer bloque, introducimos los modelos tripartitas utilizados a lo largo de
todo el trabajo. Estos modelos estan constituidos por un sistema central — qubit —,
entorno cercano; descrito ya sea por un entorno cadtico — modelado por una matriz
aleatoria— o por un oscilador arménico y un entorno lejano — termino disipativo —.

En el segundo bloque, calculamos amplitud de fidelidad generalizada para ambos
modelos. Primero, utilizamos el entorno cadtico como entorno cercano y obtenemos
una ecuacion maestra que describe su dinamica. Con la cual obtenemos una ecua-
cién integral que describe la amplitud de fidelidad generalizada. Solucionamos esta
ecuacion integral analiticamente para diferentes regimenes — perturbativo y Fermi
golden rule — por medio del teorema del residuo. Después cambiamos el entorno a
un oscilador armonico, y de igual manera, obtenemos una ecuacién maestra para la
dinamica del entorno cercano y una ecuacion integral para la amplitud de fidelidad
generalizada.

En el tercer bloque, mostramos las simulaciones obtenidas para decaimiento de
la coherencia para ambos modelos. Aqui mostramos como en ambos casos el decai-
miento de la coherencia se ve beneficiado al incrementar el acoplamiento del entorno
cercano con el lejano. En la ultima parte de este bloque mostramos como se compara
la amplitud de fidelidad generalizada se compara con otras medidas frecuentemente
utilizadas como son la distancia traza, la fidelidad cuantica y la super - sub fidelidad.
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Abstract

The present work shows the coherence decay analysis in a tripartite system, this
in the frame of open quantum systems. This analysis will be performed introducing
a new fidelity measure: the generalized fidelity amplitude. The total work consists
mainly of three blocks: 1) models, ii) generalized fidelity amplitude and iii) results and
simulations.

In the first block, we introduce the models used throughout the work. These models
are constituted by a central system — qubit —, a near environment described either by
a chaotic system — random matrix — or a harmonic oscillator, and a far environment
— dissipative term —.

In the second block, the generalized fidelity amplitude was calculated. First, we
use a chaotic environment as an environment and we obtain a master equation that
describes its dynamics. With this master equation, we can obtain an integral equation
which describes the generalized fidelity amplitude. This integral equation is solved
analytically for different regimes — perturbative and Fermi golden rule — throughout
the residue theorem. Then we change the near environment to a harmonic oscillator,
and as the previous case, we obtain an integral equation for the generalized fidelity
amplitude.

In the third block, we show the simulations obtained of the coherence decay for
both models. Here we show how for both cases the coherence decay enhances when
we increase the coupling between the near and far environment. The last part of the
block shows the comparison between the generalized fidelity amplitude with other
measurements frequently used for instance the trace distance, the quantum fidelity,
and the super- sub fidelity.
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Capitulo 1
Introduccion

La teoria de sistemas cudnticos abiertos juega un rol importante a la hora de apli-
car la teoria cuantica en diversas areas de la fisica, como la informacion, computacién
y criptografia cudntica [1]. Esto debido a que permite el estudio de un sistema cudntico
(generalmente llamado sistema central) en contacto con su entorno. Esta interaccion
provoca la perdida de la dinamica unitaria e induce el decaimiento de la coheren-
cia (también llamada decoherencia), lo que desemboca en la perdida de propiedades
cudnticas importantes (e.g. la superposicién, el entrelazamiento) [2]. Dicho lo anterior
resulta fundamental comprender y controlar esta interacciéon con el fin de evitar tal
decaimiento.

Una forma de medir esta interaccion es a través del la fidelidad (también conocida
como Loschmidt echo). La cual, es el traslape del estado inicial con el estado obtenido
después de una evolucién no perturbada, i.e. estado sin tomar en cuenta la perturba-
cion del entorno, seguida de una evolucion perturbada hacia atras en el tiempo o, de
manera equivalente, es el traslape entre el estado obtenido después de una evolucion
no perturbada y el estado obtenido después de una evolucién perturbada. [3].

Anteriormente se ha mostrado que el decaimiento de la fidelidad puede ser co-
nectada con la perdida de coherencia de un sistema cudntico, i.e. la amplitud de
fidelidad decrece conforme la decoherencia aumenta debido al acoplamiento con el en-
torno, cuando se tiene un entorno de desfase (dephasing). Aqui podemos interpretar
las coherencias del sistema central (los elementos no diagonales de su operador de
densidad) como el decaimiento de la amplitud de fidelidad. [4].

Recientemente ha sido posible extender el sistema total a un sistema tripartita,
i.e. sistema central acoplado a entorno cercano y este acoplado a un entorno lejano, y
como en el caso bipartita utilizar las coherencias del operador de densidad del sistema
central para medir el decaimiento de la amplitud de fidelidad [5]. Sin embargo a
diferencia de los sistemas bipartitas aqui las coherencias del sistema central, que se
encuentra acoplado a un sistema intermedio abierto, i.e. debido a la interaccién con el
entorno lejano, da lugar al decaimiento de lo que se conoce como amplitud de fidelidad



generalizada.

En el presente trabajo analizaremos el efecto que tiene el acoplamiento del entorno
lejano en la coherencia del sistema central, para el caso que estos no interactian
directamente. El entorno cercano sera el sistema abierto que analizaremos, utilizando
el qubit (sistema central) como prueba, y como fuente de la perturbacién, causando
el decaimiento de la fidelidad en ausencia del entorno lejano.

Consideraremos dos tipos de entorno cercano, un modelo RMT como el utilizado

en [5], y un oscilador arménico desplazado, para al final obtener para cada uno de
los entornos una ecuacién integral que nos permita calcular la amplitud de fidelidad
generalizada.

Todo lo dicho anteriormente pretende ser explicado y extendido en el presente tra-
bajo de la siguiente manera: en el Cap. 2 se introduciran las herramientas y conceptos
necesarios para el desarrollo de este trabajo, estos incluyen la definicion de un siste-
ma cuantico abierto y las ecuaciones maestras como herramientas para analizarlos,
el concepto de decoherencia y diferentes medidas que nos permiten cuantificarla: i)
fidelidad cuéntica, ii) amplitud de fidelidad generalizada, iii) distancia traza, iv) sub
y super fidelidad.

En el Cap. 3 describiremos los 2 modelos a los que aplicaremos la amplitud de
fidelidad generalizada. Ambos modelos son sistemas tripartitas y difieren solo en el
entorno cercano. El primer modelo estd compuesto por un qubit como sistema central,
un entorno cercano modelado por un entorno RMT y un canal depolarizador con tem-
peratura infinita. Para el segundo modelo de nuevo utilizamos un qubit como sistema
central, ahora modelamos el entorno cercano por un oscilador armoénico desplazado
y como en el caso anterior el utilizaremos un canal depolarizador con temperatura
infinita como entorno lejano.

En el Cap. 4 desarrollamos descripciones analiticas para la amplitud de fidelidad
generalizada. Esto con el fin de obtener las ecuaciones que modelen el decaimiento de
la coherencia del sistema central para los modelos descritos en el Cap. 3.

En el Cap. 5 mostraremos los resultados de las simulaciones numéricas para las
diferentes medidas de fidelidad introducidas en el Cap. 2: i) amplitud de fidelidad
generalizada, ii) distancia traza, iii) fidelidad cudntica (de Jozsa), iv) sub y superfi-
delidad, para los modelos introducidos en el capitulo 3.

Para finalizar en el Cap. 6 se daran las conclusiones a las que se ha llegado después
de los anélisis realizados para los Caps. 3, 4y 5.
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Capitulo 2
Marco teorico

En esta seccion se introducen los conceptos y herramientas utilizadas a lo largo de
este trabajo. Primero introducimos el concepto de sistema cuédntico abierto, describi-
mos las propiedades de este tipo de sistemas y como pueden ser modelados por una
ecuacion maestra. Después introducimos el concepto de decoherencia y como puede
ser cuantificada a través de diferentes medidas — en especial nos enfocaremos en la
amplitud de fidelidad descrita en términos del operador de Loschmidt eco —. Termi-
namos introduciendo otras medidas para la decoherencia con fin de compararlas con
la amplitud de fidelidad generalizada.

2.1. Sistemas cuanticos abiertos

De manera general un sistema abierto es un sistema cuéntico S el cual esta aco-
plado a otro sistema cuantico B el cual actiia como entorno. Donde cada uno de estos
sistemas representan subsistemas de un sistema total S 4+ B. ! Entonces el estado del
subsistema S cambiard debido a su dindmica interna y a la interaccién con en entorno
B. Esto genera interacciones entro los sistemas tal que la dinamica del subsistema
S no puede ser descrita por una dinamica unitaria como en el caso de un sistema
cerrado.

Entonces el sistema S y el entorno B pertenecen a los espacios de Hilbert ¢ y
Jp respectivamente y el sistema total S 4+ B pertenecera al espacio de Hilbert dado
por el producto tensorial ¢ = 5 ® #%. El Hamiltoniano total tiene la forma

H(t) = Hs ® 15+ 1s ® Hp + H;(t), (2.1)

donde Hg es el Hamiltoniano del sistema S, Hg es el Hamiltoniano del entrono B y
H(t) es el Hamiltoniano que describe la interaccién sistema-entorno [2].

'En general este sistema combinado se toma como un sistema cerrado, que sigue una dindmica
Hamiltoniana.



2.1. Sistemas cuanticos abiertos

2.1.1. Ecuacién maestra

Dado que en general la dindmica de un sistema cudntico abierto no puede ser
descrita en términos de una evolucién unitaria, resulta conveniente encontrar una
ecuacion de movimiento para su matriz de densidad. Esta ecuacién de movimiento es
una ecuacion maestra de la forma

d
EQS@) = Los(t), (2.2)
y es llamada ecuaciéon maestra Markoviana para el sistema abierto S. Aqui L es el

generador del semigrupo y representa un super-operador?. Entonces para el sistema
reducido el generador tiene la forma

N2-1
. 1 1

£ot) = =ilt 0]+ 3w (Apia] - gAltip - gpald) @3

k=1

donde el primer termino representa la parte para la dindmica unitaria generada por
el Hamiltoniano H,, 7 > 0 es la tasa de relajacién y los operadores A; son los

operadores de Lindblad [0, 7]. En este punto podemos introducir el disipador
1 1
k

Ahora utilizando la Ecu. (2.4), podemos reescribir la ecuacién maestra (2.2) como [2]

©pu(t) = i [Ha, p.(0)] + D(pu(1) (2.5)

2.1.2. Limite de acoplamiento débil

Una forma de obtener la ecuacién maestra Markoviana es considerar que el aco-
plamiento entre el sistema cuantico S y el entorno B es débil. Iniciamos utilizando
la ecuacion de von Neumman en el cuadro de interaccién con el Hamiltoniano de la

Ecu. (2.1) tal que
©olt) =~ [Hy (1) o(0)] 2.6

donde o(t) es la matrix de densidad del sistema total y con su forma integral

mw—mwaldqm@@@y 2.7)

2Este puede ser considerado como una generalizacién del super-operador de Liouville %g(t) =

—i[H(t), o(t)] = L(t) o(t) d
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2. Marco tedrico

Entonces insertando la Ecu. (2.7) en la Ecu. (2.6) y tomando la traza sobre el entorno
obtenemos

igs(t) = —i/o trp[H(s), 0(s)], con trg[H/(t),0(0)] =0. (2.8)

dt

Notemos que el lado derecho de la Ecu. (2.8) atn contiene la matriz de densidad o(t)
asociada al sistema total. Para eliminar o(¢) necesitamos realizar la aproximacién de
Born. Esta aproximacion asume que el acoplamiento entre el sistema S y el entorno B
es débil, i.e. la influencia del sistema sobre en entorno es pequena. Entonces debido a
que la matrix de densidad del entorno pp es afectada de solo de manera despreciable
por la interaccién con la matriz de densidad del sistema pg, podemos caracterizar el
sistema total a tiempo t como

o(t) = os(t) ® 0B - (2.9)

Introduciendo la Ecu. (2.9) en la Ecu. (2.8) obtenemos la ecuacién integro-diferencial
para la matriz de densidad reducida og

oty = — / tep[H (1), [H(5), 05(5) ® 05]]. (2.10)

dt
En este punto podemos realizar la aproximacién de Markov. Esta aproximacion provee
una descripcion para la escala de tiempo y asume que las excitaciones en el entorno
cambian lentamente. Entones reemplazamos gg(s) en el integrando por og(t). De esta
manera obtenemos una ecuacién de movimiento para la matriz de densidad reducida,
en la cual el desarrollo del tiempo en el estado del sistema t solo depende del estado
presente og(t)

d t
%gs(t) = —/ trp[H (1), [Hi(s), 05(t) ® oB]] - (2.11)
0
La Ecu. (2.11) es conocida como la ecuacién de Redfield [3]. Es local en el tiempo,

sin embargo no es una ecuacion maestra Markoviana. Esto debido a que la evolucién
en el tiempo de la matriz de densidad reducida ain depende de una eleccién muy
especifica para su preparacion al tiempo ¢ = 0. Lo cual implica que la dindmica de
dicha matriz de densidad reducida no esta descrita por un semigrupo.

Entonces para obtener una ecuacién maestra Markoviana sustituimos s por t—s en
el integrando de la Ecu. (2.11) y hacemos que el limite de integracién vaya a infinito 3.
La aproximacion de Markov esta justificada si la escala de tiempo 7z —sobre la cual
el estado del sistema varia—, es apreciablemente larga comparada con la escala de

3Esto es posible cuando el integrando va a cero suficientemente rapido para s > 7
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2.2. Decoherencia

tiempo T —sobre la cual las funciones de correlacién del entorno decaen—. Al final
llegamos a la ecuacién maestra Markoviana

d

ags(t) = —/0 trp[H;(t), [H1(s), 05(t — 5) ® 05]] (2.12)

2.2. Decoherencia

Al interactuar un sistema cudntico con su entorno crean correlaciones entre los
estados del sistema y del entorno. Dada esta interaccién el entorno lleva informacién
sobre el sistema abierto en la forma de estas correlaciones. De esta manera bajo cier-
tas condiciones, i.e. interacciones sistema-entorno, el entorno puede comportarse como
una sonda al realizar medidas indirectas sobre el sistema abierto. Puede verse que al
trazar sobre los grados de libertad del entorno quedaran ciertos conjuntos de estados
del sistema que presentaran propiedades de estabilidad, mientras que la superposi-
cion de los estados serd destruida con el paso del tiempo —esto generalmente ocurre
rapidamente o incluso de manera instantanea—. Esta destruccion de la coherencia
inducida por el entorno se llama decoherencia [2].

2.2.1. Medidas de distancia y medidas de fidelidad

Existen un amplio catalogo de medidas para cuantificar la coherencia en sistemas
cudnticos. Entre ellas se encuentran la pureza [9]; medidas de entropia, e.g. entropia de
von Neumman; medidas de distancia entre estados cudnticos, e.g. distancia traza [1],
fidelidad de Jozsa [10]; otras relacionadas con las coherencias del sistema reducido,
e.g. medida de Plenio [11], amplitud de fidelidad generalizada [12]; entre otras.

2.3. Amplitud de fidelidad

Una de las medidas utilizada para cuantificar la decoherencia es la amplitud de fi-
delidad. Esta cantidad permite medir la sensibilidad del sistema a perturbaciones en la
dinamica. Se obtiene al sobreponer el estado inicial con el estado obtenido después de
una evolucién sin perturbaciones seguida con por una involucién con perturbacion [3].
Sea el Hamiltoniano total del sistema

Hy = Hy+ \V, (2.13)

donde Hj es el Hamiltoniano sin perturbacién.
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Ahora tomando dos funciones ¥y y ¥q tal que evolucionan bajo los Hamiltonianos
H, y Hy respectivamente de la forma

(W () = Ux(D)|) vy [Wo(t)) = Uo(t)|Po) (2.14)

donde Uy (t) = e "3t/ y Uy (t) = e~ Hot/" son los propagadores unitarios asociados a
Hy y Hy respectivamente. Entonces a la superposicion entre las evoluciones perturbada
y no perturbada de los estados se le conoce como amplitud de fidelidad [3, 13, 1]

Ia(t) = (Wo(t)|Wa(t)) = (P|Us(—1) Ur(t)|¥) (2.15)
= (Mx(t)); Mx(t) = Uo(—t) Ux(t)

La Ecu. (2.15) muestra que es posible escribir la amplitud de fidelidad en términos
del valor esperado del operador de eco My (t). Ahora utilizamos una mezcla estadistica
descrita por la matriz de densidad ¢ = ), |¢x) (¢x|, para obtener el valor esperado
de la forma (A) = tr{o A} = >, pr{¢r|A|¢k). Entonces la amplitud de fidelidad es

Ia(t) = tr {M\(2) o} - (2.16)

Regimenes de decaimiento Es posible estudiar el decaimiento de la fidelidad
dentro de varios regimenes, entre ellos dos de gran interés: el régimen perturbativo
y la regla de oro de Fermi. Comenzaremos definiendo la el promedio de la amplitud
de fidelidad obtenida por la respuesta lineal en el marco de la teoria de matrices
aleatorias (RMT) como [1]

(f@t)) =1—4n* N*C(t) , (2.17)

aqui C(t) es la integral de correlacién, y esta dada por la doble integral sobre la funcién
de autocorrelacion de la perturbacion en el cuadro de interaccién tal que

C(t):t2+%_/td76(7-); B(t):/thbg(T), (2.18)

donde by(t) es el factor de forma de dos puntos. Tomando la solucién para C(t) obtenida
utilizando una perturbacién GOE y un tiempo de Heisenbeg 75 = 1% en [14] tenemos
los elementos para obtener el promedio de la amplitud de fidelidad. Entonces tomado
la versién exponenciada de la Ecu. (2.17) obtenemos®

(f(t)) = etm A (2.19)

4El tiempo de Heisenberg se define como ty = 27 h/d donde d denota el promedio de espacia-
miento de niveles en el espectro del Hamiltoniano no perturbado Hy
SPara ver més detalladamente consultar el apéndice de [14]
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El régimen perturbativo Se da cuando el acoplamiento entre el sistema central
y el entorno A es pequeno. Aqui la teoria de respuesta lineal funciona para tiempos
mayores al tiempo de Heisenberg y en el decaimiento de la fidelidad de la Ecu. (2.19)
predomina el término #2. Entonces el decaimiento de la amplitud de fidelidad tiene
una forma Gaussiana tal que

(F(t)) = e ™ X (2.20)

Regla de oro de Fermi Llegamos a este régimen al considerar un acoplamiento
entre el sistema central y en entorno A grande. Aqui la teoria de repuesta lineal
funciona para tiempos menores al tiempo de Heisenberg y en el decaimiento de la
fidelidad de la Ecu. (2.19) predomina el término ¢/2. Entonces el decaimiento de la
amplitud de fidelidad tiene une forma exponencial tal que

(f(t)) = e ™ X5 (2.21)

2.3.1. Medidas de distancia

Una forma de medir la resistencia que tienen los estados cuanticos al ruido es
a través de las medidas de distancia [J]. Estas medidas cuantifican que tan cerca
estan dos estados cudnticos entre si. Existen una variedad de este tipo de medidas
utilizadas dentro de la comunidad de informacion y computacion cuantica, en esta
seccién mostraremos las dos mas comunes: la distancia traza (trace distance) y la

fidelidad de Jozsa [1].

Distancia traza (Trace distance)

La distancia traza entre dos operadores de densidad p y o esta definida como [!]

D(p,o) = strlo— o], (2.22)
donde |A] = VAT A y tiene como propiedades [1, 9]
= D(p,0) >0
» D(p,o)=0 <= p=o
= D(p,0) = D(0,p)

= D(p,o) < D(p,p') +D(p,0)

Las cuales cumplen las condiciones para la distancia de Hamming. La distancia traza
es el analogo cudntico para la distancia clasica de Kolmogorov [9].
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Fidelidad cuantica

La fidelidad cuantica es otra medida de distancia entre matrices de densidad.
Dadas las matrices de densidad p y o la fidelidad cudntica esta definida como [9, 10]

F(p,0) = try//por/p - (2.23)

Esta cantidad tiene dos casos importantes donde es posible tener una formula mas
especifica para ella. El primer caso es cuando vrho y o conmutan, i.e son diagonales
en la misma base, tal que

p=>_mli)l; o=> sl (2.24)

7 )

para una base ortonormal |i) tenemos

F(p,0) = try//poy/p
=tr [y ris; i) (il

- t(z VT 134l
— Z NG
 F(rs), (2.25)

Vemos que para este caso la fidelidad cuantica se reduce a la fidelidad clasica entre la
distribucién de eigenvalores r; v s; de py o.

El segundo caso es cuando calculamos la fidelidad cudntica entre un estado puro
1)) y un estado arbitrario p tal que

F([0),p) = tr/1) (] p [¥) (0]
= try/ (] p 1) [¥) (Y]
= try/ (Y] p ). (2.26)

Entonces la fidelidad cudntica es la raiz cuadrada para el traslape entre |¢) y p [1].
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2.4. Amplitud de fidelidad generalizada

Relacién entre medidas La fidelidad cuantica y la distancia traza estan relacio-
nadas estrechamente, a pesar de tener formas diferentes. Cualitativamente podemos
considerarlas como medidas equivalentes. Entonces podemos encontrar desigualdades
entre ellas. De esta forma la fidelidad de cudntica actiia como cotas para la distancia

traza tal que ©
1_F(p70-)§D(p70-)§Vl_F(pvo-)Q‘ (227)

Super y sub - fidelidad

La super y sub -fidelidad fueron introducidas como cotas superior e inferior respec-
tivamente para la fidelidad cuantica. Buscan ser més sencillas de calcular y de medir

de manera experimental que la fidelidad para estados mixtos [15]. Entonces para dos
matrices de densidad p y o la super-fidelidad esta definida como
G(p,o) =trpo 4+ /1 — trp*V/1 — tro?. (2.28)

Podemos observar que la super-fidelidad esta en funcién de la pureza de los estados p
y o y la traza de su producto. Ahora, la sub-fidelidad se define

E(p,0) =trpo + /2 |(trpo)?] —trpopo. (2.29)

Es interesante como para obtener ambas cotas solo es necesario calcular tres trazas.
Esto hace que calcularlas sea mas sencillo que calcular fidelidad cuantica introducida
en 2.3.1.

2.4. Amplitud de fidelidad generalizada

Sea un sistema tripartita compuesto por un sistema central descrito por un qubit,
un entorno cercano y un entorno lejano, asumimos que tenemos un acoplamiento de
desfase, i.e. el Hamiltoniano del sistema central conmuta con el acoplamiento, primero
definimos el Hamiltoniano del sistema bipartita — sistema central y entorno cercano
— como

He=h®le+1.@He+v.® V., donde [he,v]=0, (2.30)

donde h,, v. son el Hamiltoniano y acoplamiento asociados al qubit y H,., V. son el
Hamiltoniano y el acoplamiento asociados al entorno cercano. Entonces la matriz de
densidad reducida del sistema central se obtiene realizando la traza parcial sobre el
entorno cercano tal que

0clt) = tre[e 1 gy (0) @ g, 0] (2:31)

SPara detalles de la derivacién de est4 relacién ver [1]
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y es posible obtener sus coherencias de la forma
5 (t) = 05,(0) ST (1) fa(t) = tr[en g eI ] (2.32)

aqui las eigenenergias €; y €, son los correspondientes eigenvalores de h..

Es portante mencionar que bajo un acoplamiento de desfase (dephasing), la cohe-
rencia en el sistema central esta dada por el decaimiento de la fidelidad — u operador
de eco — en el entorno cercano. Entonces es posible obtener el decaimiento de la
fidelidad acoplando el sistema de interés, i.e entorno cercano, a un sistema « sonda »,
i.e sistema central, el cual, ademas, nos proveera la perturbacion. Ahora extendiendo
el sistema anadimos el entorno lejano

Hyr=Hee®1i+1.® (L@Hi+7V,®V;), (2.33)

donde la tasa de decaimiento estd dada por I' = 27 N, v?/(hdy). Entonces la amplitud
de fidelidad para el sistema tripartita queda como

Hur(t) = tref[e_iH*’Ft/h 00£(0) e'flor t/h} . (2.34)

Vemos que la Ecu. (2.34) es diferente al formalismo estandar. Esto debido a que los
operadores unitarios provenientes del operador de eco son diferentes. Esta diferencia
nos lleva a una perdida de coherencia para los estados de superposicion en el sistema
central [5].
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Capitulo 3
Modelos: Sistemas tripartitas

En este trabajo utilizamos sistemas tripartitas como los introducidos en la sec-
cién 2.4 descritos por la Ecu. (2.33). Como vimos anteriormente estos sistemas estan
compuesto por sistema central, entorno cercano y entorno lejano. Para el entorno cer-
cano utilizamos dos modelos: un modelo RMT y un oscilador arménico. En ambos
modelos el acoplamiento entre el sistema central y en entorno cercano es de tipo des-
fase (dephasing), i.e. [h.,v.] = 0. Se estudiard el decaimiento de la coherencia en el
sistema reducido, i.e. cuando trazamos sobre los grados de libertad del entorno, en los
regimenes perturbativo y en la regla de oro de Fermi introducidos en en la seccion 2.4.

3.1. Entorno: RMT

Debido a que queremos obtener la evolucion del sistema intermedio, podemos
derivar una ecuacién maestra, para lo cual utilizamos el procedimiento estandar
con las aproximaciones Born-Markov [2]. Para esto utilizamos el Hamiltoniano de
la Ecu. (2.33)

Hyr=Hee®@1li+1.® (L@ Hi+y V@ V), (3.1)
y la amplitud de fidelidad f)r(¢) definida en la Ecu. (2.34)
fA,l"(t) = tre’f [ e_iH>“F t/h Qe7f(0) eiHO’F t/h} 5 (32)
introducidas en la seccién 2.4. Ademas, tomando en cuenta la asimetria del las trans-
formaciones unitarias Uy(t) y Uy(t) en el formalismo del operador de eco, la matriz
de densidad en el espacio del entorno cercano y lejano estd dada por

Qei(t) — e_iH)"F t/ﬁ Qe7f eiHO,F t/ﬁ — e—iH)\70 t/ﬁ X(t) eiHO,Ot/h 7 (33)
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3.1. Entorno: RMT

donde X () son las soluciones en el cuadro de interaccién con respecto al acoplamiento
entre entornos. De la ecuacién de von Neumman para g, ¢(¢) de la forma

1h.0; 0et(t) = Har 0ef(t) — 0e(t) Hor , (3.4)

obtenemos
iho, X(t) =~ [Va(t) X(t) = X&) Vo(t)] . Va(t) = o /h V! @V efoot/h - (3.5)

Entonces la matrix de densidad para el entorno cercano se obtiene trazando sobre los
grados de libertad del entorno lejano tal que

0o(t) = trp [e ot X (1) e HooM ] =ty [Uy (1) @ Us (1) X (1) US(8) @ UI ()] . (3.6)

Dado que Hyo y Hpp son operadores separables podemos llegar a que la matriz de
densidad para el entorno !

0:(t) =Un(E) Be(t) US(E) . Gelt) = tre [X(2)] - (3.8)

Ahora siguiendo el procedimiento estandar para derivar la ecuacién maestra. In-
tegramos X (t) en la Ecu. (3.5) y sustituimos el resultado en el lado derecho de la
ecuacion tal que

X() = 00) = 7 [ 4 (B X() = X () Tlr

~—
~—

00, X (1) =7 T5(0) [00s(0) = T [ dr (Valr) X(r) — X(r) V()]
7 [0 = F [ ar (50 X(7) = X (1) To(o))

= [TA0) 00(0) — 005(0) V()] — - /0 “ar [V (TA(7) X(7)
XM TW(r) = (@) X(r) = X(1) V(7)) To(t) ] - (3.9)

Para tomar la traza parcial sobre el entorno asumimos que el primer elemento del lado
derecho de la ecuacién no contribuye tre[ Vi(f) 0ee(0) — 00£(0) Vo(t)] = 0. Entonces

1Utilizando las identidades

trf[A®]lX] :Atrf[X] R trf[XB®]l] :'Cl"f[)(]B7 tI'f[]l@AX] :tI‘f[X]1®A] s (37)
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3. Modelos: Sistemas tripartitas

con ge(t) = tre[ X (¢) ], llegamos a
72
2

Or 0e(t) = — dTHdVﬂ)(ﬂﬂTﬁyﬁ)—XWﬂvﬂTﬂ

— (V7)) X(r) = X(7) Vo (7)) Vo(t) | - (3.10)

Aqui podemos realizar dos aproximaciones: la aproximacién de Born y la aproximacién
de Markov. La primera, asume que acoplamiento entre el entorno cercano y el lejano
es débil — la influencia entre entorno es despreciable — X (7) &~ g.(7) ® 0¢(0). La
segunda, asume que el tiempo de correlaciones en el entorno lejano es menor que el
tiempo de las correlaciones en el entorno cercano. Esto nos dice que el estado del
entorno cercano g.(7) estd cambiando méas lentamente en la escala de tiempo de la
funcién de correlacién Vy (t—s) Vi(t). Finalmente asumimos que Vy(t—s) Vj(t) decrece
— se aproxima a cero — rapidamente cuando s se incrementa, entonces

0y 06(1) = — Zi—z/o dr tre [Va(t) (Va(7) 8e(t) © 0:(0) — @e(t) ® 0¢(0) V(7))

— (VA7) e(t) ® 0r(0) = 8e(t) ® 2x(0) ()]

2 o)

(7)) Vo
= —l ; ds tl"f[‘N/)\(t) (VA(t_S) Qe( )®Qf( ) e(t)@@f( )Vb(t—S))
(

h2
- (V)\@_S) ée(t)@)gf(o)_ge( )®Qf( )Vb t—S)) (t)] ) (3'11)

donde la Ecu. (3.1) es equivalente a la ecuacién de Redfield [¢] *. Dado que el potencial
Vi(t) estd en un estado de producto entre los entornos cercano y lejano, podemos
considerar los elementos de forma separada de la forma

VA(t) = UL(t) VI UL(E) @ U (t) Vi Us(t) . (3.12)

Asumiendo que o07(0) es diagonal en la eigenbase de Hy, i.e [o¢(0), Hf] = 0, encontra-
mos
2 [e§)
~ Y ~
0 0u(t) = =55 | ds C(s) ) {UL(t) VI UA(s) VIUA(E — 5) Gc(t)
— UL VIUAE) o) U (= ) VIU(E = 5)
= Ut = ) VEUA(E = 5) Be(B) UG (1) Vi Uo (1)

B UN(t — 5) VIUL(s) VU (1) } (3.13)

2Esta ecuacién es local en el tiempo, pero no es totalmente Markoviana,i.e. la evolucién en el
tiempo aun depende de la eleccion del estado inicial al tiempo ¢ = 0, lo cual implica que la dindmica
del sistema reducido no estd descrita por un semigrupo dinamico. Para lograr llevar esta ecuacion a
una forma Markoviana hemos sustituido s por ¢ — s y cambiamos el limite de integracién de t — oo.
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con la funcién real C'(s) = trg [Z/{fT (s) Vile(s) Vi or | - Regresando al cuadro de Schrodin-
ger picture, obtenemos

lhat Qe(t> = H/\ Qe(t) - Qe(t) HO
2
LA VITy o) = Ve Ty~ Thae®) V4 0TV} (314)

donde
Ty :/0 ds C(s) Un(s) VI U](s) . (3.15)

En el caso més simple C(s) puede ser aproximado a una funcién delta tal que I'y =
Co V! /2, aqui Cj es el area bajo la funcion C(s) y el factor de 1/2 viene del hecho de
que la integral es sélo sobre la parte positiva del eje real. En este caso la Ecu. (3.14)
tiene forma de Lindblad con operadores de Lindblad hermitianos de la forma +/Cj V..

Aqui utilizamos el enfoque propuesto en [16], i.e. aplicar operaciones sobre el pro-
medio de la matriz de densidad en lugar de ejecutar operaciones sobre cada elemento
del ensemble para después promediarlas ®. Esto asumiendo que la Ecu. (3.14) es de la
forma de Lindblad con el operador de Lindblad V], y Cy = 1. Aqui V es miembro de
algiin ensemble Gaussiano RMT, ya sea de ensemble Gaussiano ortogonal (GOE) o
un ensamble Gaussiano unitario (GUE) — esto debido a que consideramos el entrono
cercano como cadtico o desordenado —.

Ahora dada la ergodicidad en los ensembles Gaussianos podemos promediar sobre
estos ensambles, para esto es suficiente tomar (V/;; VJi) = 059y para el GUE o
(Vij Vi) = 6k 0u+6ix, 01 para el GOE. Utilizando todo lo anterior podemos obtener
una ecuacion maestra con el formalismo RMT tal que

1ROy 0e(t) = Hx 0e(t) — 0e(t) Ho — 1R T { 0e(t) — Nl tr 0c(t) } - (3.16)

e

En este punto es importarte senalar que las suposiciones utilizadas para la derivacién
de esta ecuacién maestra fueron: i) el acoplamiento de dephasing entre sistema central
y el entorno cercano; ii) utilizar modelos RMT tanto para el entorno cercano como
para el lejano y iii) tomar un acoplamiento de producto entra los entornos.

Temperatura finita Ahora tomamos la Ecu. (3.16) y modificamos el disipador
para obtener el caso de temperatura finita tal que

6_5 En

(3.17)

113, 00() = Ha 0u(t) = 0o(t) Ho = ihT { 0o(t) — troe()ws f;  wp

3Ver [17, 18]
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donde wpg es un estado térmico. Para este caso, de nuevo, utilizamos un estado maxi-
mamente mezclado como estado inicial para el entorno cercano g.(0) = 1./Ne.

3.2. Entorno: oscilador armonico

En esta secciéon analizamos la perdida de coherencia a través de amplitud de fi-
delidad generalizada para un oscilador arménico como entorno cercano. Para esto
tomamos un Hamiltoniano con un acoplamiento de desface entre el sistema central y
el entorno cercano similar al utilizado en la Sec. 2.4. Entonces el Hamiltoniano para
el sistema bipartita tiene la forma

Hc,e:hc®ﬂe+1q®He+vc®‘/e
A
:50z®ﬂe+lq®aTa+az®)\(a+aT) , (3.18)
donde A es la fuerza del acoplamiento entre qubit y entorno cercano. Debido a que
tenemos un acoplamiento de desfase, podemos centrarnos en la parte correspondiente

al entorno central tal que
Hy=da"a+\(a+al), (3.19)

aqui a y a' son los operadores de escalera tradicionales

_ fme( p_ fme( . p
a= 2h($+1mw> and a (:E i ) (3.20)

3.2.1. Ecuacion maestra

En esta seccién encontraremos una ecuacion maestra que describa la dinamica del
entorno cercano. Para esto consideramos el Hamiltoniano inicial de la y lo reescribimos
como

A
HC,6:§02®16—|—]1<1®H€—|—/\02®V€

A A
=10) (0| ® (He+w;+§]1€) + 1) (1] ® (He_m/e_gﬂe)

=10) (0] ® {aTa—i—)\ (a+a) +%16} +]1) (1] @ {aTa—)\ (a+a) —%16}

=10) (0] ® (H+ + %16) + 1) (1| ® (H — %]16) . (3.21)
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3.2. Entorno: oscilador armonico

De la misma manera reescribimos el operador de evolucion como

et = [0) (0] @ e A2 e ! 4 1) (1] @ €412 (3.22)
=10) (0] ® e 22U (1) + |1) (1] @ 22U (1) : Us(t) = e 8=t

Con lo anterior podemos obtener los elementos de la matriz de densidad reducida del
sistema central al trazar sobre los grados de libertad del entorno cercano®.

0c(t) = tre [eiH+vAt/hgc(0) ® 0 eiH*t/ﬁ} : (3.23)

Entonces al extender el modelo incluyendo un entorno lejano, podemos escribir el
Hamiltoniano total como

Hyr=H,e® 1Ll +1.® (Ile QHf+~V)® Vf) : (3.24)
y obtener la matriz de densidad reducida trazando sobre ambos entornos
0c(t) = tre s {e—imrtgejf(o)emrt} . (3.25)
Ahora obtenemos el elemento no diagonal (coherencias) de o.(t) como

(ij (t) — Qj,k(o)e*i(gjfﬁk)/h tr |:61H+’F t/hge ;

)

ef-r t/h] , (3.26)

donde € y €, son los eigenvalores de h. y H=,r es el Hamiltoniano relacionado al Ha-
miltoniano transformado H.. Entonces el operador de eco con el nuevo Hamiltoniano
H tiene la forma

My(t) = ef=te et — 1t () U (1) . (3.27)

Ahora utilizando el método mostrado en [12] podemos obtener una ecuacién maestra
para el entorno cercano, tal que

. , 1

10;06(t) = Hy0c(t) — 0o (t)H_ — 1F{ge(t) — Ftr[ge]} : (3.28)
Al igual que para el caso del entorno RMT, aqui consideramos la disipaciéon como un
canal despolarizador con un temperatura infinita y un estado inicial maximamente
mezclado para el entorno cercano g.(0) = 1./N..

4Recordemos que para el caso de desfase, el decaimiento de la coherencia en el sistema central
pc(t) al tiempo t puede verse en el cambio de su elemento de diagonal
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3. Modelos: Sistemas tripartitas

Temperatura finita Al igual que para el caso del entorno RMT podemos modificar
el disipador de la Ecu. (3.28) para obtener el el canal depolarizador de temperatura
finita tal que

i0,0,(t) = Hyo,(t) — ou(t)H — ir{ge@) ~ trla) wB} , (3.29)

aqui como en el caso del canal depolarizador con temperatura infinita tomamos un
estado méximamente mezclado ¢(0) = 1./N. como estado inicial para el entorno
cercano.

3.2.2. Decaimiento de la fidelidad

Para encontrar la amplitud de fidelidad f\(t) — para el sistema bipartita — mo-
dificamos el Hamiltoniano de la Ecu. (3.19)

Hy=a'a+ \(a+ad), (3.30)

definiendo nuevos operadores en funcion de los operadores de escalera tradicionales
de la Ecu. (3.20) tal que

by =a+ A1, bL=al£A1. (3.31)
Con lo que podemos llegar al nuevo Hamiltoniano para el entorno cercano

Hy =bl b,
=ala+ A1 (a" +a)+(N1)?, (3.32)
aqui observamos que recuperamos el Hamiltoniano del sistema intermedio de la Ecu. (3.19)
mds un termino proporcional a la identidad.
Con este nuevo Hamiltoniano H. solucionamos la ecuacion de eigenvalores por el

método algebraico. Para esto utilizamos las relaciones de conmutacién para las nuevos
operadores by y bl con el Hamiltoniano H tal que °

[b:t7b1t] = 17 [ﬁ:bN:I:] = 07 [bivﬁﬂ:] = b:tv [bJ:rl:Jﬁ:t] = _bJ:rb
[Hy,by] = —be, [He,bL] = 0L,
bi|n)y = Vnln—1), bl n)y =vn+ln+tl), (3.33)

5Observamos que tenemos las mismas propiedades de los operadores de escalera convencionales
ayal
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3.2. Entorno: oscilador armonico

b_,bt] =[by, 01 =1, [ ,6L)=[by,0_]=1. (3.34)

Observamos que como Hy conmuta con Ny ambos tienen el mismo conjunto de eige-
nestados tal que

ﬁi ’")i = Erjf |n>j:

= (bl bi> In).

=ng|n), (3.35)
y, utilizando el operador de ascenso bl

bin), =vnt+1ln+1), , (3.36)

podemos definir los eigenvectores

|”>i = |0>:|: : (3.37)

fidelidad con el operador de eco Para obtener la amplitud de fidelidad, primer
utilizamos la descomposicion espectral del operador de evolucion con el Hamiltoniano
H. quedando de la forma

Us(t) = e et =3 [n), e nE1 (], (3.38)
n+

donde |n), son los eigenvectores y (n £ ¢) son los eigevalores del operador de evolu-
cién respectivamente. Ademas tomamos un estado completamente mixto como estado
inicial para la matrix la matriz de densidad del entorno tal que

o0 ="~ o) (ol (3.39)

no
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3. Modelos: Sistemas tripartitas

Entonces con las Ecu. (3.38) y (3.39) podemos calcular la amplitud de fidelidad f)(¢)
de la forma

Ia(t) = (My(t))

Cfarriny)

i(n—+c —i(n++c 1
= S )= el 3 et ] Y ol
n4 no

n_—

i —i(n4+—+c 1
—af B - Gl falg) ool

n_,n4,no
i(n—+c —i(n4y—+c 1
=G| S - S falay )l o
n_,N4,n0
i —i(ny+c 1
= D7 (noln)— O ) OO (o) - (3.40)
no,n—,n4

Ahora tomando los eigenvectores definidos anteriormente en la Ecu. (3.37) y ponieni-
dolos en términos de los estados coherentes tal que
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3.2. Entorno: oscilador armonico

De la misma manera para el caso de |n)_ tal que

—¢ 2|/3|QZOZO\/%<Z) ) ﬂ)n—r\f% (mn—;r)' )
o8 L = -
-~ ;mzo (r> (=A1)" r(Tf — \/_|m). (3.42)

Ahora calculamos los productos internos para introducirlos en la Ecu. (3.40). Comen-
zamos con el caso para |n)_

e~ zIB1P Jo /3 o BF i
ol =3 (1) (B (3.3

(ng —)!

L ) a® )07 /ng!
Al =3 (M) e (3.44)

Para calcular el producto interno _(n|n), insertamos la relacién |ng) (ng| de forma
que necesitamos calcular _(n |ng) (no| n)

no—r

em2lo® &N ey O no!
o), =3 () (3.45)

y para el caso de |n)_

ezl 20 B0k \/ng!
“(nne) = i Z() —A1)™ 3G (LO_IX!_', (3.46)
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3. Modelos: Sistemas tripartitas

Entonces al final obtenemos

@wn@<nﬂn>sziéfffff1”° S (j>(—A1y'k(n)(A1ylr

1l
gin! = k T

(ﬁ*)nofk oo TLQ!

(ng — k)! (ng —1)!

Ahora tomamos los valores Re[a] = —A, Im[a] = 0 y Re[f] = A, Im[f] = 0 y los
sustituimos en las expresiones anteriores, con esto podemos obtener la forma final
para la amplitud de Fidelidad de la Ecu. (3.40) tal que

1 s L (3 ()R (=) g 2
1) =— —3 Al i(n—+e-)t ,— Al
f)\( ) N Z e kzzg ﬁ(k) (no — k)' (& e

(3.47)

no,Mn—,ny

i i —— (]> <") (A2 (1RO gl eyt - a2
L 2\ /I k) \ (no = k)!(no — 1!

ng 1 N)tno—2r (_1)no—r |

3 n\ (A) (_ ) o (3.48)
gt Vol \r (ng —r)!

tomando que j = n = N entonces podemos llegar a la expresién simplificada
N N+no—2k (__1\no—k
f)\(t) :i Z 6_%|/\|2 Z 1 N ()\) 0 ( ]-) 0 no ei(n7+cf)t6—|)\\2
N =0 VNI Kk (710 — k)'

N no—k—r —k+no—r
Z i(N) (N) (A)Q( o—k )(_1)N k+no no! e—i(n++c+)t 6_%|)\|2

T (ng — k)!(ng —r)!

XN: R (N ) (W ()™ Vol (3.49)

(ng —1)!
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3.2. Entorno: oscilador armonico
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Capitulo 4

Amplitud de fidelidad generalizada
para sistemas tripartitas

En esta seccién obtendremos la amplitud de fidelidad generalizada para los modelos
introducidos en el Cap. 3. En la primera parte aplicaremos el método al modelo
RMT para obtener la fy (), la cudl como veremos depende de una ecuacién integral
o, 1(t). Esta ecuacién integral serd solucionada por medio de la transformada inversa
de Laplace. En la segunda parte, de nuevo, obtendremos la amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t) esta vez modelando el entorno cercano como un oscilar arménico.

4.1. Ecuacion integral para la amplitud de fideli-
dad generalizada

4.1.1. Entorno: RMT

Comenzamos utilizando la ecuacion maestra para el modelo RMT derivada en la
Sec. 3.1

ihat Qe(t) = H+ Qe(t) - Qe(t) H_—ihl {Qe(t) - ]\[l tr Qe(t) } ) (41)

donde Hy = H, + AV,. El término de disipacién se obtuvo anteriormente para un
modelo RMT donde el acoplamiento es una matriz aleatoria en espacio de Hilbert

de producto entre el entorno cercano y lejano. Podemos ver en la Ecu. (3.8) que la
perdida de la fidelidad esta dada en términos del operador de eco

Ar(t) = troe(t) = tre[ Me(t) 6e(t) ], Mx(t) =UL () UL(t) . (4.2)
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4.1. Ecuacién integral para la amplitud de fidelidad generalizada

Ahora para resolver la Ecu. (4.1), necesitamos regresar al cuadro de interaccién y
separar la parte del decaimiento exponencial de la solucion

0o(t) = e TH Q1) . (4.3)

Entonces sustituyendo las ecuaciones. (3.8) y (4.3) en el lado izquierdo de la Ecu. (4.1)
llegamos a

) (Z/{+(t) et Ut (1) ) ih{ (_iém)m(t) e TtQU (1)
—TUL) e QU () +UL() e Q) U (1)
UL e (1) (%)uﬁ (t) }
= H U, () e T QU (t) — U, (t) e Q) H U (1)
—iADU ) e QU (1) + iU () e QU (1) . (4.4)
Igualando el resultado de la Ecu. (4.4) con el lado izquierdo de la Ecu. (3.16)

o (u e ronut @) = olu,metramut V. ()
( ) - |

e

llegamos a

_ r t
000 = S (t>tr{u+(t) (1) u_}

r

— Fez/{l(lt) z/t_(zf)tr{l/{T ) UL(t) Q(t)}

= % ML(t) tr{Mi(t) Q(t)} : (4.6)

Entonces podemos obtener la ecuaciéon integral

Q(t) = Q(0) + %/0 dr ML(7) tre[ My (7) Q(7)] (4.7)
y definimos
QbA,F(t) = tI‘e[M:t(t) Q(t)} tal que fA,l"(t) = e_rt QZS)\I(t) . (48)
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4. Amplitud de fidelidad generalizada para sistemas tripartitas

Como vemos para obtener la amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) es necesario
obtener una ecuacién para ¢, r(t). Para lograrlo multiplicamos la ecuacién integral
por el operador de eco M, (t) y tomamos la traza

¢)\7F(t) = tre[]\/[i(t) Qe(O)] + %/g dT tre[Mi(t — T)} ¢)\7r(7—) s (49)

el primer termino del lado derecho de la Ecu. (4.9) es la amplitud de fidelidad en
el entorno cercano negando el acoplamiento al entorno lejano. Esta denotado por
fra(t) = fao(t) y definido, en principio, para un estado inicial arbitrario. Aqui hemos
tomado un estado inicial maximamente mezclado. El termino N, ! tre[M At — 7')}
esta relacionado con la amplitud de fidelidad para un estado inicial maximamente
mezclado 1/N,. Y lo denotamos por f(t). Entonces podemos escribir la ecuacién
para ¢, r(t) como

¢,\,F<t) = f)\(t) + F/Ot dT f,\(f — 7') ¢)\7F<T) . (410)

4.1.2. Solucién para ¢, r(t)

En esta seccion solucionamos la integral para la amplitud de fidelidad generaliza-

da (4.10)

f)wp(t) = eirt(ﬁ,\’pa); ¢)\7F(t) = f)\(t) + F/Ot dr fi\(lf - T) (ﬁ,\»p(f) y (411)

la cual puede resolverse por al menos dos vias: i) numéricamente, por la regla del
trapecio y ii) analiticamente, por medio de la de transformada inversa de Laplace. En
esta seccién mostraremos la via analitica tal que la forma de la transformada inversa
de Laplace para la Ecu. (4.10) queda de la forma

1 yHT stF
O r(t) = — lim gs ()

F(s) = /0 Tttt (). (412)

Decaimiento Gaussiano

Primero analizamos el régimen perturbativo. Tomamos una funcién Gaussiana
para la amplitud de fidelidad generalizada del sistema bipartita fy(t), i.e. negando el
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4.1. Ecuacién integral para la amplitud de fidelidad generalizada

acoplamiento con el entorno lejano I' = 0, tal que

= —e%\/}erfc (%) , (4.13)

donde s € €, ahora sustituimos la Ecu. (4.13) en la Ecu. (4.12) llegando a

. 2
NHT st {% eﬁﬁerfc (%)}

L
oar(t) = 71 711_{1;0 ds — s (4.14)
i T 1T | g5 ez ymerfe (5%)
Ahora utilizamos la expansién asintética para erfe (z)
2 e K (-1)™2m+n)
i" erf ~— 4.15
1 €eric (Z) ﬁ (2 Z)n+1 WZZZO nlm)! (2 Z)Qm ) ( )

esta expansion es valida para z — oo lo cual nos permite utilizar valores para I'

grandes, Tomando n = 0, m = 1 y sustituyendo en erfc (5%)

2
s e inT \ 2\2
fc| — ) ~ 1-— 4.1
e (53) ~ (15 ) (416)
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4. Amplitud de fidelidad generalizada para sistemas tripartitas

y sustituyendo la Ecu.(4.16) en la Ecu.(4.17) llegamos a

. 52 7i
1 YHT est %em ﬁ{% (1 — 2s_>2\2>:|
orr(t) = 5 lim ds 1 s fiea () o
y—iT 1— 76“2 e T

r
[l
i

21 T—oo

. YT €St (82 -9 )\2)
=5 Tlim ds
e N—iT SS — F(52 -2 )\2)

[
= %Th_rgo ds f(s) . (4.17)
y—iT

Dado que queremos encontrar la solucion para la transformada inversa de Laplace es
conveniente utilizar el teorema del residuo. Para esto necesitamos encontrar los polos
del denominador de la funcién f(s) en la Ecu. (4.17). En la Fig. 4.2 encontramos esos
polos y observamos que el denominador tiene dos regiones indeterminadas, i.e. donde
la parte real y la parte imaginaria se cruzan. Sin embargo tomaremos solo el polo que
se encuentra en la parte positiva ya que estamos interesados en valores para ' de este
tipo.

Tomando el integrando de f(s) de la Ecu. (4.17) y dividirlo en sus raices de la

forma
et (32 -2 /\2) et <32 -2 )\2>

1= §3 _ F(s2 _ 2)\2) T (s—r)(s—ra)(s—13) (4.18)

donde las raices del trinomio quedan como

r—1< Cr+ +F) (4.19)
1_3 r \/C_ 9 .

1 N (-1—iv3)I? T
ry = gl <\/§+2> Cr + 6Cr ‘|'§: (4.20)
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4.1. Ecuacién integral para la amplitud de fidelidad generalizada
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Figura 4.1: Parte Re[f(s) ] (punteada) e Im|[f(s)] (s6lida) donde el denominador de la
funcién f(s) se hace cero: (a) Sin la aproximacién para la funcién de error, (b) Con
la aproximacion para la funcién de error. Tomamos A = 0,01 y I' = 10 para ambos
casos.
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4. Amplitud de fidelidad generalizada para sistemas tripartitas

1 i(V3+4)T? T
ry=—ci (VB=i) Cr+ =2+ < 4.21
T 6 ( r 6/Cr 3 (421)
con Op = I 4 3v/81I'2 M — 6I' A2 — 27 T'\2. Vemos que para ry y r3 son complejos
conjugados de cada uno y la unica raiz real es 1, ademas observamos que las raices
son polos de orden 1, gracias a esto podemos utilizar el método estandar para la
obtencion de residuos

/Cf(z) dz = QWiZRes[f(s),sk] : (4.22)

k=1

donde el residuo para un polo de orden 1

Res[f(s), so] = lim (s — s¢) f($) . (4.23)

5—S0

Entonces sustituyendo 71 en la Ecu. (4.23) obtenemos que el residuo para f(s) es

Res[f(s),m] = |I* + 20 VBITZAT — 6192 + I¥3/Cp — 9TA?{/Cr

| yort 42 +F)
+ VBIT2M — 602/ Cr — 6X°C2° 4+ 172 (Cﬁ/‘”’ - 18)\2)} e ( ver /

T4 4+ I3 Y/Cr — 27TA2Y/Cr + 3VBIT2A — 602/ Cr + T2CY*? (4.24)

donde Ct se introdujo anteriormente. Ahora podemos calcular la amplitud de
fidelidad generalizada sustituyendo la Ecu. (4.24) en fy r(¢)

Far(t) =e T onn(t)
= e "' Res[f(s), ] (4.25)

Solucién para decaimiento exponencial

Ahora tomamos una funcién exponencial para F(s) en la Ecu. (4.12) tal que

F(s) = / dte™" fA(t); ) =e™z
0

2

= — 4.2
PR (4.26)
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4.1. Ecuacién integral para la amplitud de fidelidad generalizada
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Figura 4.2: Amplitud de fidelidad generalizada fyr(t) utilizando la solucién para
o, r(t) con decaimiento Gaussiano por el método del residuo. Utilizamos los valores
A=0,01yI'=0,1 (asteriscos), 5,0 (cuadros), 10,0 (circulos), 15,0 (tridngulos) y 20,0
(rombos).

Universidad Auténoma del Estado de Morelos 32



4. Amplitud de fidelidad generalizada para sistemas tripartitas

como en el caso para el decaimiento Gaussiano s € C. Ahora para obtener ¢, r(t)
sustituimos la Ecu. (4.26) en la Ecu. (4.12) llegando a

y+HiT st 2
1 € <2s+/\2>
orr(t) = =— lim ds

2T 1 T—oo
i T 1-r (ﬁ)

T
1 yHT
= %Yll_r)rgo / ds f(s) . (4.27)
y—iT

Vemos que al igual que en el caso para el decaimiento Gaussiano, es conveniente
utilizar el teorema del residuo para solucionar la integral de la Ecu. (4.27). Entonces
tomamos f(s) de la Ecu. (4.27) tal que

)\2
Res[f(s), so] = lim (s — s¢) f(s); so=I— —
S—S0o 2
i 2 est
= Hm(s = s0) {m}
_ =) (4.28)

Con el residuo obtenido en la Ecu. (4.28) podemos calcular la amplitud de fidelidad
generalizada mostrada en el Ecu. (4.11) como

Far(t) =€ onr(t)
= e "' Res[f(s), so]

_ _A?
— Tt =)

A2t

—e T, (4.29)

La Ecu. (4.29) muestra como para un decaimiento exponencial perdemos la depen-
dencia de I" dejando el decaimiento en funcion solo del pardametro \.
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4.1. Ecuacién integral para la amplitud de fidelidad generalizada
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Capitulo 5
Simulaciones

En esta seccién se muestran los resultados numéricos para los diferentes casos
utilizados durante el presente trabajo. En la primera parte comparamos la fidelidad
generalizada para un modelo RMT propuesta en la Ecu. (4.8), después pasamos al
los resultados para el modelo del oscilador amoénico desplazado y terminando con la
comparacion entre la amplitud de fidelidad generalizada para el modelo RMT y las
diferentes medidas para la decoherencia utilizadas cominmente como son la fidelidad
cuantica, la super-fidelidad y la distancia traza las cuales fueron introducidas en la
Sec. 2.3.1.

5.0.1. Amplitud de fidelidad generalizada para un modelo
RMT

Aqui comparamos la integral de la Ecu. (4.8) para la amplitud de fidelidad gene-
ralizada fy r(t) con la solucién numérica para la ecuacién maestra de la Ecu. (3.16),
cuando en esta ultima el acoplamiento con el entorno lejano esta descrito por un
termino de disipacion unitariamente invariante, esto como consecuencia de tomar el
entorno cercano como un ensemble de matrices aleatorias.

Para solucionar numéricamente la ecuacién maestra [Ecu. (3.16)] utilizamos el
método de super-operadores, en el cual, escribimos la matriz de densidad del entorno
cercano g.(t) primero en forma de un super-vector y después en forma de super-
matriz, para después resolver el sistema de ecuaciones diferenciales resultante por
medio de la diagonalizacién. Sin embargo debido al alto coste computacional que
requiere esta diagonalizacién — dado que el nimero de ecuaciones resultantes es
del orden de N? —, nos tenemos que restringir a dimensiones bajas para el entorno
cercano. Para solucionar la ecuacion integral para la amplitud de fidelidad generalizada
for(t) utilizamos el método del trapecio, el cual nos permite integrar numéricamente.
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En este punto comenzamos definiendo las amplitudes de fidelidad como
Alty) = tr{e Tt e ()}, Fu(ty, ) = te{e - 070 T 6= (0)) L (5.1)

Entonces tomando la Ecu. (4.10), sustituyendo las en ella las relaciones de la Ecu. (5.1)
y cambiando la integral por una suma, tenemos que

Oar(t;) =T [% (fx(tjv to) da,r(to) + falts,t;) ¢>\,F(tj>)]

+ A Z At te) dar(ts) (5.2)

k=1

tomando la Ecu. (5.2) igualandola a cero y realizando algo de algebra

onr(t) = 1(6) T |5 (Al to)onrlte) + At onr) )]

+ A Y Aty te) dar(te) =0

k=1

A - JAg
o 1r(tj) {1 — FT f/\(tjatj)} = h(t;) + %fx(tj,fo) o1 (to)

j—1
+T'A Z Ity te) oar(t) (5.3)
k=1
llegamos a la forma final para la integraciéon numérica de ¢, r(t) tal que

fat;) +TA (%fA(tj, to)par(to) + iy falts, tk)%,r(tk))
(1= At 1) ’
donde A = t; — t; es la diferencia para entre los dos pasos de tiempo contiguos y
fr(t;) es la amplitud de fidelidad para el sistema bipartita (I' = 0), que nos dara el
comportamiento universal de las matrices aleatorias derivado en [19].

Para el caso de la ecuacion maestra utilizamos diferentes parametros para el siste-
ma total: la dimension del entorno cercano serd N, = 50, 80; la fuerza del acoplamiento
toma los valores A = 0,01, 0,02; utilizamos tres promedios numéricos independientes
sobre el nimero de realizaciones n,,,, = 100, 1000 y un canal depolarizador con tem-
peratura infinita e finita como disipador. En el caso de la ecuacién integral tomamos
los mismos valores que en el caso anterior para N, y A. En ambos casos tenemos un
acoplamiento de desfase entre el sistema central y el entorno cercano, y un estado
inicial méximamente mezclado g.(0) = 1./N, para el entrono cercano.

oar(ty) =

(5.4)
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5. Simulaciones

Canal depolarizador con temperatura infinita En la Fig 5.1 mostramos el
comportamiento general del decaimiento de la coherencia a través de la amplitud
de fidelidad generalizada. Aqui tomamos A = 0,02 para el valor del acoplamiento
entre sistema central y entorno cercano, y diferentes valores del acoplamiento entre
entornos I'. Podemos ver claramente como la coherencia del sistema central decae mas
lentamente conforme aumentamos el valor del acoplamiento I'.

1 \
0.01 —e—
0.02 —a—o
0.1 ——
0.8 - |
0.6 + |
=
=
0.4 + |
0.2 - |
0t | | &
0 50 100 150 200 250

13

Figura 5.1: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) para un ensemble RMT en
el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en el entorno
lejano, para N, = 80, A = 0,02, 1.y, = 100 y diferentes valores para el acoplamiento
al entorno lejano I' = 0,01 (circulos), 0,02 (tridngulos), 0,1 (rombos).

Ahora para tener una mejor comparacion entre la solucién a la ecuacion inte-
gral y la solucién a la ecuacién maestra, utilizaremos la forma exponenciada para la
respuesta lineal utilizada en [14] y le sustraeremos la amplitud de fidelidad negan-
do el acoplamiento con el entorno lejano fyo(t). En la Fig. 5.2 tomamos N, = 50,
A = 0,02 y Ny = 1000, este caso corresponde al régimen perturbativo — decaimiento
Gaussiano—. Aqui vemos como para valores pequenos de I' tenemos una buena corres-
pondencia entre el modelo tedrico y la soluciones numéricas para la ecuaciéon maestra,
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en especial para tiempos cortos. Sin embargo al incrementar a I' = 0,1 observamos
como ambas soluciones comienzan a separarse aproximadamente cuando llegan a su
maximo (¢ 2 60). Vemos que al igual que en la Fig. 5.1 conforme aumentamos el valor
del acopiamiento con el entorno lejano el decaimiento de la coherencia del sistema
central es mas lento.

0.5 T T T
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Figura 5.2: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) — fx 0(f) para un ensemble
RMT en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en el
entorno lejano, para N, = 50, A = 0,02, n,,, = 1000 realizaciones y diferentes valores
para acoplamiento al entorno lejano I' = 0,00195 (sélida), 0,01 (discontinua), 0,0228
(s6lida-discontinua), 0,1 (sélida-discontinua doble). Las lineas punteadas representan
la solucion tedrica y los puntos muestran las soluciones numeéricas.

Hasta ahora hemos encontrado un efecto estabilizador en la coherencia del sis-
tema central, en este punto es natural — e interesante — preguntarnos que sucede
cuando aumentamos el acoplamiento A. En la Fig. 5.3 utilizamos de nuevo N, = 50
V Nypun = 1000 e incrementamos el valor de la fuerza del acoplamiento a A = 0,1. A
diferencia del caso anterior (Fig. 5.2) nos encontramos en un régimen de «cross-over»

'Es el régimen entre el régimen perturbativo y el régimen de la regla de oro de Fermi (Fermi
golden rule)
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— el decaimiento de fy r(t) estd de manera intermedia entre un decaimiento expo-
nencial y Gaussiano — . Vemos como tenemos una buena correspondencia entre los
resultados tedricos y la solucion a la ecuacién numérica para todos los valores de I'.
Ademas, observamos también como de nuevo obtenemos el efecto estabilizador para
la coherencia del sistema central, sin embargo, es menos notorio que para el caso con
A = 0,02. Lo cual muestra que dicho efecto estabilizante esta directamente relacionado
con la fuerza del acoplamiento A. Esto debido a que este acoplamiento es el responsa-
ble de «movernos» de un régimen a otro. Como consecuencia de lo anterior al seguir
incrementando el valor de A\ eventualmente llegaremos al régimen de la regla de oro
de Fermi y perderemos el efecto estabilizador de la coherencia del sistema central.

0.14
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0.1

0.08

0.06

Iar(t) = fao(t)

0.04

0.02

Figura 5.3: Amplitud de fidelidad generalizada f r(t) — fi0(t) para un ensemble
RMT en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en el
entorno lejano, para N, = 50, A = 0,1, n,,, = 1000 realizaciones y diferentes valores
para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,01 (sélida), 0,05 (discontinua), 0,077
(punteada), 0,1 (discontinua-punteada doble). Las lineas punteadas representan la
solucion tedrica y los puntos muestran las soluciones numéricas.

En la Fig. 5.4 aumentamos la dimension del entorno cercano a N, = 80 y utilizamos
la fuerza de acoplamiento A = 0,02. Aqui debido al coste computacional deberemos
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reducir el nimero de realizaciones a n,,, = 100. De nuevo, nos encontramos en el
régimen perturbativo. Como en los casos anteriores tenemos una buena correspon-
dencia entre la solucién tedrica y la solucion de la ecuaciéon maestra para todos los
valores de I'. Ademas, observamos que al aumentar la dimensién del entorno cercano
conservamos el efecto de estabilizar la coherencia. Con lo que podemos concluir que
el efecto estabilizador de la coherencia depende mas del valor de la fuerza del acopla-
miento entre el sistema central y el entorno cercano A que de la dimension del entorno
cercano V..

0.5 22 a, T

0.45 | s . . 001 ----
04 r d N 01 -—eem
0.35 | ~. |
0.3 | g e |
0.25 + ] \ i

Iar(t) — fao(t)
o
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0.1 + N A
0.05 t 2 L i, e, -

—0.05 I I I

Figura 5.4: Amplitud de fidelidad generalizada f r(t) — fo0(t) para un ensemble
RMT en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en
el entorno lejano, para N, = 80, A = 0,02, n,,, = 100 realizaciones y diferentes
valores para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,002 (sélida), 0,01 (discontinua),
0,02 (discontinua-puntada), 0,1 (discontinua-punteada doble). Las lineas punteadas
representan la solucién tedrica y los puntos muestran las soluciones numéricas.

Canal depolarizador con temperatura finita Ahora cambiamos el entorno le-
jano a un canal despolarizador con temperatura finita. En este caso utilizamos N, =
50, dos valores para el acoplamiento entre entornos A = 0,02 y 0,1, y dos diferentes
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valores para la temperatura en el disipador f = 0,2 y 0,1. En la Fig 5.5 tomamos
A = 0,02 y una g = 0,2 para la temperatura en el entorno lejano. Observamos que,
como en el caso del disipador de temperatura infinita, tenemos una mejora en el decai-
miento de la coherencia conforme aumentamos el acoplamiento con el entorno lejano

I

Iar(t) = frolt)

Figura 5.5: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t)— fx o(t) para un ensemble RMT
como entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura finita en el entorno
lejano, para N, = 50, A = 0,02, 8 = 0,2, n,., = 1000 realizaciones y diferentes valores
para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,00195 (cuadros), 0,01 (circulos), 0,0228
(tridngulos), 1,0 (rombos).

En la Fig. 5.6 aumentamos el valor de la temperatura en el entorno lejano a
8 = 0,1. Podemos observar como para valores de I' pequenos el decaimiento es similar
al caso con g = 0,2, sin embargo el decaimiento es méas rapido para los valores del I’
que en caso anterior

En este punto es interesante saber como se comportaré el decaimiento de la cohe-
rencia al aumentar el valor del acoplamiento . En la Fig. 5.7 tomamos N, = 50,
aumentamos en valor del acoplamiento al entorno cercano a A = 0,1 y tomamos la
temperatura en el entorno lejano como 3 = 0,2. Podemos ver como en comparacion
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Figura 5.6: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t)— fi 0(¢) para un ensemble RMT
en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura finita en el entorno
lejano, para N, = 50, A = 0,02, 8 = 1,0, n,., = 1000 realizaciones y diferentes valores
para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,00195 (cuadros), 0,01 (circulos), 0,0228
(tridngulos), 1,0 (rombos).

con el caso para A = 0,02 la coherencia del sistema central decae mas rapidamente.

En la Fig. 5.8 mostramos el caso donde aumentamos el valor de la temperatura
a [ = 1,0. Vemos como en este caso el decaimiento de la coherencia de nuevo es
mas rapido que en el caso de § = 0,2. También vemos — al igual que en todos los
casos anteriores— que el aumentar el acoplamiento I' el sistema central queda mejor
protegido contra la decoherencia.

Concluimos que para el canal despolarizador con temperatura finita, el efecto
estabilizador de la coherencia depende tanto de los valores de los acoplamientos I" y
A como de la temperatura  en el entorno lejano.
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Figura 5.7: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) — fx 0(f) para un ensemble
RMT en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura finita en el
entorno lejano, para N, = 50, A = 0,1, 5 = 0,2, n,,,, = 1000 realizaciones y diferentes
valores para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,01 (cuadros), 0,05 (circulos),
0,077 (triangulos), 0,1 (rombos).

5.0.2. Oscilador armonico

En esta seccion comparamos la solucion numérica a la integral de la amplitud de
fidelidad ¢4 r(t) obtenida por el método del trapecio utilizado en la Ecu. (5.4), con
la solucién numérica a la ecuacion maestra de la Ecu. (3.28).

Para la solucién a la integral numérica, utilizamos el Hamiltoniano con acopla-
miento de desfase H, introducido en la Ecu. (3.19); una mezcla uniforme como es-
tado inicial para el entono cercano p.(0) = 1/N,; una dimensién para el entorno
cercano N, = 40; dos valores para acoplamiento entre sistema central y entorno cer-
cano A = 0,02, 0,1 — esto con fin de comparar como afecta la fuerza del acoplamiento
al decaimiento de la coherencia —; y un total de 100000 pasos en el tiempo. Es impor-
tante decir que si doblamos el nimero de puntos el resultado de la solucién numérica
a la integral no cambia. Para la solucién numérica de la ecuacién maestra, utilizamos
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Figura 5.8: Amplitud de fidelidad generalizada f r(t) — fio0(t) para un ensemble
RMT en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura finita en el
entorno lejano con N, = 50, A\ = 0,1, 8 = 1,0, n,., = 1000 realizaciones y diferentes
valores para el acoplamiento al entorno lejano I' = 0,01 (cuadros), 0,05 (circulos),
0,077 (tridngulos), 0,1 (rombos).

tanto el mismo Hamiltoniano Hy y estado inicial para g.(0) como los valores para N,
v A. Aqui modelamos el entorno lejano (disipacién) como un canal depolarizador de
temperatura infinita.

En la Fig. 5.9 mostramos el caso para A = 0,02 y diferentes valores para el aco-
plamiento entre entornos I', podemos ver como para el caso de I' = 0 el valor de la
solucion para la ecuacion maestra y la solucion numérica de la integral tienen una
buena correspondencia para todos los valores de ¢, sin embargo al aumentar el valor
de I' la soluciéon numérica de la integral decae mas rapidamente con respecto a la
solucién numérica de la ecuacién maestra

En la Fig 5.11 aumentamos el valor del acoplamiento entre el sistema central
y en entorno cercano a A = 0,1, en este caso vemos como ambos casos tienen un
comportamiento similar para todos lo valores de I'
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Figura 5.9: Amplitud de fidelidad generalizada f r(t) para N, = 40, A = 0,02 y
diferentes valores para el acoplamiento con el entorno lejano: I' = 0 (sélida/cuadros),
0,1 (discontinua/circulos), 1,0 (punteada/tridngulos), las lineas punteadas representan
la solucién a la ecuacién maestra y las los puntos la soluciéon numérica a la integral
con 9000 pasos en el tiempo.
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Figura 5.10: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) para N. = 40, A = 0,02
y diferentes valores para el acoplamiento con el entorno lejano: I' = 0,01 (sélida),
10,0 (discontinua), 40,0 (punteada), 100,0 (discontinua-punteada), 120,0 (discontinua-

doble punteada).
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Figura 5.11: Amplitud de fidelidad generalizada f\ r(t) para un oscilador arménico
en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en el entorno
lejano con N, = 40, A = 0,1 y diferentes valores para el acoplamiento con el entorno
lejano: I' = 0 (sélida/cuadros), 0,1 (discontinua/circulos), 1,0 (punteada/tridangulos),
las lineas punteadas representan la solucién a la ecuacién maestra y las los puntos la
solucién numérica a la integral con 9000 pasos en el tiempo.
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Figura 5.12: Amplitud de fidelidad generalizada fy r(t) para un oscilador arménico
en el entorno cercano y un canal depolarizador con temperatura infinita en el entorno
lejano con N, = 40, A = 0,1 y diferentes valores para el acoplamiento con el entorno
lejano: T = 0,01 (sélida), 10,0 (discontinua), 40,0 (punteada), 100,0 (discontinua-

punteada), 120,0 (discontinua-doble punteada).
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5.0.3. Comparacion entre medidas

Ahora compararemos la amplitud de fidelidad generalizada con otras medidas de
distancia: la distancia traza, la fidelidad cuantica y las sub-sup fidelidad. En este punto
se hemos utilizado las desigualdades introducidas en la Sec. 2.3.1 para la relacién entre
la fidelidad cuéntica y la distancia traza. Para este caso hemos obtenido la fidelidad
cudntica F'(p, o) haciendo evolucionar dos estados cudnticos ortogonales p y o con los
Hamiltonianos HY = H, + AV, y H{ = H. — AV,. Escribiendo la fidelidad cudntica
en términos de la cotas para la distancia traza [1]

1—F(o,0) < D(0,0) <+/1—F(0,0)*, (5.5)

y andlogamente utilizando la amplitud de fidelidad generalizada en forma de «cotas»
para la distancia traza tal que

1-— f)\’r(t) y A/ 1-— f>\7r<t)2 s (56)

podemos realizar la comparacion tanto entre la dinamica de la fidelidad cuantica con
la dindmica de la amplitud de fidelidad generalizada, como la amplitud de fidelidad
generalizada como valor extremo para la distancia traza.

Para realizar estas comparaciones, tomaremos primero el caso cuando el sistema no
posee termino disipativo, i.e. el caso cuando I' = 0. Esto se muestra en la Fig 5.13. Para
este caso tomamos ademas A = 0,02 y un promedio sobre 1000 realizaciones 1, =
1000. Vemos como para tiempos cortos t < 20 tenemos cualitativamente una buena
correspondencia entre la fidelidad cudntica y la amplitud de fidelidad generalizada,
ademas podemos observar como la distancia traza se mantiene dentro de las cotas
establecidas por ambas medidas de decoherencia.

Ahora para la Fig. 5.14 aumentamos el valor del acoplamiento entre en sistema
central y el entorno cercano a A = 0,1. Observamos como atin tenemos una buena
correspondencia entre la fidelidad cuantica F(g, o) y la amplitud de fidelidad gene-
ralizada fy r(t), sin embargo para tiempos més cortos que el caso anterior ¢t < 15.
También, observamos como la distancia traza D(p, o) se queda dentro de las cotas
para ambas medida para estos tiempos.

En la Fig. 5.15 abrimos el sistema tomando el parametro de disipacién I' = 0,01,
tomando el valor del acoplamiento entre el sistema central y el entono cercano como
A = 0,02. Vemos como al inicio t < 10 de nuevo obtenemos «cualitativamente» un
buena correspondencia entre la fidelidad cuantica F'(p,0) y la amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t). Ademds, vemos que, como estaba previsto la distancia traza
D(o,0) se mantiene dentro de las cotas establecidas dentro de la Fidelidad cuantica
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Figura 5.13: Comparacién de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fi,r(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:
1—F(p,0) (cruces), \/1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,02, 1y, = 1000 y I' = 0 para todos los casos.

F(o,0) y ademds para tiempos cortos también queda dentro del las cotas establecidas
por la fidelidad generalizada f r(t).

Ahora aumentamos el valor del acoplamiento entre el sistema central y el entorno
cercano a A = 0,1, podemos ver en la Fig. 5.16 como de nuevo obtenemos una buena
correspondencia para tiempos pequenos, sin embargo también se puede observar que
tanto la fidelidad cuantica F(p,0) como la amplitud de fidelidad generalizada f r(t)
llegan a su minimo ma&s rapido que en caso con el sistema cerrado.

En la Fig. 5.17 aumentamos el acoplamiento entre el entorno cercano y el lejano a
[' = 0,1 dejando el A = 0,02, podemos ver como la fidelidad cuéntica F(o, o) llega més
rapido a su minimo para regresar de igual manera al 1, a su vez de manera esperada
la distancia traza D(p, o) sigue el comportamiento de F'(p, o), también vemos como
la correspondencia entre la F'(p,0) y la fy r se pierde rapidamente que en el caso del
acoplamiento méas pequeno.

Siguiendo con el caso para I' = 0,1 en la Fig 5.18 aumentamos el valor del aco-
plamiento entre sistema central y entorno cercano a A = 0,1, en este caso se observa
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Figura 5.14: Comparacién de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fi,r(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:
1—F(p,0) (cruces), \/1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,1, n,,,, = 1000 y I' = 0 para todos los casos.

como las medidas tanto de fidelidad cudntica F'(p,0) como la distancia traza D(p, o)
difieren rapidamente de la amplitud de fidelidad generalizada fy r(t). También, ve-
mos como la amplitud de fidelidad generalizada fy r(¢) llega rdpidamente a su minimo
mientras que la fidelidad cudntica F'(p, o), al igual que en el caso con A = 0,02, regresa
rapidamente a 1.

En la Fig. 5.19 se muestra el decaimiento de la fidelidad cudntica F'(p, o) contra el
tiempo para el caso de A = 0,02, podemos ver que conforme aumentamos el valor del
acoplamiento con el entorno lejano el minimo de la fidelidad es menor, esto debido a
que los estados ¢ y 0 se mantienen mas cerca lo cual puede ser traducido a que como
en el caso de la amplitud de fidelidad generalizada f r(f) la coherencia decae més
lento.

Ahora con en los casos anteriores aumentemos el valor del acoplamiento entre el
sistema central y el entorno cercano a A = 0,1, este caso se muestra en la Fig 5.20,
aqui de nuevo podemos observar como al aumentar el valor del acoplamiento entre
entornos I' el minimo al que llega la fidelidad cudntica F'(p, o) es menor regresando
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Figura 5.15: Comparacién de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fi,r(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:
1—F(p,0) (cruces), \/1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,02, 1, = 1000 y I' = 0,01 para todos los casos.

mas rapidamente a 1 cuando I' = 0,1 que para el caso I' = 0.

En la Fig,(5.21) comparamos la fidelidad cudntica F'(p, o) con la amplitud de fide-
lidad generalizada fy r(t), vemos como mientras la amplitud de fidelidad generalizada
disminuye para I' = 0,1 grandes la fidelidad cuantica se mantiene més cerca de 1,
también podemos ver como para un sistema aislado con I' = 0 la fidelidad cuantica
F(p, 0) se mantiene en su minimo cuando la amplitud de fidelidad generalizada f) r(t)
llega a 0

Ahora aumentamos el acoplamiento entre sistema central y entorno a A = 0,1,
podemos observar en la Fig (5.22 como al aumentar este acoplamiento el minimo al
que decae la fidelidad cuantica F'(p,0) es mayor que en el caso anterior, también
podemos observar que a diferencia del caso I' = 0 donde la F'(p,0) se queda en el
minimo cuando fy r(t) = 0 para I' # 0 la F(p, o) busca regresar a su valor maximo
conforme la amplitud de fidelidad generalizada disminuye.

En la Fig.5.23 podemos ver como la distancia traza D(p,0) decae mientras la
fidelidad generalizada f r(¢f) aumenta, esto implica que mientras el sistema llega el
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Figura 5.16: Comparacién de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fi,r(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:
1—F(p,0) (cruces), \/1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,1, n,,,, = 1000 y I' = 0,01 para todos los casos.

sistema llega a estos completamente mixtos para ¢ y ¢ lo que hace que la igualdad
D(o,0) = 0 cuando ¢ = o se cumpla. Vemos como para I' = 0,1 la distancia traza llega
més rapidamente a 0, también se observa como para el caso bipartita (i.e. ' = 0) la
distancia traza llega a su maximo cuando la amplitud de fidelidad generalizada fy r(t)
llega a su minimo.

En la Fig. 5.24 aumentamos el valor a A = 0,1, en este caso podemos ver como
valores de I' # 0 la distancia traza regresa a 0 cuando la amplitud de fidelidad
generalizada fy r(¢) llega a su minimo mientras para I' = 0 la distancia traza se
mantiene siempre en 1, igual que en el caso para A = 0,02.

En Fg 5.25 compramos la amplitud de fidelidad generalizada con la fidelidad
cuantica y la sub y super fidelidad para el caso del sistema bipartita I' = 0, ve-
mos como para tiempos cortos la hay una buena correspondencia la fidelidad cuantica
F(p,0) y la amplitud de fidelidad generalizada fy r(t), ademds vemos que las cotas
puestas por la sub y super fidelidad para este caso son iguales a la fidelidad cuantica
F(o,0), vemos como para tiempos cortos la hay una buena correspondencia la fide-
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Figura 5.17: Comparacion de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fir(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:

1—F(p,0) (cruces), /1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,02, n,,, = 1000 y I' = 0,1 para todos los casos.
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Figura 5.18: Comparacién de los decaimientos de: i) la amplitud de fidelidad gene-
ralizada: 1 — fy r(¢) (puntos), /1 — fi,r(t)? (linea-punto); ii) la fidelidad cudntica:
1—F(p,0) (cruces), \/1 — F(p,0)? (equis); y la distancia traza: D(p, o) (linea sélida).
Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,1, n,,,, = 1000 y I' = 0,1 para todos los casos.

lidad cudntica F(p,0) y la amplitud de fidelidad generalizada f r(t), ademds vemos
que las cotas puestas por la sub y super fidelidad para este caso son iguales a la
fidelidad cuantica F(p, o).

Ahora aumentamos el valor de A a A = 0,1 en la Fig 5.26 dejando I' = 0 con en
el caso anterior, podemos ver como a pesar de tener un decaimiento de la fidelidad
mas rapido que en caso de A = 0,02 continuamos con una buena correspondencia
entra ambas medidas de fidelidad, ademas de nuevo vemos como el valor de las cotas
G(o,0) y E(0,0) es igual que el valor de la fidelidad cuéntica F(p, o).

Aumentando el valor del acoplamiento entre entornos a I' = 0,01 y tomamos el
valor de A = 0,02, vemos en la Fig 5.27 como tenemos la correspondencia para tiempos
cortos entre F(p,0) y fir(t), ademas podemos ver como la fy p(t) también queda
dentro de las cotas G(p,0) v E(p,0) para un tiempo mayor que la correspondencia
entre la F'(0,0) v far(t).

Tomando en 1 mismo valores del acoplamiento entre entornos que en el caso anterior
pero aumentamos el acoplamiento entre sistema cercano y entorno cercano A\ = 0,1,

Universidad Auténoma del Estado de Morelos 55



0 20 40 60 80 100

Figura 5.19: Fidelidad cudntica F'(p, o) contra tiempo para diferentes valores del aco-
plamiento al entorno lejano I' = 0,0 (cuadros), 0,01 (circulos), 0,1 (tridngulos). Aqui
utilizamos N, = 40, A = 0,02 y Ny, = 1000 para todos los casos.

observamos en la Fig 5.28 que tenemos una correspondencia entre las medidas F'(p, o)
y la fy r(t) para tiempos cortos ¢ < 20, ademéds de manera similar para el mismo valor
de t la f) r(t) se encuentra dentro de las cotas G(p,0) y E(p,0).

Universidad Auténoma del Estado de Morelos 56



5. Simulaciones

0 20 40 60 80 100

Figura 5.20: Fidelidad cuéntica F'(p, o) contra tiempo para diferentes valores del aco-
plamiento al entorno lejano I' = 0,0 (cuadros), 0,01 (circulos), 0,1 (tridngulos). Aqui
utilizamos N, = 40, A = 0,1 y n,.,,, = 1000 para todos los casos.
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Figura 5.21: Fidelidad cuantica F'(p,0) contra amplitud de fidelidad generalizada
for(t) para diferentes valores del acoplamiento al entorno lejano I' = 0 (cuadros),
0,01 (circulos), 0,1 (tridngulos). Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,02, n,,,, = 1000 para
todos los casos.
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Figura 5.22: Fidelidad cuédntica F'(p, o) vs amplitud de fidelidad generalizada fy r(t)
para diferentes valores del acoplamiento al entorno lejano I' = 0 (cuadros), 0,01 (circu-
los), 0,1 (tridngulos). Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,1, n,.,,, = 1000 para todos los
casos.
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Figura 5.23: Distancia traza D(p, o) vs la amplitud de fidelidad generalizada f) r(t)
para diferentes valores del acoplamiento con el entorno lejano I' = 0 (cuadros), 0,01
(circulos), 0,1 (tridngulos). Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,02, n,,, = 1000 para
todos los casos.
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Figura 5.24: Distancia traza D(p, o) vs la amplitud de fidelidad generalizada fy r(¢)
para diferentes valores del acoplamiento con el entorno lejano I' = 0 (cuadros), 0,01
(circulos), 0,1 (tridngulos). Aqui utilizamos N, = 40, A = 0,1, 1., = 1000 para todos
los casos.
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Figura 5.25: Comparacién del decaimiento de las medidas: i) amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t) (sélida), ii) fidelidad cudntica F(p,0) (discontinua), iii) super
fidelidad G(p, o) (sélida-cruz) y iv) sub fidelidad E(p, o) (sélida-equis). Con N, = 40,
A=0,02, ' =0y Ny, = 1000 para todos los casos.
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Figura 5.26: Comparacion del decaimiento de las medidas: i) amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t) (sélida), ii) fidelidad cudntica F(p,o) (discontinua), iii) super
fidelidad G(p, o) (sélida-cruz) y iv) sub fidelidad E(p, o) (sélida-equis). Con N, = 40,
A=0,1, " =0y n., = 1000 para todos los casos.

Universidad Auténoma del Estado de Morelos 63



1
— \\
b 08 - N :
S \)
R N I
S 06 | N T |
) \ -
S e
©
S 04 1
3
& 0.2

O ! ! ! ! ! !

0 10 20 30 40 50 60 70 80

27Tt/tH

Figura 5.27: Comparacién del decaimiento de las medidas: i) amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t) (sélida), ii) fidelidad cudntica F(p,0) (discontinua), iii) super
fidelidad G(p, o) (sélida-cruz) y iv) sub fidelidad E(p, o) (sélida-equis). Con N, = 40,
A=0,02, ' =0,01 y nyyn = 1000 para todos los casos.
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Figura 5.28: Comparacién del decaimiento de las medidas: i) amplitud de fidelidad
generalizada fy r(t) (sélida), ii) fidelidad cudntica F(p,o) (discontinua), iii) super
fidelidad G(p, o) (sélida-cruz) y iv) sub fidelidad E(p, o) (sélida-equis). Con N, = 40,
A=0,1,I'=0,01 y npyu, = 1000 para todos los casos.

Universidad Auténoma del Estado de Morelos 65



Universidad Auténoma del Estado de Morelos

66



Capitulo 6
Conclusiones

En este trabajo se ha introducido la amplitud de fidelidad generalizada para un
sistema tripartida. La cual inicia tomando el concepto de la fidelidad cudntica para un
sistema bipartita, utilizando el sistema sistema central como sonda para la dinamica
de eco del entorno cercano. Después, abrimos el sistema anadiendo el entorno lejano
y consideramos el decaimiento de la coherencia en el sistema central como sonda
para la dindmica en el entorno cercano. Este decaimiento en el sistema tripartita es
proporcional a la amplitud de fidelidad generalizada. Esta fidelidad generalizada fue
estudiada para diferentes configuraciones para el sistema total, i.e. modelos diferentes
para el entorno cercano, diferentes disipadores, y comparada con otras medidas que
pueden ser asociadas con perdida de informacion.

En la primera parte del Cap. 3 se obtuvo una ecuacién maestra general utilizando el
limite de acoplamiento débil. La cual es posible aplicarla ya sea a sistemas integrables
o sistemas no integrables. Se derivo la ecuacion utilizando un modelo RMT en el
entorno cercano y un canal despolarizador con temperatura infinita en el entorno
lejano’. Utilizando esta ecuacién pudimos extender el estudio del decaimiento de las
coherencias cambiando el entorno RMT por un oscilador arménico.

Después en el Cap. 4 derivé una ecuacion integral para la amplitud de fidelidad
generalizada que pudo ser resuelta utilizando tanto analiticamente por la transformada
inversa de Laplace a través del método del residuo como numéricamente utilizando el
método del trapecio. Esta solucién nos permitié expandir el analisis de la amplitud
de fidelidad generaliza a valores grandes del acoplamiento I' entre entornos.

En el Cap. 5 mostramos las simulaciones para la amplitud de fidelidad generalizada
para ambos modelos tripartias. Primero utilizamos un modelo RMT como entorno
cercano y dos disipadores diferentes: i) canal despolarizador con temperatura infinita;
ii) canal despolarizador con temperatura finita. En ambos casos observamos como el

1Un estudio previo con un entorno RMT para el entorno cercano y un bafio de osciladores descrito
por el modelo de Caldeira-Leggett de un movimiento Browniano aleatorio pude verse en [5]
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aumentar el acoplamiento entre entorno cercano y entorno lejano I' protegemos la
coherencia en el entorno cercano.

En la segunda parte mostramos el decaimiento de la amplitud de fidelidad gene-
ralizada cuando el entrono es modelado por un oscilador arménico desplazado y un
canal despolarizador con temperatura infinita como entorno. Aqui observamos que el
efecto de la mejora de la coherencia para el sistema central no se muestra para valores
de I" pequenos, sin embargo, al incrementar el valor de este acoplamiento vemos como
recuperamos la mejora en el tiempo de decoherencia se recupera.

En la ultima parte del Cap. 5 comparamos la amplitud de fidelidad generalizada
con diferentes medidas: i) la distancia traza; ii) la fidelidad de Jozsa; iii) la sup y
sub fidelidad. Observamos como para un acoplamiento entre entornos I' pequeno y
tiempos cortos la amplitud de fidelidad generalizada tiene un comportamiento similar
a la fidelidad de Jozsa. Observamos como al igual que la fidelidad de Jozsa la amplitud
de fidelidad generalizada actiia como cotas para las distancia traza. También, pudimos
observar que para un acoplamiento entre entorno débil y tiempos cortos la sup y sub
fidelidad actiian como cotas para amplitud de fidelidad generalizada.
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