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Foreword

For some years, some members of the Group of Solid State Physics at the More-
los Autonomous State University (UAEM), have edited a series of compilations of
selected talks that were presented at the Workshop of Molecular and Condensed
Matter Physics, which is been held at UAEM since 2008. This is the fifth of this
series of electronic books, which corresponds to the compilation made in 2018. It
contains some recent contributions in several areas of the research frontier in Con-
densed Matter Physics (http://web.fc.uaem.mx/ tallerfmcm/temas.htm).

Since the first edition we have decided to keep the bilingual format (English-
Spanish) with the purpose of achieving a wider diffusion of the contents via elec-
tronic means.

Cuernavaca, Mexico. November 2018 M. E. Mora-Ramos (memora@uaem.mx)
R. Pérez-Alvarez (rpa@uaem.mx)
L. M. Gaggero-Sager (Igaggero@uaem.mx)
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iv Foreword

Durante varios afios, un grupo de profesores del Cuerpo Académico de Fisica del
Estado Solido de la Universidad Auténoma del Estado de Morelos, hemos realizado
compilaciones de algunas de las conferencias impartidas en el Taller de Fisica de
la Materia Condensada y Molecular, que se celebra desde 2008 en predios de la
mencionada Institucion. Luego de la publicacion de los cuatro primeros volumenes
(http://web.fc.uaem.mx/ tallerfmcm/temas.htm) de esta serie de libros electrénicos,
presentamos a la comunidad el quinto, que corresponde a la compilacioén del afio
2018. Como en las ocasiones anteriores, las contribuciones seleccionadas abarcan
areas de actividad de vanguardia de la Fisica de la Materia Condensada que no
habian sido abordadas en los libros anteriores.

Como comentamos en el prefacio del primer volumen de la serie, hemos man-
tenido con toda intencion el formato bilingiie (espafiol-inglés), en aras de que los
materiales publicados puedan encontrar mayor difusion via Internet.

Cuernavaca, México. Noviembre 2018 M. E. Mora-Ramos (memora@uaem.mx)
R. Pérez-Alvarez (rpa@uaem.mx)
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Bipartite quantum control for quantum
processing in the anisotropic Heisenberg-Ising
model

Francisco Delgado

Abstract

Control of quantum entanglement has been considered an elemental physical re-
source for quantum applications in Quantum Information and Quantum Computa-
tion. Control of entangled states on a couple of atoms, ions or quantum dots are
milestones in almost all quantum applications towards a scalable spin-based quan-
tum computers or quantum devices. For magnetic systems, Heisenberg-Ising inter-
action generates and modifies entanglement properties of matter based quantum sys-
tems. When this interaction includes driven magnetic fields, it can be controlled to
sustain, characterize or modify entanglement and other quantum properties. In this
work, recent results on a general anisotropic three dimensional Heisenberg-Ising
model including an inhomogeneous magnetic field are considered to generate some
general quantum control for entanglement sustainability, programmed evolution and
transformation based on Evolution loops and Exchange operations. This control is
achievable through a set of physical parameters whose prescriptions are reported.
The use of a non local basis in the model, to express time evolution, lets to take
advantage on the analysis of those issues associated with entanglement and related
control operations. Finally, generalized Evolution Loops and Exchange operations
achievable in the current interaction are analyzed in terms of equivalent gates to
those used for the costumed computational basis in quantum information process-
ing.

1 Introduction

Control of quantum systems has been developed through some research trends, since
general properties of control systems, control based on specific interactions and con-
trol related to a fine management of physical variables, all of them for concrete
purposes. In particular, quantum entanglement control has been exploited for quan-
tum applications because this resource is a central aspect to improve information
processing in terms of capacity and speed [1-3]. Codification and management of

Francisco Delgado
Tecnolégico de Monterrey, México, Escuela de Ingenieria y Ciencias, Unidad Estado de México,
Atizapan, Estado de México, CP. 52926, México. e-mail: fdelgado@itesm.mx
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2 Francisco Delgado

information in quantum terms are alternative improved methods which contrast with
classical approaches. Since fundamental applied proposals about Quantum Compu-
tation [4-6] and Quantum Cryptography [7, 8], quantum control has been developed
as research area. Research around of entanglement control, their complexity, prop-
erties and potential usefulness [9, 10] are basic aspects in Quantum Mechanics [11],
particularly associated with before applied developments.

Entanglement will not have a complete map of road until its quantification and
behavior could be understood from quantum interactions and mathematical nature
which arise it. In the last sense, in nowadays, Hamiltonian models able to generate
entanglement are actually studied to understand how this quantum feature to emerge
and to evolve on several physical systems. For magnetic systems in quantum me-
chanics, Heisenberg-Ising model [12, 13] is an interaction Hamiltonian among spin
systems, which in addition could include driven external magnetic fields. Nielsen
[14] reported by first time how spin systems can generate entanglement evolution
under this model. Thus, another aim of entanglement research is its control in several
terms: generation, sustainability and maximization. Development of quantum con-
trol has been boosted by notable works in nanoscale systems [15], discrete [16, 17]
and continuous [18-20] feedback control.

Heisenberg-Ising interaction has been studied in terms of transference and con-
trol of entanglement in bipartite qubits [21], chains and lattices [22-25]. Based on
these arrangements, different approaches have extended research on more complex
systems depending on external parameters (temperature, strength of external field,
geometry, etc.) [26-28]. Nowadays, control of quantum spin states for a single par-
ticle or a couple of particles (particularly in quantum dots, electronic gases or ion
condensates) is still at the heart of developments towards a scalable spin-based quan-
tum computer because this kind of control in combination with controlled state ex-
change between neighboring spins, would let to obtain universal quantum opera-
tions [29-31] in agreement with DiVincenzo criteria [32] in terms of reliability of
state preparation and precise identification of qubits.

The main aim of this chapter is to review and depict in detail recent results using
non-local basis to reduce the dynamics in the Heisenberg-Ising interaction between
two qubits. This procedure exhibits the quantum information nature of the quantum
system. By obtaining prescriptions for exact control schemes based on Evolution
Loops and Exchange Operations, control operations are settled on quantum infor-
mation for magnetic bipartite systems interacting under a general three dimensional
anisotropic Heisenberg-Ising Hamiltonian including inhomogeneous driven mag-
netic fields in a fix direction. This approach includes several models as particular
cases, which have been previously considered in literature. In the current approach,
the use of non-local basis in terms of classical Bell states for the dynamics analysis
remarks notable algebraic aspects found for this interaction around entanglement,
generating direct control applications to state sustainability and manipulation. In
addition, generalizable Evolution loops and Exchange operations for maximal en-
tanglement manipulations are presented, suggesting an alternative grammar to tradi-
tional computational basis. Finally, some possible control effects on entanglement
evolution are presented.
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2 Driven anisotropic Heisenberg-Ising Hamiltonian in a non
local basis

Control in Heisenberg-Ising interaction (for different models: XX, XY, XYZ, etc.)
has been analyzed for several systems and configurations [33-35]. In the analysis
about structured quantum control effects [36-39], different versions of Heisenberg-
Ising interaction are considered in terms of physical elements or configurations: ho-
mogeneity of magnetic fields, restrictions in dimensions, number of particles in-
volved and strength of external fields being used. Normally, because these aspects
generate simplifications as in their geometry as in the properties of physical systems
involved [34,40-43].

To develop results related to control, we adopt the following Hamiltonian re-
cently developed for the bipartite anisotropic Heisenberg-Ising model [44] includ-
ing an inhomogeneous magnetic field restricted to the /-direction (h = 1, 2, 3 at time,
corresponding to x, y, z):

Hi=c1J-c2o0—Biro1— B2 o2
3
=Y Jio1k62% _BiiS1n _Banoan (1)
k=1

which generalizes several models considered in control in the previously cited works.
In the same terms and notation that [44], diagonalization of Hamiltonian to obtain
the corresponding eigenvalues:

ED=—J,—Ru+ , E4® = —J,+ R+ 2)
Eh(3) = Jy— Ry, Eh(4) = Jp+ Ry

where R;,- and R+ are defined as:

v vV wmT
_
Rie = B, + Ji,./‘: = Bh;_ J = €)

with:  Jpx =Ji;, =i+ J;
B+ = Blh + Bzh
and 4, i, j is understood as a cyclic permutation of 1, 2, 3, which is simplified in that

work by using §2 ps equivalent to the pair of scripts i, j. Note that U () SU (4)
because the sum of eigenvalues is zero.
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2.1 Definitions and notation

Using the original and practical notation used in [44], we set:

T
po =B i s oy o
h+

h
Ry * Rps

As is remarked there, subscripts -+ are settled for these physical variables re-
marking their internal operations. When Bell basis is used to set the evolution opera-
tor as privileged basis, it is convenient introduce several changes in the custom nota-
tion by using . + as some lower and upper scripts, which could evolve ta_1, +1 if
they appear in mathematical expressions. Following with the notation settled in that
work, capital scripts 4, B,... are reserved for 0, 1 referred to the computational ba-
sis; greek scripts for _1, +1 or - +; latin scripts 4, i, j, k, ... for spatial coordinates
x,y,zorl, 2, 3;and q, b, ¢, ... (between parenthesis) as subscripts to denote energy
levels 1, 2, 3, 4 when they will be required. is used sometimes to emphasize num-
ber multiplication between terms in scripts and to avoid misunderstandings. Thus,
in this notation, the standard Bell states are:

[B-— = [Boo , IB-+ = B ®)
[B+- = [Bio, IB++ = |Bu1
Energies E,© correspond to Enuv (Ex ——, Ep—, En i, Ej++) in this notation.
They become:
Q+p+ vy _ + VR 6
Ehpv = % = l'th h—p ( )
D )
+ J

=pi+v B2 iy,

for each direction /. Their corresponding eigenstates are:

'| 1 ; d+ev( i1— )—S—SHbl— ;
by = 2 e 4} 525ﬁ —_u1Bus (7

2
b =3 S . (8

O+ei 1% 2 )+O—guebr P
L +eiV ) 7uus Z_H]BHS
g
3. .
’ (A+vb3z_)+VEj3_ ’

o' = e, v B ©)

2 1Jrvb3,}l
where dap is the Kronecker delta. For further applications, note that in this notation,
a general bipartite state can be written as in computational basis as in Bell basis as:
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ly = Y AupldB = > BaplBes’ (10)

A,B€{0,1} ape{—,+}

2.2 Evolution operator solutions

Using the analytical expressions for eigenvalues and eigenvectors, we adopt the fol-
lowing reduced definitions associated with the energy levels [44]:

z .
AY l(*?hp + VEm ) _ whnt,  ifv=+ (11
A - Ryt ifv=—

and the variables:

e, = cosAy "+ iBjn _o SInAL, (12)
dh(x = bh*(x SinAh&
then the evolution operator in Bell basis:
Ult) = > Unap vs Bap Bys! (13)
a,fB,v,0
can be written in matrix form as:
. X |7l &
elA[t ¢ ie'*l 6117 0 0
e _d AT L —
1— e el— 0 O
t) = % - €S 14
Ul( ) E 0 0 eiAltff —lem1+611+ § 1 ( )
0 0 —ze‘“1+ cljJr eiA]i eli
X " X
el §++* 0 0 —e 621+
X AT, TX|—e ™2 g X
0 ef2-¢g_ -4 0
U(r) = — I
X 0 etAz,d_ etAQ, eZt 0 @ € SZ (15)
o] 0 O
AT 7 L &
- elA3 T @:r* TO e’ ?’7 0 -
U3(t) _ 0 € +“2++* 0 L eS (16)
* 3— 0 3t O § 3
0 le‘ua+¢31+ 0 P et

As is clarified in [44], to avoid misconceptions, note that scripts_, + used in last
definitions and results are related to energy labels more than internal operations (as
those previously defined, Jix - B{h}:)'
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U, (?) clearly exhibit a 2 32 block structure, which is seminal in current work. As
was stated in [44], each block is an element of U(2) = U (1xSU(2) with reciprocal
determinants between blocks to conform the 4x4 structure of evolution operator in
SU(4). Then, Hilbert space H ®2 becomes a direct sum of two subspaces, each one
generated by two specific pairs of Bell states depending on /. As was stated in [44],
Sl, Sz, S}Z

Si = {4 € SU@)|Aup 15 = Soyttap 35, (ttyaqp )y==| € U2)} (17)
S, = {A € SU(4)‘A(XB,’Y8 = Sa-yB‘BuaB,y& (”aﬁ,y-ay-[})*=i € U(Z)}
Ss = {4 € SU@)|4ap 55 = 8p 5 tap 15, (Uarp 1 -+ € U (2)}

are subgroups of SU (4) containing S}, C Sj, each set of matrices able to be generated
by Us(¢) in (14). As a result of [44], each subset S} characterized by specific physical
parameters j,., by+ is again a subgroup of S;. In addition, their finite products
generate each S;. Thus, inverses of last operator, Uh*(t), can be obtained as another
U(t) for same physical parameters ji, by-in the system. Last aspect is important
for evolution loops because it implies that they can be achieved in only one pulse of
Hamiltonian (1).

The last procedure has been settled in the literature as the SU(2) reduction of the
quantum dynamics because it splits the evolution in SU (4) for the whole physical
system into two SU (2) quantum information subsystem and the Hilbert space of the
whole system in the direct sum of two subspaces generated by selectable pairs of
Bell states [45].

2.3 Block structure

An important aspect in current work is to state the general structure for each % 2
block in U (2) [44, 45]:

it el . —qid ,
(18

e gi*'dn,  ent
where / is the associated spatial coordinate of magnetic field, j = 1, 2 is an ordering
label of appearance for each block in the rows of whole evolution matrix, denoted
by kj, 1;, the ordinal labels for its rows in each matrix (14). Thus, by example, k, =
3, L, = 4 are the labels for the second block s21), with j = 2 in Uj,=1(z). Note that we
use a conventional nomenclature to state the block position inside Uj(¢) matrices. In
addition: o = (1) 7+, B = (1) [+l =k+D g = B (= 1)"+!. A comprehensive,
but empirical formula, can be constructed to set theserelations:
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ki =1+ — 11+ p23(h)) (19)
lj=kj+ dn;

with: 8y =14 pi2h)+4(G —2)p13(h)

o) = gh —m)h—n)

then, each block is determined by /4, j and their entries are embed in positions
(ki k), (ko 1)), (L k), (g 1)

Note that det s, = &2y, Nevertheless sy ,€ U(2), not any element of U(2)
is a s, ; block. In fact, s5 ; is not necessarily a subgroup of U (2), so if two or more
blocks with different physical parameters ji ., bs ,are combined in a product, ithas
not closure, which open opportunities to extend their coverage in U (2) with two or

more pulses. These aspects around the group properties in the decomposition are
included in [44].

2.4 Inducing Evolution Loops and Exchange Operations

As was suggested in [44], by combining several adequate interactions, it is possible
to get the following basic combined forms for blocks when ¢ = T (subsequently
named diagonalization and antidiagonalization cases respectively for short):

sy = D (20)

spj=*01 or: sp;= *ic; @1

where we need avoid confusion between operators in computational basis and Bell
basis. The use of Pauli matrices o1, o, in last expressions state straight forms in the
matrix block. The reduction of evolution into each one of these forms are useful
in quantum information processing. Then, we can achieve evolution loops [46-49]
and exchange operations [39] in H ®2, switching or recovering any Bell state into
another. Last operations let to obtain several control effects to manipulate Bell states
in a programmed way by applying a sequence of magnetic field pulses in adequate
directions. Figure 1 presented in [45] summarizes the achievable transitions and
loops among them.
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Fig. 1: Graph showing some control transformations between Bell states for qubits a
and b. They are obtained by Heisenberg-Ising control operations reducible to forms
(20) and (21) through magnetic pulses in specific directions[45].

3 Representation space of evolution operations

3.1 Two qubit space and restricted space of representations

Space in which a two qubit system (10) evolves is the sphere of seven dimensions S’
(or S®if we neglect the global phase), with A C and 4, BQ 1 3} Due to high
dimensionality of space, we will use to show the evolution of control operations a
reduced space. For this purpose, we define:

[w = sinasinp cosy |00 + sina sinf siny [01 (22)
+ sina cosP |11 + cosa |10

with: a,B,y €[0,2n)

as a subspace of H ®2 used as representation space (see an extended depiction of
this space in [50]). This space has specific properties. If we compare regions (o =

T+, B,7),0<e,0<P<m0<y<mand(o =n—ta,p =n—Pp,y =y+7),
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they depict the same quantum states. Similarly, (o, f = +€3,y),0 <o <m,0<
g,0 <y <mand (o, B '=n _gp,y =y + n), they depict equivalent states. It
shows that the representation space can be restricted toR = (o, B,7) [0, nlx
[0, 7] % [0, 27), a charton S® 7, the three dimensional sphere. This space willbe
used to illustrate the intermediate evolution in the control operations (20) and (21).

Furthermore, we can note that transformation: (o, B,v) — (o, B’,v), with: 0 <
a<m0<p<nO0<y<mand(o =n—op =n—B,y =y +n), transforms
|y into 3y , representing the same states. With this, the representation space can
be limited to R = a, B, &[0, m)*3. This structure will be used in the following
(except when graphical interpretation could become unclear, in such case the space
will be expanded onto neighbor regions). Last property in R provides a Mobius-like
topology, related to its edges identification, a structure inherited from arbitrariness
of quantum state phase (the same structure appears for single qubit states, but it is
reduced by using %in their component expressions on Bloch sphere).

3.2 Entanglement properties of R and S projections on S°

Calculating the Schmidt coefficients A+ of (22), we can obtain its concurrence C :

C? = 4sin’ o sin? B (coso cosy — sina. siny cosP )? (23)

C = 1 defines the maximal entanglement states and C = 0 defines separable states.
Clearly the lateral edges of R, with a, B = 0, w are separable states. But they are not
exclusive, another inner surface in R contains additional separable states. Figure 2
shows R depicting concurrence level surfaces and the four Bell states. The most
inner helix surfaces containing Bell states depict the one dimensional regions on
which maximal entangled states are located. States (10) in S7 could be projected on
S%in several ways. By example if we take:

o = arccos|Ajo] (24)
_ Aul
B = arccos
sin o
_ |Agol
Y = arccos
sina. sinf3

because Y|y = X0 |Assl? = 1, it lets understand §7 = S® X (S')*4, where

each S is the fiber bundle corresponding to phases of Ap. This sphere is con-
structed with the intersection points between S” and the subspace constructed with
direction of Argandrepresentation for each state componentin computational basis

on Fock space H 2 (for the instantaneous state in the evolution). Of course, this
projection maps the states only on one eighth of R. Torealize better the evolution
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trajectories in R, we will take a projection based on real parts of components instead

of magnitudes (a similar structure was recently studied in [51] based on a quaternion
construction):

o = arccosReAjo (25)
ReAu
B = arccos
sino
RCA(]()
Y = arccos
sina. sinf

this selection sets a maximal S sphere on S7 defined by the intersection points of
each real part of components in computational basis of the state with S7.

Fig. 2: Representation space R for two qubits depicted in the text. Note the lo-
calization of Bell states and how the space is twisted relating points between low
and upper faces. R repeats itself vertically and horizontally. Thus, vertical faces,

a, B = 0, m, extend the space in lateral directions as reflexions on themselves. Level
surfaces for concurrence are shown, inner ones approaching to the maximal entan-
glement line, C = 1, where the Bell states lie. Vertical faces contain separable states

where C = 0, together with the inner interface splitting the two tube-like maximal
coverings for concurrence [50].



Bipartite quantum control for quantum processing 11

4 Evolution Loops and Exchange Operations

4.1 Generalities

One goal in control of Heisenberg-Ising model is based on Rabi oscillations gen-
erated by magnetic fields together with their interaction strengths. Normally, this
manipulation involves a tight control of time [52, 53] and alternative types of con-
trol, as resonant or on-off control [54-56].

In this section, we will analyze how evolution operators blocks could adopt the
forms (20) and (21) to manipulate Bell states through evolution loops and exchange
operations. Control effects based on Bell states could be involved in applications as
quantum characterization, teleportation, discrimination and repreparation. In spite
of (1) generalizes particular interactions included in other works, some of the fol-
lowing results could be applied to generalize those situations. This kind of control
operations could be applied in several ways, not only as control scheme instead as a
correction state procedure. As instance, operation (20), could be useful in quantum
state correction (entangled or separable), when there is distortion, in some statq y ,
generated by external magnetic fields. Knowledge about evolution loops is useful to
restore it under similar field conditions [38, 39]:

Ui(t)Un(t) |y = |y[(26) by measuring accurately

distortion time #; and restoring time #,. Similarly, operation
(21) can be used not only to transform Bell states among them, but to reprepare a
distorted Bell state into other:

Ui(t)Un(11)|Bss = |Be's’ 27)

4.2 Block conditions for diagonalization and antidiagonalization

It has been stated in [44] that evolution matrices (14) with fixed physical parameters

{sp,
fulfills Uh(t) € S’;{;h_* 3 C U(1) X SU(2) X SU(2) C SU(4). This decomposition

implies that H ®2 is the direct sum of two subspaces generated each one by specific
pairs of Bell states depending on 4. States of each subspace evolve separately of
those in another, until a relative phase, under transformations & U (1)«SU (2).
Nevertheless, relative phase introduces additional restrictions to reach (20) and (21)

in a coordinated way in both blocks. In the next sections, we first analyze the pre-
scriptions to reach these forms on blocks to integrate them finally, generating Evo-
lution loops and Exchange operations on whole space H 2. Some of the following
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results were developed as useful applications in the quantum gates design by unitary
factorization [61].

4.2.1 One pulse solutions

In order s ; fulfills (20) or (21), there are several possibilities. The more basic way

is use only one field pulse. An easy and direct analysis shows that s, ; = ( 1)1, at
t = T, if the following prescriptions are fulfilled:

T ="%—"%g>0 (28)

B> = (
o Mo — Na {h}a

with:  ne,ma € Z

Still, prescriptions (28) should be compatible in both blocks +a for each model
(14) to obtain an evolution loop Uy, = (—1)"=14. It is possible when in addition ma —
Na = n-q m—-o . If condition (21) is included in only one block and (20) in another,
then Uj, becomes an exchange operation, which lets transform two Bell states among
them, while the remaining Bell states become unchanged. Nevertheless, there are
not feasible solutions in one pulse for block antidiagonalization (21) compatible
with (28) without restrict J, and require non finite external fields. Then, a multiple
pulses approach is necessary. As we will see, there are solutions in two pulses to
obtain a diagonal-antidiagonal combination in the complete evolution matrices.

4.2.2 Two pulses solutions

The block obtained with the product of two blocks (18) corresponding to two con-
secutive pulses with external fields in the same direction, s;,; followed by s, ; (clearly
o, B, g are the same for both pulses in the same block), becomes:

‘51’,*%1' = ei(A,l:JrAhtu) X (29)
e&'{B*e&B* —d;,ad& —qih(e(é(B *d& +e&ﬁd;,a)

qi*h(ehﬁ‘dh(x + eh[& dyy) ehﬁeh& — dhadha

which requires to be fitted with each form (20) and (21). The prescription to diago-
nalize last block into I, becomes (see Appendix A):
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Ang +51gn(J{;,} J{,} )Ah y= T (30)
Ayt + At = (ma + 1o )m
ha

Bhf(x — Bh o

S
i}, (i},
with : Mo, Na € Z

giving exactly:

Sisnj=(=1)"1 (31)

Similarly, antidiagonalization of block (29) into forms (21) is obtained in the
Appendix A directly from (29). It gives the prescription:

Ah(; — 2”a+1ﬂ: A}’lf 2ny +1 (32)
AT HA T = —fih+s1gn0tq[3b ]h)+
o ha h—g —a

Z(na—i-na—sa—i- 1))

=T ’
= 2Mh,q,(x,[3,na,na,m

73}’_0‘ = —‘/(L}(X
KON B,
with : sm,m,n;x ez
becoming in the block form:
( )
s's 0 (1)«
hjhj = (—1)+sa 0

= (—1)%em™2G) od2 (33)
notlng that block s ey reduces to (21). Note that s« and % introduce a phase when

] ch onl fi
sr<sited B BT AR AP SRR S R PRI

by the prescriptions for the another block. Note that (30) and (32) should not be
combined for same block. Instead, each condition is used on one different block,

one with o = 1 and another with @ = 1, in agreement with (18). Anyway, each

set of conditions fits only one block of whole evolution matrix, so compatibility
between them should be reviewed.
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4.3 Evolution loops and exchange operations

4.3.1 Evolution loops in one pulse

As was stated, evolution loops can be reached with only one field pulse using the
prescriptions given in (28) combined for two blocks (labeled as +a):

T ="y 2 R s g (34)
S oJi
B2 = (A )2 —J 2>
o m.yz No {h}a
thz(ih ¢y _ g 250
¢ Mm_g — N—g {h}—«a

with : N+o, M+o € Z

where n+a , m+o should be properly selected. If additionally, m+« have the same

parity, then U(z) will have the same phase in both blocks. In last case, these pre-
scriptions generate the matrix evolution:

Un(?) = (=1)"14 (35)

Figure 3 shows three cases of evolution loops represented on R for oo for J; =
10, J; = 0.4, J, = 0.5, where i, j, k is an even permutation of 1, 2, 3 corresponding to
X, y, z respectively. While, i in Uy(?) is the direction of magnetic field applied in each
figure a, b and ¢, showing the evolution loop generated by U,, U,, U. respectively and
departing from|Boo in the lower face of R. In that representation, reader should be
aware that evolution trajectory is only a projection from whole space H ®2 on 3,
so trajectory does not necessarily show the complete real states (specially when it
crosses other Bell states, as in Figure 3c), except in their evolution edges, which
corresponds exactly with the|Boo state. In these representations, continuity was
preferred, so trajectory in Figure 3¢ was extended outside R (otherwise, initial lower
part of trajectory will appear inverted with respect to f direction from top of R, to
arrive finally on|Boo in the top face, in agreement with symmetries stated in section
3.1).

4.3.2 Evolution loops in two pulses

Here, we identify six free possible parameters: B , B';m,t,t'. Nevertheless it is
possible to achieve evolution loops (20) with two pulses, these operations are com-

lex and,unnecessary in s itle of rthious I Jsults. Ija addition, the most(i them are
ust combinations of one pulse operations (J+o = cases), so we will omit this
*Ta

analysis.
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Fig. 3: Representation of evolution loops in R for Bell state [Boo under each
type of Hamiltonian (1): a) Uy withm- = 2, n—- = 1, m+ = 1, n+ = 2;b) U, with
m-=4n-=1m+=2n+=5andU, withm-=4n-=1,m+ =2,n+ =5.All
trajectories begin and end in |Boo .

There are some possible useful issues around reversibility, which are convenient
remark here. Note that if we split arbitrarily the process of last subsection in two
times ¢+ = T, we obtain exactly two inverse operations between them (we restrict
our discussion to ma even), U,(t YUy (¢) = L U, '(t) = Us(t). The inverse opera-
tion fulfills for both blocks. Otherwise one can be interested in to reverse selectively
the evolution in only one block and pursuit different effects in the remaining block.
It shows that evolution operations can involve their own inverse operations at least
in special and controlled cases. Clearly, in spite of results in [44], the inverse opera-
tions are achievable for the same Hamiltonian (1) in a finite sequence of pulses. In
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the next subsection, we will focus on two pulses operations to construct exchange
operations: diagonal-antidiagonal or antidiagonal-antidiagonal cases.

4.3.3 Exchange operations in two pulses

The general block (18) cannot be antidiagonalized while the magnetic field or the
strength interaction remain finite (| ehg = 0). Thus, we appeal to the two pulses ap-
proach. Clearly, in spite of (32), the antidiagonal-antidiagonal case, for both blocks
in (29), implies an extra condition in comparison with (30), which requires strong
restrictions (normally unreachable) on interaction strengths J;. Therefore, we will
analyze exclusively the diagonal-antidiagonal case, where only two selected Bell
states could be exchanged while other two become unchanged, in agreement with
Figure 1. Anyway, combining last solutions, the antidiagonal-antidiagonal case can
be reached in four pulses.

The diagonal-antidiagonal case requires combine (30) and (32) equations for two
blocks in a fix case of (14). One solution can be reached by setting a program based
on calculate each one of By «, B . ¢ parameters in terms of Bja [45]. Here,
we set o script for the diagonal block and _ou for the antidiagonal one. First, it is
possible decouple By« in the following equation:

1 B ]2 ] B 1 2
1= = 4yl mat (36)
iny o1 Viny g1
with: A= ot DJi
2(m0t + na )lJ{hLOL |
Qn_y +1)J,

2(1110( +na)|./{h}_ |
Equation (36) it is easily solved, giving the following family of potential solu-
tions:

—ABiJA2 +B2—-1
g = (37)
B?2—-1

where £ E% . This equation has solutions while 4% + B? > 1 and their positivity

had been warranted. That is possible in general for several finite and anisotropic
interaction strengths in three directions by selecting values for n- , n o> Ha, Ma
properly (Figure 4). Solutions are centered on opposites signs for 4 and B, limiting
physical cases in spite of (B1) and (B2).

Clearly, n-q, nl,a > 0 and mo + no, Jp, J,', determines the selection of 4, B. Figure 4
shows the available regions with solutions for |&| in the plane 4 — B for (37).
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Fig. 4: Solutions (37) in the plane 4 B for a) Negative sign, and b) Positive sign.
Shaded regions correspond to (g values in the gray scale on the right and dashed

ones are regions without solutions [45].

Note that, there are solutions in the four quadrants, which lets to find solutions for

finite Jh,J;', with an adequate selection of n-4, 1", 14, ma. Be aware of dashed
regions where (37) have not real solutions. Solutions are expressed in terms of &

(see Appendix B):
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B)? ,
%=1 (38)
wy,
v 2
_ 2nq : I —1
Sa@n-o + 1)+ RSy, 2n_o + 1)[E]
with: Pu= mgn(J{hh Jus,)
Y
S S
o = |‘{ |’ o = | / |
M=o hny_q
then, other parameters become:
B B
=g ey (39)
{h—a Rn}o,
| Jo_, It o 1t T
— {‘[ —a —
(Zl’l—a 1) = (2 — +1)|&| \/
+ n 2 241

In addition, to fit the phase of antidiagonal elements in (29), the selection of
parameters involved should fulfill:

2(m0t + I’la) = Mh,q,—oc,B,n—a,nl,a,s—a =

= —(h+sign(gB b} jn,)+ 2(n-a + 1" 4 —s-a + 1)) (40)

then, ma + no fixes s« value in (33). Clearly, our analysis has been preserving the
possibility that those strengths could change during each pulse (a few common, but
not impossible situation as function of experimental array and technology). Never-
theless, it is not a decisive factor to achieve all depicted control effects.

Figure 5 shows the effects of evolution in an exchange operation on Bell states
under Hamiltonian (1), by applying prescriptions (37-40). In the case showed,
Je=2,J,= 0.4, J.= 0.6 and & = 1. The first block has been selected as antidiago-
nal (=10 B,g=11in (18) and (29)) and 1« = 0, g = 0, m—-a = 2;n-a = 4
have been chosen. Last parameters, together with the interaction strengths deter-
mine Rabi frequencies and magnetic fields involved in the process (until two figures:
t=1.77,f = 7.65 B, = 1.73, B+ = 0.86, B, = 1.73, Bi+ = 0.05), which are
reflected on each trajectory in R. In agreement with Figure 1, this selection lets
a transformation between |Boo and fJoi states. Figure 5a and 5b show these tra-
jectories projected in R when last states are exchanged. While, Bio and B are
simultaneously preserved under same operation (Figure 5¢ and 5d). In these cases,
the trajectories leave the original states, curiously going to projections on [B1o and
[Bo1 respectively, to finally comeback into the original ones. Due to so = 10,4 =1,
the states |Bio and |Bi1 do not exhibit phase change.
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Fig. 5: Evolution for the exchange operation U, with the first block as antidiagonal
and the second as diagonal in (14). a) and b) states Boo and |Bo1 , respectively,
exchanging mutually after a cycle of two pulses constructed with prescriptions(37-
40) in a trajectory in R, developing controlled Rabi oscillations; c¢) and d) states

[Bio and |B11 evolving on themselves with the same exchange operation.

4.4 Remarks and extensions in control approaches

*{sbhia

Separability of Uh(t) €S in two weakly correlated U(1) X SU(2) subgroups,
hljnzalt
open possibilities for other control schemes. Optimal control for two level quantum
systems has been well-developed by [58] in terms of energy cost and by [59] in
terms of minimal time for a general Hamiltonian, but fully compatible with (1) pre-
sented here (when it is written in a non local basis and in terms of the reducible vari-
ables introduced in (4) and (6)). These control procedures are applicable for each
block in the current Hamiltonian while its unitary phase e*“# could be managed

in their respective context. Thus, some conditions should be fulfilled todecompose
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completely the control problem in H ®2 with evolution operators in SU(4) in two
completely separable problems, each one on a two level Hilbert space H under
SU(2) evolution operators.

The first one is associated with the opposite signs in exponents of block unitary
factors. The condition to convert the relative phase between both blocks into a global
phase (which means, the relative phase in both subspaces generated by the direct
sum decomposition for this system) impose an additional restriction on interval 7'
in which control should be achieved: J,T = nn, ncZ. Last aspect is generated
because it is not possible set an unique rotating frame for the whole system. Clearly,
last condition on 7 limits the optimal solutions obtained in [58] for SU(2). Bang-
bang based control in [59] has the same limitations to state a minimal interval in
which a general population transfer in H ®2 can be achieved. In our procedure, the
same restriction is present through equations (34) and (B1) for one pulse and two
pulses approaches respectively, but they were fulfilled instead of optimal energy or
minimal interval conditions. A second limitation, which could be handled in some
cases, is the time concordance in the separated effects on each block. For optimal
control, in agreement with [58], the minimum cost is ordered inversely with respect
of time, thus, at least a quasi-optimal solution can be obtained easily. Minimal time
control solutions in [59] is a more sophisticated control, which cannot fit easily the
optimal time for both blocks simultaneously.

In other terms, we should realize those prescriptions in optimized control as in
[59] depending in each case on initial state. Instead, control introduced in last sec-
tions is notoptimal, but it states an universal recovering for bipartite qubits in terms
of Evolution loops or population inversion for selected subspaces in H ®2. Thus,
several approaches pursuit different pretensions. Nevertheless, extension of these
valued control schemes, [58] and [59], remains open in the current reducible ap-
proach based on non local basis.

5 Generalized Diagonal and Antidiagonal Operations and
Natural Quantum Gates Generated

In the previous analysis of exchange operations, evolution matrix has becoming in
T =t + t, as one of the following in the next set (or with alternative signs in the
exchange block):
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X X X X
0100 1000
X X X

0084 01
0 g g o B o 1 0 @)

_x0100 000210 (42)
A1) = §0 01 0§’§i 00
X000 REOP}, X
17000 g E?Og
Mppo; XX X
0001
0-100
BM =By o 1 BB 08 43)

which are diagonal-antidiagonal forms achievable with that procedure and prescrip-
tions (37-40). Note that similar formulas (with variations in block phases) could
appear in other cases. Note that, when it happens, the projection (25) could fail to
reflect the evolution effects in those operations, so projections like (24) could be
more adequate as representations on R.

Nevertheless that main objectives in current work are evolution loops and ex-
change operations generated by (1), at this point is convenient set some extensions.
General forms generated by these operations (including phase factors) will be dis-
cussed in the following subsection as an extended proposal because they combine
previous operations with local or semi-global phase gates.

In general terms, evolution matrices (14) have the possibility to adopt P unitary
matrices forms, which recently have been reported to achieve factorization of quan-
tum gates [60, 57]. This scheme is achievable by the current interaction precisely
generalizing some forms into controlled gates, as those in Evolution loops and Ex-
change operations. Together, these forms can be adapted in the construction of a
universal set of quantum gates for the two-qubit processing[61].

5.1 Diagonal-Diagonal forms

When each set of equations (30) and (32) are solved, all equations in each set are
necessary conditions to make antidiagonal or diagonal entries equal to zero in terms
of (20) and (21), respectively. Weakening the unitary global phase condition for U,
in one pulse diagonal case, we obtain for time 7, the following diagonal forms in
each block (D,):

st = el (=11,

= eS8, (44)
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with the following restrictions (for o = *1 corresponding to each block):

Ny T

Bh27 = (T)z_‘]{h}z (45)

instead of (20), where na Z and T are free parameters. This operation is not
precisely an evolution loop because it does not assign a global phase to all states,
instead, it induces a semi-global phase in the subspace generated by their associated
Bell states.

These procedures let to obtain more general diagonal forms for U, than previ-
ously obtained, with the structure:

K. X
S”6¢ Sll%i(b 8 8 (46)

_ Rt
UI(T) = Dl :% 0 0 Slze_i¢ 0 E
0 0 0  Spe X

it A
Ur D&% s,de § 4§ @7)
_ ¢ A E
2 )= 2 K 0 0 Spe™ 0
0 ) 0 0 Sue g
i
vr D=KS s, § 0 (48)

¢
30) 3

0 S31€i¢ 0 §

X 0
0 0 0 Spe it

where ), ; arel independently, depending only on parameters n-q« selected. These
structures were introduced in [44] because they clearly form an abelian group in S;.

5.2 Diagonal-Antidiagonal forms

For two pulses diagonal-antidiagonal case, note that (30) and (32) are the more gen-
eral solutions to obtain exchange operations (37-40). First and third equations in
(30) are still general conditions to adjust the block on a diagonal form. Second equa-
tion was used only to get a non-zero real entry, so we do not use more here. For the
remaining antidiagonal block, (32) are no more the general prescriptions because
they are specifically constructed to obtain non zero entries only real or imaginary.
Instead, (32), are the general rules. Resuming, for two pulses, both general pre-
scriptions give the following general diagonal (D») and antidiagonal (4,) combined
blocks respectively (see Appendix C):
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Sh?z — e*iu(J;,tJrJht )(_1)n—a12
= iU+t g D2
L oSy . (“49)
2 = Ut g ifsign(cos A, sinAng ba o) -

T >

Sh

O _e_i(Pha
(1) 0
ie—ia(J;,tJrJ,',t')S Az,

C Ty« >

(o1sin (pha—n—2 + 62¢08 (Phq_n_}; ) (50)

where, we are using a for the diagonal block and o for the antidiagonal one. Script
in gy, ; should remember that it is related to o as in (18). Here, ¢ and {, the pulse
intervals, are parameters involved in the whole set of restrictions. In this terms, the
diagonal-antidiagonal forms in two pulses become now, to exchange [Boo —— |Bo1
or [Bio —— [P :

. X
0 iSief®ren) 0
| iSne'-or) 0 S8 0 § (51)
0 0 0 Spe i
U(T) = AthJr =
Sie® 0 " 0 0 2
0 Sue 0 0
- X
X 0 0 0 iS)pe~ i+ ens) E (52)
0 0 l'Slzefi(d)*LPh*') 0

to exchange [Boo —— [B11or [Bor —— [Buo:
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Uz(T) = %,4) Pht

0 0 0 —Sethron™
0 Szze_i¢ 0 0
§ O O S22€7i¢, O § (53)
Syei—on) 0 0
— A Qo _
UAT) =
B =
Sr1et 0 0 0
5 & (54)
0 S —i(+¢n-) 0
0 Szzeﬁ%ﬂph—) 2¢ 0 0
0 0 0 Shett
to exchange [Boo —— [Bioor [Bor —— [Bu:
Us(T) = A&“""’h‘ =
0 0 iS;eldren) 0 2
_ 0 Syeit 0 0
=B iS31ef=en) 0 0 0 & (55
0 0 0 Syeit
U3(T) = [ONGT —
‘ X
S5t 0 0 0
& 0 0 0 j iS3e 0 0n) 5 (56)
0 0 S3ie 0
0 iS;e i@—ens) 0 0

where T'= ¢ +¢ and second superscript, , in A, ¢ “?ha denotes the antidiagonal block.

An important property is that the set including D¢ and A ¢ %ha , With @i, £, J fixed,
forms an abelian group because A b Oha p O 9o Z A O Onlf, "0 _ D%+ . Note
that if (p are®and ¢ nmn b h, j h, j hj h
h+ 2 = , € Z we recover forms analyzed in the previous sec-

tion. All them, D¢ A #ii= 2t on Bell states to recover or exchange them periodi-
cally. For other states these operations insert programmed phases in their different
non local components. All these generalized operations could play similar roles that
those quantum controlled gates acting on the computational basis, but realizing that
they act on non local resources.

In the following, we will analyze only the cases with ¢ = 0} ¢» = % and will
set signs S j to have +1 in the first row of each block as in (41-43), similarly as in
the standard algorithm in terms of C'NOT> gate.
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5.3 Equivalence with computational gates

Diagonal-antidiagonal matrices as (41-43) or A 0= sremember C*NOT  gates, but
. h.j b
applied to scripts of Bell states Bop istead of those of computational basis |3

(by extending momentarilygour notation ur}der the eqlg}/}lence: 0 <—(>1 -1 <d—> +). In
i = ate (understood as 1ts

fact, if we realize thatA, 7 "° almost C'NOT: 2 gate ( 0"

straight form to Bell basis) except for the sign changed in the entry A, ,* )

. . . -
then a brief analysis shows concisely:
0‘7[
A7 =X CGY)X (57)
A7 = C\(iYo) (38)
ACT XC®?i XXX (59)
2171 (121
Ao,y_CGB XX (60)
227 (12
A"S 2
317 = XC ()X, (61)
O,T‘:
Ay = CGY) (62)

where X, Y, Z are Pauli matrices forms. C'®%(G) is partially a classical controlled

gate G, where control 1 &2 means 4 ® B (using the equivalence with comgutational
ﬁ LIS

scripts mentioned before) or 0‘—2 @ (notation for greek scripts in this work),

depending on form of B = 1B o ’_ the scripts of state on which gate is acting.
We should remember that all these equalities are only based on matrix form, they
are not the standard gates in computational basis. Anyway, this sets of operations
give some alternative gates to those used with computational basis in the traditional
circuit model of quantum computation. An example is the substitution of quantum
gates involved in the traditional Teleportation algorithm by C'(iY>) [62].

As a final analysis, due to the operation (Hg I,)(C'X>) transforms compu-
tational basis into Bell basis (here, H, is the Hadamard gate applied on chan-
nel a), last operations in computational basis could be expressed as (C! Xo)(H; ®

LA ‘:p”“ YH; ® L)(C'X) = A ’(Zh;* and similarly for D (G superscript de-
notes thiat gate is written in the computational basis representation). For z = 1, 2,

. T
expressions for n j show that they transform computational basis states into

states with an uniform probability distribution in that basis (with different phases
inserted). For 4 = 3, this states are still exchange operators between some elements

of computational basis (|00 — |11], 0l—| 10 ). For DCh¢ (defined similarly as
a computational basis representation) and 2 = 3, we get an operation, which intro-
duces symmetrical phases between groups of their elements exactly as in the Bell
basis representation. Nevertheless, for 4 = 1, 2, we get an operation, which generates
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combinations between basis elements weighted by sind, cos¢ (rotation of bipartite
qubits as a whole).

6 Entanglement dynamics

6.1 Evolution of Bell states entanglement

Some special features of entanglement control should be remarked moreover that
control operations analyzed in this work. A direct calculation shows that concur-

rence of states evolved from Bell states, 1ﬁgm'der U (1) in (14) becomes:

Ch=1-4j2 b’ ,sin*A, (63)
uv 7fpv - fpv hf;.w
p,h=1
ffw = uv,h=2
X
v,h=3

exhibiting a simple behavior depending only on one Rabi frequency, in contrast
with evolution of other states, particularly separable ones. Last feature is inherited
from separation of H ®2 in the direct sum of two subspaces generated by pairs of
Bell states. This property is consistent with the isotropic case reported in [38, 39]
and with (34) and (37-40). But it implies a more general feature because not for all
physical parameters in the current interaction, evolved Bell states comeback in each
period to their original states. Instead, they comeback into other maximal entangled
states, denoting a natural correspondence between maximal entanglement with the
current Heisenberg-Ising model. In addition, we note that there are not possible
prescriptions with finite constant magnetic fields to develop a maximal entangled
evolution path (more than obvious j B = 0 or by =0

In another perspective, intermediate sta volution for jniti Bell states
does not alwa srbgcome separgglle. 6nly llgﬁ,§h ;,9;, =I}f4?, t]hena(lllx reaches 1ts
u

f A% f Vv v
minimum value. It means, when |Bj._ 1| = | Tt i " the perfect tuning between
v :

uv

field and strength interaction.

6.2 Control of maximal entanglement

As in [61], the presence of parasitic magnetic fields could affect the stability of
maximal entanglement. Thus, if qubits are currently exposed to magnetic fields
B, By respectively, maximal entangled states have oscillations with frequencies

®- = Rj-, ®+ = Ry+, by pairs, in agreement with (3) and (63). In that situation, a
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homogeneous magnetic field, Bjo, can be added to tune the oscillation frequency of
entanglement of all maximal entangled states by requiring: n+R ,_ = n-R ,, (where

n+,n- € Z*). Magnetic field By becomes:
B l_B +n R2-J 2) (64)

ho=5( n + h n}

Other possible desired effect could be to maximize the oscillation amplitude for
concurrence to assure that there are periodical intermediate separable states. Again,
an additional homogeneous field By is sufficient to reach this effect for those of
Bell states associated in (63) with B+ for each value of 2. We need to get a new
effective field |B), = 1Jum_|, it implies:

1
B = 2—(—Bh+ + [Jm_|) (65)

Nevertheless, for Bell states associated with B;- in (63), selective fields on each
qubiti=1,2, B'ih = By + 8 Bi, should be added, in such way that they fulfill:

3By —3Bay = —Bj- = |Jm, |) (66)

Finally, under these control operations, it is possible nullify B, or B,+ to set

invariant some Bell states (as in [45] for isotropic Heisenberg-Ising interaction). In
these cases, some of eigenvalues (7) become Bell states.

7 Conclusions

Research on physical systems on which quantum technology could be set up is
growing continuously, in particular that related to quantum computation, quantum
information processing or quantum cryptography. Nevertheless that optics has been
partially a dominant arena to last developments, matter has been shown several
benefits in terms of quantum storage and complex information processing, allow-
ing new computational tasks, which are impossible with conventional information
technology or quantum optics exclusively. Such quantum stuff requires a system
of several qubits and the main matter based technology for those purposes is mag-
netic. Thus, spin-based quantum computing has been developed in several experi-
mental implementations: superconducting integrated systems, superconducting flux
qubits, straight nuclear magnetic resonance and quantum dots. All of them exploit
Heisenberg-Ising interaction with different approaches [63], together with control
on quantum states and entanglement control in particular.

Several issues has been solved in technological applications around of stability
and decoherence to set stable isolated qubits as those here studied in parallel with
their control of quantum properties. Control of time and magnetic fields are actually
very well-developed. [64] reports experimental data about magnetic control parame-
ters required for these systems in related problems to those presented here. Control
is settled around of t ~ 10~° — 10~ for time control under fields near B~ 1 — 10T
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operating on regions with sizes around of r5Snm. All of them are values com-
pletely achievable in the contemporary control physics. Nevertheless, in the cur-
rent time, deep control of physical parameters in quantum magnetic systems is still
limited, so research of Heisenberg-Ising model in a comprehensive way, including
several freedom degrees as manipulable (in particular Heisenberg-Ising interaction
strengths) opens future opportunities to explode all their computable possibilities.
Thus, in agreement with [63], still a programmable artificial spin network should be
constructed, based on bipartite qubits behavior knowledge and its full control.

In this sense, current work develops some of this basic knowledge with models
including additional freedom degrees. Due to basic form of evolution in (14) have
a semi-direct product structure in terms of group theory when it is expressed in
a non local basis [44], it reveals a new kind of quantum resources to be used in
parallel, by example, the use of each independent block as a separate channel be-
ing processed in parallel with its partner. Gates constructed under this model state
elementary physical operations to reproduce a planned evolution in terms of a gram-
mar based on Bell states, which can be scaled to simulate complex computational
problems based on these quantum resources. In addition, as it has been shown here,
those operations could be constructed as controlled operations as the Exchange op-
erations, whose prescriptions have been obtained here. Also, Evolution loops state
procedures to maintain this quantum resources periodically available when external
fields are present, in the terms discussed in the last section.

Also, Evolution loops achieved exactly as I4 and Exchange operations achieved
with block forms (41) are useful by themselves in discrimination and quantum state
correction [61]. Moreover, by combining these operations (14) in different direc-
tions, we can increase the possibilities of entanglement control as was stated in
Figure 1 in terms of basic results in section 4. Creation of universal procedures to
reproduce arbitrary gates is open with the current procedures in terms of elements
identified as controlled operations (57). Still, optimal control could be developed
because the reducible structure in terms of Bell states. Thus, more structured or al-
ternative control procedures as those in [59] for SU(2) could be implemented, taking
care about the existing correlation between blocks.

Gates to reproduce well-known procedures in circuit-gate quantum computation
(as teleportation, quantum Fourier transform, etc.) should be adapted each time as
function of quantum system being used in the implementation. Current model is
an approach, which unifies magnetic systems to reproduce those gates in terms of
discussion in section 5 and possible extensions as those being considered in [57].

Future work, to exploit Heisenberg-Ising model presented here, could be ad-
dressed on the analysis under finite temperature based on matrix density evolution
as is required to consider realistic decoherence effects in the current development.
In addition, error correction analysis is necessary in our procedures, based on ex-
perimental limitations (control on time and magnetic field, knowledge and control
of interaction strengths, etc.). In our approach, an improvement should be gener-
ated through alternative continuous pulses (by example B(t) = Bo + B, sin(w?), in-
stead of piecewise pulses as those used here. Piecewise pulses are easy to manage
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theoretically, but they are experimentally few practical because their discontinuity
introduces associated resonant effects.

Nuclear magnetic resonance, Quantum dots and electrons in silicon lattices have
been the most successful systems carrying out quantum algorithms based on their
coherence and stability [64]. These systems could explode two aspects presented
theoretically here, the first is to state non local basis as a natural language because
it appears more natural in the interactions involved (despite, of course, their own
difficulties to avoid state decoherence, which, nevertheless, can be addressed with
the same procedures stated here). In addition, translation of classical gates in circuit-
gate model into alternative gates as those presented in this work based on non local
states as basic resources, nevertheless that they could do not appear sufficiently clear
in terms of human classical bit manipulation.
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APPENDIX A: Diagonalization and Antidiagonalization
Solutions

To diagonalize or antidiagonalize the two pulse generic block (29), some general
conditions should be fulfilled. In terms of definitions (4), (12) and noting that

les P + |duo |* = 1, we obtain for the diagonal form (20):

Jh—otanApe + j,_ tanA, =0 (A1)
sign(by-aby,_, SinAng sinA,, cosApg cosA, ) = —1
iyl = e’k

obtained directly by analyzing arguments and magnitudes of their entries. Similarly
for the antidiagonal form (21):

lealb] e, P lldhal — lesb b=

dyo | = |dial

Jh—o tanAsg +j},_a tanA,;; =0 (A2)
sign(bi-aby,_, SinAng SinA, cosAns cosA,;) = 1

letlle, ) = |dy dldyy | — letb=Id, |, le,P L= Idi k

>
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The first requirement in (A1) and (A2) is the same in both cases; the second equa-
tion in each set only adjust signs for the necessary combination between by, o, b, ;
finally, third expressions are equivalents to:

biAsin? Ay = b7 sin?A’T (A3)

—a o h—a ho

for the diagonalization case and:

b2 sin?A,” +b'2 sin?A T =1 (A4)
—a a h—a ha,
for the antidiagonalization one. Combining each one of these expressions with the
first equations in (A1) and (A2), we obtain different solutions. With these condi-
tions fulfilled, the block becomes, for diagonalization and antidiagonalization cases,
respectively:

't . _ r—
@ M sion(cosA ~cosA’ I (AS)
o ¢ ho ho
R i,
gi'e®n 2 gign(cosA “sinA T )x (A6)
@ ¢ ho ho h—o
0 —elﬁq)ha

(=)o 0

with:

One = arctan (jh o tanAug (A7)
( 3

0pq = arctan j,_, tanA;,

Thus, the more feasible solution for the diagonalization case can be expressed as:

A +sign(is /'3 IA, "= nam (A8)
Ah++ A +: (m(x+ I’la)TE
o hou ,
Big — Bi-o

—
il {h}o,
Wlth . Mo, Na, SY4

Similarly, for the antidiagonalization case, the more feasible solution becomes
(obtained as a limit case of (A2) or directly from (29)):
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Ah& — 2”a+1ﬂ:, A}’lf — 2”a+1ﬂ: (A9)
’ . 2 .
AT HA T = —E%h +s1gn0tq[3b Jn)+
o ho 2 h—a —a

2na + n'y — sa + 1))

=1 ,
= 2Mh,q,(x,[3,na,na,sa

Br—o, J— _J (h}ot
Jinte, B
with : Sa, o, Ny €L

APPENDIX B: Exchange Operations in Two Pulses

Combining (30) and (32), it is possible write:

v
1 thq-i-.]{h}za
ne=_v_— .
—
BhOt+J{h}i J’
~ ’ }(l Bh(x
@en +1)f@n + 1D | | (B1)
{
o o TWa Jpy_,

departing from first equation in (30). Thus, By, Bi o could be determined (with
several possibilities for their signs). With that, the remaining parameters can be
casily obtained:

’ Bhfa‘]{, } ’ J{ —Ot{h}
B h—o = T 4 By = — B), = (B2)
{h}g, o

fo—Cnathn o @itDT Byl

v o v .
2 B gy S 2 B2 %2 2]

then, these expressions can be manipulated to write them in terms of & parameter.

APPENDIX C: Generalized exchange Operations in TwoPulses

As was explained in section 5 for the diagonal block, —a:

A + sign(i_, (J{ P ,&A;;_ =h-an

Bhg  — B,ha Cl1
e g €D
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with 71— % This equation is easier to solve than in section 4 because ¢ and ¢  are

only parameters, so this pair of equations are not coupled with those of antidiagonal
block. For that block, a.:

Jh—o tanAsg +j},_a tanA,;; =0 (C2)

sign(bi-aby,_, sinAjg sinA2h; coSApg COSA, ) =1
bi*sim?> Ay~ + b “sin* AT =1
—a o h—a hou

Similarly, this set of equations can be solved by noting that second equation only
adjust to the correct combination of signs. Taking again ¢,¢ as parameters, which
lets consider bj+o independent from Ajq, A,’,;, then, by expressing b+ in terms

of jh+q, first and second equations can be solved simultaneously to find Asg, Ah;
for specific values of jj. -
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Photonic properties of two-dimensional
dielectric crystals made of uniaxial polaritonic
materials. A finite difference time domain
treatment

Hernan Alejandro Gomez-Urrea and Miguel Eduardo Mora-Ramos

Abstract

The properties of light propagation in two-dimensional photonic crystals made
of phonon-polariton materials are investigated in detail using the finite difference
time domain method of solving the Maxwell equations for electromagnetic waves.
Polaritonic materials such as wurtzite [1I-V nitride semiconductors are considered to
be the constituents of dielectric cores embedded in air matrix, with different cross-
section geometries. The properties of the photonic frequency structure are inves-
tigated through the calculation of the dispersion relations and the features of the
photonic band gaps are particularly discussed.

En este trabajo se investigan las propiedades de la propagacion de la luz en
cristales fotonicos bidimensionales constituidos por barras dieléctricas de materiales
polaritoénicos empleando el método de diferencias finitas en el dominio del tiempo
para resolver numéricamente las ecuaciones de Maxwell para las ondas electromag-
néticas. Los materiales que se consideran son los nitruros semiconductores de tipo
III-V con estructura uniaxial de wurzita y las barras dieléctricas se suponen con
diferentes formas geométricas en su seccion transversal. Se reportan las relaciones
de dispersion fotonicas y se discuten las caracteristicas de las brechas de propa-
gacion prohibidas en esta clase de sistemas.

1 Introduction

In recent decades, a new branch of research has emerged, based on the possibility
of controlling the optical properties of materials; for example, the fabrication of
systems that respond to the incidence of electromagnetic radiation with signals re-
stricted only to a certain frequency range or to allow its propagation only along a
specific spatial direction. Another desirable property may be to confine one or sev-
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eral particular modes within a certain spatial region; thus allowing the amplification
of the optical intensity.

Many systems of this kind have been made possible thanks to the design and
manufacture of photonic crystals (PHCs). These are structures created from the pe-
riodic spatial arrangement of materials with different refractive indices that behave
like a crystal for light waves, in analogy to the phenomenon that takes place in solids
for the electron wave functions. In this way, they present constructive interference
in well-defined propagation directions, leading to Bragg diffraction. With sufficient
contrast in the refractive index of the components, the propagation of the electro-
magnetic wave within a characteristic range of wavelengths can be avoided. The ba-
sic aspects related to a PHC were initially presented in the articles of Yablonovitch
[1] and John [2] in 1987. In these works it is established that the PHCs have the
property to control and inhibit the spontaneous emission, which significantly im-
pacts the physics of semiconductor lasers [1]. On the other hand, it is also suggested
that the presence of some disorder in dielectric super-networks can bring with it the
phenomenon of the location of light.

In any case, from those reports it began to be clear that the periodic variations in
the dielectric properties can affect the nature of the propagation of light in a system.
This occurs in such a way that the PHCs show, for electromagnetic radiation, the
same kind of distribution of allowed and forbidden frequencies typical of the energy
spectrum of the electron in its movement in a crystal lattice[2].

It is worth noting that the scientific literature contains some background on the
formulation of PHCs. In this sense it is possible to mention a review published in
1972 by R. A. Silin [3] that focuses on artificial dielectric systems formed by peri-
odic arrangements of conductive and insulating elements. The peculiarities of the
optical propagation in them are explained in terms of the presence of surfaces of
equal frequency. In addition, it is proposed that artificial dielectric structures com-
posed of parallel layers can convert a divergent beam into a convergent beam, that
total reflection can appear for small incident angles and partial reflection for larger
incident angles, and that the increase in the angle of incidence can result in a de-
crease in the angle of refraction. Another element discussed in this article is the pos-
sibility of the appearance of birefringence effects, depending precisely on the angle
of incidence on the system. The work also refers to theoretical and experimental re-
sults dating from 1947, made by the well-known Soviet physicist L.I. Mandel’shtam,
which could be considered as the oldest antecedent for the studies of the mentioned
phenomena.

As earlier mentioned, an essential feature of PHCs is the existence of photonic
gaps or band gap widths (PBGs). This implies that the propagation through the PHC
of signals with frequencies within one or more particular ranges is forbidden. On the
other hand, once a PBG is formed it is possible to introduce some kind of defect in
the crystal so that it catches or locates the light inside it. Furthermore, the introduc-
tion of a line of defects can allow the guidance of light from one location to another,
so that an electromagnetic signal whose frequency is within the forbidden region
can propagate through this kind of waveguide. The light remains confined, and it is
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possible to direct it along such kind of guidance precisely because its frequency can
not propagate in the crystal [2].

Extending the study of the PHCs to the two-dimensional (PHC2D) and three-
dimensional (PHC3D) cases (in the latter the structure is periodic along its three
axes) brings improvements and more possibilities in the handling of the optical prop-
erties of the structure. To see this, consider the example of a one-dimensional PHC
(PHC1D); a Bragg reflector. In this case two layers of different materials arranged in
a regular manner are considered. When there is a normal incidence of light on such
a structure, it will undergo reflections and transmissions at each interface between
the individual layers. By choosing the width of said layers equal to a quarter of
the wavelength, all the different contributions to the transmitted beam will interfere
destructively. Then, most of the light will be reflectedbackwards.

If the structure consists of an infinite number of periods, there will be no trans-
mission of light and you will have a perfect reflector. Besides, due to the one-
dimensional nature of these reflectors, only the light that normally hits their surface
can be reflected, the light incident parallel to the layers will not suffer any dispersion
and therefore does not experience reflection.

A solution to this problem can be achieved, for example, if a PHC2D is consid-
ered. In this system the structure is periodic along two of its axes and homogeneous
throughout the third. Accordingly, the PHC2D can be considered as a periodic distri-
bution in the plane of a structure with dielectric contrast that has a certain geometry.
When these structures are carefully designed, they can reflect the light coming from
all directions, with the condition that it propagates in the plane of periodicity of the
crystal.

Apart from the aforementioned, there are a lot of possible applications for the
PHCs. The research has produced new developments. For example, PHCI1D are
used as thin films in optical applications. PHC2D fibers are produced by several
companies to transmit and control light at frequencies in which conventional optical
fibers fail to function [4].

Since the pioneering works of Yablonovitch and John [1, 2], multiple theoretical
studies have been carried out in order to find a suitable candidate for the PHC3D.
Almost simultaneously, vectorial solution methods were implemented for light prop-
agation equations based on plane wave expansion [5-7]. It is worth saying that the
first experimental works only verified a pseudo-PBG, not a true PBG [8]. Shortly
afterwards it was possible to identify a structure that had a complete PBG. The the-
oretical research of Ho et al. [7] confirmed the existence of the first PHC3D for the
dielectric system with diamond-like symmetry.

At the same time and in a similar way, band structures for two-dimensional sys-
tems were calculated by Plihal et al. [9]. However McCall ef al. [10] were the first to
calculate and measure the microwave propagation in a two-dimensional array with
cylinders of a high dielectric constant. With the confirmation of dielectric structures
that can be achieved in two and three dimensions, attention shifted to the applica-
tions and search for new designs and architectures.

In recent years, the study has been extended to media in which the permittivity
of the material depends on the frequency, in particular, those that exhibit phonon-
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polariton type excitations. As in the PHCs composed of non-dispersive media, in
the case of the PHCs based on polaritonic materials there is a range of frequencies
in which the propagation of the electromagnetic wave is prohibited; the PBG, but un-
like the PHCs in non-dispersive media, this PBG is not only related to translational
symmetry but is also a characteristic of the functional dependence of the dielectric
function with frequency.

The incorporation of polaritonic materials in a PHC introduces a wide range of
interesting physical phenomena. At the resonance frequency between the transverse
optical phonons o7 and the transverse electromagnetic wave, the phonon-photon
coupling induces a radical change in the optical response of the material. For small
wave vectors, a simple model (without considering phonon scattering) leads to the
dielectric function [11]

2 2

_ L
e(®) = & et o) (1

where & is the dielectric response at high frequency, and w; is \r)el;ated to €» through
the well-known Lyddane-Sachs-Teller relationship (LST) or % From this it can

be seen that the potential of polaritonic materials is in the opportunity to study regi-
mens of () positive and negative using the same structure and simply varying the
frequency of the light below w7 or inside the polaritonic frequency region between
orand ;.

Various aspects of polaritonic PHCs (PHCPs) have been studied using distinct
theoretical tools [12-16]. The work of Sigalas ef al. [12, 13] focuses on determining
the PBGs in a PHC2D composed of polar materials, by means of the analysis of
the transmission coefficient as a function of the frequency, using the transfer matrix
method. The first article published about the calculation of the band structure in
a PHCP was published by Zhang et al. [14], followed by the work of Kuzmiak,
Maradudin and Mcgurn [15]. In both studies, the authors identified the presence of
flat bands, almost without dispersion, below the transversal phonon frequency wr .
In a later work by Huang et al. [17] this behavior was verified and, in addition, a
quantitative description of the origin of the flat bands could be provided by relating
them to the resonance modes located in a layer with a high refractive index.

The well-known method of plane wave expansion has not proved convenient for
the calculation of the photonic structure of the PHCs based on materials with polari-
tonic dispersion in the dielectric constant. Among the different schemes that have
been used in order to analyze the structures that involve such kind of dispersive me-
dia a large number are associated with a complicated mathematical formulation for
the solution of the electromagnetic differential equations, which leads to difficulties
in handling structures with the most complex geometries.

A formalism that allows handling these difficulties in a better way is that of finite
differences in the domain of time (known by the acronym FDTD). This is one of the
most widely used approaches - as far as numerical methods are concerned - for the
solution of electromagnetic problems. It provides a simple way for the discretization
of Maxwell’s equations without complicating the mathematical formulation, and
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does not require any specific type of symmetry in the structure being modeled. In
addition, the solution is obtained in the time domain, so that the behavior of the
structure can be extracted over a wide range of frequencies.

The first FDTD algorithm was introduced by Yee in 1966 [18]. Since then, this
method has suffered many modifications. The improvements and extensions con-
tinue to this day [19-21]. With computer costs constantly decreasing, this approach
is gaining more and more popularity, leading to the realization of a great amount of
research related to it including, of course, the solution of electromagnetic problems.
The FDTD scheme offers several advantages when used to model systems such as
PHCs. This can handle complex structures as well as integration between different
structures. It can also deal with a variety of materials including the case of dispersive
media, allowing to generate the response of the photonic structure in a wide range
of frequencies with a single simulation.

In the present chapter we make use of the FDTD method to calculate the photonic
structure of regular 2D dielectric systems (PHC2Ds) based on polaritonic materials
with uniaxial anisotropy in the crystalline lattice.

2 The calculation of the photonic dispersion relation

By means of the finite difference time domain (FDTD) method and the auxiliary
differential equation (ADE) technique it is possible to calculate the dispersion rela-
tions of two-dimensional photonic crystals in ionic media. First, it is necessary to
pay attention to the time dependence of the electromagnetic field obtained using the
FDTD method. The eigenvalues of the optical structure are obtained by analyzing
its temporal response to the initial excitation. Such an excitation is initially launched
from a given point of the elementary cell in order to excite the modes (see figure 1)
[25-28].

The calculation of the field is carried out inside the elementary cell only. The
periodicity of the structure is simulated by imposing periodic boundary conditions.
Such conditions give the phase change of the wave vector when it is transferred from
one elementary cell to another. After the calculation of the field is complete, the
Fourier transform (FFT) is applied to obtain the spectrum response. In accordance,
the eigenstates of the crystal correspond to the local maxima of the spectrum since
each eigenstate is a resonant frequency of the structure.

In general, the calculation of the dispersion relation by the FDTD method is
performed according to the following procedure:

1. Determine the computation area (see figure 1).

2. Set the periodic conditions. In our case they correspond to Bloch type (see sec-
tion 2.1).

3. Define the initial excitation. The radiation spectrum should be broad enough to
cover the entire range of frequencies investigated (see section 3).

4. Carry out the spectral analysis of the time response of the structure looking for
local maxima. The figure 2 shows an example of that response and its associ-
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Fig. 1: Unit cells of two-dimensional photonic crystals: square lattice (a) and trian-
gular lattice (b).

ated spectrum obtained by means of FFT for a specific wave vector in the first
Brillouin zone.
5. Repeat steps 2-4 for different values of the wave vector.
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Fig. 2: Time response (a) and its fast Fourier transform spectrum (b).

2.1 Periodic boundary conditions

The periodic boundary conditions come directly from Bloch’s theorem. They are
widely used to analyze the dispersion relations in photonic crystals. Once the unit
cell of the crystal is given, the entire crystal structure can be constructed by applying
these conditions to it. In the case of two-dimensional photonic crystals the two most
common types of lattice geometries are the square lattice and the triangular lattice.
The way to express the periodic boundary conditions is thefollowing

D(r+a,t) = D(r,t)e™? )

where @ is any component of the field (E or H), a is the period, k the wave vector
in the first Brillouin zone. Next, we describe how these conditions should be applied
for each type of lattice considered.

2.1.1 Square lattice

The figure 3-(a) shows the real space picture for the case of the square lattice and
the figure 3-(b) the correspondingirreducible Brillouinzone. The vertices ofthe de-
picted triangle are the high-symmetry points T" (0, 0); X (n/a, 0); and M (rt/a, t/a).

Consequently, the high symmetry directions are I’ . X, X _, M, and M _,T" . The

boundary defined by this triangle is sufficient to describe the dispersion relation,
since any wave vector k in its interior can be described as a combination of the
wave vectors k in the border.

In order to analyze the boundary conditions, two possible polarizations should
be taken into account: the transverse electric modes (TE) and the transverse mag-
netic (TM) modes. In the case of TM modes E = (0, 0, £.) and H = (H,, H,, 0), and

for them we shall consider (without loss of generality) the non-dispersive case, for
which the finite difference field equations are
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Fig. 3: Real space (a) and reciprocal state (b) for the square lattice. a;, a, are the
unit vectors for the lattice in the real space.

H™ _ {H™J _uc_ﬁi(Em,jﬂ _Em,j)) 3)

Y cAt( )
HmJ = HmJ — Em+Lj— gmj’ 4
g T cAt )
B = B S e - e e (5)

In the figure 4, the thick lines indicate the whole elementary cell. This cell has been
discretized in a system of NV, smaller subcells. The subcell indices run from
unity to N; (index m) and from unity to N, (index ;). According to the system of
equations (3)(5), in the case of the magnetic field the component H, has a limit
outside the system when j = N,, whereas the component H, has a limit outside the
system when m = N,. In the case of the electric field there are two limits outside the
system when m = 1 and also when j = 1. These points that lie outside the elemen-
tary cell must be connected with points inside it, according to the Bloch conditions.
For a detailed analysis, let us look at the figure 4. There, it can be seen how the point
A -which lies outside the elementary cell- is connected to the point 4, that locates
inside the elementary cell. This assignment is pre-multiplied by the corresponding
phase according to Bloch’s theorem, in this case e~ where k, is the wave vec-
tor and a the lattice constant. This condition corresponds to the magnetic field H,
when j = 0, whereby H? = H"¥e~%*_An analogous situation happens with the
assignment of the points for the case of B . B, C _. C' and D _, D', also with the
corresponding phases. The case of TE modes is similar to the TM case.
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Fig. 4: Periodic boundary conditions for the square lattice.

2.1.2 Triangular lattice

In the figure 5-(a) the first Brillouin zone of the triangular lattice is shown, whereas
inthe figure 5-(b), the shaded triangle represents the irreducible Brillouin zone. The
vertices of such triangle are the high-symmetry points " (0, 0); M (n/a, n/sqrt3a);
K (4 pi/3a, 0) and, consequently, high symmetry directions are I~ M, M. K,
and K L.

The triangular lattice consists of cylinders organized in the form of equilateral trian-
gles of side a. The thombus shown in the figure 5-(a) represents the exact unit cell
of the triangular lattice. Using this cell in the finite difference scheme implies the
use of non-orthogonal meshes, which complicates the method a bit. Explanations of
how to implement boundary conditions in this case can be found in [34, 25]. The
rectangle (thick line along with the dotted line) shown in the figure 5-(a) contains
two unit cells which would result in a degenerate version of the band diagram. Here
we make use of the smallest rectangular elementary cell (shown in the figure 5-(a)
with the thickest edge) for the calculation of the dispersion relations in the triangu-
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Fig. 5: Real space (a) and reciprocal state (b) for the triangular lattice. a, a; and by,
b, are the corresponding unit vectors in the real and reciprocal spaces, respectively.

lar lattice [24]. This unit cell is also exactly the unit cell of the triangular lattice, on
which the Bloch boundary conditions can be applied, as shown in the figure 6.

The periodic boundary conditions along the y axis are posed in two stages: In the
first, half of the horizontal segment of the regtangle is moved a distance a2 along

the positive x-axis direction, and a distance  3a/2 along the y-direction (the point
A, is moved to the point Arl). In the second stage, the second half of the lower
segment is shifted a/2 in the negative direction of the x-axis and 3a/2 along the
direction of the y-axis (the point 4, is moved to the point 45). The above corresponds

tod |, =Ae it 32 and 4, = Are @kt 3K)2 respectively. For the periodic

boundary conditions along the x-axis, the left side of the small rectangle is moved
by a (the point B is moved to the point B = Be "« Besides, the spatial steps A x
and Ay are calculated in such a way that A y is slightly smaller than A x. That is, we
take A x = a/Ny; Ay = Nyf Ny/A x , where Ny and N, are the number of points in
Fhe mesh. [ is the "ceil" function (approximates the value within  to the nearest
integer. "

3 The initial excitation

For the calculation of the dispersion relations, an initial excitation must be placed at
some point in the system (in our case, the unit cell). This initial excitation can have
different shapes, the simplest being those of a delta type pulse and a modulated
Gaussian high frequency signal. The delta type pulse is introduced in a single mo-
ment of time while the modulated signal is maintained throughout the calculation.
In the case of delta type pulse a typical mathematical description is as follows:
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B e B

Fig. 6: Periodic boundary conditions for the triangular lattice.

8(t —to,x —x0,y —yo,z—2z0) = 1. (6)

The spectrum of a delta type pulse is very broad, this helps the structure to respond
to any frequency. After the pulse is entered, the excitation is turned off. However,
due to the periodic boundary conditions, the radiation in the system is maintained

for an infinitely long time in the structure (of course, in the case of zero absorption).

As mentioned, another case of initial excitation (which is the one that will be used

in this work) is the modulated Gaussian high frequency excitation. Its expression
reads:

wp

Ex,y, 2) = de” 2 sin(wi), (7

where #, provides the delay time of the Gaussian envelope function, w is the pulse

width, and o is the frequency of the wave. This excitation is carried throughout the

calculation process unlike the delta type pulse. The spectrum of the Gaussian pulse

is not as broad as in the previous case. However, by varying the frequency of the

carrier wave, it can be concentrated within a specific spectral range to provide high
precision and avoid errors in the analysis of the structure[26].
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4 The system of interest

Based on the calculation method proposed for finding the dispersion relations in two-
dimensional systems, we shall consider photonic structures like those schematically
depicted in the figure 7. Two types of 2D photonic lattices are shown: In the figure 7-
(a), a photonic crystal with dielectric cylinders organized in a square grid, whereas in
figure 7-(b) we have a two-dimensional photonic crystal with its dielectric cylinders
arranged in a triangular lattice. In both cases the cylinders are made of polaritonic
materials and the background environment is an airmatrix.

(a) Square Lattice

I
s Y
m \3‘1
2

a

(b) Triangular lattice

Fig. 7: Two-dimensional photonic crystal and its elementary cell.

With respect to the polaritonic medium, I1I-V nitrides will be considered in their
hexagonal (wurtzite) phase; in particular, the semiconducting GaN, AIN and InN. In
this case, due to the anisotropy of the uniaxial material, the polar phonon frequencies
and their associated dielectric function become dependent on the spatial direction
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in the solid. In 1964, Loudon proposed a model based on macroscopic fields to
describe the optical phonons in the uniaxial crystals [31]. In this model the angle
between the c-axis (optical axis) and the phononic wave vector q is described by
the variable 0, and the dielectric constant in this case has different -in principle-
components along the directions parallel and perpendicular to the c-axis, €. and &
respectively. In other words, the dielectric tensor is given by

X X
go)=_a(®) ¢ Q) 08
X 0o X
0 0 elw)
with
. ) Ag; ©*
=5 45 (8)
O — Oy7
A,
e0) = & + ——5— 9)
O — 07

where  Ag, = e — ™), Ag, = €@, — *) . @1, 0,1, 01, and o, r are the
RS SRR R 5 S LR T RN el
constants.

Based on this model it is found that there are two types of phonon waves in
the crystal: (1) Ordinary waves and (2) extraordinary waves. The ordinary wave is
always transverse and polarized in the plane perpendicular to any wave vector q. It
has E; symmetry. In the case of extraordinary waves, there are two types, the first
type of wave corresponds to polarized vibrations in the direction z (parallel to the
c-axis), and the second type corresponds to polarized vibrations in the transversal
direction, z. The z-polarized mode has 4; symmetry whilst the #-polarized mode has
E\ symmetry. When the angle 6 = 0, a vibration is 41(LO) and the other is E1(LO).
When 0 varies between 0 and © /2, these modes gradually become 4:(70O) and
E\(T0), respectively, without having a proper LO or TO character neither a 41 or
E| symmetry. For © = 0, andrn /2, the extraordinary waves are a mixture of modes
that are not purely longitudinal (LO) nor purely transversal(TO) [38].

For the calculation of the dispersion relations in the case of ordinary modes we
choose the extraordinary axis of the material parallel to the extension of the cylin-
ders (z-axis). Then Maxwell’s equations can be decomposed into equations for the
TM modes (electric field parallel to the z-axis) and TE modes (magnetic field paral-
lel to the z-axis). The resulting equations are the same as in the isotropic case, except
that the dielectric constant for each mode is different [32]. Then,

In the case of TM modes, the electric field is parallel to the axis of the cylinders
(extraordinary axis). In this case we use equation (9) to describe the dielectric
constant.
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. In the case of TE modes, the electric field is perpendicular to the axis of the
cylinders. In consequence, for this polarization we use the equation (8) for the
dielectric constant.

For the calculation of the photonic dispersion relations in the polaritonic case
related with the extraordinary modes, we propose an empirical approach. It consists
of giving different weights to the parallel (z) and perpendicular (#) polaritonic di-
electric contributions, in such a way that the -compound- dielectric function can be
expressed as

e(®) = a.e(®)+ ove(w), (10)

where o, and o, are dimensionless constants with values in the interval (0, 1). The

equation (10) is the one used to obtain the auxiliary differential equation in the ADE
method.
In the table 1 the characteristic values for the considered materials are shown.

Matertat v (1HZ) vV (1HZ) vV (1HZ) V(IHZ) 7 = &
z,T T zL tL t z
GaN 15.94 16.74 21.99 22.20 5.35
AIN 18.31 20.10 26.67 27.33 4.77
InN 13.42 14.29 17.59 17.80 8.4

Table 1: Characteri(gtic phonon frequencies and dielectric constants used in this work
D

[22]). Here, v;; = » ,withi=zor¢ andj= TorlL.

5 Dispersion relations of uniaxial polaritonic photonic crystals

5.1 Ordinary polaritonic modes

The figure 8 shows the dispersion relations for the TM modes in the case of
a square lattice of polaritonic cylinders in an air matrix with a filling fraction
f= mr¥a* = 0.24, r being the radius of the cylinder and @ = 18p m is the lat-
tice constant. Three different materials are considered: (a) and (d) AIN, (b) and (e)
GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) contain a zooming over the characteris-

tic transverse frequency of each material. In this case, the results associated to the
coupling of the light and the phonon ordinary modes of the material are presented.
According to the description presented in section ??, the dielectric constant in this
case is &.. For the numerical calculation, the unit cell was divided into a 60, 60 grid
(N, = 60, N, = 60), and the number of temporary steps considered was N; = 2?22, In
each of'the figures, it is possible to observe the appearance of a forbidden bandwidth
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(photonic bandgap) that does not appear in the case of a conventional photonic crys-
tal, and therefore is not related to the translational symmetry of the system. This
photonic bandgap is called as polaritonic (PBGP, and is located in the frequency
range ®,r < ® < ®,;. The quantities ®,., and ®,.r represent the characteristic
phonon frequencies of the material, normalized to a/2r c. Those PBGP are due to
the strong coupling between the transverse electromagnetic incident wave with the
optical phonons in the material, which occurs when the energies and the wave vec-
tors of the photons and the phonons of the transverse optical oscillations are almost
equal. Under these conditions, the stationary states of the crystal correspond to a
mixture of phonons and photons that are called polaritons.

Also, in each of the graphic boxes one may observe two branches of the polari-
tonic excitation. These branches appear below and above the values ®,.r and ®,.r,
respectively. When the values of k are large, the excitations of the first branch co-
incide with the transversal phonons, while those of the second branch behave in a
more dispersive way.
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Fig. 8: Dispersion relation of TM modes in two-dimensional photonic crsytal made
of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with square lattice geometry. The fill-
ing fraction is, in this case, f'= 0.24, and the lattice constant is taken as a = 18um
(see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (¢) GaN; (c¢) and (f) InN. The quanti-
ties wyzz and m,.r , represent the characteristic phonon frequencies of the materials
normalized to a/2nc, where c is the speed of light in vacuum.

The figure 8-d shows the appearance of two absolute photonic band gaps. One
locates above the lowest band of the dispersion relation and the other appears below
,.7 . In this zone, a great number of bands are present and it can be seen that they
become flatter (almost without dispersion) as long as they approach the value of



50 H. A. Gémez-Urrea and M. E. Mora-Ramos

.7 . The same feature is present in the dispersion relations depicted in boxes 8-(e)
and 8-(f).

Besides, in the figures 8-(a) and 8-(b) the reader may observe that around the
normalized frequency value of 0.4 -and around 0.3 for figure 8-(c)- a complete pho-
tonic band gap opens. These gaps have a width Ao equals to 0.01467, 0.02934, and
0.05875 respectively (in units of the normalized frequency).

Another feature that is noticed from boxes (a)-(c) of figure 8 is the penetration
of a phononic type mode into the polaritonic gap below ®,.;. In this case, near
®,z and inside the polaritonic photonic band gap, the refractive index tends to zero,
and therefore the air matrix becomes a material with a higher refractive index. In
consequence, the air regions can be treated as defects in a homogeneous polaritonic
material, which causes states to appear inside the polaritonic gap near k = 0 cite hu.
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Fig. 9: Dispersion relation of TE modes in two-dimensional photonic crsytal made
of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with square lattice geometry. The fill-
ing fraction is, in this case, f = 0.24, and the lattice constant is taken as @ = 18u m
(see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e) GaN; (c) and (f) InN. The quanti-
ties @z and ®,.r , represent the characteristic phonon frequencies of the materials
normalized to a/2nc, where c is the speed of light in vacuum.

In order to continue with the analysis, we have that the figure 9 shows the pho-
tonic dispersion relations for the TE modes in the case of a square lattice of po-
laritonic cylinders in an air matrix, with a filling fraction = 0.24, and a = 18 m;
for the same three different materials in the dielectric cores: (a) and (d) AIN, (b)
and (e) GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) correspond to a zooming around
the characteristic transverse frequency of each material. In this case, the ordinary
modes of the material are presented and, according to the discussion in section 4,
the dielectric constant is, simply, €;. For the numerical calculation the unit cell was
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divided into 6090 parts (N, = 60, N, = 60), and the number of temporary steps
considered was N, = 2**. When comparing this figure with the figure 8 one can im-
mediately notice that the behavior of the modes is different. In the case of the TE
modes, it is observed that in addition to the bands that appear below o,z , a large
number of modes appear inside the polaritonic gap. For modes whose frequencies
lie below @y it is possible to see that one of these bands (figures 9-(d), 9-(e) and 9-
(f)) presents an almost linear behavior except for certain frequencies near the point
[". When the values AANAANof the wave vector are close to zero, the band is flat,
but as it goes along the I'_X direction in the Brillouin zone the band presents a
small increment in the frequency value and then continues with a linear behavior
until it approaches the I' point again. This feature will be described in more detail
in the section 5.2.

The region @,r < ® < ®,z in which the permittivity is negative is usually called
the active medium for the surface polaritons. In this case, since e(®) < 0, a new
channel is created in the polaritonic photonic band gap. It supports surface waves
and, in this sense, almost flat waves are created. Through analytical reasoning it can
be shown that this type of mode is only possible for TE polarization [40].

Another difference that arises when observing the cases of TM and TE dispersion
relations for the square lattice comes from the comparison between the figures 8-(a)
and 9-(a). In the former, it is observed that around the value 0.4 of the normalized
frequency it appears an absolute photonic band gap while for the latter case it does
not show up at all. Following Joannopolous [36], this fact can be explained with the
aid of the variational theorem and the electric field intensity profiles of the signal:
The electric field associated with the mode of lower frequency has a large part of its
energy concentrated in the region of higher dielectric constant, whilst the electric
field associated with the next state has a nodal plane, in order to remain orthogonal
to the first, thus causing that a large part of its energy is concentrated in the region
of lower dielectric constant. Therefore, it is associated with a higher frequency than
that of the first state. This difference of energies between two consecutive states
generates the photonic band gap. The larger the difference in field concentrations of
the bands, the greater the probabilityof finding a gap in the system.

The vector nature of the electromagnetic field and, in particular, its discontinu-
ous boundary conditions at the interface between dielectric materials, is capital to
this phenomenon. When moving through a dielectric boundary of a region of high
permittivity (€1) to a low permittivity (&); that is, &, < &1, the energy density € E|2
will decrease discontinuously by &/, if E is parallel to the interface (since E is,
continuous), and augments by &1/, if E is perpendicular to the interface (since ¢E,
is continuous). In the TM case, E is parallel to all the dielectric interfaces and then a
large value of the concentration factor is possible. However, in the TE case, the elec-
tric field lines should cross a boundary at the same point, forcing the electric field
energy out of the rods and thus avoiding a higher concentration factor. As a result,
two consecutive TE modes can not exhibit sharply different concentration factors
between the upper band and the lower band so this absolute photonic band gap does
not appear.
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The variational theorem helps to understand the appearance of photonic band
gaps. Nonetheless, the physical mechanism that produces these forbidden zones is
the the phenomenon of Distributed Bragg Reflection, which is based on events of

constructive and destructive interference of the electromagnetic waves involved.
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Fig. 10: Dispersion relation of TM modes in two-dimensional photonic crsytal made
of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with triangular lattice geometry. The
filling fraction is, in this case, f 22&3712 = 0.28 and the lattice constant is taken
as a = 18u m (see figure 7-(b)). (a) and (d) AIN; (b) and (e) GaN; (c) and (f) InN.
The quantities w,.z and ®,.r, represent the characteristic phonon frequencies of the
materials normalized to a/2w ¢, where c is the speed of light in vacuum.

The figure 10 contains the dispersion relations of the TM modes in the case of a
triangular network (see figure 7-(b))of polaritonic cylinders embedded in an air ma-
trix, with a fraction of filling /' = g%zfzz 0.28, where r is the radius of the cylinder,
and the lattice constant is a = 18um. Three different polaritonic materials are, again,
taken into account: (a) and (d) AIN, (b) and (e) GaN, (c) and (f) InN. The figures
8(d)-(f) correspond to an enlargement around the characteristic transverse frequency
of each material. In this case, we present the ordinary modes of the material and the
dielectric constant in this case is €.. For the numerical calculation the unit cell was
divided into 60 160 parts (N = 60, N, = 60), while the number of temporary steps
considered was N; = 222, Comparing this figure with its corresponding one in the
case of the square lattice (figure 8), it can be observed how the triangular geomet-
rical setup favors the enhancement of the photonic band gap provided that the one
which opens around the normalized frequency of 0.4 is wider compared to taht ob-
tained for the square photonic lattice, as it is noticed from the figures 10-(a), 10-(b),
10-(c), for each of the materials considered. In this case, the widths of the photonic
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band gap A are 0.0661, 0.0879, and 0.0954, respectively (in normalized frequency
units). The same happens with the photonic band gaps that appear by below @;r.

5.2 The extraordinary polaritonic modes

When the propagation of the electromagnetic field in a two-dimensional photonic
crystal composed of uniaxial materials is studied, electric and magnetic fields can
meet with a non-isotropic dielectric contrast in the material. Such a fact is due to
the combination of the parallel () and transversal (€;) components of the dielectric
tensor. This feature depends on the particular crystalline orientation of the polari-
tonic rods with which the photonic crystal is built. In this section we present the
results corresponding to the coupling of light and extraordinary oscillation modes
of the material within the empirical approach proposed in section 4. Using this ap-
proach, the figure 11 shows the dispersion relation for the TM modes in the case
of a square lattice of uniaxial polaritonic cylinders in an air matrix with a filling
fraction f = n r%/a*> = 0.24, with the lattice constant set at @ = 18w m, for the same
three different ITI-V nitride materials considered above: (a) and (d) AIN, (b) and (e)
GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) correspond to an enlargement around the
characteristic phonon frequencies of each material. In each case, graphs were made
for two different configurations, considering the following parameter setups for the
numerical calculation: P = 0.9, a, = O.I}and q: = 0.1, a, = 0.9 } Once again,
the unit cell is divided into 60560 parts (Ny = 60, N, =60), and the number of
temporary steps considered was N; = 222,

It is possible to observe a behavior similar to that reported in Figure 8. That is,
there are two branches of polaritonic excitations in each figure, which respectively
lie below and above the characteristic phonon frequencies of the material. Also, the
penetration of a mode within the polaritonic photonic band gap -close to the longitu-
dinal phonon frequencies-, as well as the appearance of almost dispersionless (flat)
bands below the transverse phononic frequencies, can be seen. In addition, a change
in the dispersion relation of the three cases under study is observed when going
from one configuration o; (i = z,¢) to another. The most noticeable difference takes
place for AIN-based two-dimensional photonic crystal. From Figure 11 it can be ob-
served that when a > a, the lowest branch runs towards smaller values AANaANof
the normalized frequency in the large kregion, compared to the case where a.. < o.
Such a shift in frequency is also present in the figures 11(b) and 11(c); but they are
much less pronounced. Under the same circumstances, there is a redshift in the way
it penetrates inside the polaritonic photonic band gap aswell.

Continuing with the analysis, the figure 12 shows the dispersion relations for the
TE modes in the case of a square photonic lattice of polaritonic cylinders in an air
matrix with a filling fraction f = 0.24, and a = 18u m for three different materials:
AIN (a) and (d) AIN, GaN (b) and (e) and InN (c) and (f). The figures 12(d)-(f)
correspond to the graphics zoom around the characteristic transverse frequency of
each material. In each case, the results are shown for two different extraordinary
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Fig. 11: Photonic dispersion relation corresponding to TM modes in a two-
dimensional square lattice photonic crystal of polaritonic uniaxial cylinders in air
for a dielectric configuration corresponding to extraordinary phonon modes. The
filling fraction is taken as f'= 0.24 (see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e)
GaN; (c) and (f) InN. The quantities ®,.; and ®,.r , represent the characteristic
phonon frequencies of the materials normalized to a/2w ¢, where c¢ is the speed of
light in vacuum, and @ = 18 m is the crystal lattice constant.

configurations, taking into account the following parameters: ¢ = 0.9, av = 0.1 }
and {o. = 0.1, v = 0.9} The unit cell is divided into a 60 60 mesh with a num-
ber of time steps N, = 22*: Analogously to what happened in the case of ordinary
modes, when comparing this figure with the figure 11 one can immediately notice
that the behavior of the modes is different. In the case of the TE modes, it is ob-
served that in addition to the bands that appear below w,r , a large number of
modes appear inside the polaritonic gap. Furthermore, it can be noted that both
the modes inside the PBGP and those below the phonon transversal frequencies are
affected by the dielectric anisotropy of the material when going from the configura-
tion g. = 0.1, o, = 0.9 to that with of = 0.9, o, = 0.1 . I the case of the modes
inside the polaritonic photonic band gap, it is seen that they run at a lower frequency
when going from the first configuration to the second.

For a better understanding of the modes located inside the polaritonic photonic
band gap and below the transverse phononic frequency, the figure 13 shows an en-
largement around the characteristic phonon frequencies and along the I’ X direc-
tion of figures 11-(a) and 12-(a) WithPLz =01 a = 0.9}. The figures 13-(a) and
13-(b) correspond to the zoom of figure 11-(a) (the TM modes of AIN), while the
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Fig. 12: Photonic dispersion relation corresponding to TE modes in a two-
dimensional square lattice photonic crystal of polaritonic uniaxial cylinders in air
for a dielectric configuration corresponding to extraordinary phonon modes. The
filling fraction is taken as f'= 0.24 (see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e)
GaN; (c) and (f) InN. The quantities ®,.z and ®,.r, represent the characteristic
phonon frequencies of the materials normalized to a/2w ¢, where c¢ is the speed of
light in vacuum, and @ = 18u m is the crystal lattice constant.

figures 13-(c) and 13-(d) correspond to the zoom of the figure 12-(a) (the TE modes
of the AIN).

From this figure one may notice the presence of a phenomenon analogous to that
reported in [37] for a two-dimensional photonic crystal whose unit cell is composed
of square cylinders of a polaritonic material. There, they observe the appearance of
a large number of modes below the transverse phonon frequency. Their behavior
depends on the polarization; that is, in the TM case the bands present little disper-
sion, while for the TE case the bands are more or less linear, except when they
are near certain particular frequencies, where a kind of "anti-crossings" take place.
By means of a quantitative analysis they come to the conclusion that since in the
proximity of wr the refractive index becomes very large it can be inferred that the
behavior of those bands in the region is governed by the localized resonances of an
isolated rod with a high refractive index.Furthermre, the "anti-crossing" behavior of
the TE modes, in contrast to that of the TM bands can be explained by considering
the lowest TE band of a two-dimensional photonic crystal with the same geometry
as the polaritonic case; but in this, the cylinders are metallic. With such analysis the
authors conclude that the behavior mentioned is due to the interaction of this band
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Fig. 13: Enlarged view of the photonic dispersion relations corresponding to TE [(a)
and (b)] and TM [(c) and (d)] extraordinary modes in a two-dimensional photonic
crystal consisting of a squared lattice of dielectric cylinders made of wurtzite AIN
embedded in an air matrix. In this case, the filling fraction in the unit cell is f =

0.24. The quantities ,; ;i = z,¢t yj = T, L are the normalized phonon frequencies.
The extraordinary dielectric configuration corresponds tofo: = 0.1, o = 0.9 [see
equation (9)].

with the localized resonances of the high-index dielectric rod. We believe that an
explanation analogous to the proposal of [37] can be also given in our case, taking
into account that the polaritonic rods are circular.

To explore in more detail the effect of the anisotropy in the dielectric function
associated with the so-called extraordinary phonon modes, the figure 14 shows a
comparison between the configurations fo. = 0.1, o = 0.93and fo. = 0.9, ou =
0.1} for the same material as in the figure 14, the uniaxial wurtzite AIN, in the
regions below the transversal phonon frequency and inside the polaritonic photonic
band gap. It can be seen that both the TE and TM modes become affected although
little quantitative difference is actually present.

Going over to the triangular geometry of the photonic crystal unit cell, the figure
15 shows the dispersion relation for the TM modes in the case of a filling fraction
f=0.28, a = 18u m for the three different uniaxial polaritonic materials here con-
sidered: AIN (a) and (d), GaN (b) and (e), and InN (c) and (f). The figures 8(d)-(f)
correspond to the enlargement around the characteristic phonon frequencies of the
materials. In each case, graphs were made for two different extraordinary configu-
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Fig. 14: Enlarged view of the photonic dispersion relations corresponding to TE
modes [(a) and (b)] and TM modes [(c) and (d)] in a two-dimensional photonic
crystal consisting of a squared lattice of dielectric cylinders made of wurtzite AIN
embedded in an air matrix. In this case, the filling fraction in the unit cell is /' = 0.24.
For comparison, two different extraordinary dielectric configurations are considered:

{o. = 0.1, o, = 0.9} and {a.. = 0.1, o, = 0.9}

rations that imply the anisotropy of the dielectric function{ o.: = 0.9, o = 0.13and
{o- = 0.1, o, = 0.9}. The unit cell subdivision is 60 60, and the number of tempo-
rary steps considered was N, = 2%2. Again, it can be noted how the arrangement of
the polaritonic cylinders in this type of structure enhances the width of the photonic
band gap, due to the its particular degree of dielectric contrast.

The fact that the change in the anisotropy of the dielectric function is more rele-
vant in the AIN and less significant when it comes to the GaN and the InN, generates
the question: which parameter can be used as an adjustment tool for the photonic
properties? Considering the Loudon model, it is found that the dispersion relation
of the extraordinary bulk phonons can be written as v? ~ v?sin> @ + v cos?0 for
the case of the transverse-like phonons (TO) and v2 = V2 cos® + v2sin? 0 for the
case of the extraordinary longitudinal-like phonons (LO) [27]. These relations are
valid when the quantity |v.7 w7 i much smaller than v;; V-7 and v, v,2{27].
In the case of the I1I-V wurtzite nitrides, these frequency differences are shown in
table 2.
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Fig. 15: The TM dispersion relation for a two-dimensional photonic crystal formed
by polaritonic dielectric cylinders within an air matrix with triangular lattice geom-
etry. The unit cell filling fraction is f'= 0.28 (see figure 7) and the lattice constant
is a = 18pu m. The materials considered are: AIN (a,d), GaN (b,e), and InN (c,{).

Materlgl Vaf Vif Var VaT Vi Vir

GaN 0.8 6.05 5.46
AIN 1.79 8.36 7.23
InN 0.87 4.17 3.51
HM 5 20 18

Table 2: Differences between the bulk z- and #-phonon frequencies (in THz units)
for TO-like and LO-like modes for each of the wurtzite III-V materials used in the
investigation, together with the proposed values for a suitable hypothetical material
HM). vi ;= 3,0 j=1{z 8}

From the table 2 it can be concluded that the extraordinary phonon dispersion
relations of the III-V nitrides meet relatively well the above established condition,
so that one may say that the absolute differen¢e v.# v,r turns out to be a relevant
parameter to characterize their polaritonic behaviors. In fact, it is observed that of
the three materials considered, the AIN, has the highest value of this quantity and is
the one that presents the greatest change in the dispersion relations when considering
the region between the characteristic phonon frequencies. This allows us to assume
that a greater value in the absolute differenge v.z v,r could have a significant
influence in the behavior of the polaritonic electromagneticmodes.
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With the aim to provide a reason that justifies the above statement, we propose
to consider a hypothetical uniaxial material with the following phonon frequencies:
v,r= 13 THz, v,r = 18 THz, v, = 33 THz, v, = 36 THz. Then, in the figure 16
we present the calculated dispersion relation of extraordinary phonon-polariton TM
modes for different values of{az, o, 1 With the same lattice constant a = 18 m, the
results for a two-dimensional photonic crystal with square lattice and filling fraction
f = 0.24 is depicted in figures 16-(a) and 16-(b) whilst those corresponding to a
triangular lattice photonic crystal with filling fraction ' = 0.28 appear in figures 16-
(c) y 16-(d). In the boxes (b) and (d) we present the enlargement around the TO-like
polaritonic frequency region. The numerical procedure included a 6 60 spatial
mesh and 2% time steps.
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Fig. 16: The dispersion relation of extraordinary phonon-polariton TM electromag-
netic modes of a two-dimensional photonic crystal made of dielectric cylinders of
a hypothetical uniaxial polar material in an air matrix. The case of a square lattice
(with filling fraction f = 0.24) system appears in graphics (a) and (b), and the tri-
angular lattice (with a filling fraction f'= 0.28) one corresponds to graphics (c) and
(d). In boths cases, the lattice constant is set at ¢ = 18y m. The assumed charac-
teristic phonon frequencies are @.r = 13 THz, o, = 18 THz, ®., = 33 THz, and
otL = 36 THz. (b) and (d) show the enlarged view of the normalized frequency
region around the transversal-like polaritonic dispersion relation.
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As can be observed in each of the boxes of figure 16, the increase in the differ-
ences between the characteristic phonon frequncy values leads to greater possibili-
ties to manipulate the properties of the polariton photonic band gap. It is possible to
note that an increase in ; enhances the redshift of the mode that penetrates within the
photonic gap in the vicinity of the longitudinal frequency. On the other hand, it can
be seen, from both figures 16-(b) and 16-(d) how, below the transverse frequencies,
some photonic band gaps appear, and this takes place for the two distinct dielec-
tric anisotropic setups considered. The case in whichfo.: = 0.1, a; = 0.9 presents
dispersive bands in the normalized frequancy range wu,r < ® < ®,.r , but as one
gets closer to the values of the transverse phonic frequencies these bands flatten out.
In comparison with the real III-V materials, in the hypothetical one the difference
between the polaritonic photonic responses of a more #-like and a more z-like dielec-
tric orientations is, clearly, more apparent. In accordance, should we need to exploit
in a suitable manner the phonon-polariton features of a two-dimensional ionic pho-
tonic crystal, it is necessary to select a uniaxial material in which the frequency
differences discussed above are the greater ones.

6 The influence of dielectric rod transversal geometry and unit
cell filling fraction in the photonic dispersion relations

A rather obvious question that might appear when discussing the dispersion relations
of the two-dimensional photonic crystals based on uniaxial polar materials is wether
the shape of the dielectric rods or the amount of dielectric filling in the unit cell actu-
ally have an influence on the photonic features. In order to provide an answer to that
query we have performed the corresponding FDTD calculations. First, the variation
of the filling fraction was investigated in the case of a AIN-based two-dimensional
photonic crystal consisting on circular cross-section dielectric cylinders within an
air matrix, arranged into a squared unit cell. We limit ourselves to consider just the
ordinary phonon modes in the material. The figure 17 contains the results obtained
varying the ratio /a between the dielectric rod radius and the lattice constant which
is fixed at @ = 18p m. For the sake of simplicity the calculation used a 4€ 40 two-
dimensional mesh and only 2'® time steps. But this simplified scheme is sufficient
to show the main features of the obtained dispersion relations.

Then, a readily apparent phenomenon comes out. The photonic spectrum be-
comes denser, with a larger number of allowed modes within the interval of normal-
ized frequencies considered. This is a consequence of the growth in the dielectric
contrast. Also, the main photonic band gap, located above ®,z;, widens as long
as r/a augments until the value 0.28, and then starts diminishing as it has already
been discussed; due to the vector nature of the field and the difference between the
concentration factors [36].

An enlarged view of figure 17 in the normalized frequency rangg 0, 0.27% ap-
pears in 18. There it is possible to observe how the way in which the phonon-type
mode penetrates in the region ,.r < ® < @, -where the polaritonic photonic band



2D polaritonic photonic crystals. A FTDT treatment 61

(a) )
Y —~ <

0.8 |~ .2

[ L
50.6 \ \>
E | .
304 | =

0'2__ — nZl,__ _________l\t.:_

. ?.f nZT 'q .
T X r X M I
L@ o __

0.8 [ - __>/-'=:~\,..-
5 0.6 - \\ﬁ
E! N>

02; 7 o . E _ “ZL' ______-j..:'_\

0 -,

Fig. 17: Dispersion relations of ordinary TM modes in a two-dimensional photonic
crystal with square unit cell, made of circular rods of wutzite embedded in an air

matrix. D1fferent rod radius to lattice constant, r/a, ratio yalues are considered: (a)
=0.1,(b)" = 0.16, (c) " —022() —028 (ey” —03 f) "= 0.40.

a a a

gap localizes- changes as a result of the increment in the filling fraction. In this case,
a widening of the polaritonic band gap is produced, which reveals that »/a can be
an adjusting parameter for tuning that gap.

Aiming at a more detailed study of the polaritonic photonic response of the di-
electric structures based on uniaxial polar crystals the figure 19 shows the dispersion
relations for the case of the TM modes in a photonic crystal with square lattice com-
posed of elliptical cross-section rods of AIN in an air matrix. The graphics depict the
region of normalized frequencies{0, 0.273only. For the numerical calculation, the
unit cell was divided in a 40 w0 mesh, and the number of temporary steps considered
was N, = 2'3. Different configurations of greater and smaller radii of the elliptically
shaped cross-section rods, 7 (x-oriented) and r, (y-oriented) are considered, with
fixed r1 = Spum: (a) r» = 0.2r1, (b) r» = 0.3r1, (¢) r» = 0.4r1, (d) > = 0.5r, (e)
r» = 0.6r1, (f) r» = 0.7r1. The latice constant is @ = 18u m. It is possible to notice
that, compared to the case of circular cylinders, the photonic response shows a nar-
rower band gap and the spectrum around w,zr is significantly denser, due to the
lower degree of dielectric filling within the unit cell. The phonon-polariton mode
that penetrates within the normalized frequency range m,.r < ® < ®,;; becomes
affected as long as the proportion of dielectric material inside the unit cell is varied.
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Fig. 18: Enlarged view of figure 17 around the polaritonic region.

However, this change is less pronounced than the one taking place in the case of
dielectric rods with circular cross-sections, in which the polaritonic photonic band
gaps are wider.

On the other hand, the change in the orientation of the elliptical dielectric rods
also provides with quantitative differences for the dispersion relations in the interval
of normalized frequencies taken into account. When comparing the figures 19 and
20, in which all parameters are kept but the orientation of the elliptical cylinders of
the geometry associated with figure 20 changes (now, the values of , correspond
to the y-oriented major axis and the values of 7 are those corresponding to the x-
oriented minor axis). The polariton-related dispersion relations exhibit, in this case,
smaller values of the main polaritonic band gap compared to the orientation por-
trayed in figure 19. If one bears in mind the scheme of the square lattice unit cell
appearing in the insets of the respective graphics (a), in each case, it is possible to
justify the reason for such a difference through the influence of the geometry on the
dielectric contrast in the structure.

Finally, the figures 21 and 22 contain the dispersion relations of TM modes in
a two-dimensional photonic crystal with a square lattice geometry with dielectric
wurtzite AIN rods having square and triangular cross-sections respectively. In both
cases, the rods are embedde in an air matrix. The FDTD calculation used a 49 40
mesh together with 2'® time steps, and was restricted to just show the normalized fre-

quency region {0, 0.27}. In the figure 21 the square-shaped rods have a side length
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Fig. 19: Photonic dispersion relations of TM modes corresponding to ordinary
phonon-polaritonic response in a the case of square lattice photonic crystal of AIN
rods with elliptical cross-section embedded in an air matrix. The elliptic major axis
is oriented along the x-direction and the minor axis is oriented along the y-direction.
Different relations between 7, and r, are considered, fixing 71 = Sum: (a) r» = 0.2r,
(b)}"z = 0.3r, (C)rz = 0.4ry, (d) 2 = 0.5, (C) = 0.6r1, (f) 1> = 0.7r1. The lattice
constant is set at @ = 18um.

given by a1 r), where a is the lattice constant and several values of  are consid-
ered: (a)r = 0.2, (b)r =0.3,(c) r=0.4,(d) r = 0.5, (e) r = 0.6, (f) r = 0.7 microme-
ters. In the figure 22, the triangular rods were built with an equilateral cross-section
with side length equal to a/r with: (a) r = 14, (b) r = 12, (c) r = 10, (d) r = 8, (e)
r = 6 micrometers.
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Fig. 20: The same as in figure 19 but for a different setup of the dielectric cylin-
ders. Now, the major axis length is , (y-oriented) and the minor axis length is 7
(x-oriented). Each graphics correspond to a distinct proportion between major and
minor axes with fixed 7, = Spum: (a) r1 = 0.2r2, (b)r1 = 0.3r2, (c)r1 = 0.4r2, (d)

ry = 0.51"2, (e) ry = 0.67’2, (f) ry = 0.77’2.

Again, the effect of varying the proportion of polaritonic material with respect
to the air matrix is observed, mainly, in the features of the defective mode that
penetrates the polaritonic photonic band gap. This effect is less pronounced in the
case of triangular rods. In fact it can be seen from the figure 22-(a) that the width of
the polaritonic photonic band gap is almost zero.

To conclude with this chapter, it is worth saying that these authors are aware
of the fact that the development of photonic structures using III-V nitrides in their
hexagonal phase constitutes a real technological challenge. This is due, in first place,
to the chemical inertia of these materials. On the other hand, since the photonic
lattice constant needed to have activity at short wavelengths should be very small,
which makes the process of fabrication a very difficult task. However, in spite of the
obstacles mentioned, recent advances in the nanofabrication of photonic crystals
with these elements have been reported [29, 30, 35]; which shows the usefulness of
these materials in electromagnetic regions not covered byothers.
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Fig. 21: Dispersion relations of TM modes for a squared photonic lattice made of
squared cross-section AIN dielectric rods in an air matrix. The rods have side length
a {l rwith, (a)r = 0.2, (b)r = 0.3, (¢) » = 0.4, (d) r = 0.5, (e) r = 0.6, ()
r=20.7.

In our investigation we were able to observe the appearance of flat -almost with-
out dispersion- photonic bands. This indicates that group velocity can be greatly re-
duced so that the radiation-matter interaction time in these structures material would
be, actually, longer. This is an element that can help to motivate the construction of
this type of two-dimensional photonic crystals and their use in sensing applications.
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Fig. 22: Dispersion relations of TM modes for a squared photonic lattice made of
triangular cross-section AIN dielectric rods in an air matrix. The rods are designed
to have equilateral triangular shape of side length a/r, with (a) » = 14, (b) r = 12,
(c)r=10,(d)r =8, (e) 6.
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Evolucion de Paquetes de Ondas de Huecos en
Sistemas 1D

J. L.Beltran-Diaz!, Eduardo Serna” and L. Diago-Cisneros'?

Resumen

En este capitulo se presenta un estudio de la dispersion de paquetes gaussianos
de ondas cuasi-unidimensionales de gases de huecos (1IDHGWP) espin polarizados
y desacoplados, en presencia de interaccion espin-orbita tipo Rashba (SOI-R). La
evolucion del IDHGWP, se simula confinandolo electrostaticamente en un nano-
hilo semiconductor (nano-cinta de grafeno monocapa). El procesamiento matemati-
co de los modelos, se soporta en el método de diferencias finitas. La fenomenologia
de interés se simula variando magnitudes topologicas, la fortaleza de la SOI-R y la
configuracion del espinor(pseudo-espinor), para el IDHGWP incidente.

In this chapter we present a theoretical study of the scattering for one-dimensional
Gaussian wave-packets of holes (IDHGWP), spin-polarized and mixing-free, under
Rashba spin-orbit interaction (SOI-R). The IDHGWP, is electrostatically confined
to a semiconductor nano-wire (thin quantum nanoribbon of monolayer graphene).
The mathematical processing of the envisioned models, is supported on the finite-
difference scheme. Appealing phenomenology, can be tuned via topological quanti-
ties, the SOI-R strength, and the spinor(pesudo-spinor) of the incident IDHGWP.

1 Introduccion General

El reciente interés en el espin del electron ha abierto un campo de investigacion de
frontera en las nanociencias, denominado Espintronica [1, 2]. Entre los mecanismos
fisicos propuestos para la manipulacion del espin, figura la interaccion espin-orbita
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(SOI). En 1984, Y. A. Bychkov y E.I. Rashba [3, 4] establecieron un modelo que
describe apropiadamente SOI en sistemas semiconductores bidimensionales, ampli-
amente conocido como “efecto Rashba” (SOI-R). Dicha interaccion surge como
consecuencia de la asimetria en el potencial de confinamiento, referida en la liter-
atura como asimetria de inversion estructural (SIA). La SOI-R constituye la base de
uno de los trabajos pioneros en el campo de la Espintronica: el prototipo de un tran-
sistor de efecto de campo de espin (SFET) propuesto en 1990 por S. Datta y B. Das
[5]. Posteriormente fue reportada una version de SFET para huecos [6]. En ambos
casos una heteroestructura semiconductora, e. g. InAlAs/InGaAs, proporciona un
canal de transporte bidimensional para los portadores (electrones o huecos). Dicho
canal une dos electrodos ferromagnéticos, uno de los cuales actia como fuente y el
otro como colector. La fuente emite portadores con el espin orientado en la direc-
cion de magnetizacion de dicho electrodo, mientras que el colector (que posee la
misma magnetizacion que el electrodo fuente) actlia como un filtro de espin, i. e.,
solo permite pasar los electrones con espin orientado en la misma direccion que su
magnetizacion. El grado de precesion del espin de los portadores es modulado por
un tercer electrodo via SOI-R.

El modelo SOI-R para sistema bidimensionales de electrones esta bien estable-
cido en la literatura. En el caso de los huecos la situacion es mas complicada por
la degeneracion cuadruple de los estados I's de valencia[7]. En 2005 A. Wong y F.
Mireles [8], utilizando el formalismo de la teoria k.p de masa efectiva dentro de
la aproximacion de la funcion envolvente y los modelos de Kane y Kohn-Liittinger
extendido, obtuvieron la forma explicita de los hamiltonianos que describen apropi-
adamente la SOI-R en el caso de los huecos. Se ha mostrado [9] que el fuerte
acoplamiento espin-orbita y la mezcla de bandas implican una SOI-R mas eficiente
para huecos que el caso electronico. Mds recientemente en 2015 R. Cuan y L. Diago-
Cisneros, desarrollaron modelos de hamiltonianos efectivos con fornulas cerradas
para la fortaleza de la SOI-R de huecos pesados en sistemas cuasi-bidimensionales
(Q2D) y cuasi-unidimensionales (Q1D) [10].

En los ultimos afios se le ha prestado gran atencion al efecto Rashba en sistemas
semiconductores Q1D, también llamados hilos cuanticos (QWW), debido a la abun-
dancia de fenomenos fisicos y aplicaciones [11]. Lo anterior, apoyado en le hecho
de que restringir la distribucion angular de los portadores, a un canal Q1D conlleva
a mejores resultados en la modulacion y coherencia de las corrientes de electrones
con espin polarizado [12, 13].

Entre los primeros reportes sobre el efecto de la SOI-R en la conductancia de elec-
trones en QWW resaltan los trabajos de Moroz y Barnes [14] en 1999, y Mireles y
Kirczenow [15] en 2001. Ambos mostraron que la SOI-R influia significativamente
en la conductancia balistica. Luego de estas publicaciones han surgido estudios sim-
ilares [16, 17, 18, 19] que involucran, ademas de SOI-R, campos externos.

Se han reportado resultados importantes sobre los huecos en la espintrénica [6, 7,
8,9,20,21, 22], sin embargo son pocos los estudios dedicados al transporte cuantico
en presencia de SOI-R. En este trabajo revisamos algunas de las propiedades de los
sistemas Q1D de huecos en régimen de bandas desacopladas, con el objetivo de
utilizarlos como canal de trasporte en un SFET. Asimismo, estudiamos los procesos
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Fig. 1: Dibujos esquematicos del sistema fisico. (a) Heteroestructura semiconduc-
tora sobre la que se han colocado las compuertas metalicas A y B de forma que se

obtenga un Q1DHG. (b) Esquema del perfil de la banda de valencia para Vg = Oy
Vg [= 0. (c) Gedanken Experiment.

de dispersion dependiente del espin que ocurren en dicho dispositivo, a través del
calculo de los coeficientes cinéticos de paquetes de onda gaussianos de huecos espin-
polarizados.

En las ultimas décadas, la ciencia ha dado pasos gigantescos en el desarrollo o
mejora de tecnologias que revolucionan incluso la forma en la que pensamos. Cada
dia, la informacion se vuelve mas accesible y mas numerosa; la escalada vertiginosa
de Internet y el desarrollo que han tenido los transportes, han dado paso al proceso
de globalizacion. Ademas, la medicina ha mejorado la calidad y la expectativa de
vida de la poblaciéon mundial, implicando con esto, que una mayo cantidad de per-
sonas hace investigaciones e incrementa la cantidad de informacion disponible. Sin
embargo, a mayor informacion, se necesita mas almacenamiento.

La miniaturizacién es algo que los humanos han estado buscando por muchos
afios para resolver el problema del almacenamiento, dado que al hacer objetos mas
pequetios se ahorran recursos que pueden ser usados para mas almacenamiento.

1.1 Ley de Moore

Enfocandonos en la industria electronica, el elemento con mayor relevancia podria
ser el transistor ya que ha impulsado a la miniaturizacion [23]. Gracias a é€l, el
primer circuito integrado fue construido; se basaba en materiales semiconductores
de dimensiones microscopicas. Esta combinacion de circuitos y transistores llevaron
a Gordon Moore, co-fundador de Intel, a pronunciar una norma dependiente del
tiempo que indica la cantidad de transistores que deberian existir en un circuito inte-
grado para un tiempo dado. Esto se conoce como la Ley de Moore [24]. A pesar de
que la Ley de Moore ha sido verdadera hasta ahora, no existe una garantia que sera
cierta para los préximos afios ya que depende de la investigacion moderna, la cual
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estd llegando a ciertos limites debido a que los circuitos integrados clasicos fallan a
escalas tan pequeiias debido a propiedades cuanticas de los sistemas, un ejemplo es
el Efecto Tunel.

1.2 Efecto Tunel

En mecénica cuéntica, este fenomeno propone la idea de que una particula es capaz
de ignorar principios de la mecanica clasica, permitiéndole pasar a través de una
barrera cuantica de potencial (QB) mayor que la energia con la que la particula
se mueve [25]. Aplicando esto a dispositivos electronicos, esto puede resultar en
efectos inesperados del dispositivo, por ejemplo, el transistor puede ser visto como
una valvula, hasta que apliquemos fuerza a la valvula no habra flujo; sin embargo,
en una escala muy pequefia, aunque la valvula esté completamente cerrada puede
existir un flujo, por lo que cada cierto intervalo de tiempo caera una gota.

Ultimamente, podemos ver términos con el prefijo de “nano” siendo usados
en la vida cotidiana gracias a muchas mejoras en la tecnologia, particularmente
hablando de la nanotecnologia. Con ella, la manipulacion de la materia se puede re-
alizar a escalas tan pequeflas como una molécula de glucosa. Esta manipulacion es
muy util debido a que permite el descubrimiento de nuevos materiales que pueden
tener propiedades que facilitan ciertas tareas, por ejemplo, la investigacion de las
propiedades cuanticas o el desarrollo de nuevas tecnologias.

El efecto tunel es de gran relevancia e interés en grafeno debido a efectos andma-
los como la Paradoja de Klein que sera mencionada con mas detalle posteriormente.

1.3 Computacion Cudntica

Esta es la propuesta popular para continuar con la miniaturizacion, la idea es ocupar
sistemas mecano-cuanticos para administrar datos de manera mucho mas eficiente
que en la computacion clasica. Pequefias computadoras cuanticas manejando doce-
nas de operaciones en unos pocos qubits es uno de los aspectos mas avanzados en
la investigacion de la computacion cudntica. Aun existe el reto de mejorar dichas
tecnologias para su uso cotidiano, ya que se encuentran limitadas a prototipos.

Una posible solucion al problema planteado por la falla eventual de la Ley de
Moore es movernos a un paradigma computacional diferente. Este paradigma es
proveido por la teoria de la computacion cuantica, que se basa en la idea de usar
mecanica cuantica para realizar computos, en lugar de fisica clasica. Resulta que
mientras una computadora ordinaria puede ser usada para simular una computadora
cuantica, parece ser imposible realizar la simulacion en una manera eficiente. Por
lo que las computadoras cudnticas ofrecen una ventaja esencial de rapidez sobre
computadoras clasicas. Esta ventaja es tan significativa que muchos investigadores
creen que ningun progreso concebible en computacion clasica seria capaz de superar
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la brecha entre el poder de una computadora clasica y el poder de una computadora
cuantica [26]. La computacion cudntica usa bits cuanticos (qubits) para manejar
informacion, usualmente se asumen como objetos matematicos abstractos, permi-
tiendo a los investigadores la libertad de escoger cualquier sistema para usar qubits.
La principal diferencia entre los bits clasicos y los qubits es los grados de liber-
tad, un qubit puede tener una combinacion lineal de estados, usualmente llamados
superposiciones [26], cuya representacion en notacion de Diraces:

ly =al0+pBI[l, (D

mientras que el bit clasico solo puede tener estados 0 y 1. Si cualquier sistema
puede ser usado para la computacion cuantica y consiste en varios grados de libertad,
entonces podemos asumir que la espintronica en el grafeno es un camino viable para
desarrollar computacion cuantica.

1.4 Espintronica

La espintronica [27] es similar a la electrénica, sin embargo ademas del estado de
carga, podemos considerar que el espin de los electrones funciona como un grado de
libertad, esto significa que habra una mayor eficiencia en el manejo de informacion.
El principal objetivo de investigadores que trabajan en espintronica es el entender
mecanismos para lograr un control eléctrico eficiente de las corrientes de espin y sus
configuraciones, esto se hace estudiando diferentes tipos de materiales y sistemas.

Considerando las propiedades mecéanico-cudnticas en sistemas nanométricos
(107° m), la espintrénica es una de las formas que los investigadores proponen para
resolver las dificultades actuales en el desarrollo de computadoras cuanticas. Los
qubits seran la carga asi como el espin de los electrones, dando la posibilidad de
varios estados debido a las diferentes polarizaciones de espin.

Los materiales son lo que definen los limites en el desarrollo de la espintrénica,
ya que las propiedades electromagnéticas de cada material afectan haciendo mas
facil o mas dificil el uso eficiente del espin del electron. Hay algunos materiales y
estructuras cuanticas que son considerados candidatos para el desarrollo dptimo de
computadoras cudnticas basadas en espintronica; algunosson:

1. Solidos Cuanticos.

+ Heteroestructuras semiconductoras a capas.
Anillos Cuanticos.

+ Hilos Cuanticos
Puntos Cuénticos.

2. Meta-Materiales.
Grafeno.

Siliceno, Germaneno
+ Aislantes Topoldgicos.
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En las secciones a continuacion, presentamos un estudio de varias fenomenologias
para nano-hilos(cinta) cuanticos, en sistemas basados en semiconductores(grafeno
mono-capa).

2 Nano-hilo semiconductor

2.1 Sistema Fisico

Considérese una heteroestructura semiconductora I1I-V donde uno de sus com-
puestos se ha dopado tipo p, [ver Fig. 1(a)]. Un esquema del perfil de la banda
de valencia se muestra en la Fig. 1 (b). En el minimo de energia que se forma
debido al dopaje modulado (interfaz de la heterojuntura (Si)A4l4s/GaAs|InGaAs),
queda confinado un gas de huecos bidimensional en la direccion de crecimiento, di-
reccion z en lo adelante, pero libre en el plano perpendicular [xy]. Para llevar este
sistema a un gas de huecos Q1D (Q1DHG), siguiendo un mecanismo similar al uti-
lizado obtener gases de electrones Q1D [14, 15], se colocan dos barras metalicas
—potenciales repulsores—, [4 y B en la Fig. 1(a)] sobre la heteroestructura de man-
era que los huecos queden confinados en la direccion x [ver Fig. 1(a)]. Tendremos
entonces un sistema tipo hilo cuantico a lo largo de la direccion y (direccion de
movimiento en lo adelante) cuya seccidn transversal se encuentra en el plano [xz].

Si sobre la capa de (Si)414, se coloca un electrodo Vg [paralelepipedo gris trans-
parente en la Fig. 1(a)], el campo eléctrico modificara localmente el perfil de la
banda de valencia como se muestra en la Fig.1(b), y como consecuencia, surge una
barrera de potencial [ver Fig.1(c)] en la direccion de movimiento. Con el dispositivo
propuesto, pretendemos similar al SFET de Datta y Das, s6lo que en nuestro caso
los portadores son huecos y el canal de transporte es Q1D. El uso exitoso de voltajes
de compuerta, para “sintonizar" la energia de Fermi, generar barreras de potencial
y manipular la SOI en sistemas de baja dimensionalidad —incluido el grafeno—, ha
sido documentado ampliamente en la literatura [28,29].

En resumen, los huecos se moveran por un nano-hilo cuantico a lo largo de la
direccion y [representado a color verde en la Fig.1(a)], bajo SOI-R en la region espa-
cial donde s encuentra la barrera de potencial. Para estudiar este sistema, nos hemos
propuesto el siguiente Gedanken Experiment: en el fondo de un pozo cuéntico in-
finito, ubicado en la interfaz de la heteroestructura (Si)4ids/Gads/InGaAs) [ver
la Fig.1(a)], colocamos el IDHGWP en régimen de subbandas desacopladas, y lo
hacemos evolucionar con cierta polarizacion inicial del espin (proporcionada por un
ferromagnético fuente). Posteriormente, consideramos la interaccion del IDHGWP
con un obstaculo dispersor de espesor L, que involucra una barrera de potencial y
la SOI-R.
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2.2 Modelo Teorico

Para describir la dinamica de los huecos sin considerar la SOI-R partimos del mod-

elo Kohn-Liittinger [30] escribiendo el hamiltoniano en la base |hh ERER [ths 1,
iz bl

[Ihs 1, |hhs _sdela forma [31]:
35 575 K X
Hyy Hy Hiz 0O
A * —
HKL _ g'll*z H22 0 H13|Z. (2)
0 —HRLHGHH

En la expresion (2) se consideraran trfamente s términos de la diagonal prin-
cipal. Esta aproximacion es valida si se desprecia la no-parabolicidad de las bandas
debido al acoplamiento entre ellas. Dicho esto podemos escribir hamiltonianos in-
dependientes para cada especie de huecos:

~ hh }—12 o ~
Hy=" Zmo VA N Y?f\@)*‘ VoL, 3)
A lh }? ’Q A
Hy= 73, Y Vi)V D, “

donde L es la matriz identidad (2 X 2), y* = (y1 = y2) yy¥ = (y1 = 2y2), conyi, 2, 13

+ +
los parametros empiricos de Liittinger [31], k 7 = k«éx + k€, el operador cuasi-
momentum transversal a direccion de crecimiento. V (r) = Vip(x) + V() + Vu(2),

donde V,45(x) representa el potencial de confinamiento dado por las barras A y B

que modelamos parabolico: Viz(x) = $mow?x?, donde w? es un pardmetro que car-

acteriza la curvatura del potencial, ¥ (x) representa la barrera de potencial debido al
electrodo Vg que tomaremos arbitraria en general, y Vy (z) representa potencial de
confinamiento dado por el dopamiento en heteroestructura que modelaremos como
un pozo triangular infinito: Vg (z) = eFz, con F el campo eléctrico producto de
la concentracion de cargas. Notese que los hamiltonianos resultantes atin albergan
efectos de la anisotropia de las bandas i. e, y* .

La parte correspondiente a la SOI-R en el caso de huecos la expresamos a partir
de modelos obtenidos para el caso Q2D [8, 1‘_)]:

P ‘ 2 K2 . .
o oo Koo —iPw KBoy —ko- )
+
~ I o .
1 sorR T ioplk—-c+ —k+o-], (6)

donde ks = ky + iky y o = 5(c + + i5 ), con G 4, las matrices de Pauliy o, B
parametros que caracterizan la intensidad de la SOI-R y dependen en general de la
asimetria del potencial de confinamiento, . e., del dopaje modulado y el campo el
campo eléctrico externo.
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Fig. 2: Dispersion de las componentes espinoriales del paquete de ondas inci-
dente cuando interactia con el obstaculo dispersor Vg. Este caso corresponde a
la trasmision del paquete, i.e., para la energia inicial del paquete mayor que el po-
tencial de la barrera, en los instantes inicial-cerca-interactuando-final.
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Fig. 3: Dispersion de las componentes espinoriales del paquete de ondas incidente
cuando interactia con el obstaculo dispersor Vg. Este caso corresponde al tunelaje
del paquete, i.c., para la energia inicial del paquete menor que el potencial de la
barrera, en los instantes inicial-cerca-interactuando-final.
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Aproximaremos las expresiones (5) y (6) al caso puramente unidimensional (a
lo largo de la direccion y) sustituyendo ke por su valor esperado. Puesto que el
potencial de confinamiento en x es parabolico se puede demostrar que (lAcx = 0. De
esta manera tendremos

; sh:m = (cumky + Bk’ )G 7)
~lh ~
I sowr = QunkyGay. (8)

2.3 Transporte Cudntico dependiente del espin

Resolvemos asi el problema del transporte de huecos en el sistema fisico en cuestion,
incluyendo el obstaculo dispersor, tal como se ha visualizado en nuestro gedanken
experiment. Se mostrara explicitamente el caso de huecos pesados, el caso de huecos
ligeros se resuelve anadlogamente. El hamiltoniano para huecos pesados (a k7 = 0)
queda escrito como

X_ . X
Wk%V%—V(y)ockA-I—B k3 Moy s
) X 2m'\/ _ LV hhit Yy X — g{llle x
H. = hh . 9
X 27 X hh ©)
X hhAV hhAy E _ X
a k+p K Zh}y" +V Hy, Hy,

Por lo tanto, la ecuacion completa de Schrédinger Hy = i 2y, toma la forma

. . LD
Buk> + VW) Opnky + Bunyinks  wi _ iﬁ_a 7

k y (10
sy + Bunink Bk 4V () v or v

2.4 Esquema en diferencias finitas: Crank-Nickolson

Mediante el método de Crank-Nickolson [32] se puede obtener facilmente el oper-
ador de evolucion temporal asociado a la ecuacion (10) en su forma discreta (vari-
able espacial: j, variable temporal: )

A"+ Hyn i C
! Wn+l _ (11)
2 YRR e

la cual re-escribimos en la representacion de Cayley-Goldberg [33]

/AP iR,
AT T =
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para finalmente obtener _ . D
L—-H
nl v nl 4 )
4 281 v I+ Bt W”
L. = DL+®=Hp )
i = 251 ;o w2 )

L+ 5 H, , , ,
Se expresa en una formula de recurrencia la relacién de las funciones de onda
entre un instante y el instante anterior

1. Haciendo ¢ " = r 2 ", obtenemos la siguiente relacion de recurren-
2%
Segy
‘ j S+ 8L J
cia:
n+l _ n__ yn
2 = U

3.Paran=1,y'=¢p%— g,V
1 ] ]
0_ 2 0
ML e 7 S
S. \VO} "Paquete de ondas gaussiano"
6. Se realiza el mismo procedimiento paran = 2,3,4,...,N

Cuando llegamos al paso N, se obtiene la solucidon numérica aproximada de la
funcién de onda en todo el espacio y para todo instante. El proceso descrito hasta el
momento se puede extender analogamente al caso de huecosligeros.

Para calcular los coeficientes de trasmision y reflexion podemos utilizar las sigu-
ientes expresiones integrales:

[yi,1(y,t = o0)|2dx
TT,l = L yb+Lp (14)

J
lwiGt = 0)17+ |yi(y,t = 0)[dx
C

¥
ly, (v, = ) 2dx
0

Ry, =~ , (15)

|
\|/(y,t=0)2+\u(y,t=0)zjdl’€

expresadas numéricamente a través de h reéla de los traﬁiecios.

2.5 Discusion de resultados

Una vez obtenidas las soluciones aproximadas de las funciones de onda, a través de
los métodos numéricos descritos en la SubSec.2.4, pasamos a graficar la dispersion
del paquete de ondas incidente para dos casos: Trasmision [ver Fig.2] y Tunelaje
[ver Fig. 3]. Los resultados que mostramos corresponden al caso de huecos pesa-
dos para una concentracion nzlo” cm?, lo que equivale a un valor de ay;, = 0.4
eVAy Bu = 0.05572 eVA3, este valor depende en general de la concentracion de
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portadores y del voltaje aplicado en Vg. El caso de huecos ligeros exhibe un com-
portamiento similar, menos marcado por la SOI-R debido a que o = 0.0019 eVA

a la misma concentracion y no lo mostramos en el presente capitulo. Los restantes
parametros se especifican en las figuras.

Coe ficientes de trasmision y Re flexion

D(E)y R(E)

- iy
1 b . . e ———————— ey
5 (] 075 1.0 145 T

J'fn.f-'rylrr (eV)

Fig. 4: Coeficiente de trasmision y reflexion para una barrerade potencial Vy = 0.3

1
eV y una polarizacion & = J—E i

En la Figura 4, se muestran los coeficientes de trasmision y reflexion analiticos
y numéricos. Se aprecia que nuestro modelo numérico (circulos negros y cruces
azules) se ajusta muy bien al modelo analitico [34](linea verde clara y oscura),
cuando o, = 0. Ademas con una simple inspeccion de la grafica se puede ver la
conservacion del flujo de probabilidad. Estas dos comprobaciones, validan suficien-
temente nuestro modelo.

Para el caso de o, = 0, la transmisién para ambas componentes espinoriales
no coinciden lo cual se debe a la constante que acompaia al término ctbico, y que
es exclusivo de la subbanda de huecos pesados Jver Fig.5]. Se puede observar que
entre mayor es el valor de a,, mayor es el desdoblamiento de ambas componentes
debido a la precesion del espin, inducida por el acoplamiento SOI-R.

Las Fig.6 y Fig.7 muestran los coeficientes de trasmision para diferentes valores
altura de la barrera de potencial y diferentes polarizaciones de espin del IDHGWP
incidente, respectivamente. En la Fig. (6) a medida que aumenta el valor de V, la
curva se hace de pendiente mas "suave". Por lo tanto si la energia inicial del paquete
es pequefia, el desdoblamiento de las componentes espinoriales es pequefio y casi no
tenemos trasmision. Observamos ademas que a partir de un valor energético (aprox-
imadamente para £ > 0.75 eV) la trasmision se satura, lo cual apunta a un com-
portamiento anémalo, que requerird mayor estudio, para entender sus causas. Las
curvas de la Fig.7, se obtienen variando las polarizaciones de espin del IDHGWP
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Coe ficientes de trasmision para diferentes parametros de Rashba
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Fig. 5:  Coeficiente de trasmision para diferentes valores del pardmetro de
acoplamiento de Rashba o.;,. La barrera de potencial V, = 0.3eVy la polarizacion

|
inicial del paquete es & = J—E i
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Fig. 6: Coeficiente de trasmision para diferentes valores de la barrera de potencial

1
Vg (ver Fig. 1). La polarizacion inicial del paquete es & = 4,% 1y el parametro

de Rashba oy, = 0.4 eVA.
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incidente y manteniendo fija la altura barrera de potencial, i. e., , I{zo?) 0.3eV. Se
L )tendremos

o1y =", 0(1)

puede ver que para ciertos valores de polarizacion (&
0 no trasmision [ver Fig. 7].

Trasmision para diferentes polarizaciones

— B L=

\
\
|

T(E

Fn P rgia (eV)

Fig. 7: Coeficiente de trasmision para diferentes polarizaciones del espin del pa-
quete de ondas incidentes. La barrera de potencial V, = 0.3 eV y el parametro de

Rashba oy, = 0.4 eVA.

3 Nano-cinta de grafeno

3.1 Caracterizacion del Grafeno

El grafeno es una mono(multi)-capa de atomos de carbono ubicados en un arreglo
hexagonal bi-dimensional, y es la forma bésica para los alétropos de carbono [35].
Al principio era un objeto de estudio tedrico, ya que se suponia ser inexistente
porque una estructura plana es termodinamicamente inestable con la disminucion
del grosor. Sin embargo, fue demostrado por Geim y Novoselov [36] que el grafeno
puede existir si se considera semi-plano (con pequefias arrugas). En experimentos
posteriores, se confirmd que sus portadores de carga eran en realidad fermiones de
Dirac (pares electron-hueco, sin masa en reposo) [37].

En 1940 aproximadamente, se argumentaba que los cristales bi-dimensionales
eran termodindmicamente inestables y que no podian existir. La temperatura de
fusion de peliculas delgadas, decrece rapidamente con el grosor, y las peliculas se
vuelven inestables. Esto fue ciencia establecida hasta los afios 2000, cuando se de-
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scubrié experimentalmente el grafeno, junto con otros cristales bi-dimensionales.
Estos se pueden obtener encima de substratos no-cristalinos, en suspension liquida
y como membranas suspendidas. Estos cristales demostraron tener alta calidad
cristalina, y ser continuos [35, 36, 37]. Un plano atdmico es un cristal bidimen-
sional, mientras que 100 capas se considerarian como una pelicula delgada de un
material 3D. Para el caso del grafeno, la distincion entre grafito y grafeno (debido a
la estructura electronica) se da a las 10 capas. Sélo el grafeno mono-capa tiene un
espectro electronico simple: es un semiconductor de gapnulo.

Se han intentado varios métodos para formar grafeno, pero todos terminaron en
crear materiales 3D con diferentes propiedades no muy ttiles que no generaron
suficiente atencion. Hasta que recientemente se logd obtener grafeno de pocas ca-
pas, que mostro propiedades de transportes de carga con alta movilidad [36]. El
crecimiento epitaxial del grafeno puede ser la unica ruta viable para aplicaciones
electronicas. Muchos grupos experimentales, trabajan con muestras obtenidas por
escision micro-mecanica del grafito, la misma técnica que permitié el aislamiento
del grafeno por primera vez [36, 37]. Después de perfeccionada, esta técnica provee
de sistemas basados en grafeno de hasta 100 p m, que es suficiente para la mayoria
de las investigaciones. La técnica consiste en separar la capa mas externa del grafito
tridimensional. Para hacer esto, todavia no se tiene un método preciso, pero las
aproximaciones comunes son:

1. Un raspado fino del grafito mediante el empleo de una superficiesolida.
2. Usando una cinta adhesiva colocada sobre el grafito, se raya sobre la cinta y se
desprende, haciendo que capas muy delgadas del grafito se desprendan.

El problema con el grafeno, es que al estar sobre un substrato, es muy dificil
encontrarlo entre muchos pedazos de grafito, por ejemplo, el Scanning Probe Mi-
croscope (SPM) tiene muy baja resolucion para buscar grafeno, mientras que el
Scanning Electron Microscope (SEM) es inadecuado debido a la ausencia de sefiales
claras para el nimero de capas atdmicas que se necesita. El ingrediente critico, fue
observar que el grafeno se vuelve visible a la deteccion, en un microscopio optico
si se coloca encima de una oblea de Si con un grosor definido de dioxido de silicio
(Si0»). Hasta la fecha, la configuracion mas confiable para configurar dispositivos
basados en: grafeno bi-dimensional mono-capa (2DMLG), pocas capas de grafeno
(FLG)y nano-tubos, es el SiO, aislante, cominimente acoplado a una oblea de sili-
cio [38].

3.2 Estructura Cristalina y Espacio Inverso

La estructura cristalina del 2DMLG, es una red hexagonal periddica semi-plana,
parecida a un panal de abejas [ver Fig.8(a)]. La estructura especifica del 2DMLG,
que reproduce el sistema usado para este estudio, puede ser descrita por una red
triangular con base de dos atomos por celda unitaria. De acuerdo a esto, los vectores

de la celda unitaria son a; = ao(1, 0) y a2 = ao/2(1, 3) [35], que generan los vec-
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.
tores de la Zong de Brillouin (BZ), qug estan dados por by = 4r/ Qay 3)( 37-1)

y by =4n/(as 3)(0, 1),con ap = 3a donde a =~ 1.42 A, es la constante de la
red de carbono. Podemos encontrar los puntos de Dirac, ubicados en los siguientes
pares de coordenadas (kx, k) de la red reciiproca: K = (0, 0); y K =+(87/3aq, 0)
[ver Fig.8(b)], son conocidos como "puntos de Dirac". En cuanto a su estructura
fisica molecular, el grafeno es una forma alotropa del carbon, es una estructura
nano-métrica, bidimensional, de atomos de carbono cohesionados en una superficie
ligeramente plana, con ondulaciones de un atomo de espesor, con una apariencia
semejante a una capa de un panal de abejas ya que tiene una configuracion atomica
hexagonal formada por subredes A y B [ver Fig.8(a)]. Los aldotropos del carbono se
clasifican por su dimensionalidad como:

Cero-dimensionales - fulerenos.
Uni-dimensionales - nanotubos.
Bi-dimensionales - grafeno.

+ Tri-dimensionales - diamante, grafito.

Los tres puntos de alta simetria: I', M y K(K’), forman un triangulo que se utiliza
para calcular las relaciones de dispersion de la energia. El rombo observado en la
Figura 8(a), es la celda unitaria del espacio directo. Por otro lado, la Figura 8(b), es
la BZ que pertenece a la red reciproca en el dominio de las frecuencias. La impor-
tancia de la BZ, radica en la descripcion de las ondas que se propagan en un medio
periodico, las cuales pueden ser descritas a partir de ondas de Bloch, que tienen la
periodicidad de la red.

Los vectores & que vemos en la Figura 8(a), estan dados por

a - a

1= 500, 3,8 = 50, - 3,8 = —a(1,0), (16)

mientras que los seis vectores vecinos segundos mas cercanos son:

)

51,: iah@,: i32;63,: i(az_al)- (17)

Una evidencia de la calidad en las propiedades electronicas en el grafeno, es el
transporte de carga el cual puede ser sintonizado continuamente entre electrones y
huecos en altas concentraciones del orden de 10'3¢m =2y sus movilidades pueden
exceder los 15X 0% cm?V ~!s™! en condiciones ambientales. Incluso las movili-
dades observadas dependen muy poco de la temperatura, haciendo que en gran parte
solo dependa de la impureza, la cual se puede mejorar en gran medida. Otra prueba
de la calidad electrénica es el efecto Hall cuantico, que puede ser observado en el
grafeno incluso a temperatura ambiente [35, 36, 37].

Otra razon importante para el interés en el grafeno, es la particular naturaleza
de sus portadores de carga. Estos imitan particulas relativistas y son mas faciles de
describir partiendo de la ecuacion de Dirac, en lugar de la ecuacion de Schréodinger.
Es oportuno subrayar, que el movimiento del par electron-hueco alrededor de los
atomos de carbono con desplazamientos entre sub-celdas del tipo A y B [ver la
Fig.8(a)], no es un efecto relativista. Sin embargo, la interaccion con el potencial
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X
(a) Celda unitaria del grafeno, donde
a; y a2 son los vectores unitarios, A

y B son las subredes y 6; = 1, 2, 3 son

los vectores que apuntan a las subredes
vecinas mds cercanas.

A

(b) Zona de Brillouin correspondiente,
los conos de Dirac se encuentran en los

puntos Ky K. T, My K(K) son pun-
tos de alta simetria.

Fig. 8: Celda unitaria y reciproca del grafeno.

perioddico de la red del grafeno, nos conduce a unas cuasi-particulas —que a bajas
energias—, son descritas por la ecuacion de Dirac, y que tienen una rapidez de luz
efectiva vy ~ §01(§ms_1 (velocidad de Fermi). Estas cuasi-particulas llamadas
fermiones de Dirac (sin masa en reposo), pueden ser vistas como electrones(huecos)
que han perdido su masa en reposo o como neutrinos que adquirieron carga de
electron. Cabe subrayar, que algunos eventos anémalos, e. g. el tunelaje anti-Klein,
ocurre para fermiones con quiralidad definida, que se transforman en huecos con
masa efectiva finita dentro del QB [39]. Lo anterior, conduce a que tales huecos
masivos, posean momentum imaginario, y a la no conservacion del indice de la
quiralidad del pseudo-espin dentro-fuera de la barrera [39]. El grafeno obtenido
experimentalmente, provee un banco de pruebas muy atractivo, para la observacion
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de los fenomenos de electrodinamica cuantica, dadas las caracteristicas fisicas men-
cionadas brevemente arriba.

3.3 Sistema Fisico

BN (hexagonal)
s, |

—

Fig. 9: Representacion esquematica del dispositivo propuesto basado en grafeno.
La nano-cinta (franja amarilla) se “imprime" litograficamente, a partir del confi-
namiento electrostatico de los fermiones de Dirac a una region Q1D (franja amar-
illa), producido por las placas 4 y B, en un 2DMLG, embebido entre nitruro de boro
hexagonal (hBN, gris oscuro) y el substrato aislante de dioxido de silicio (SiOa,
anaranjado). El electrodo de compuerta V), genera la barrera de potencial en la nano-
cinta de grafeno, que es a la vez la region donde estamos considerando la accion del
acoplamiento SOI-R sobre los fermiones de Dirac.

En el dispositivo bajo estudio [ver Fig.9], consideramos un 2DMLG, embebido
entre nitruro de boro hexagonal (ABN, gris oscuro) y el sustrato aislante de dioxido
de silicio (Si0;, anaranjado). Los fermiones de Dirac, son confinado electrostatica-
mente por los electrodos de compuerta representados por las placas 4 y B (verde)
a un hilo cuantico Q1D y estudiamos la evolucion temporal de un IDHGWP de
fermiones de Dirac, que va de un lado al otro de la nano-cinta pasando por el QB
[ver Fig.10]. En la presente aproximacion, no consideramos el acoplamiento SOI-R,
ni la accion de un potencial dispersor en la region de espacio libre (fuera del QB) y
s6lo observamos que el paquete se mueva adecuadamente a lo largo del canal cuan-
tico Q1D. Después observamos qué sucede con el IDHGWP, durante su interaccion
con el QB, cuya region adicionalmente presenta acoplamiento del tipo SOI-R.

Experimentos de SEM muestran invariablemente, que el 2DMLG depositado so-
bre Si0O,/Si, reproduce s6lo parcialmente la morfologia del substrato aislante —sin
replicarlo rigidamente—, dando lugar entonces a la aparicion de regiones localmente
espaciadas de fuerte perturbacion de la simetria hexagonal de la red del grafeno [38].
Lo anterior, es el origen de la SIA, que a suvez genera el acoplamiento SOI-R en el
2DMLG, con un caracter marcadamente localizado. En nuestro dispositivo, asumi-
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i \ Vo= 48:'
| i Axb = 2A

Fig. 10: Simulacion del IDHGWP bajo estudio en su estado inicial, que evoluciona
en el espacio libre en el sentido indicado por la flecha horizontal negra. Notese
que en ausencia de acoplamiento SOI-R, ambas componentes A (puntos rojos) y
B (trazos verdes) del pseudo-espinor aparecen degeneradas. El rectangulo vertical

(verde) representa el QB, cuyo potencial Vy = 4 eV, se anula en el resto del espacio.
El espesor del QB, lo asumimos como A x, = 2 A, mientras que la polarizacion del
pseudo-espinor incidente &, asimismo como la energia de partida £y del IDHGWP

viajero, aparecen indicadas.

mos que tales zonas de SIA, se encuentran en la region del QB. La configuracion
2DMLG/SiO,/ Si, es amplianmente usada en la actualidad [38]. Por otro lado, se ha
reportado recientemente que el ABN acopla con el 2DMLG, mejor que el resto de
los candidates, debido a que las diferencias de ambas redes, son apenas del 1.5%.
De esta manera, se garantizan las propiedades morfoldgicas, Opticas y electronicas
del 2DMLG [40].

3.4 Modelo Teorico

Una forma aproximada para calcular las propiedades del grafeno, es a través del
método tight binding. Es util porque preserva la simetria exacta del sistema. Los
fermiones de Dirac, pueden ser descritos por medio de ondas de Bloch. Para con-
struir la matriz hamiltoniana, se requiere de una base de funciones, que en este caso
deben ser soluciones de la ecuacion de Schrodinger que incluya la periodicidad del
sistema. En aras de mayor completitud y con fines didacticos, presentamos somer-
amente el hamiltoniano tight binding" para fermiones de Dirac en el grafeno, con-
siderando que estos pueden brincar a los atomos vecinos mas cercanos y segundos
mas cercanos [35]
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€,
H=—t z a ;s,ib“'./ + h.c.
G,j,0
-7 Z a ;,-ac,i"‘b;}bc,j-i-h.c. , (18)

G,j o

(

. . r ., . . s
siendo as,i a'y; ¥ bs,i b o los operadores de creacion (aniquilacion) en la

region de la subred A y la subred B, ¢ es el espinor (6 = , 9, ¢ es la energia

de salto a los vecinos mas cercanos (saltando entre diferentes'subredes) y ¢ es la
energia de salto a los segundos vecinos cercanos (saltando en la misma red). Las
bandas de energia derivadas de (18) tienen la forma

v
E«(k) = £t 3+ f(k) — ¢ f(k), (19)
NI
f(K) =2cos ?k}a +4cos ;k}a cos §2an , (20)

donde el signo + aplica para la banda de electrones y el _ para la banda de huecos.
Queda claro que si ¢ = 0 entonces el espectro energético es simétrico.

Cerca de los puntos de Dirac el Hamiltoniano para el grafeno pristino [Revisar
apéndice 5.1] se escribe como [36]

HG :VFG'P, (21)
con 6 = &4 + 6,7, siendo las matrices de espin Pauli &, = 0110, G =0 _’O" ,
1
. P = Pi+Bj, es el vector operador del momento lineal con sus componentes
X = —ih’, Pyy = —ih? ; y finalmente las bandas de energia quedarian como:
Ox

oy
E = *|hKk]|ve. (22)

Para que estos resultados sean equivalentes a los obtenidos en la electrodinamica
cuantica relativista de Dirac, se considera que los fermiones de Dirac se comportan
como particulas sin masa en reposo. Se puede demostrar, a partir de la relacion de
dispersion lineal (22) que los electrones siempre van acompaiados de los huecos por
lo que los portadores de cargas eléctricas y de espin en el grafeno, siempre aparecen
en pares llamandosele al conjunto cuasi-particula. Otra caracteristica importante es
que los fermiones de Dirac en la subred A tienen una direccion preferencial de su
espin (proyectandose en la direccion de propagacion) mientras que los espines en la
subred B se encuentran completamente opuestos, a esto se le llama quiralidad. Por
%8%%1 raa%g)n se les denomina pseudoespines y al conjunto total pseudoespinor, cuya

¥y = (23)
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3.4.1 Hamiltoniano hibrido: Acoplamiento Espin-orbita

La interaccion del grado de libertad rotacional de un electron con su grado de liber-
tad de traslacion orbital, causa un efecto electromagnético relativista. En el caso de
los materiales espintronicos, la estructura de bandas se ve afectada, produciendo por
consecuencia, propiedades que pueden ser benéficas o perjudiciales dependiendo de
la aplicacion buscada. La SOI a nivel atomico, es la antesala de la inclusion del tér-
mino correspondiente en el hamiltoniano no-relativista de Dirac [41]. Llegando a la
siguiente expresion

A

Hop = ——L— 6 B (vp), (24)
4mic
donde my es la masa de un electrén libre, c es la velocidad de la luz, p es el operador
momento, ¥ es el potencial de Coulomb del nicleo atéomico, y 6 = (oy, oy, ©:) es
el vector de las matrices de espin de Pauli.

Se ha discutido ampliamente en la literatura, la necesidad de un entendimiento
detallado de los fendmenos relacionados a la SOI en sistemas 2D, tanto para la
investigacion fundamental misma, como para las aplicaciones en dispositivos elec-
tronicos y en este caso espintronicos [25, 35]. También se ha demostrado que el com-
portamiento de la estructura de bandas de un material 2D, depende de la simetria
del potencial de confinamiento y de la particion de espin resultante de la banda de
valencia [42]. Datta y Das [5] propusieron un dispositivo, donde se puede controlar
y/o detectar orientaciones especificas del espin en una corriente, con ayuda de con-
tactos magnetizados. Una de las contribuciones a la manipulacion del espin sin un
campo magnético externo, es el efecto Rashba [4]. En este caso, es la accion de un
campo magnético efectivo sobre el espin de los portadores de carga confinados, la
que produce los resultados esperados.

En nuestro modelo tedrico-matematico para el estudio de la dinamica de los
fermiones de Dirac en un sistema 1D de MLG, usaremos la ecuacion completa de
Schrodinger en forma discreta, la cual ha sido empleada exitosamente en la men-
cionada dimensionalidad [42]

(ay D) =ik 0 Y (0", (25)
J 1 J

57

donde n es la discretizacion del tiempo y j es la discretizacion del espacio, de forma
quet &t yjdyn=1,2,..,N,j=1,2,...,J. El hamiltoniano hibrido a dis-
cretizar, que describe la fenomenologia del dispositivo de la Fig.9, va a estar definido
de la siguiente manera:

H=H;+ Vol + HSOI-R! (26)
donde Hg es el hamiltoniano del grafeno pistino presentado por (21) en la Sec.3.4;
V () es el potencial rectangular e independiente del tiempo en una dimension, y

finalmente Hox es el hamiltoniano que incorpora el acoplamiento SOI-R [10].
La solucion para la ecuacion (26), la proponemos en la forma

Y (1) = UG, 0)¥ (,0), 27)
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siendo U" (t,) el operador de evolucion temporal del [Revisar apéndice 5.2], que
definimos sobre bases generales como:

U@,t) = e;stH, (28)

0

y que representamos a los efectos del calculo numérico, a través de la aproximacion
de Cayley-Goldberg [33]

. 21
Oty _ — (29)
» T L+ B
para después sustituir en (27), para obtener
T()/,l) :q)(y;to) _\P(yyt()), (30)

y llegar finalmente a que:

(D()/,t()) 22_\11(2119)_

18t fr* GD
[ 2 + ﬁH
Desarrollando el 4lgebra correspondiente y tomando en cuenta el resultado
obtenido del apéndice 5.3; llegamos al siguiente resultado
W= —CO"_ +[L+ DL +CD",, (32)

3 10y i
donde C = uy D = B Este resultado hay que separarlo en sus componentes,
45y 2h

sumaanndolas y restandolas convenientemente
2y £y ) =FC 7 +[1+DVE £ cEM (33)
4 B F, P Fy, F,
' ' j=1 J j+1
donde E" = ¢" + 0"y F'=¢"— ¢ , .Laecuacion (33), es un sistema de ecua-
J 4,] B,y 4,7 " B

. , . n
ciones que se resuelve numéricamente para obtener los valores de @ ;, de manera

que podamos utilizar ciclicamente la ecuacion (30) en su forma discreta, hasta llegar
a N pasos, 0 sea:

n+l _ qn n

Y =07 -], (34)
Es necesario imponer las condiciones de frontera, para que el IDHGWP evolu-
cione correctamente tanto pen el espacio libre, como en presencia de las interac-

ciones menciondas anteriormente, i. e.,
prl =g =l =, (35)

Jj=1 j=J

Hemos tomado en cuenta, el hecho relevante de la deteccion experimental de 44,
con masa efectiva mu; ~0.1m, via oscilaciones Shubnikov-de Haas, en sistemas

de FLG [43]. A partir de lo anterior y agregando la reciente prediccion de tunelaje
anti-Klein en 2DMLG, donde los autores concluyen que los fermiones de Dirac con
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quiralidad definida, se transforman en huecos con masa efectiva finita dentro de una
barrera [39], asumimos que los términos momentum-dependientes del bien cono-
cido hamiltoniano efectivo Rashba para /4, en heteroestructuras semiconductoras
unlg) [10, 44], pueden ser extendidos a la nano-cinta de MLG. Entonces tenemos

. L
. B S
Hyon = —iot ;c*m—}:c— —B KFo:r—kKo- (36)

donde k+ = (ky + iky) y 6+ = o, % ic,). Después de algunos desarrollos alge-
braicos e igualando a cero las componentes que contienen a &, (no hay propagacion
en esa direccion), obtenemos finalmente

HSOI—R = (al}y + B]}i)ﬁx- (37)

También en este caso consideraremos la masa de los /4, en el hamiltoniano
hibrido (26) le sumaremos el modelo Kohn-Liittinger (KL):

n e ~y
Hy, = 2mo ('Yl +2'Y2)ky12; i (38)
siendoy los parametros de Liittinger para el grafeno, y definiendo B = E_(y +

1,2 1

2mo
2y2)

Finalmente, llegamos a la expresion crucial del hamiltoniano hibrido, que con-
sidera los efectos de interés en el sistema bajo estudio, con el presupuesto de las

aproximaciones descritas arriba, i. e.,

H = B+ V)L + (oky + BE)os + vihkyo 39)
y y
donde Fourier transformamos lAcy = _i éa_ . Repetiremos el proceso descrito anterior-

mente, usando nuevamente las ecuaciones (30) y (31), modificadas adecuadamentre
[ver el apéndice 5.4]. Luego de los desarrollos correspondientes sobre (33), obten-
emos

2ya;+ ys) = FAG, | —TE g+ (1 + FB)G,

FE 3 FE
— TK, +FCGj+1 + FEKj+1 + FDGj+2 — ?I(j+2, (40)
al restar:
2y, —ys) = FAK, - TE G+ +FB)K - TE G,
’ ’ 3 2 FE

+FCKj+1 + FEGj+1 + FDKj+» — —Gj+2, (41)
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_ _ _ 2B i 4 3 _ _B_ia_ 3B
donde 4 = 5_2’+ 6B V(y) +2E 408, C= 5 5 s
D=1™+7P F= G yF =
68y 6y 5y 271—
Si sumamos las dos ecuaciones anteriores obtenemos:

2y = ba; 1(FA—IE)+4§,-(1 +re—TFE)

3 ’ 2 FE
+(I)A,_/+1(FC+FE)+(I)A,j+2(FD— ?), (42)

y restandolas se llega a:

2yp=¢  (FA+TEY+ (1 +FB+TE)
Jo Byl 3 b, B3
FE

+¢B,A/+1(FC—FE)+ (I)B,j+2(FD+ 6—)— (43)

Las ecuaciones (42) y (43), son las que hay que resolver con la ayuda del método
computacional que describimos a continuacion.

3.5 Algoritmo Computacional

El codigo de calculo funciona de manera que, a partir de un paquete de ondas dado,
con parametros definidos, podamos observar graficamente como evoluciona éste
paquete a través del tiempo en un ambiente definido.

1. Primero, definiremos las constantes que se usaran, tanto para el ambiente como
para el IDHGWP.

2. Discretizamos el potencial y el IDHGWP [hamiltoniano (39)].

3. Construimos las matrices con las que trabaja el codigo (aqui se construye la
matriz del sistema de ecuaciones aresolver).

4. Resolvemos el sistema de ecuaciones: (42), y (43) para todaj y evaluamos
(34) para conseguir el siguiente estado discreto en el tiempo. A continuacion se
repite este paso para toda n.

5. Se grafican los datos y se almacenan en forma de video con formato ".avi". En el
sitio de la Ref.[45], el lector puede visualizar y/o descargar ficheros multimedias
con animaciones de la linea de tiempo del IDHGWP bajo estudio. Algunas de
las fenomenologias, no han sido descritas en el presente capitulo.

3.6 Discusion de resultados

Se logro obtener animaciones como las que se esperaban para los casos en los que
incluimos la SOI-R y cuando la excluimos [Fig.11]. Es posible distinguir, como se
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mueve el IDHGWP a lo largo del canal Q1D de la nano-cinta [ver Fig.9]] en el
espacio libre [paneles (a), (¢) y (e)]. Al aplicar el acoplamiento SOI-R en la seccion
de la barrera , la polarizacion del espin cambia como se esperaba [paneles (b), (d) y

]

Fig. 11: Densidad de probabilidad del IDHGWP en la direccion x en el espacio li-
bre: sin SOI-R [paneles (a), (¢) y (e)], y bajo SOI-R [paneles (b), (d) y (f)]. Tomamos:
o = 0.4 eVAyp =0.2eVA3; donde £ es la polarizacion inicial del paquete incidente,
Ey es la energia del paquete, ¢ es el tiempo transcurrido, K es el vector de onda del
paquete, G es la dispersion del paquete, V es la altura del QB, A xb es el ancho del
QB y T es el tiempo total de la simulacion.

En la obtencion de las graficas de la Figura 117, se hicieron ajustes arbitrarios al
hamiltoniano del grafeno pristino (21), el cual re-escribimos de la siguiente manera

N I_IVF]}X O
H= . 44
0 7k ' “4)
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que hemos sometido a un andlisis mas detallado, que sera publicado en otro lugar.
No obstante algunas considerciones aal respecto, se presentan brevemente a contin-
uacion.

Al observar las graficas de la Figura 12 (en ausencia del acoplamiento SOI-R),
observamos como desde el inicio, el paquete de ondas se separa y parte del mismo
se mueve en direccion de x mientras que la otra se va en direccion opuesta [paneles
(a), (c) ,(e) ,(g) e (1)]. Cuando el IDHGWP interactia con el QB, parte del paquete
se transmite y parte se refleja, produciendo un efecto atin mayor en la superposicion
de los paquetes divididos por efecto del potencial dispersor del QB. Si incluimos la
SOI-R, la ruptura de la degeneracion del pseudoespinor es mas evidente pero ocurre
un efecto similar al descrito arriba. En los paneles de la izquierda [(a), (c), (e), (g),
e (1)], introduciendo la correccion (44), el IDHGWP se comporta como en otros
semiconductores, que no estan sujetos a una ecuacion tipo Dirac de la forma (21).
Por otro lado, en los paneles de la derecha [(b), (d) ,(f) ,(h) y (j)], no se introdujeron
los cambios del tipo (44) y es evidente la ruptura de la degeneracion del pseudoe-
spinor, lo cual no deberia ser admisible en el espacio libre (ausencia de potenciales
dispersores y de acoplamiento SOI).

4 Conclusiones

En este capitulo se presenta un estudio de la dispersion de paquetes gaussianos de
ondas cuasi-unidimensionales de gases de huecos (IDHGWP) espin polarizados
y desacoplados, en presencia de interaccion espin-Orbita tipo Rashba (SOI-R). La
evolucion del IDHGWP, se simula confinandolo electrostaticamente en un nano-
hilo semiconductor y en una nano-cinta de MLG. El procesamiento matematico de
los modelos, sobre el método de diferencias finitas, resulta ventajoso, para la ob-
tencion de una linea del tiempo en la evolucion de los paquetes bajo estudio. La
fenomenologia de interés en ambos casos, se puede manipular variando convenien-
temente: las magnitudes topoldgicas de los sistemas (espesor y altura del QB), la for-
taleza de 1a SOI-R y la configuracion del espinor(pseudo-espinor), para el IDHGWP
incidente. Para el caso de la evolucion del IDHGWP a lo largo de una nano-cinta
de MLG en el espacio libre (sin dispesores cudnticos, ni acoplamiento SOI-R), se
logro un excelente acuerdo cualitativo con la dinamica reportada para el 2DMLG,
bajo condiciones similares [46, 47].

5 Apéndices
5.1 A: Obtencion del Hamiltoniano del Grafeno

Partiendo de la ecuacion original de Dirac:
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K= 0003 = D‘ 3
o= 1o e ‘ﬁ;,
mox 24 se- 22
T= o = .

(b)

© ()

sV
= 100a

Fig. 12: Comparacion entre lo obtenido con el hamiltoniano del grafeno corregido
[paneles (a), (c) ,(e) ,(g) e (i)] y lo obtenido con las ecuaciones sin corregir [paneles
(b), (d) ,(f) ,(h) y (j)]; en ambos casos sin considerar el acoplamiento SOI-R.
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))
3 _owx,z
Bmc® + ¢ Z Py wix,t) =ih o (45)
n=1
El hamiltoniano de Dirac seria:
3 D
Hp=Bm+c > gPy, . (46)

n=1

Sabiendo que la masa en reposo de los electrones es cero:
3 )
Ao=c SaP, . (47)
n=1

En el grafeno, contamos para una capa con s6lo dos dimensiones, por lo que la suma
se limita hasta 2. Los o, son operadores lineales que gobiernan la funcién de onda,
escritos como una matriz y son matrices de 4x4 conocidas como matrices de Dirac.
Sin embargo, en este caso, construimos las matrices de Dirac con matrices de Pauli.
Las P’s son los operadores momento lineal aplicados al vector numero de onda.

El hamiltoniano para el grafeno al cambiar la velocidad de la luz por la de los

germione,% (g)ue se puede aproximar ya que varia aproximadamente en dos ordenes
¢ magnitud):

S 0 ke—ik, -
Hg =vrh kot ik 0 =vrho - K. (48)

5.2 B: Operador de Evolucion Temporal

El operador de evolucion temporal U, 1) sirve para transformar la funcién de es-

tado en el tiempo 7, a una nueva funcion al tiempo ¢ posterior y al mismo tiempo su
valor tiene que ser igual a uno. Entonces se puede escribir una ecuacion diferencial
de primer orden:

a0,y + S0, 0) W ,yin) = 0, (49)

h ot

cuya solucion esta dada por:

s
Ut,10) = e 1 o0, (50)
Al integrar al hamiltoniano que es independiente del tiempo obtenemos el factor
8t=(t— t).
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5.3 C: Hamiltoniano en diferencias finitas sinSOI-R

El hamiltoniano (en una sola dimension) aplicado a una funcion de onda, antes de
las diferencias finitas, se ve asi:

. _ 0
HY = —ilvio, )+, (51)
y

dondevreslavelocidad de los fermiones de Dirac, o, = (Oi o i ) es lamatrizde Pauli
para la componente y.

Tomando en cuenta ahora la discretizacion de una funcién de onda, la desarrol-
lamos en serie de Taylor (hasta el tercer elemento ya que la aproximacion de Cayley
hecha en la ecuacién 29, sélo es valida hasta §1?):

v =wny 4 ey
+1 i3

| "
Wi ==y Bty

Al restarlas, obtenemos \y'j que sustituimos en 51 para obtener:

N I
HY; = —%(‘?m—‘{’/ﬂH ;. (52)

5.4 D: Hamiltoniano en diferencias finitas con SOI-R

En este caso, el hamiltoniano aplicado a una funcién de onda, antes de las diferen-
cias finitas, queda de la siguiente manera:
HY = V)Y —i(hvso, + ac)¥ — BY" + oy (53)

Si desarrollamos en serie a una funcion de onda para el 3erorden:

’ 1 r 1 e

Yo =y =8y + Bty = Byly
v = witdyy 8y 8y
. A A A

/72 ) 86 . .7
Vi, =w/+26y\vj+28y2\v + 66y3w g
J J

Son 3 ecuaciones con 3 incognitas que son las derivadas de v, al resolver el
sistema de ecuaciones y sustituyendo en el hamiltoniano, nos quedan:
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P RO S
Y4 = SVZW/J’A 6))2 \V/A, 5)}"/ k4,

hv io i hv o 3i
y oy do B vt Y Lo 3B iz
35y 38y &) ' 28y 28y &) ‘
hvy ia  3i hv io i , (54
_ vy 3B v, it 6?/’4_68 +_,B_3 Wj+23 (54)
3y 8y d)° o Y y 8y
y:
vy o i
Hyp = —'qt"“_—_ﬁ_ Vi 14
38y 38y 8)° g
hv o 3i hv o 3i
-—L +___ﬁ Vjiat vy o i W14
28y 28y 8)° 3y &y §&8)°
hvy Qo B B
65y 65y 87 AT 5pYI8
2B B
+VO)+"_wig—" v, 1B 55
O 6y_/l?, Wgyz +18, (55)
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Acoustic modes in composite with cylindrical
inclusions

J. A. Otero, R. Pérez-Alvarez, Ernesto M. Hernandez, Suset G. Rodriguez, H.
H. Cabanas

Abstract

The following chapter is devoted to investigating the dispersion curves in a
waveguide using Finite Element Method. A square bar waveguide formed by a com-
posite material with periodically located cylindrical inclusions is considered . A
study of the symmetry in waves and the cross-section of the compound was per-
formed to reduce the dimensions of the problem. Elements of group theory are used
for the study of symmetry of the compound. The study of this symmetries allow
to obtain the longitudinal, flexural and torsional modes separately. It is observed
the behavior of the dispersion curves when number of inclusions is increased. It is
demonstrated the feasibility of performing a prior homogenization process in cases
with a large number of inclusions. A graphical user interface for obtaining disper-
sion curves in square bars with cylindrical inclusions was developed in this work.

Se investigan las curvas de dispersion de una guia de ondas de seccion cuadrada
de un material compuesto con inclusiones cilindricas periodicamente localizadas
empleando el método de elementos finitos. A partir del estudio de las simetrias,
usando teoriia de grupos, se identifican individualmente los modos longitudinales,
flexurales y de torsion. Se determinan los efectos de la variacion del t’nimero de
inclusiones y se demuestra la factibilidad de realizar de incio un proceso de ho-
mogeneizacion cuando este niimero es grande. Se desarrollouna interfaz grafica de
ususario para obtener las curvas de dispersion en esta clase deguia.

1 Introduction

Ultrasonic waveguide inspection has proven to be much more efficient than tra-
ditional point to point tests; hence, a great deal of work related to this field has
been done. The calculation of dispersion curves for different waveguides is very ap-
pealing because these curves contain fundamental information about wave propaga-
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tion. A Semi-Analytical Finite Element Method, developed to obtain the dispersion
curves for a bar with an arbitrary cross-section [10], constitutes the basis for later
works. Some of them deal with the calculation of viscoelastic wave guides [1, 14].
A generalization of the Semi-Analytical Finite Element Method for obtaining dis-
persion curves by using higher order elements [16], and a thorough mathematical
analysis of the Finite Element Method applied to laminates was performed by F
Schopfer [21]. S Sharma and A Mukherjee provide methods for corrosion studies
of steel reinforcement in concrete by using guided longitudinal waves [22]. L La-
guerre and F Treyssede presented an extensive review about state of the art studies
of guided waves within seven-wire steel cables [12]. Another interesting work is
about the use of finite element methods for the analysis of guided waves reflection
caused by a holder, within a pipe[7].

The earliest work on the field of commercial software designed for the calculation
of dispersion curves, dates back from the year 2000. Brian Pavlakovic uses analyti-
cal methods to obtain dispersion curves in multilaminates and bars with cylindrical
geometry [18]. These results were used in DISPERSE V.2 [19], which is among
the first of the few existing commercial softwares for modeling guided waves. Dis-
persion curves of some composites can be obtained with this software, but only
in the case of multilaminates, or one single fiber embedded in a matrix. Another
commercial application is the software GUIGUW 2011 [1], which is based on the
semi-analytical formulation of the Finite Element Method, designed for the analy-
sis of bars with arbitrary cross-sections. The calculation of waveguide’s dispersion
curves in composite materials is limited to multilaminates and waveguides with only
one reinforcing fiber. This is because the complexity of the bar geometry is such that
results are very difficult to obtain through analytical methods. On the other hand, the
amount of works dealing with the discretization of such problems by means of the
Finite Element Method and other numerical techniques is very slim; this is because
the resulting numerical problem becomes almost impossible to solve computation-
ally, due to the dimensions involved. In this work, a proposal based on the modeling
of highly heterogeneous composite materials by an homogeneous equivalent prob-
lem is developed in order to solve the complications justmentioned.

Among one of the most popular homogenization methods is the asymptotic ho-
mogenization method. One of the most important works on this topic has been de-
veloped by J. Bravo-Castillero, where they calculated the effective coefficients of
thermo-electro-magneto-elastic multilaminated composite materials [3]. It is also
important to stress the relevance of the work on laminates by J. H. Cabanas, where
the influence of the polarization direction in a magneto-electro-elastic laminate, is
studied [4]. Furthermore, among some works on fibrous composites, we found that
J. Bravo-Castillero considered periodic composites with square and hexagonal dis-
tributions [2]. R. Rodriguez-Ramos studied parallelogram cells by analytical and
numerical means, and their results are compared with the theoretical results of [20].
A. Georgiades developed the homogenization of a smart composite material with an
orthotropic grid-reinforced shell by using the Asymptotic Homogenization Method
. This work is inspired on a theorical study [5] and another paper where some appli-
cations of this material are presented [8]. Moreover, D. A. Hadjiloizi developed
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a multi-scale asymptotic homogenization model for composite thermo-magneto-
electro-elastic materials [9], and a semi-analytical homogenization method for ob-
taining the effective elastic coefficients on a fiber-type composite material with im-
perfect contact, has been presented by J. A. Otero [17].

U. Gabbert links the Finite Element Method with the asymptotic homogenization
method, in order to solve the inverse problem. He finds a microscale distribution that
optimizes the desired macroscale properties for a given application [6]. Moreover, A.
L. Kalamkarov made a review on state of the art in homogenization methods. They
perform a study, where the most convenient method is chosen according to the case
being analyzed, and finally they also introduce new approaches on these methods
[11].

The feasibility of using an asymptotic homogenization method will be tested, in
order to obtain dispersion curves in periodic composite waveguides, when a large
number of inclusions prevents the use of finite element methods in a direct fashion.
A square cross sectional waveguide with a metallic composite matrix reinforced
with periodically distributed cylindrical fibers, will be considered in this paper. The
symmetry axis of the fibers will be assumed to be parallel to the axial axis of the
waveguide, and the unit cell defining the cross section of the composite material is
assumed to be square shaped. All this is shown schematically on Figurel.

Q] @

Fig. 1: Square bar, cylindrical fiber square periodical distribution and unitary cell.

The components are isotropic materials defined by the Poisson’s Ratio, Young
Modulus and volumetric mass density. In this work, a composite material consisting
of an aluminum matrix with silicon carbide fibers, whose properties are shown in
Table 1, will be considered.

The model used to study the mechanical waves within the guide is described
in the next section, along with a symmetry study of displacement functions and
waveguide geometry. Group theory elements are used to study the waveguide’s sym-
metry, and a Semi-Analytical Finite Element Method which is used to calculate
the dispersion curves will be introduced in section 3. The Asymptotic Homogeniza-
tion Method used to obtain the effective coefficients of the equivalent homogeneous
material, will be described in section 4. Finally, the results and conclusions are pre-
sented in sections 5 and 6, respectively.
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Table 1: Elastic constants for constituents, Silicon carbide (SiC) and Aluminum (Al),
[23].

(SiC) (Al
Young Module (GPa) 450 70
Poisson’s ratio 0.17 0.3

Density (kg/m?) 3210 2700

2 Elastic Guided Waves Model

From Newton’s equations (1) and Hooke’s law (2)

66,,- azui

% =P (D
0

Gij = Cijklﬂ(; (2)
a X

the mechanical wave equation in the case of an homogeneous material can be ob-
tained as 02u, a2y,
P = . 3
ijkl axjaxl P atz ( )
Where o; j, ¢; ju and u; is the stress tensor, elastic tensor and displacement vector
components, respectively and p is the volumetric mass density of the material.
Restricting the waves to a periodically composed waveguide with an isolated
outer boundary S and a contact boundary between faces I' , we have

B 0%uy 0%u;
ikt (%) wox - P ar 4)
cipHn =0 (5)
8)([ IS
w] = us! (6)
1 T i I (7)

0 ' ’
Cii xn;
kL a= = e, Akl§77yj [
m kT WK g xf
r

where m and frepresent the volumes occupied by the matrix and inclusions, respec-
tively

C?}kl 1fx Em
uifxef’

®)

Ci jki (x) =

and 7 ; is the normal vector component to S and I" . It’s normal to S in isolated
boundary conditions (5) and normal to I" in ideal contact conditions (6 - 7).
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This problem can be complicated, depending on the boundary and geometry of
the inclusions. A finite element method is used to solve these kind of problems, and
in this case, the method is started from the formulation of the virtual work principle.

2.1 Symmetry Analysis

Assuming a time dependence for the solutions to the wave equation (3) as

ur = w1 (x1, x2, x3) exp(i (—o1)),
uy = up (x1,x2,x3) expli (— wr)), 9
us = u3 (x1, x2, x3) exp(i (—o?)),

the wave equation can be written in expanded form as

cl111 52141 c 821,{2 62u3
. 0x10x1 12 5y6x,  Ox10x3
n 62u2 82u1 62113 62u1
8x26x1 6x26x2 6x36x1 8x38x3
= _pmzil.l!
2222 62u2 c 62u1 0 2 usz
. 0x20x% "2 3%.0x;  Ox20x%3
n 62u2 82u1 82u3 82u2
0x10x1 0x10x2 0x30xy 0x30Xx3
= —pw?ib, (10)
C3333 62143 [ 821,{2 82u1
. 0X30 X3 331 0x30x2  0Ox30x1
+ 62141 62u3 62u2 82u3
axla)q 6x18x1 aX26X3 a)Qa)Q
= —po?ii.

From (10) it can be seen that the parity of each displacement u; relative to a given
component x ; when i = j is different to that when i = j. Since the displacements
only depend on x; and x», the solutions can be written in any of the following ways
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X
Torsional : IZI% =% fgg}?(slé%xz) , an
X
us = s3(x1) 86 (x2)
B — et (ees (o)
Flexural X :  u2 = S2(x1)ss (x2) , (12)
IZIZB =83 (x1)06 (x2)
X
X
Flexural Y: 2= 2(1) cslx), (13)
= élx(xl) S4 (Xz)
4
o u =l (x1) sa(x2)
Longitudinal : ®u> = ¢2(x1) 85 (x2) . (14)
X

us = c3 (x1)ce (x2)

Where these are the only four possible symmetry forms of the solutions. It is also
possible to associate each one of these solutions with a longitudinal, flexural and
torsional oscillation modes as seen in (11 - 14). The occurrence of two symmetries
corresponding to flexural modes is also observed, one on the X axis (12) and another
on the Y axis (13). For this reason they are identified as "Flexural X" and "Flexural
Y" respectively.

The symmetries that are present along the squared cross-section of the bar, can
be seen on Figure 2. Four reflection planes are present ¢ and one rotation axis Cs
with a step of /2.

Fig. 2: Square bar cross-section symmetries.

Using group theory and the observed symmetries, it is possible to realize that
the point group of the squared cross-section is Cs,. The character table of Cj, is
presented below in Table 2 [13].

Using the projection operators obtained with the character table of Cs, it is pos-
sible to construct symmetry-adapted basis functions that belong to irreducible rep-
resentations of the group. The projection operators corresponding to the irreducible
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Table 2: Characters table of Cj,

representations are constructed as

P =E+C+C+C+o0,+0 +0s+0,
1 4 v d

Pu=E+C+C+C—0,—0" —Cu— 0y,
Py =E-C—-Ci#HC+o,+0 ~ca—0,
Py, =E-C-Cy+C—0,—0,+0 0o, (15)
Pl=E-C—o,+0,
Pt =E-Cy+o,—0,
From which it is possible to obtain basis functions of the irreducible representations
of Cyy as

Ay uy = x, Uy =Y, u: = X (}—yzj
A2:ux:y1 Uy = —X, U; = X x2_y2;
R R A S e (16)
By:uy =y, Uy =X, u, = xy x> +y*;
1,

E:u.= x*) ) Uy =3, } U=x

L _Yy _

DUy = XY, Uy = X2, V2w, = y.

Using the projection operators, it is possible to find a vector basis for the square
plane oscillator and for each irreducible representation of the group. It is possible
to obtain the separation of modes corresponding to the irreducible representation
by calculating the basis for these representations. The obtained modes are shown in
Figure 3, where the arrows andindicate displacements along the XY plane and Z
axis respectively [15].

It is possible to compare the schematic representation of the nodes, obtained
from the analysis of group theory, with the separation obtained from the wave func-
tions (11 - 14). The associations that will be shown, follow from these compar-
isons. Modes 4; and B, are obtained from the equations for longitudinal modes,
while modes 4> and B, are obtained from the equations for torsional modes. Both
equations for flexural modes, Flexural X and Flexural Y, respond to the same two-
dimensional representation E. It is possible to conclude that flexural modes are de-
generate; therefore, dispersion curves corresponding to these modes, are exactly the
same.
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Fig. 3: Schematization of the symmetry-adapted basis function belonging to the
irreducible representations of Ca,

3 Semi-Analytical Finite Element Method

To obtain dispersion curves by the Semi-Analytical Finite Element Method (SAFEM),
the cross-section must be divided by using two-dimensional elements. Furthermore,
along the direction of propagation, z, the wave is described by the orthogonal func-

tion exp(i§ z), where & is the wave number. Taking an arbitrary element, the dis-

placement (17), strain (18), stress (19) and the external traction vector (20) can be

written for any point (x, y, z) as

U= Uy Uy U, (17)
€ = Exx Gy E Yor Yo Y s (18)
o="'0m0y0ncmomay T, (19)
t= (tx t tz)T, (20)

the virtual work principle equation takes the form
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r r r
Sultdl = du"(pu’)dV+ delcdV. (21)
r v v
Where the superscript 7, represents the transpose of the corresponding matrix, p
is the density,”~ represents the §eaond derivative with respect to time, dI” is the
integral over the outer surface and”, dV is the volume integral of the element. The
left hand side corresponds to the work done by the external traction ¢. The firstand
second terms on the right hand side are the kinetic and potential energy increments
respectively. Considering the harmonic wave, exp(Lio?), the displacement vector
at an arbitrary point (17) can be written as

u = N(x,)U’ (@) exp(—iwnt), (22)

where the (3 yk)-matrix N (x, y) is the interpolation function and the A-dimensional
vector U/ (z) is the j-th element nodes displacement. The variable 4 is three times the
number of nodes in the element. Since U/ (z) depends only on z, it can be rewritten
using the Fourier transform as follows

i r

U/(z) _ +o — exp(i&z)d& . (23)

U’ &)

—0o0

Taking a certain wavenumber & , the displacement vector of an arbitrary point
(22) within the j-th element is

u =N (x,y) U’ exp (it z — iwot). (24)

Similarly, we find that the external traction vector at an arbitrary point can be written
in terms of a nodal external traction vector acting on the element as

t = N(x,») T/ exp (it z — iwt). (25)
The deformation vector can be expressed in terms of the displacement vector in

the form o 0 0
e= L~ + L, + L= u, (26)

0x Oy oz
where
X X X X X X
100 000 000

=000 x010x =000
|Z|OOO|Z| |Z|000|Z| |Z|001|Z_

=000 = 20010 = 2010

@OIOE EOOOE @lOOE

001 100 000

L (27)

Substituting the displacement at the point (x, y, z) within the j-th element (24) in
equation (26), we have

e = (B1 +iEBy) U’ exp (iEz — iw1), (28)
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where

By = Lx]v,x + Ly]v,y, B, = LZN, (29)
Here N,x and N, are the x and y partial derivatives of the interpolation function N
respectively. Finally, depending on the deformation, the stress vector is expressed as

o =cg, (30)

where c is the elastic coefficient matrix of the element.
Substituting equations (24), (25), (28) and (30) in equation (21) and after regroup-
ing, we have (

fi= Ki+itKé+E2Ks U/ — oMUY, 31)
where

r

f/= L .N'NT/dr',

rr
K/ = BB dxdy,
r ”r y )
Ki = B"¢B, —B'¢B)" dxdy, (32)
r'r
K{=  B'¢Bydxdy,
rLr X
M = pNTNdxdy,
Y oXx

here I" " is the cross-section of the boundary. Performing calculations by numerical
integration for all elements and adding the results to common nodes, the following
is obtained ( ) 3
f= K +iEK+E°K; U—o*MU. (33)
Here K, K>, K3 and M are (4 y4)-matrices determined by the geometry, and [ is
an A-dimensional vector of traction forces acting upon the nodes, that results from
the boundary conditions. In this case, the variable / represents three times the total
number of nodes within the system. Considering / = 0, we have that the square
roots of the system eigenvalues, ®? (33) up to the n-th wave number &, satisfy the
resonance conditions of the bar. The phase velocity of the n-th mode for a frequency
, is given by ®
vi= —- (34)
1
The model is scaled, so that every quantity is expressed in multiples of the funda-
mental constants of the problem. The fundamental scale for a bar with an arbitrary
cross section, when using SAFEM, is given by the cross-section of the bar, the elas-
tic constants and density of the material. For this reason, a coordinate transformation
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in the XY plane is performed, in such a way that in the new , y') coordinates, the
size of each side enclosing the cross-section of the bar is equal to 1 instead of D, as
in the original (x, y) coordinates. Densities and elastic constants of the constituents
are scaled respectively by dividing over the matrix material density and matrix con-
stant Cyg.

4 Asymptotic Homogenization Method

The Asymptotic Homogenization Method (AHM) with double scale is based on
the introduction of two spatial coordinate systems. Fast or local coordinates ¥ =

(1, y2, y3) defined over the periodic cell and slow or global coordinates X =

(x1, x2, x3) defined over the composite material. The relationship between them is
given by
Xi
yi=", (35)
€

where ¢ is a small parameter obtained from the ratio between the characteristic
dimensions of the cell / and the characteristic dimensions of the material L by

e= _. (306)
L
An asymptotic expansion for the displacements u, with respect to the parameter

€ is proposed

we=uQ )+ eud (x, y)+ €u® (x, y)+ - - -
= u® (x)+ €'u (x,y). (37)
k k

In this framework, the non-zero terms are periodic with respect to y and their peri-
odicity is determined by the cell length /.
Substituting equation (37) into Hooke’s law, equation (2), we obtain
0 uf ()+ euP (x, y)

axh

(3%)

Gij = Cjjkk

Taking the corresponding derivative on equation (38) and considering that ® (x)

uf? (x, y), the following is obtained

(n) ))1+1)
ou;”’ (x,y)
i)=& Cijkh kaXh - i auayh (x,y) ) (39)

Where c{" will be defined as
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2 (n) 5)u(n+1)

bk (40)

o _ .
c,” = cijmn () ax 2

so the notation is simplified to

o (x, )+ eq® (v, »)+ 6@ (&, M+ - - -

— 8ncgn) (x,y)_ (41)

Gij

By substitution of the expressions that appear in equation (37) and (41) in New-
ton’s equation (1) and rearranging the terms in powers of ¢, the following equations
are obtained.

For g~!
96 (x, y)
—L =0, (42)
0y,
d for ¢°
menre 260 (53) 26 (x,) 22u® (x)
ij +_ Y - _ 4
Applying the average operator
1 r
) =|_Y (¢ )dy, (44)

on equation (43), and using the symmetry of 6" (x, y), an homogenized expression
for Newton’s law is obtained as

95,00 32O ()

) 45
ox j 0 tz ( )
where p = (p () is the effective density and
()= cO(,y) . (46)

As seen in equation (40), the expression appearing on equation (46), does not
depend only on the order of the approximations of the displacement u®, but also

depends on u{) (x, y). To obtain this expression explicitly and the desired effective
coefficients, the following function is proposed

U (x,y) = N9 () 0w (), (47)
n n axl

Where the N¥ (y) factors are periodic functions which are called local functions.
Substituting equation (47) into equation (40) for n = 0, the following expression is
obtained
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kh ‘o Uko
o_ . OM+O , (48)
o " =cC; . i,
1] i jkh ij p) Xh
where 'cﬁ.‘l is the auxiliary function
1
) = cm () 0N O, (49)
Y Oyn

From equation (48), 6;;, can be expressed explicitly and the effective coefficients
may be determined. This involves the solution of local problems with the average
given by equation (48), under the condition appearing in equation (42); therefore

otk (y) oc
o ik

(50)

0y; 0yj

and the effective coefficients can be calculated as
cin = cijm )+ ‘CM; o . (51

This way, the local problem is solved by using finite element methods.

5 Results and Discussion

When performing a geometry analysis of the composite material it is easily seen that
the allowed volumetric fraction values in the case of cylindrical fibers is in the range
(0, /4). For this reason, the effective elastic coefficients are calculated for the study
of composites with different volumetric fractions of silicon carbide (SiC), between

0.1and 0.7. The effective coefficients are calculated from the elastic properties given
in Table 1. By analyzing such properties, it is observed that the isotropic property of
the constituents is lost in the composite material, which behaves as a material with
tetragonal symmetry. This feature is shown in Table 3.

A study of the symmetries obtained from (11 - 14) is performed on a bar with a
volumetric fraction of 0.4, and the symmetries found are used in order to reduce the
calculation of the previously homogenized cross section, to one quarter of the total
surface. Dispersion curves for this bar are obtained without symmetry restrictions
and also by applying the (11 - 14) symmetries. The curves are shown in Figure 4.
It can be seen that the application of these symmetries as a whole, reproduces all
calculated curves without any symmetry consideration. The reduction to one quarter
of the original region is possible without any loss of information. The coincidence
between the curves obtained from the two symmetries of flexural modes, can be
observed. This proves that these modes are degenerate and their behavior is identical
as shown in Figures ?? and ??. This resemblance can be explained since the bar
geometry is symmetrical about the x = y plane, and therefore it is invariant under
reflections about this plane. Using group theory also justifies the response of the
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Table 3: Elastic effective coefficient to different volumetric fractions of SiC.

11 a) C1i2 a) C13 a
0.1 105.26273 43.624520 42.253506
0.2 118.79638 46.703185 44.428877
0.3 135.56290 49.549692 46.997188
0.4 156.54774 52.170120 50.088282
0.5 183.17175 54.809171 53.920259
0.6 217.69622 58.362678 58.906543
0.7 264.29845 65.430909 65.934650

33 a) Caa a) Ceo a
0.1 132.12855 31.316891 30.325175
0.2 170.10660 36.494488 33.974813
0.3 208.18756 42.702496 38.123568
0.4 246.40543 50.342310 43.152588
0.5284.81735 60.115917 49.736933
0.6 323.53157 73.404299 59.249799
0.7 362.78054 93.478412 75.390178

displacements given by equations (12) and (13) to modes of the two-dimensional
representation E, of Cs,.

A program with a SAFEM implementation was developed in Matlab, in order
to obtain the dispersion curves for a square bar with periodic cylindrical inclusions
by using a square distribution. The graphical user interface is shown in Figure 5,
and the implementation is based on the creation of a mesh with higher order ele-
ments, defined by eight-node quadrilaterals. Data for meshing, elastic properties of
the materials, number of curves which are to be calculated and desired wave num-
bers are entered by the user. It can plot, phase velocity vs. frequency and frequency
vs. wavenumber curves, and data from the numerical simulations can be saved for
later use.

A convergence study of the dispersion curves by increasing the number of inclu-
sions is performed. The calculations are done by changing the amount of inclusions
from 3,3 to 11 L1. The invariance of the bar geometry under reflections about the
x = y plane is proven as well. For this reason, the curves of the flexural modes are
calculated in only one of the proposed symmetries for these modes. The dispersion
curves for different amounts of inclusions in the heterogeneous material bar with a
volumetric fraction of 0.4, are shown in Figures 6 and 7. In Figure 6 the phase veloc-
ity vs. frequency curves are shown, and in Figure 7 the frequency vs. wavenumber
curves are also illustrated. In both cases these curves are shown together with the
curves that correspond to the homogenized material. The convergence to the ho-
mogenized material can be appreciated by increasing the number of inclusions from
3%to 11 11

Another way of checking the convergence is by calculating maximum relative
differences. These relative differences can be computed for each wave number as
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Fig. 4: Comparative graphics of dispersion curves for each symmetry and those
calculated without any symmetry considerations.

az = max o , (52)

where d: is the relative difference associated with a wavenumber & , £¢ and 1<% are
the frequency and phase velocity respectively for an specific curve ¢ with wavenum-
ber &. The maximum of these differences may be obtained as

d, = max (dg ) (53)

Maximum relative differences are shown in Table 4 as percentages, for different
symmetries and different inclusion numbers for volumetric fractions of 0.4. The
convergence of the heterogeneous material curves to the homogenized ones, can be
confirmed by a monotonic decrease of these differences.

The value of 0.4 was chosen, since it is the mean value on the interval of possible
values for the volumetric fraction. After analyzing the convergence behavior for this
mean value it is necessary to study the behavior of the dispersion curves near the
interval boundaries. This study is performed by using volumetric fractions of 0.1 and
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Fig. 5: Graphical Interface used to calculate dispersion curves for a square bar with
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Table 4: Maximum relative difference between different inclusions number curves
and homogenized curves for volumetric fraction 0.4.

Inclusion Longitudina 1 Torsional Flexural
3x3 15.67 % 16.92 % 15.60 %
5x5 8.86 % 8.94 % 8.19 %
7x7 5.81% 6.46 % 5.90 %
9x9 3.72% 4.45%3.65 %
I1x11 2.70 % 3.12% 241 %

0.7 as the lower and upper limits of the interval. For an easier comparison, the results
of these studies are shown in Table 5. From this table, it can be appreciated that in
both cases, the convergence is faster than the 0.4 volumetric fraction case, shown in
Table 4. Furthermore, for an initial case of 3 43 inclusions, the values of maximum
relative differences increase with volumetric fraction, where the smaller and higher
difference corresponds to a volumetric fraction of 0.1 and 0.7, respectively.
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Fig. 7: Comparative graphics of dispersion curves (frequency vs. wavenumber) for
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Table 5: Maximum relative difference between curves with different number of in-
clusions and homogenized material curves for volumetric fractions of 0.1 and 0.7.

VF=0.1

Inclusion Longitudinal Torsional Flexural
3x3 5.04 % 581% 7.25%
5x5 5.03% 515% 4.03%
7x7 3.50 % 203% 3.09%
9x9 2.51% 1.90% 2.19%
11x11 1.91 % 1.86 % 1.86 %

VF=0.7
Inclusion Longitudinal Torsional Flexural
3x3 19.85% 19.93% 19.84 %
5x5 6.61 % 6.72% 6.20%
7x7 4.17% 4.71% 423 %
9x9 2.98 % 2.86% 2.39%
11x11 1.66 % 1.93% 191%

6 Conclusions

This chapter describes the finite elements method for obtaining phase velocity and
frequency in squared waveguide bars with periodical cylindrical inclusions. A user
interface application for obtaining dispersion curves in this study case is presented.
Effective properties of equivalent homogeneous material are obtained through the
Asymptotic Homogenization Method. The convergence of the obtained curves by
increasing the number of inclusions in a composite compared to curves that belong
to a homogeneous material is shown. It can guarantee that for a 1Q 10 inclusions
number, the maximum relative error being committed is less than 5% when calcu-
lated from the equivalent homogeneous material. A bar and waves symmetries study
is performed allowing a problem size reduction to a bar with a quarter cross-section.
Furthermore, these symmetries analysis allows the obtention of separated curves by
the oscillation mode associated with each one.
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Generacion de minibandas en el coeficiente de
absorcion intrabanda en puntos cuanticos

esféricos multicapas GaAs/Al.Gai-xAs

Karla Arely Rodriguez-Magdaleno

Abstract

The study of the intra-band absorption coefficient in multilayer spherical quan-
tum points Gads/Al,Gal xAs is performed. The configuration of the quantum
dots is proposed by alternating layers of the semiconductor materials Gads and
Al.Ga-,As, having a minimum of two layers and a maximum of four. The size
of the internal and external radii, the concentration of Aluminum, x, as well as the
number of layers, are the parameters by which the behavior of the absorption co-
efficient is studied. Radial envelope wave functions and energy levels are obtained
using Bessel and Neumann functions by imposing the boundary and matching con-
ditions at each interface, using the effective mass approximation and the hybrid
matrix method (H) which efficiently resolves the numerical instabilities that appear
in multilayer systems. The calculation of the intra-band absorption coefficient for
the main transition (states 1s and 1p) is calculated by means of Fermi’s golden rule
under the dipolar approximation. Through the control of the overlap of the absorp-
tion coefficients of a distribution of quantum dots with different values AANaANof
the internal and external radii, as well as the number of layers and the concentration
of Aluminum x, the formation of a miniband of the coefficient of absorption can
be achieved. Our results show that when you have a distribution of quantum dots
composed of two layers with different values AAN4ANin the internal radius 1, you
will obtain a better shaped miniband with a greater absorption spectrum.

Se realiza el estudio del coeficiente de absorcion intrabanda en puntos cuanticos es-
féricos multicapas Gads/Al,Ga,-.As. La configuracion de los puntos cudnticos se

propone alternando capas de los materiales semiconductores Gads y AL.Gai—As,
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teniendo un minimo de dos capas y un maximo de cuatro. El tamafio de los radios
internos y externos, la concentracion de Aluminio x, asi como el numero de capas,
son los parametros mediante los cuales se estudia el comportamiento del coeficiente
de absorcion. Las funciones de onda envolventes radiales y los niveles de energia
son obtenidos usando funciones de Bessel y Neumann imponiendo las condiciones
de frontera y empalme en cada interfaz, mediante la aproximacion de masa efectiva
y usando el método de la matriz hibrida (H) que resuelve inestabilidades numéricas
que aparecen en los sistemas multicapas. El célculo del coeficiente de absorcion
intrabanda entre la transicion principal (estado 1s y 1p) se calcula por medio de la
regla de oro de Fermi bajo la aproximacion dipolar. A través del traslape de los coe-
ficientes de absorcion de una distribucion de puntos cuanticos con distintos valores
de los radios internos y externos, asi como el nimero de capas y la concentracion de
Aluminio x, se propone la formacion de una minibanda del coeficiente de absorcion.
Los resultados muestran que cuando se tiene una distribucion de puntos cuanticos
compuesto por dos capas con distintos valores en el radio interno 1, se tiene una
minibanda mejor formada y con un mayor espectro deabsorcion.

1 Introduccion

En los tultimos afios las técnicas experimentales han permitido la propuesta y
fabricacion de estructuras nanoscopicas practicamente perfectas. Estas estructuras
poseen o producen propiedades diversas e interesantes respecto de las que muestran
los materiales masivos, en particular, cuando se fabrican a partir de materiales semi-
conductores. En estos sistemas semiconductores, en funcién del tamafio y forma
de la nanoestructura, se tiene un mayor o menor confinamiento cuantico. Desde
el punto de vista aplicado, la necesidad de buscar aparatos opticos y electronicos
mas confiables y eficientes, motiva el estudio, propuesta y desarrollo de dispositivos
semiconductores que involucren confinamiento cudntico. Dentro de estos sistemas
se encuentran: los pozos cuanticos, hilos cuanticos y puntos cuanticos [1]. En los
puntos cuanticos hay un confinamiento en las tres direcciones.

Es preciso mencionar que existen puntos cudnticos coloidales, los cuales son
particulas semiconductoras nanométricas suspendidas en una fase liquida [2] y pun-
tos cuanticos auto ensamblados [3], los cuales se producen mediante crecimiento
epitaxial y son los estudiados en este trabajo. El confinamiento en los puntos cuan-
ticos se debe a los potenciales electrostaticos (generados por electrodos externos,
dopaje, tension, impurezas, etc.), asi como también a la presencia de una interfaz
entre diferentes materiales semiconductores [4].

Los sistemas que contienen puntos cuanticos han sido propuestos como fotodec-
tores infrarojos [5], transistores de puntos cuanticos [6], laseres de puntos cuanticos
[7] y celdas solares [8].

Los puntos cuanticos multicapas son puntos cudnticos que en su mayoria tienen
una simetria esférica. Consisten basicamente en un punto cuantico esférico de algun
material semiconductor (que en este caso representa el llamado core o nucleo del
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punto cuantico) cubierto por otro material semiconductor, siendo €ste cominmente
conocido como shell (capa, cascaron o coraza). Los semiconductores frecuente-
mente utilizados en estos puntos son compuestos II-VI, IV-VI y [II-V, en donde
el primer grupo representa al core y el segundo al shell. La alineacion de las bandas
de conduccion y de valencia dependen de los gaps (brechas energéticas prohibidas)
de los materiales semiconductores y dan lugar a dos tipos de puntos cuanticos, lla-
mados tipo / y tipo /1. En la Figura 1 se muestra un punto cuantico compuesto por
dos capas; uno tipo / (a) y otro tipo I7 (b).
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Fig. 1: Punto cuantico core-shell (a) Tipo /'y (b) Tipo I/

Actualmente, los puntos cuanticos core-multi-shell son estudiados debido a que
muestran propiedades electronicas y opticas muy interesantes. El estudio teérico de
estos sistemas representa una propuesta interesante para el control de las propiedades
opticas, viéndose modificadas por la incorporacion de impurezas donoras, apli-
cacion de campos eléctricos y magnéticos asi como diferentes potenciales de confi-
namiento [1, 9, 10, 11] y asi mejorar el funcionamiento de los dispositivos optoelec-
tronicos.
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2 Metodologia

2.1 Aproximacion de masa efectiva

Usando la aproximacion de masa efectiva y el formalismo de BenDaniel-Duke [12]
se tiene que la funcion de onda envolvente se determina a partir de la ecuacion

r 1

2V )

V+V(r) Fur) = EF,r). (1)

En este trabajo se esta considerando una simetria esférica, para la cual el operador
V se escribe en coordenadas esféricas. Realizando la separacion de variables, para
la parte angular se tiene la conocida ecuacion diferencial

11 o . 0Y(0,d) L] 0%Y (0, ¢)

Y(0,¢) sinb 00 sind 00 sin?0 092 = L+ 2

cuya solucion son los llamados armonicos esféricos Y (0, ¢) = 14Y’”(6, ).
Para la direccion radial, la ecuacion diferencial resultante es

d L d ld+DR
dr m*() 2m*(r)r?
siendo % la constante de Planck dividida entre 27, en tanto m* () es la masa efectiva
del electron -dependiente de la posicion-, E,¢ son los niveles de energia electronicos,
R,¢(r) representa las funciones de onda radiales. Los subindices ”n” y " designan
al nimero cuantico principal y angular, respectivamente. Por otra parte, el potencial
de confinamiento V' (r) es

e
> V) Ruo(r) = EntRutr), 3)

X
i, 0<r<n
™ - 4)
-V(r)glf} rio <r<r
CD r>rimax!

donde i = 2,3 y 4y r,,representa el radio externo del ultimo shell. Para los shells
de Gads, el valor del potencial de confinamiento es cero, mientras que para los
shells de 4/,Ga,-.As éste dependedel band offset, el cual es, en este caso,

Vi =0.658[1.155x,+0.37x*] eV, )

aqui x; representa la concentracion de Aluminio en la aleacion. La funcion de onda
radial propuesta para cada region esta dada entonces por
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g .
IXIA[ j/(k]l’) r<n
Ru(r) = = (6)
%Ai jelkir)+ Bine(kw) iy <r <
0 7 > Figax s
v
con ki = 2mi(E. — V)|, lo cual es también valido para el caso i=1. Aqui,

Jjelkr) y ne(ka) son las funciones de Bessel y Neumann, respectivamente [13]. Con
todo esto, las funciones de frontera y empalme se pueden escribir como

Rn(}(ri—l_)ang(ri—l'i'), (7)
R (ri-1—) _ R (ri-1+) ®)
m*(ri=)  m* (e +)

Rn'e(rim@x) = O (9)

donde R'n o/ m*(ri-1) es la derivada radial de la funcion de onda, m* (-1 —) = m;* |

and m*(r-1+) = m}. La masa efectiva como funcién de la composiciéon de Al es
[14]

mt = 0.067mo + (0.083mo)x; (10)

siendo my la masa del electron en el vacio.

En los estudios de estos sistemas a capas surgen problemas de inestabilidades
numéricas, como el asi llamado problema Qd. Para evitar este tipo de situaciones, se
recurre al uso de el método de la matriz hibrida (H). La matriz hibrida H(r;, r,-1) que
relaciona las funciones de onda radiales y su correspondiente forma diferencial en el

radio interno y externo de un solo shell puede ser expresada mediante la definicion
dada en la referencia [15]

RVl'g(ri _l.) R, ri_
R’n,z(ri) =H(@,ri-1) + | m G |. (11)
m*(ri) R,e(r)

La matriz H(r;, r:-1) puede ser expresada en términos de las soluciones (LI)
je(kir) y ne(ka) considerando que la funcién de onda radial R,¢ es expresada como
una combinacion lineal de estas soluciones linealmente independientes (ver Ec. (6)).
Después de un algebra sencilla los coeficientes 4; y B; se eliminan, de forma tal que
la matriz hibrida se puede expresar como
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L

o (kiri- 1(kiri-1)

T L I
= klmjF ki mi”

k jéf(kr:':f—l) k, n}(k’;ri—l)
jekir))  nelkir)

(12)

Para un dominio de barrera y energias E,¢ < V;, se puede verificar que H(r;, ;) =

{4 0,1 § 1,0} (el ancho del shell es A=0) y para Ar—. oo, H(r;  o0,ri-1) =

{{ Hu,}0{, 0,H3} ,donde los bloques de matriz Hy; y Hy, representan dos val-

ores finitos. Ambos resultados estan en acuerdo con la convergencia de la matriz
hibrida estudiada en la Ref. ([15]) para un &; complejo.

Aplicando un algoritmo recursivo, la matriz hibrida total de un apilamiento de m

capas, Hon,1) = H(rp+1, 1), se define en términos de la matriz hibrida total de las

primeras m — 1 capas, Hiu—1,1)) = H(rw, 71), y de la matriz hibrida de las m-ésima
capa, Hiy = H(py+1,7m), como sigue

Hiin,1) = Hiign-1,1) + Hizgn—1,1) * Hiim *

Inv - Ho1u-1,13; (13)
Hizgn1) = Hizgn-1,1* 1+ Hiygm Inv:
Hoom-1,1  Hizom; (14)
Hy1n,1) = Hoimy 10V Hyy 1,13 (15)
Hoom,1) = Hoogmy + Ha 1y - Inv - Hpog—1,1y -
Hio(m); (16)
v = 1= Hyp 1 Hig) (17)

Para una heteroestructura compuesta por m capas se tiene

Rutr) Ryftr1)
R’nl,’(rerl) = H(I"m+[,]”]) ' m*(r1) d (18)
m*(rim+1) Rut(rim+1)

donde la matriz H(r+1, 71) se determina usando el algoritmo recursivo mencionado
anteriormente. Asumiendo r,+1 = Fimer Y tomando en cuenta la condicion de fron-
tera R,(rimax) = 0, se obtiene la siguiente ecuacion secular a partir de (18):

Jykiry)

Hiu(rw 1,r)k —J (ekm) =0. (19)

+ m
Esta ecuacion permite calcular los niveles de energia en el punto cuantico esférico

multicapa.
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2.2 Coeficiente de absorcion
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El Hamiltoniano que describe la interaccion de electrones y fotones esta dado por

H="(p+ A + V(.
2m

La absorcion se define cualitativamente como
_ R(hw)

a(ho) ,
N(o)

donde
R(E(D ): Numero de fotones absorbidos por unidad de volumen y por tiempo.

N (h(x) ): Numero de fotones incidentes por unidad de area y por tiempo.
Siendo
nyceomA>
Nhw) = ——
2h

o

R(ho) = Wi — Wiy,
Usando la regla de oro de Fermi se tiene que

2 2 -
W= =23 [Hul2S(Er — B~ Fo) i1~ f7)
Vi B
i Kf
2 2 -
Wy = —zz—fmfﬁes(gf—a—hm)ff(l—_ﬁ-),

por lo tanto la tasa de absorcion neta sera

RGio) = Wy -y = 235 2 |1, PS () — B~ Fo) (s - f)

Voo B

y el coeficiente de absorcion

TC€2

o) =

n,ce0m?

el cual dependera de los elementos matriciales inter o intrabanda.

2
o Vzkle 'pilfzs E ) —Eife) —Tro)( - 1

(20)

@n

(22)

(23)

24)

(25)

(26)

27
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2.3 Coeficiente de absorcion intrabanda

Suponiendo que se quiere calcular el coeficiente de absorcion intrabanda tal que
solo se tiene el término

i
(fle-pli =Si  dvF@e: pF@), 28)

] éonﬁ =

Sipsi T yerys. por lo tanto para el coeficiente de absorcion se tiene

e 2
ho)= ———~ eipor) .25 (E _E(h _h® 29
afo)= — " Mleipor) (BE @ —Edy —f0)  29)
tal que en términos del momento dipolar esta dado por
_ 2 _
aio) =~ =3 e a8 (B, (K) — EB) — o), (30)
necgy VT

con p y=(f'¢ r i . Cuando se considera un tiempo de relajacion, la funcion & puede
ser remplazada por una funcion Lorentziana con un ancho I
_ r
S(Ef—Ei—ho) — e ah 3D
2n(Ef—Ei—l_zco)2— 2
por lo tanto la formula general para el coeficiente de absorcion intrabanda es

o ho e’ 2 Yer 2 r . (32)
(LQ)z

k

] 1 —
)= mes ¥ | 2n(E —E — o) —

- gl

2.3.1 Coeficiente de absorcion intrabanda en un punto cuantico esférico

Las funciones de onda envolventes para un punto cuantico esférico estan dadas por

Fr 6 = Fuptyny @ =V O,00R,,0,0) (33)
Fi(r) :Fnte.,m (l') = Y”;’(e,(P)R,, BO(.I’), (34)

sutituyendo en ( f'|e - r|i se tiene
r

(fle-rli = Yy

o ©,0R: , ()(e DY} (0, 0)R) 4(r)r*sin0drd0dy.  (35)

Suponiendo una polarizacion en z, el elemento |e - r /| serd
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(fle-rli= (Y;j’f(e, ®Ru ,0,(r))*rcos(0)Y(0,¢)
Ru g (Dr2sin(0)drdo de. (36)

con las reglas de seleccion An=0, Al=+1y Am=0, +1.

3 Resultados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos del calculo del coeficiente de
absorcion entre los estados 1s y 1p y la generacion de una minibanda para un punto
cuantico esférico compuesto por dos, tres y cuatro capas de los materiales semicon-
ductores Gads/AlGaAs en funcion del tamafio de los radios internos y externos, asi
como de la concentracion de aluminio, tal y con la configuracion que se muestra en
la Figura 2. Se considera m=0y I'=5 meV.

_1 GaAds
i G As

nrnr "t

(<)

Fig. 2: Representacion esquematica de un punto cuantico esférico compuesto por
(a) dos capas, (b) tres capas y (c) cuatro capas.

En la Figura 3 se presenta el coeficiente de absorcion para un punto cuantico
compuesto por dos capas para distintos valores de i, el radio externo se fija en 30
nmYy la concentracion de 4/ esx = 0.2. Los valores de r; que se toman en cuenta son
de 7 a 25 nm. Se puede observar como es que conforme el | va incrementando, el
coeficiente de absorcion va experimentando un corrimiento hacia el lado izquierdo,
o bien una disminucion de la diferencia de energia de la transicion ls 1p, esto
ocurre debido a que la region de la primera capa aumenta y por lo tanto el valor
de los niveles de energia diminuye. La linea solida gris representa la suma de los
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coeficientes que corresponden a 1=7nm-25 nm, esto con la finalidad de generar una
minibanda en el coeficiente de absorcion, considerando que se tiene una distribucion
de 18 puntos cuanticos con los valores de r; mencionados anteriormente. En este
caso se tiene un espectro de absorcion con un rango de energia de 3 a 70 meV. La
mayor intensidad del espectro de absorcion corresponde al rango del radio interno
71=10-20 nm.

. A=5m --—- Ir=5m

1‘_ A=5m --=- Ir=5m

- — I=5Sm == Ir=5m

. ] — il 5m ==+ 1=15m

= Arsm --—- [ 1=r5m

- ] --- I=5m -~ 1=5m

N i --- Irl5Sm ---- 1=15m

—_ --- Irl5m ---- I=15m

g ] - - 125m - 1=25m
= . - = - Irl 5Sm

S — 30 ibuiSnd=7=25m

ha (neV

Fig. 3: Coeficiente de absorcion como funcion de Ao para distintos valores de r, el
radio externo r; es fijo en 30 nm y la concentracion de A/ para la capa de A/,Ga;—.As
es x = 0.2. La linea gris corresponde a la minibanda del coeficiente de absorcion
considerando una distribucion gaussiana de ; en 16 nm.

En la Figura 4 se presentan los mismos calculos del coeficiente de absorcion
que en la Fig. 3, sin embargo, la linea en color guinda representa la suma de los
coeficientes de absorcion considerando una distribucion gaussiana, tomando como
promedio =16 nm con una desviacion estandar de 6=5.62731 nm. Se observa
como es que esta distribucion genera una minibanda mucho mas pequefia que la
reportada en la Fig. 3, ademas de tener menos intensidad. La propuesta de este
mecanismo para generar la minibanda es considerar la dispersion del radio interior
en el crecimiento experimental del sistema, mientras que en la Fig. 3 los puntos
cuanticos esféricos deben ser crecidos con diferentes tamarfios del radio interior, de
manera tal que la minibanda sea mas ancha.

En la Figura 5 se presenta el coeficiente de absorcion y la generacion de una
minibanda para un punto cuantico esférico core-shell GaAds/Aly.,Gao.34s. El radio
interior se fija a =10, 15 y 20 nm y el radio externo 7, se hace cada vez mas an-
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1 — I[=Tm == 1=Tm
1 A=Tm == Ir=Tm
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] drr7m --— 1=rTm
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Fig. 4: Coeficiente de absorcion como funcion de /@ para distintos valores de r1, el
radio externo 7 es fijo en 30 nm y la concentracion de A/ para la capa de A/,Gai-xAs
es x = 0.2. La linea guinda corresponde a la suma de los coeficientes de absorcion
considerando una distribucion gaussiana de »; en 16 nm.

cho. Las lineas solidas representan el caso de »1=10 nm, las lineas discontinuas son
para =15 nm y finalmente las lineas punteadas para 7;=20 nm. En esta Figura se
observa que cuando el radio interno r; es fijo y el radio externo », aumenta, la in-
tensidad del pico de resonancia del coeficiente de absorcion disminuye, esto ocurre
debido a que en la ecuacion (32) se tiene el factor 1/V siendo ¥ el volumen del
sistema que depende del radio externo 7, entonces si este parametro aumenta la
intensidad del coeficiente de absorcion disminuye. A simple vista, la posicion del
pico resonante no se mueve. Sin embargo, si comparamos el coeficiente de absor-
cion para cada radio interno, el pico de resonancia experimenta un desplazamiento
hacia el rojo como se muestra en la Figura 3. La linea gris corresponde a la mini-
banda del coeficiente de absorcion donde se suman los coeficientes de absorcion de
una distribucion de puntos con distinto valor del radio externo . El espectro de la
minibanda se encuentra en el rango de 5-45 meV con una intensidad mas alta en la
distribucion donde los valores del radio interno son de alrededor de 10 nm.

La Figura 6 contiene los calculos para el coeficiente de absorcion de un punto
cuantico core/shell Gads/Al.Gai-As, aqui se consideran tres concentraciones de
aluminio en la region de A/Gai-.A4s (0.1, 0.15 y 0.2) y tres valores diferentes del
radio interno (10, 15 y 20 nm), el radio externo se fija a 30 nm en todos los casos.
La masa del electron en el core es mgass =0.067mo y las masas en el shell para
x=0.1,0.15 y 0.2, son 0.0753 my, 0.0794 my, 0.0836 myo, respectivamente. Cuando
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Fig. 5: Coeficiente de absorcion como funcién de hm para distintos valores de 7, €l
radio externo r tiene valores de 10, 15 y 20 nm, la concentracion de A/ para la capa
de ALGa; zAs es x = 0.2. La linea gris representa la minibanda del coeficiente de
absorcion.

=10 nmy el valor de x aumenta, el pico de resonancia del coeficiente de absorcion
cambia a energias mayores 0 bien, experimenta un corrimiento al azul, porque la
diferencia de energia de transicion aumenta. Para el caso de =15 nm y »=20 nm
se tiene el mismo comportamiento. Sin embargo, si comparamos el coeficiente de
absorcion entre los valores del radio interior, se experimenta un corrimiento hacia
el rojo al igual que en el caso de la Figura 3.

En la Fig. 7 se presentan los resultados del coeficiente de absorcion de un punto
cuantico esférico compuesto por tres capas del sistema Gads/AlGai-As[Gads,
tal como el de la Fig. 2(b), con distintos valores del radio interno ; y de la segunda
capa 7 4, siendo 73=30 nm y con una concentracion x=0.2. Se puede ver como
es que conforme aumenta el valor de r; y rary, la intensidad del pico de absor-
cion va dismuyendo, esto ocurre debido a que hay un menor solapamiento entre
las funciones de onda radiales de los estados 1s y 1p. También se puede observar
como es que el pico de resonancia experimenta un corrimiento hacia el azul ya que
la diferencia de energia de la transicion va aumentando. La Fig. 7(b) representa
la minibanda generada por el solapamiento de los coeficientes de absorcion intra-
banda de la distribucién de puntos con las configuraciones presentadas en la 7(a).
Esta minibanda presenta un aumento en la intensidad del coeficiente de absorcion
en comparacion del que tiene una mayor intensidad en la Fig. 7, ademas el espectro
de esta minibanda se encuentra en la region de 0 a 30 meV.
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Fig. 6: Coeficiente de absorcion como funcién de hw para distintos valores de x, el
radio externo r; tiene valores de 10, 15y 20 nm, y =30 nm.

El calculo del coeficiente de absorcion para un punto cuantico esférico del tipo
Gads|AlL:Ga1-xAs [ GaAs [ Al.Ga,-xAs compuesto por cuatro capas (Fig. 2(c)) con
distintos valores de 71, r,#1 y r3, se muestra en la Fig. 8. El radio externo r4 tiene
un valor de 30 nm, mientras que la concentracion de A/ es 0.2. Las lineas solidas
negra, azul y roja representan los casos del coeficiente de absorcion de un punto
cuantico de =5, 10 y 15 nm, respectivamente, con r» — 71=2 nm y r3 — r»=5 nm.
Se obtiene que conforme el radio interno »; aumenta de 5 nm a 10 nm el pico de
resonancia tiene un corrimiento hacia el azul, pero cuando incrementa de 10 a 15
nm ocurre lo contrario, es decir, hay un corrimiento hacia el rojo, esto se debe a que
la energia de transicion primeramente experimenta un aumento y posteriormente
decrece. La intensidad del coeficiente también se ve afectada de la misma manera
debido a que primeramente hay una disminucion en el traslape de las funciones de
onda radiales y posteriormente éste aumenta. Las lineas solidas verde y rosa y la
linea segmentada negra corresponden a r»71=4, 6 y 8 nm, respectivamente, con
r1=5 nm, r3 =5 nm. Los picos de resonancia tienen un corrimiento hacia el rojo
debido a que la energia de transicion disminuye, la intensidad del coeficiente de
absorcion primeramente aumenta y posteriormente disminuye. Finalmente, se tiene
un corrimiento en el pico de resonancia hacia el rojo y un aumento en la intensidad
cuando el ancho r;_r; se modifica (7.5 nm-linea azul segmentada, 10 nm-linea roja
segmentada y 15 nm-linea verde segmentada) dejando fijo »1=5 nm y 72 =2 nm.
La Fig. 8(b) representa la minibanda del coeficiente de absorcion intrabanda como
resultado del solapamiento de los coeficientes de absorcionde la distribucion de pun-
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Fig. 7: (a) Coeficiente de absorcion como funcién de Am para un punto cuéntico
compuesto por tres capas Gads [ Al.Gai-xAs | GaAs (Fig. 2 (b)) con distintos valores
de 1y r» z1 y r3 fijo en 30 nm, la concentracion de 4/ es x = 0.2. (b) Minibanda
del coeficiente de absorcion intrabanda.

tos cuanticos presentados en la Fig. 8, esta minibanda presenta la mayor intensidad
del espectro en 23.78x10* m~! con un rango energético de 2 a 40 meV.
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Fig. 8: (a) Coeficiente de absorcion como funcidén de Ao para un punto cuéntico
compuesto por cuatro capas Gads/AlLGa-As|GaAs[Al.Ga,-.As (Fig. 2 (c)) con
distintos valores de 71, r» — r y 3, con r4 fijo en 30 nm, la concentracion de 4/ es
x = 0.2. (b) Minibanda del coeficiente de absorcion intrabanda.

4 Conclusiones

Para un punto cuantico esférico compuesto por dos capas se obtuvo que, al variar el
ancho de la primer capa r; de 7 a 25 nm, la intensidad del coeficiente no se ve afec-
tada significativamente, no asi el pico de resonancia, el cual tiene un corrimiento a
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energias menores o bien un corrimiento hacia el rojo (lo mismo ocurre al cambiar la
concentracion de aluminio). La minibanda formada por esta distribucion de puntos
con los r correspondientes, nos da un espectro en la absorcion de 3 a 70 meV, con
una mayor intensidad en los puntos cudnticos que tienen un r; de 10 a 15 nm. Al
considerar una distribuciéon Gaussiana en el tamafio de 7, la minibanda generada
tiene menor espectro que la anterior. Si el radio externo r, es el que se modifica, la
intensidad de los coeficientes de absorcion experimenta una disminucioén debido a
que el volumen del punto cuantico aumenta, de igual forma la minibanda presenta
incrementos y disminuciones en su intensidad.

Para un punto cudntico compuesto por tres capas, con una concentracion de 4/ de
0.2 y aumento en el ancho en la primer (r)) y segunda (r>r|) capa, se obtiene que
los picos de resonancia del coeficiente de absorcion tienen corrimientos hacia el azul
y hacia el rojo, asi como disminucion y aumento en la intensidad de la absorcion. La
minibanda obtenida con la distribucion de puntos cuanticos aumenta su intensidad
respecto de la obtenida en el punto cuantico de dos capas, sin embargo, su espectro
de absorcion es energéticamente menor.

Al aumentar el nimero de capas a cuatro y al cambiar los valores de 71, 271 y
r3 12, los coeficientes de absorcion presentan corrimientos hacia el rojo y al azul
asi como cambio en la intensidad conforme el ancho de las capas incrementa, por
lo tanto la minibanda generada por este sistema presenta cambios en la intensidad
bastante significativos.

Como conclusion principal de este trabajo, si lo que se quiere es generar mini-
bandas de absorcion con mayor rango energético, se debe considerar tener una dis-
tribucién de puntos cuanticos compuestos por dos capas, en los cuales el radio 7; se
debe modificar.
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Unitaridad y Simetria de la Matriz de
Dispersion Multicomponente
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Resumen

Este capitulo esta dedicado al estudio del problema del transporte cuantico sin-
crénico de huecos en sistemas fisicos 02D multibanda-multicanal, en el contexto
de la matriz de dispersion (SM), en sistemas descritos por un sistema de N ecua-
ciones diferenciales parciales de segundo orden y lineal. Los calculos previos, se
han basado en el empleo del modelo de Kohn-Liittinger, que considera solamente
las dos bandas de valencia mas altas energéticamente. En el presente trabajo, ex-
tendemos un modelo precedente, generalizandolo al caso de (A N) componentes
mezcladas (para N > 2) y demostramos que se recuperan las propiedades usuales
de unitariedad de la SM. Predecimos que nuestro modelo es valido, cualquiera sea
el modelo fisico que se emplee para describir el sistema de capas en cuestion, enel
marco de la aproximacion de la funcion envolvente. Se espera que el nuevo enfoque,
sea aplicable tal cual como lo proponemos o con algunas transformaciones ligeras.

In this chapter we present the development of a theoretical procedure for describ-
ing several properties of the synchronous hole tunneling. Today the analysis of the
unitarity and the analytic properties of the scattering matrix (SM) in problems well
described with a system of second order differential equations with a first derivative
term included, have been reviewed. In this work we generalize a prior approach by
extending it to the problem of (AxN) mixed components (with A>2) in the frame-
work of the envelope function approximation, and have demonstrated that standard
unitary properties of the SM are recovered when we use a basis of functions ortonor-
malized in both the configuration (which is the usual one) and the spinorial space.
We predict that the present approach is valid for different kind of physical systems
within the framework of the envelope function approximation, with small transfor-
mations if any.
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1 Introduccion

Este capitulo esta dedicado al estudio del problema del transporte cudntico
de huecos en sistemas fisicos cuasi-bi-dimensionales (Q2D) multibanda-multicanal.
No obstante, los célculos que se han hecho se han basado en el empleo del mod-
elo de Kohn-Liittinger, que considera solamente las dos bandas de valencia (BV)
mas altas energéticamente y por ello se hablara de formas particulares de empleo
en esta descripcion. Es importante decir que muchos momentos del desarrollo de
los argumentos del modelo que se describiran en este capitulo, tienen valor general,
cualquiera sea el modelo fisico que se emplee para describir el sistema de capas
mostrado en la Figura 1. En cualquier modelo de la aproximacion de la funcion en-
volvente (EFA: Envelope Function Approximation, , en inglés) regido por un sistema
de ecuaciones diferenciales como el planteado en (1), se espera que sea aplicable el
nuevo enfoque tal cual como lo proponemos o con so6lo algunas transformaciones.

Fig. 1: Esquema en perspectiva-3D, de la heteroestructura a capas con intercaras
perfectas, en ausencia de campos externos y tensiones. En los extremos, se repre-
sentan reservorios infinitos de huecos, que actian como electrodos fuente-sumidero
(cubos verdes), Asumiremos un acoplamiento pseudo-morficode los electrodos a las
capas dopadas Left(L)-Right(R), basadas en GaAs (cubos amarillos). Se han colo-
cado capas alternas (cubos azules), que se comportan como dispersores. Debido a
su presencia predominante en el presente modelo, hemos dibujado una red cubica
inter-penetrada, centrada en las caras, del tipo blenda de zinc. El flujo incidente-
emergente de huecos pesados (lineas rojas), viaja de izquierda a derecha, del mismo

modo que el flujo de huecos ligeros (lineas azules) a través de la heteroestructura.
En larepresentacion (4 X 4) del momento angular, consideraremos como simultanea-

mente accessible los siguientes canales: canal 1 : hh+3/2, canal 2 : [h—1/2, canal 3 :
Ih+12,y canal 4 : hh-3,.
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Los procesos de transporte de electrones y de huecos a través de heteroestructuras
semiconductoras son aspectos importantes en la Fisica del Estado Sélido. En com-
paracion con los electrones, los huecos han sido mucho menos estudiados debido
en parte a las complejidades matematicas de los modelos. Sin embargo, es impor-
tante la caracterizacién completa del movimiento de estas cuasi-particulas a través
de heteroestructuras semiconductoras, ya que en los dispositivos opto-electronicos
donde estén involucrados electrones y huecos, el tiempo de respuesta estara deter-
minado por los ultimos producto de su mayor masa efectiva. Adicionalmente, ha
sido mostrado en experimentos con superredes de GaAds Al4As que cuando la BV
estd en resonancia y la banda de conduccion (BC) no lo estd, el tunelaje de huecos
ocurre mas rapido que el de electrones a pesar de la diferencia entre las masas [1].

Layer:Qw
Layer:QB
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b
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ZL 21 2223 ZR
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Fig. 2: Representacion esquematica del proceso de transporte cuantico de huecos
pesados (hh) y huecos ligeros (/h) a través de una superred de GaAs-electrodo(L)
I1{AlAs| Gads §/ GaAs-electrodo(R), en ausencia de campos externos o esfuerzos.
La capa de Gads, constituye un pozo cuantico (QW) para los huecos, mientras que
la capa de ALAs, se comporta como una barrera cuantica (QB). La flecha horizontal
punteada, representa una ruta directa para los huecos a través de QB, mientras que
la flecha oblicua continua, simboliza las rutas cruzadas. La referencia estandarizada
para los fendémenos de dispersion, es la ampliamente aceptada celda (cell, en inglés),
cuya longuitud /. = z3 — z.= L,, + L, [vea la Fig.1], ha sido sefialada explicitamente.

Los modelos actuales de flujo uni-componente para la descripcion del transporte
cuantico en flujos reales mezclados y multi-componentes [2, 3, 4, 6, 7] son insufi-
cientes, producto que en tales tratamientos se pierde parte de la informacion fisica
del proceso de dispersion. Nosotros hemos propuesto un enfoque alternativo, en el
que todos los modos propagantes son tomados en cuenta de modo colectivo y si-
multineo’, por consiguiente el cardcter multi-componente (multi-canal) de latrans-

! Aqui y en lo adelante, por simultaneo se entendera que los N modos acoplados que se propagan
a través del sistema, coexisten con valores iniciales no nulos y por consiguiente los N canales
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mision sincronica de amplitudes se describe de un modo natural. En nuestra aprox-
imacion se combinan el formalismo de la matriz de transferencia (TM: Transfer
Matrix, en inglés) y la matriz de dispersion (SM: Scattering Matrix, en inglés) multi-
componente (N 2). La hemos denominado aproximacion dispersiva multicompo-
nente (MSA: Multicomponent Scattering Approach, en inglés) multi-componente
[8, 9] y la presentamos a continuacion. Muchos procesos fisicos pueden ser vistos
como problemas de dispersion. Uno de los enfoques usuales ha sido estudiar tales
problemas y los observables fisicos correspondientes en términos de los elementos
de la SM, que relaciona la onda entrante con la ondasaliente.

Este capitulo, se dedica al estudio de varias propiedades de la SM, como resul-
tado del cual hemos alcanzado contribuciones novedosas a este topico de la teoria
de dispersion, dentro de la aproximacion de masa efectiva multi-banda (EFA). Es
bien conocido que la SM es unitaria en la teoria del caso electronico en el marco
de la aproximacion de masa efectiva a una banda (EMA: Effective Mass Approx-
imation, en inglés). Sin embargo, cuando el problema es descrito por un sistema
diferencial como (1), entonces el cumplimiento de esta importante propiedad no es
una tarea trivial. Como veremos mas adelante, las propiedades de la base para la
expansion lineal de las soluciones linealmente independientes (LI), juegan un papel
decisivo en la obtencion de la unitaridad de la SM. En la literatura especializada, la
mayoria de los autores de trabajos en diversos problemas fisicos para los sistemas
multi-bandas [2, 3, 5, 4, 6, 10], se han limitado a exigir que la base de funciones sea
ortonormal en el espacio de configuracion, complementando en algunos casos con
otros recursos numéricos. No obstante los innegables aportes de esos investigadores,
tal tratamiento puede resultar insuficiente en ciertos casos de interés, por ejemplo:
el transporte cuantico de huecos pesados (44) y huecos ligeros (/4) a través de una
heteroestructura.

La primera llamada de atencion sobre este relevante problema, fue realizada en
1995 por Sanchez y Proetto [7], quienes reconsideraron la forma que tiene la uni-
taridad de S para un caso particular del modelo Hohn-Liittinger (KL) (2 2). Este
es un tema actual y sutil, cuyo tratamiento ha requerido que superemos notables di-
ficultades con el objetivo de estudiar la unitaridad de la SM en un problema general
EFA y en particular en el modelo KL.

Consideremos un problema descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, lineales, acopladas y de segundo orden con dos o mas ecuaciones. La
ecuacion de autovalores para un sistema multi-componente con simetria traslacional
en el plano transversal [x, y], se puede escribir en la forma del sistema matricial
diferencial siguiente [11]:

4 ey QD | by ko) 170 D o) Fo) =0 |
dz dz dz N

(M

de la estructura a capas, son fisicamente accesibles al unisono a todas las energias del flujo de
portadores incidentes. El sincronismo en nuestra aproximacion no debe confundirse entonces, con
simultaneidad temporal ya que tratamos un problema estacionario.
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donde B(z), P(z),Y (z) y W (z) cumplen con:

B(z) " = B(z) (2)

Y (z)= —P(2) (3)
P() "= £P() “)
W)t = W) =V(E)—El ®)

y ademas todas las matrices tienen dimension (M@V). Aqui y en lo adelante Oy /1y
representa la matriz nula/identidad de orden N. Representaremos con F (z), el campo
bajo estudio: funcion de onda envolvente de estados de huecos. Como F (z) tiene N
componentes nos referiremos a esta magnitud como un vector; quedaentendido
que no es un vector en el sentido que lo es el vector de posicion r, la velocidad v,
caracterizados por la manera en que cambian ante una transformacion ortogonal de
las coordenadas. La denominacion de vector aqui se usa en el sentido de que tiene
N componentes y porque la F' (z) es un vector en el espacio vectorial funcional.
Al examinar (1) resalta la forma lineal asociada a este sistema. Nos referimos a

[11]

460 = B0) FE 4 piy po). ©)

dz

Si B(z), P(z), Y(z) y W (z) tienen las propiedades exigidas en (2), el operador ad-
Jjoint (conjugado hermitico), tiene la misma regla para operar que el operador orig-
inal. Su hermiticidad, formal o no, dependera entonces de las condiciones de con-
torno que cumple el operador y su adjoint. Matematicamente hablando esta forma
lineal juega un papel muy relevante; como veremos mas adelante en la subseccion
4.2 e implica sin mas la continuidad de A(z) para todo z. Asimismo, también juega
un papel central en el esquema conocido comoSurface Green Function Method [12].

2 Tunelaje de flujos

Despues del breve recorrido descriptivo por algunas de las propiedades basi-
cas de la SM que se mostrd en la Sec.1, pasamos ahora al asunto central: el es-
tudio de la unitaridad de la matriz S para los sistemas descritos por modelos que
involucran varias bandas. Vamos a partir de una expresion conocida para la densi-
dad de corriente del flujo de probabilidades [13, 14] correspondiente a la ecuacion
de movimiento (1)

j@=-i AQ)"-F@)-F@) - A4@) , O]

que puede modificarse, usando convenientemente (100). Entonces para cualquier
punto z tendremos
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j=-iQ"-J.Q, 8)

On—Ix
Jz] ]
O

Es util enfatizar que en el modelo KL (2 y 2), donde P(z) es anti-hermitica, la
formula (7) se reduce a[15]

j@) =2Imm F(2)"B(2)F(z) —2F(2)"P(z)TF(z). 9)

mientras que en otro caso interesante como la ecuacion de Schrodinger del caso 1-D
con N = 1y para los sistemas 3_D multi-canal [16, 17, 18], se reduce a la conocida
expresion

j@) = F@)F (2) — F2)'TF (2).

N & "R} gy
our % e N
L M R

Fig. 3: Esquema general de dispersion del sistema bajo estudio. Entre las capas L
y R puede haber una simple intercara —o sea, L y R empalmados directamente—, o
cualquier estructura intermedia [11].

Las relaciones (7) y (8) son validas para sistemas de N componentes acopladas,
descritos por la EFA. A partir de (107) se logra escribir

C +
j=-iQga J-0-a
=—icﬂ'-QT-J-Q-a.
Definimos: X _ Q0" J O _ entonces,
x_.x__1
j=—-iat-X-a. (10)

(IX2N)(2NX2N)(2Nx1)
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Sea:
A+ = coeficientes de las soluciones LI que se propagan de izquierda a derecha.

a - =soeficientes de las soluciones LI que se propagan de derecha a izquierda.
L rggion a la izquierda del sistema dispersor (barrera).
R _, region a la derecha del sistema dispersor (barrera).

Definimos en las regiones L y R [vea la Figura 3]

Tt 1 Tgr 1
a a a

101 1 %1
=1 +1 = r=1 +1,
a @NX1) a (2Nx1)
Entonces? (
) )y ( ) ( )+
sr=—ial iy aal 'y arsa xar e

+(a’1) "xar,

paran =L,R. (11)

Conservacion del flujo:

En un experimento de dispersion, sin imponer ninguna condicion de frontera
y/o restricciones al paquete incidente, la conservacion de flujo implica que:

Definicion 2.1 El numero de particulas a ambos lados del obstdculo es constante.

Por tal razon, es que j(z) evaluada a la izquierda del sistema dispersor y a la derecha
del mismo, son iguales en ausencia de dispersion inelastica.

;=7 (12)
i
C C
-ia- xa =-ia xa-. (13)

Esta expresion es un escalar real y mas adelante se empleara en una representacion
similar, para extraer ciertas propiedades sobre la SM.

3 Pseudo-unitaridad generalizada de S

Se inicia el analisis recordando la definicion de la SM [11],

wn

2 En aras de abreviar la notacion, en lo adelante se omitira en algunos casos el simbolo “ " en el

producto de matrices y vectores
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Definicién 3.1

a*(L)
a (R)

a (L)

a*(R) (14)

u = S(output input )
ut

. ’
in
donde los coeficientes han sido divididos en dos grupos: los de las ondas (solu-
ciones LI) que viajan de izquierda a derecha, y los de ondas que viajan de derecha a
izquierda. Los primeros han sido denotados con el supraindice “+"; a los segundos
les corresponde el supraindice “-". Se procede mdas adelante a relacionar los coe-
ficientes de la funcion envolvente -sobre cuyas funciones base no exigimos ahora
ninguna condicion especial-, en las regiones L y R con las amplitudes incidentes
y emergentes del sistema dispersor [vea la Figura 3], usando el formalismo multi-
componente de la SM. Finalmente se pasa a una representacion que contiene la
condicion buscada de unitaridad de la SM, en general, para los sistemas tipo EFA y
en particular en el modelo KL. Definimos

1 a- A

in +

como los vectores de las amplitudes incidentes y emergentes, respectivamente, con
dimensiones: (2N s}) y (2N 1), respectivamente y que guardan con la matriz de
dispersion S, la relacion siguiente:

Oout =51 in s (16)
Definimos las transformaciones
Iin == aL
Oaut = a* ’ (17)
1 1 110...00 0 ... 0 1n 1
a a
: L m
lor...oo o ... 0111
1c1
1 11 a‘fql ,y finalmente

1":1 }661..‘10{) 001 %

00 0 0
141 =1 oay 011L1
2 R 2
11 ] 11
27
] 1 00 00 a . 0
L
a
T 1 1T gr 1
L 11
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0 0 0 10...0
1 1 11
1Tail :I 0 0 0 01 011a%1
a . a
11

1 =1 1 , .
11 1

121 10 0 0 00 111 ;

1a.N1 _101, an

1q0 1 o P ... 000..0M1

11 1° L 11,

1 . Iz 2o : Tq, out

N 10 0...%#00...0'1
de dimensionebe X 1),(2N X 2N) y (ZN*< 1), respectivamente. Tomamos

19- o 0,
1 aq- a
€= 0o * .. 01
11 , da- -+ 1, dedimension (N X
1 \ M) . 1
y podemos escribir 0 0... ail:

Tagr 1 1,011 1
1 11 T, N ®1

- L —in (18)
lg'1 =1ochudd
_ +
1T +1 21 11 -1
a C o aa | (19)
Si definimos N 11 out
1 & 1% 1

entonces es sencillo expresar - ] ]NN Ox ]
oQ
M= o« il
siendo * 1clo]l

y entonces reescribir (18) y (19) en la forma

a = 1,

20
ar = Hileoout ( )

Notese que se cumple
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Jo=-J2.,

donde X . es la matriz generalizada o . de Pauli de orden (2N X 2N).

3.1 Caso EFA general: N > 2

El problema fisico bajo estudio queda descrito por un sistema de N ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas de la forma (1). Para ello se estudia un
sistema fisico formado por tres regiones: L, M, R, tal como se observa en la Figura 3.
Las regiones extremas L y R, se supone que tienen parametros constantes y en estas
capas los estados del sistema tienen autovalores (energia, momentum) constantes,
en la region M, el sistema tiene, en principio, una estructura de capas de diferentes
materiales o capas de diferentes composiciones [vea la Figura 3], que corresponden
a una cierta estructura. En la Figura 2 se muestra la situacion deinterés.

Regresando a la condicion de conservacion de flujo (12), es sencillo obtener

( T T
nr, X1l = T'Y0 , X'T'JO o,

. .
LN X T, = S, T X, Oy, @1

A partir de (16) es facil expresar

OaTut = I [TST’
por lo que (
. T
Ifranfxrmmr =1 Sty 1! xrrrlusi,
in in in X X in
U
\ T
nfx'nm=stJst m' x*ma'ys ,s. (22)
Sea:
=TT XTI

( i ( (
= II"'J X*I1T'u=J » OV XRITTLJ .

Proposicion 3.1 Entonces, la condicion de pseudo-unitaridad (unitaridad estruc-
turada) sobre la SM S, para flujos no unitarios de particulas en sistemas de N com-
ponentes acopladas -inclusive alejados del potencial dispersor-, se satisface seguin

SIS =TI,. (23)

Esta es una propiedad general que debe cumplir la SM bajo la tinica condicion
de la igualdad de los flujos (procesos elasticos). Sin embargo no se puede perder de



Matriz de Dispersion Multicomponente 149

vista que estamos suponiendo que tenemos una base de funciones LI no completa-
menmte ortonormales.

Definicion 3.2 Consideraremos que una base de funciones linealmente independi-
entes, esta completamente ortonormalizada, cuando esta sea ortonormal estricta-
mente en los espacios de configuracion y espinorial simultaineamente. En caso con-
trario, la base funciones linealmente independientes se denominara arbitraria.

Aqui se ha utilizado la denominacién de pseudo-unitaria (unitaridad estructurada)
para S, siguiendo la clasificacion de las matrices estructuradas que se presenta por:
D. Steven MacKey, N. MacKey y Francoise Tisseur [19]. El sentido fisico de las ma-
trices Iz ; esta contenido basicamente en X*". Sus elementos diagonales responden,
en general, a la transmision -sin acoplamiento en las regiones asintoticas- a través de
los canales permitidos del sistema. Lo anterior no excluye la interferencia producto
del efecto del potencial dispersor. Los elementos fuera de la diagonal en dicha ma-
triz responden, en general, al acoplamiento entre los modos incidentes (emergentes)
en las regiones asintdticas, lejos de la zona donde se encuentra el obstaculo disper-
sivo y contienen ademas informacion de la mezcla que este produce. Mas adelante,
se veran detalles al respecto.

3.2 Caso EFA particular: N = 4

En el articulo [7]: A. D. Sanchez and C. R. Proetto presentan un analisis de
las propiedades de la simetria de la SM para el problema de la dispersion de huecos
pesados (H) y huecos ligeros (L) sin componentes del momento angular total’, trata-
dos dentro de un esquema de estados incidentes de H y L puros. Lo que se expone a
continuacion es un ejemplo concreto de lo expuesto en la seccion 3.1. El potencial
dispersor a considerar, es de barrera o pozo simples rectangulares. Parten de una
relacion del tipo (16), y expresan la condicion de conservacion de flujo. Definen

X X X X X X
IZI]HOOO b a

00 0
e
ng&f%@g 0 XX Izlzél

El requerimiento de conservacion éscrib_en%r?%r’ma ma%é% .
07JO =17JI. (24)

Tienen en cuenta la relacion (16) y su transconjugada, las cuales sustituyen en (24)
y llegan a que

StIs=1J, (25)
3 En este epigrafe y en otros, donde se trabaje con los resultados del mencionado articulo Ref.[7],

se utilizara la misma nomenclatura del trabajo citado. Esto permitird facilmente diferenciar los
resultados originales nuestros.
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Fig. 4: (a) Representacion esquematica del problema del transporte cuantico desde
el punto de vista de la SM. Las flechas entrantes/salientes, representan las ampli-
tudes de probabilidad. (b) Dispersion desde una barrera de potencial. (¢) Dispersion

desde un pozo de potencial [7].

que es lo que denominan pseudo-unitaridad, y lo consideran una generalizacion de la
condicién de unitaridad S T = S™!, que se obtiene para la conservacién de corriente

de electrones, descritos en la EMA.

3.3 Reduccion del caso general al particular

Hasta aqui se ha obtenido, por un lado, una condicién de pseudo-unitaridad
generalizada de la SM para los modelos EFA en general, sin imponer exigencias
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adicionales sobre la base de funciones LI y por otro, otros autores han obtenido
una propiedad de pseudo-unitaridad sobre la SM, bajo ciertas simplificaciones de
un modelo EFA particular: el KL. Ambas relaciones se reducen a la usual bajo las
condiciones apropiadas (por ejemplo: en el limite de modos desacoplados), como
se verd en varias secciones posteriores. ;Bajo qué condiciones podemos pasar del
planteamiento general a uno particular? -y por tanto transformar (23) en (25)-, es la
interrogante que se estara analizando a continuacion.
La idea entonces, es encontrar en cuales circunstancias se satisface que

I, =J

m=J (26
y por tanto

HR = HL . (27)

La relacidn (26) es la condicion necesaria y suficiente para que
STHRSZHL == STJSzJ,

mientras que (27), es solo la condicion necesaria y es la que pasaremos a discutir a
continuacion.

Por un lado consideramos la estructura de I, 1, y ademas la forma diagonal
de C. Por el otro lado, tuvimos en cuenta el caracter diagonal de J. Entonces las
igualdades importantes que derivan de lo anterior, son

*

CH'x" c'=x, (28)

* L
C X L C — X+R’

que de satisfacerse, conducirian al cumplimiento de (27). Es posible avanzar otro
tanto, si se considera la situacion particular, en que los parametros que definen la
ecuacion (1) sean constantes. En tal caso, si se siguen las definiciones correspon-
dientes (10) para la matriz X , es posible asumir la validez de la igualdad entre sus
bloques

X5 =Xy, donde j=++,+—,—+,——,

de donde es facil deducir que debe cumplirse que C '=C siendo C = Iy, una
alternativa de esta situacion particular, que llevaria finalmente a que se cumpla la
condicion necesaria (27).

Las condiciones bajo las cuales, la matriz C pasaria a ser la matriz identidad, no
estan esclarecidas aun. Junto a esto, el estudio detallado de las condiciones nece-
sarias 'y suficientes (26) es un tema pendiente sobre el que se continta trabajando.
No obstante lo interesante que resulta el vinculo entre lo general y lo particular, lo
esencial va quedando evidente y es que la Matriz de Dispersion en los problemas
tipo EFA con funciones base arbitrarias, no es unitaria.
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4 Reduccion a la unitaridad de S

En este epigrafe se presentara un analisis con toda generalidad, a través del
cual es posible pasar de una representacion del flujo en la EFA a otra en la EMA.
El punto de partida es el caso, adoptado en el epigrafe 2, donde se trabajéo con N
modos acoplados -esto es asi por la presencia de términos lineales en la primera
derivada-; imponiendo en ese problema las condiciones adecuadas, podremos trans-
ferir el estudio a la representacion de un sistema descrito por N modos independi-
entes, que provienen de un sistema de ecuaciones diferenciales de N componentes
desacopladas. De esta forma se pretende demostrar la complementaridad de ambos
Casos.

Subrayamos que lo verdaderamente trascendental en la convergencia de estas dos
formas de representar el flujo radica en la posibilidad de obtener la unitaridad de S
a través de dos vias, a saber: (1) Partir del caso de estados incidentes/emergentes
acoplados (marco de la EFA) y pasar al limite de estados incidentes/emergentes de-
sacoplados (marco de la EMA). (2) Partir del caso de estados incidentes/emergentes
acoplados y exigir condiciones de ortonormalidad adecuadas al caso EFA. la base
de funciones LI estd completamente ortonormalizada. La base de funciones LI es
arbitraria.

4.1 Limite de N componentes desacoplados

En este limite son posibles tres alternativas de reduccion a la condicion de uni-
taridad de S. Primeramente veremos que es posible hacer converger la expresion
para el flujo en la EFA a la representacion de esta magnitud en la EMA. Una vez
logrado esto, es relativamente sencillo demostrar la unitaridad buscada. Otra de las
vias consiste en partir de la condicion de la pseudo-unitaridad generalizada (23) y
llegar a la propiedad mencionada de S. Como tercera y tlltima variante, iniciaremos
el analisis desde la pseudo-unitaridad particular en una forma del modelo KL (25)
y llegar a la condicion de unitaridad de la SM. Veamos ahora estos desarrollos en
detalle.

4.1.1 Convergencia de flujos

Estudiaremos en este sub-epigrafe la primera alternativa, o sea, partiremos de
estados incidentes/emergentes acoplados, descritos en el marco de la EFA y pasare-
mos al limite de estados incidentes/emergentes desacoplados, descritos en el marco

g %a EMA. No e imponen explicitament@ requerimientos especificos sobre la base
e funciones L
0n51deraremos que el flujo jera= —i A XC% responde al caso EFA general,

como ya se mostro en el epigrafe 2. Se puede demostrar que:
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Teorema 4.1

A (29)

@ o = Joe s (30)

modos(a)— modos

por modos(a, d) se entiende modos(acoplados, desacoplados).

En el articulo [17]: P. A. Mello, P. Pereyra y N. Kumar demuestran que para
un sistema fisico descrito por N ecuaciones diferenciales no acopladas - el cual
responde al caso EMA general-, se halla una densidad de corriente de probabilidad
dada por:

jEMA = aTZZa’ (31)
donde
2 IN ON
z= :I N N

es la matriz G. generalizada de Pauliy contiene:llos coeficientes de la combinacion
lineal de las soluciones tomadas como ondas planas. El estudio se hace como si fuera
una dispersion desde cierta region L, en la que no esta conectada la interaccion entre
los modos, hasta otra region R, en que tampoco esté conectada esta interaccion.

Considerar que en los electrodos L y R, los modos son independientes implica
que

X=0J0= Xy Xy _

'IX_+X__'|

1 02,011 — 012021 ON 1
1 Oy — 02011 = 012021 1°

Notese que los bloques cruzados X +- = X -+ = Oyal haberse desconectado la in-
teraccion en los electrodos de la estructura; por tanto los modos propagantes en una
direccion y la opuesta son independientes. En general, los vectores @ y @ son difer-
entes, aunque en este analisis se ha adoptado que satisfagan: @; = o.;a;, siendo o,
cierto coeficiente de proporcionalidad. Si se toma la normalizacion de las funciones
linealmente independientes de forma tal que:

1

20 k;lb;|> =1==|b;|* = Zoc,»k/; Vj=1,..N.
Entonces es posible obtener que
02011 — 01202 = —ily, (32)
por lo tanto:
Jul = —a’ -] KO g- _ais.a, (33)

b
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Finalmente se llega a que, hasta la exactitud de una fase,

jEFAI (d) EjEMA’
(34)

cuando en el término de la izquierda se considera que los modos estan desacopla-
dos en las regiones asintoticas, que es lo que se queria demostrar. Una vez lograda
la demostracion de (4.1) es util realizar el ejercicio de verificar una de sus conse-
cuencias mas importantes. A partir de (33), es sencillo recuperar las propiedades
tradicionales de la unitaridad de la SM. Para ello, tomemos por simplicidad N = 1
y asumamos los convenios adoptados en el epigrafe 2. Entonces la conservacion del
flujo (12)-(13) en las regiones asintoticas L, R se expresa como

Tae 1711 ¢ 1190 1 Tar 1711 o 11g: 1

111 11 o1 R R

1 ¢
USRS R VRS LIS B ?aH?o 1Ha+1 (35)

1 1]a: 1 11gr
T@ ) (—aL)”i:*;: T(@@x )+ (_ak)*112+{
+ - L + - 1r
+ — +
P —fa |2 = [at > [a"]?,

al reagrupar los térmirrg% obtiens a P+ ‘ak+ 5

+1d = .
ne rgsg%%éaess %%f%ir(f}l%nﬁiqagiaaf:s posiblegjaescriblr la expresion anterior y obte-
(I in)T 1 in = (Oout) T()outy (36)

si ahora se hace uso del formalismo de la SM, expresado en (16) y de su transconju-
gada, se puede transformar el miembro derecho de la identidad anterior, esto es

(I in)-r 1 in = (I in)TS‘i-Sl in
Se extraen entonces, las propiedades de unitaridad buscadas
SST=STS=[2N- (37)

De (37) se escribe que
St=s5"1

sea que el sistema dispersor satisface la simetria de reversion temporal, entonces es
sencillo demostrar que se satisface: S* = S~!. Por consiguiente

S'tzs*’
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y al hallar la conjugada compleja se llega a la otra propiedad de interés: la SM es
simétrica:
ST =S. (38)

De lo mostrado arriba se deriva que la condicion de pseudo-unitaridad (23) para
el modelo EFA (modos acoplados), converge adecuadamente -a través de la con-
vergencia de los flujos correspondientes- a las propiedades usuales de unitaridad y
simetria, validas para el modelo de la EMA (modos desacoplados).

4.1.2 Reduccion de pseudo-unitaridad generalizada: N > 2

En este epigrafe se presentara un analisis con toda generalidad, donde se mues-
tra como pasar directamente de la condicion (23) de la pseudo-unitaridad general-
izada -correspondiente a un caso EFA de N componentes-, a la propiedad usual de
unitaridad (37). A continuacion se muestra la forma de convergencia directa entre la
pseudo-unitaridad (25) del modelo Kohn-Luttinger -correspondiente a un caso EFA
de 4 componentes-, a la propiedad usual de unitaridad de S (37). Es util no perder de
vista, que el analisis dentro del modelo KL, esta hecho para un esquema de estados
de hh 'y [h puros.

Aqui, es necesario hacer un par de maniobras algebrdicas. Estas consisten, por
un lado, en tomar una determinada normalizacion de los coeficientes involucrados,
mientras que por otro, se introducen modificaciones en las matrices Iy I1,, que
ahora tendran la forma

Mm=emnfxmn

(
Il = € J: H_ITXH_IJ X
donde o
€ = Iy QN 1 y € =1 € IOy 1 .
iONe ja 1 0, I,]

El factor de fase cumple

0; paralos modos acoplados

7 ; para los modos desacoplados (39)

e =

Al desacoplar los modos en las regiones L y R (Figura 3) se demostrd, en el sub-
epigrafe 4.1, que X = LX .. Se considerard que los coeficientes de las soluciones
linealmente independientes que se propagan en un sentido y en el contrario en las

zonas asintéticas mencionadas son complejos. Si los coeficientes de C se escogen

CcOomo:
a, =1 Yj=1,... N==>la" P=la" |,
4lj—|2 j7 j7

entonces es posible escribir
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IN ON
HLI(d = Hkl(d :—l:l 1 1:_161
O N N
por tanto | S=1L| = —-1STILWS= —1Lyx,
S'{'HR €)] )

lo que conduce a la propiedad de unitaridad tradicional (23), para el caso en cuestion

STSZIZN.

Como se observa, la condicion generalizada de unitaridad sobre la SM en los mode-
los EFA, pasa a la unitaridad usual en la teoria de la EMA, si se exige que los modos
se desacoplen.

4.1.3 Reduccion de la pseudo-unitaridad particular: N = 4

En este sub-epigrafe se referira fundamentalmente al resultado (25) obtenido
por Sanchez y Proetto en 1995 [7]. En el articulo citado, los autores no estudian
como pasar de la expresion antes mencionada, a la condicion de unitaridad (37) del
problema electronico. El analisis a continuacion esta dedicado a demostrar dicha
transicion, cuando se imponen las condiciones apropiadas. En este momento, en
aras de enfocar a lo esencial, se asumird estrictamente k. = k, = 0. Bajo tales condi-
ciones, los estados de H y L, descritos por las 4 ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden de (1), se desacoplan. El hamiltoniano resultante se diagonaliza
en términos con energia cinética como la del electron, pero ahora con masas efec-
tivas: my = mo/ (y1 2%) y m. = mo/(y1 + 2y,). Esta situacion de modos H y
L segregados en dos sistemas independientes, con N = 1 cada uno, armoniza con
la que se describe en la EMA y se empleara como plataforma para la demostracion
planteada. El potencial donde se dispersan los H y L libres es de barrera o pozo
simples, y se representa esquematicamente en la Fig.4(b) o 4(c), respectivamente.

El requerimiento de conservacion del flujo se descompone entonces en dos iden-
tidades independientes

|a|2jH+|f|2jH: |b|2jH+|e|2jH (40)
|C|2jL+ |h|2jL= |d|2jL+ |g|2jL

Bajo las condiciones impuestas al sistema de huecos pesados y ligeros, la SM
se reduce, debido a que las amplitudes de probabilidades de reflexion y transmision
cruzadas satisfacen: 7y = ruy = 7y, = 7, y= tw. = tu = t,, = 1, ;= 0. Entonces esto
nos conduce, después de algunas transformaciones a

iHSH% IZNSH = jHIZN
jLSLT IZNSL = jLIZN

y por consiguiente:
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SHT SII = In

41
SLTSL: Ly ( )

’
que es lo se queriademostrar.

Es posible alcanzar nuevamente la condicion (37) desde una via alternativa,
aunque particular, tomando como punto de partida el modelo KL en la forma adop-
tada por Sanchez y Proetto. Resulta interesante que si se considera especificamente,
la dispersion desde un pozo de potencial de un material 43Bs (Figura 4 (c)), em-
paredado en capas semi-infinitas de un ternario -cuya composicion molar es variable-
, es posible plantearse la tarea de la busqueda de valores de la concentracion, para
los cuales y bajo incidencia de modos de H y L independientes, podamos llegar a
la unitaridad (37) de la SM. Por lo que se vera mas abajo, es evidente que no es
posible resolver un problema isomorfo, donde los H y L colisionen una barrera de
un ternario embebida en lajas semi-infinitas de un material A3Bs (Figura 4 (b)).

Los parametros semi-empiricos de Liittinger, en funcion de la concentracion x,
siguen una aproximacion cuya recurrencia lineal es

yix) = (1 = X)Yie + Xyaw, coni = 1,2, 3,

e/w representan electrodo [ pozo. Si ahora se expresan yi(x) y v2(x) a partir de lo

anterior, después se sustituye en la condicion de conservacion de flujo correspondi-
ente, y en los electrodos se resuelve

J1) = Jjux) , (42)
ka=k=0 kx=k=0

para la variable x, entonces se obtieneque

2v2e Ik — 1. Ak
e 12 7 ,conAk =k —ko; Kk=hi +hk.. (43)

2Ak(2 Y2e — "/2w)+ Ak("{lw - ’Yle)

Al escoger concentraciones a partir de (43), se satisface (42) y entonces es posible
escribir

OZJ(X)I ’

JO ST Ly S e=ky= b o ke=ky=0

y llegar entonces a la unitaridad tradicional de la SM
S f S = [ZN .

Se puede apreciar facilmente, que una igualdad como (42), carece de sentido
si se toma como sistema dispersor, una barrera de un ternario embebida en lajas
semi-infinitas de un material 43Bs, ya que en estas capas no hay compuestos de
concentracion variable.
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4.2 Base ortonormalizada completamente

En este sub-epigrafe se presentara un estudio de la segunda alternativa, esto
significa que partiremos del caso de estados incidentes/emergentes acoplados de-
scritos en el marco de la EFA y exigiremos explicitamente requerimientos especifi-
cos de ortonormalidad, adecuados al caso EFA, sobre la base de funciones LI. Lo
anterior implica que consideraremos esa base ortonormalizada completamente. Las
soluciones LI las consideramos, a priori, ortonormalizadas a la & de Dirac en el espa-
cio real de coordenadas. A diferencia de la via anterior, el sistema esta bien descrito
en todo momento en el marco de la EFA.

Comencemos por determinar ciertas condiciones de ortonormalidad en el espacio
spinorial de funciones -que como se vera mas adelante no son las tUnicas posibles-.

Si denominamos f; (z) a los vectores (Nd) L.I. que forman una base ortonormal
para representar un estado del sistema (1), podemos escribir:

2N
F(z) = Zajfj(z). (44)
j=1

En particular, en las regiones L y R (ver Figura 3) de parametros constantes las f; (z)
pueden tomarse como: '

[i@ =T ;e1" (45)

donde los vectores ' ; son spinores de dimensién (N¢1) y no dependen de las

coordenadas espaciales y los ¢ ; son los 2NV autovalores que les corresponden como
solucion de un QEP [9, 22]. Sélo para sistemas con lajas de parametros constantes,
es que valen los calculos que estamos haciendo. Si sustituimos (45) en (1) se tiene:

—¢B-Tj+1g;(P+Y)-T;+W T ;= 0. (46)

que constituye un Problema Cuadratico de Autovalores (QEP: Quadratic eigen-
value Problem, en inglés) [20, 21, 22]. Si P es hermitica no existe término de
acople de los estados en la primera derivada del campo, no asi si esa matriz es anti-
hermitica (P = P ). Entonces ese es el caso que nos interesa porque mantiene
el acoplamiento entre modos a partir de la existencia del término lineal en g, tal

situacion ocurre en sistemas como el Kohn-Luttinger, el de Kane y otros. Si usamos
ademas la propiedad Y = —P, entonces tenemos

—¢;B T ;j+21g;P-T;+W T ;=0 (47)

Sia (47) le aplicamos la operacion de transconjugacion y usamos las propiedades
(2), tenemos
o —(@)B+2u(g)*P+W = 0. (48)

A continuacion multiplicamos a (47) por la izquierda por I' AT y se obtiene
2t t t
—quk'B'rJ-f'Zlquk'P'FJ-FFk'W'rj:ON. (49)
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Ahora escribimos (48) para I ; y multiplicamos por I' ; por la derecha y obtenemos
~@)T "B T;+2a¢T T, P-T;+T ", W T ;= 0Oy, (50)
restando (49) y (50) el resultado es
(—q2}+(q2])*)l" "B T;+12(q;—g)T ", PT;+T "W T; =0,
Et ¥
nt @ -’ B-26-9P] T = 00
(51

Si ahora factorizamos esta expresion, entonces se obtiene

r;

A [{q/ﬁ—i-qj}B—ZlP]Tj:ON. (52)

Si en (52) consideramos a g;, con i = k, j como real y suponiendo (gx = ¢ ;), en-
tonces se obtiene la siguiente expresion

L T }
I“A'-[ qr+ q; B—21P]-Fj=ON. (53)
Las condiciones de ortogonalidad (52) y (53), sugieren que se empleen las si-

guientes condiciones de normalizacion:

ri[(i+apB-2P] T, =5, (54)
Tt [{ } —
i qk+qj B_ZIP]'FJ—SI{], (55)

para g;, con i = k, j complejo y real, respectivamente.

Siguiendo la Ref.[20], linealizamos el QEP en sus formas (46) 6 (62) y se llega
finalmente a un problema de autovalores estandar asociado (SEP: standard eigen-
value problem, en inglés), con los mismos auto-valores que el QEP. En ese proceso
de linealizacion, logramos derivar las condiciones a exigir a los auto-vectores de
(46), para construir una base completamente ortonormalizada, o sea:

Definicion 4.1

T [q;lv—qiK+qiq;CJT ; =T TLNT ; = qi&y;. (56a)
k k
I T[IN‘" C]T{q/M]F/ =T TDkfl" j= 6/{‘/. (56b)
k k

Una vez obtenidas una de las posibles condiciones de ortonormalizacion en el
espacio espinorial, continuaremos en el proceso de obtencion de la propiedad de
unitaridad de la SM. En el caso de que la region de interés -que consideramos con
parametros y coeficientes constantes-, tenga posibilidades de ser descrita por 2N
ondas planas con energia E, entonces N de ellas viajan hacia la izquierda y otras N
lo hacen hacia la derecha. Tomaremos las expresiones (44) y (6) para la funcion de
onda envolvente, y la forma lineal asociada al operador en (1), respectivamente, y
las sustituiremos en (7). Pero antes, es 1til escribir explicitamente
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2N 2N
AZIB-Zaqufk—i-P-Zkak, (57
k=1 k=1
AT =3 aais 1B Yaif P, (58)
k=1 k=1

que son la forma lineal 4 y su transconjugada, en términos de (44). Aqui se han
tenido en cuenta las propiedades (2) y se ha tomado P anti-hermitica por las razones
expuestas anteriormente.

Si sustituimos (44), (57) y (58) en (7), tenemos

2N 2N
j= 1Y af B YalpP F+ (59)
k=1 k=1
L
. 2N 2N
+F " zBZaqufk—I—P aifre
k=1 K j=1
2N 2N 2N
J=— X aiaf{qiBf;+1 Y, aiaif {Pf;— 2 ajaf [Baifi+
k, j=1 k, j=1 k, j=1
2N
+1 z a}*akijfk,
k,j=1

cambiando convenientemente el orden de los sub-indices y agrupando se obtiene

2N 2N
J=— 2 aiaf{Gt+q)Bf;+2u Y. aiaif[Pf;,
& j=1 k=1

cuando conformamos el correspondiente producto contraido, entonces la expresion
anterior queda en la forma

2N
j=— 2 ata;f{[(qi+q)B-2P]f;. (60)

k, j=1

Si ahora tomamos la condicion (54) 6 (55), segun sea el caso, entonces podemos
escribir para la densidad de corriente de probabilidades la siguiente expresion

2N
j=— 2 atady. (61)
k, j=1

Aqui haremos una breve digresion con el proposito de analizar algunas implica-
ciones sobre el sistema diferencial de partida (1). Al sustituir (44) en (1), se tiene un
QEP [21, 22], analogo a (46), que tiene la forma:
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2N

Jj=1 .
i >
si a continuacion realizamos un proceso similar al comprendido entre (47) y (51
entonces es sencillo obtener que

2
2. aiaif] {(qi)* —qZ}}B—2l(q/*(—qj)P f; = Oy,
3

y después de factorizar llegamos a

2N { }
2 aia;j (i —a) f{ gk +a;” B-2P]f; = Oy,
k, j=1

de donde, al usar (54), se tiene
2N

161

2 a —qB+2ig P+W f =0, (62)

)

> ata;(gi —q) 8 = Ox. (63)

k, j=1
Veamos las implicaciones en (63) segun los autovalores ¢;, coni = k, j

Casos 4.2 Implicaciones en (63) segun los autovalores q;, coni =k, j

Parak [=j == 08;; = 0 = la ecuacion se satisface siempre.
Parak = j

Si g; € Reales == (qx — qi) = 0 = la ecuacion se satisface siempre.

Si gi € Complejos, los autovalores aparecen en pares conjugados (¢;*, q:). Como

(g% — gi) = —2i Imlg;], entonces en la suma (63) aparecerdn pares tales que:

—2tla, P Im[g,] — 2ila,A Imlg.] =0,

que es igual a decir:

_2l|an|21m[qn] + 2l|am|21m[qn] =0
20 Imlga}{|anl* — la.l*} = 0.
U

Para que se satisfaga esta expresion basta con exigir que los coeficientes de los
autovalores conjugados por pares sean a, = ap.

Después de este necesario paréntesis, regresamos a la formula (61), que re-
escribimos ahora para k = j, pues son los términos no nulos

2N

. *
J=- Z aya;Op;
k j=1

=—-a' a.
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Si consideramos la forma de escoger los coeficientes (como se mostr6é anterior-
mente), es posible transformar la expresion anterior a la representacion de modos

propagantes
¢ ) a,
j=—ata’ .7,
12 -a,

cuya forma usual esta dada por [17]
j=a f.x..a.

Si nos remitimos a lo demostrado en el sub-epigrafe 4.1.1, resulta evidente que
de la expresion anterior se llega directamente a (37) y (38), o sea:

St=s"1,
s'=s,

que son las propiedades de unitaridad y caracter simétrico, respectivamente, a las
que queriamos llegar.

5 Relaciones de Simetria

En este epigrafe, el proposito es llegar a las correspondientes relaciones de
simetria respecto de los bloques de la matriz S, que como es usual en la literatura,
pueden derivarse directamente de condiciones del tipo (23) o de los requerimientos
que imponen la simetria de Reversion Temporal e Inversion Espacial sobre S [18].
El analisis de las simetrias discretas no se ha considerado. Por consiguiente, lo que
aparece a continuacion es el analisis directo de las consecuencias de (23) y (25)
sobre las matrices de coeficientes de transmision y reflexion.

Mediante las relaciones halladas, en principio, debe ser factible calcular una
cualquiera de las magnitudes relevantes de la transmision a través de las otras. La
siguiente utilidad de tales expresiones -y quizas la mas importante- es que se pueda
extraer algiin contenido fisico de ellas, con el cual se pueda interpretar resultados de
los observables de un problema fisico concreto.

Se resuelve directamente (23), o sea

1r['1T1H11H1211r1'1 1 oo 121
1
1,0 1 f =g
— 2 4
1,4 1 MECHENCT(CH 'y iy ]
-+ —
1¢) )11 : U
__ X r
Xx:-C o

_'I X++ X+_C'|
- 4
ICx .C'x__CI
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y se llega al siguiente conjunto de relaciones no triviales

rII e+ ¢ T2+ 7 TT1 2 + ¢ T2 =TTV (64a)
R R R R L
P+ T2+ e T P2 = e (64b)
)T r+ ()T 4 () T+ () T = T (64c)
R R R R L
@I+ )T+ () T+ () T = 1 (64d)

Solo silas variables ¢, r,¢ 'y " fuesen hermiticas este sistema estaria bien definido
matematicamente y podrian obtenerse expresiones para cada una en funcion de las
otras. Aun asi, no es evidente que dichas expresiones sean utiles, como ocurreal
desarrollar (25). En ese caso se obtienen relaciones sencillas, cuyo contendo fisico
es manejable, lo cual es debido a la forma diagonal de J. o .

Si por ejemplo, en (64a), exigimos como condicion de frontera, incidencia sélo
por la izquierda del sistema dispersor (o sea, desde —), que implica hacer a“j =

. P n_ 12 _ 7721 — TTT22+4 —
0;Vj=1,...,N, entonces[1" =T1" =TI"" = 0,y en (64aa) tenemos que ¢ 'I1° ¢ =
I1,", que mas explicitamente significa que

Xt =Xy, (65)

Lamentablemente, en (64a (b)-(d)), bajo las condiciones impuestas, aparece en el
miembro derecho, una indeterminacion de division por cero. Mas adelante regre-
saremos sobre las ecuaciones (64a).

6 Tunelaje de Amplitudes

Anteriormente comentamos que la MSA multi-componente, sintetiza dos enfo-
ques del formalismo de la TM sobre una base comiin, potenciando las ventajas de
cada una de las técnicas. Como la teoria de dispersion es piedra angular en nues-
tra aproximacion, iniciamos su estudio y constatamos que en la literatura existen
diferentes enfoques de la SM. En aras de ambientar esta diversidad es que decidi-
mos insertar convenientemente una breve digresion en esta seccion, la cual pretende
unificar criterios en relacion con las expresiones para las matrices de transmision y
reflexion, para diferentes formas de definir la Matriz de Dispersion.

No siempre que se dice: Matriz de Dispersion, se tiene en mente exactamente lo
mismo, aunque se esté hablando de cosas parecidas. El objetivo que tiene esta parte,
radica precisamente en conocer las relaciones existentes entre los diferentes objetos
que se conectan con la SM y revelar las similitudes y diferencias posibles. En la
literatura, la SM ha sido definida para conectar distintos objetos asociados al flujo
incidente de particulas (o cuasi-particulas), con sus similares del flujo emergente
después de la “colision" con el sistema dispersor. Para abarcar esta diversidad, se
escribira una generalizacion de (15)
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1 A ¢ 1AL
Mm=1 :0=1"77, (66)
1Ali'| A+ ou
@N¥%1) (@Nx1)

y segun sea el caso, los elementos de A , representaran uno de los objetos de la
Tabla 1.

Table 1: Distintos enfoques de la SM en la literatura.

Caso| Objeto que conecta Sirgpolo Referencia basica
1) Coeficientes j Mello, P. Pereyra y N. Kumar [17]
(de las ondas viajeras) a A. D. Sanchez y C. R. Proetto[7]
(i1) Vectores de onda i@ P. Pereyra [18]
(ondas propagantes) a
(iii) Vectores de estado ;) L. Diago, P. Pereyra,
(parte-z de f j(z)) H. Coppola, R. Pérez [8]
(iv) Funciones de onda  |F (¢ = +0) A. S. Davydov [23]
(dependientes del tiempo)

Los casos que se unificaran son el (i) y el (iii), porque son los que estan directa-
mente relacionados con nuestro enfoque de la MSA. Sin embargo, puede notarse la
proximidad entre (ii) y (iii): En el modelo KL, por ejemplo, la diferencia entre estos
ultimos, consiste en que ¢ ; excluye los espinores (4 1), cuya ortonormalizacion
deriva de un QEP. La razén de unificar los casos (i) y (iii), se debe a la relacion
directa que estos enfoques guardan con nuestra aproximacion MSA.

Inicialmente expresamos las matrices de las amplitudes de transmision y reflex-
i6n en cada uno de los dos casos mencionados. Después de las correspondientes
transformaciones, agrupamos lo obtenido y llegamos a los siguientes productos con-
traidos para las magnitudes de interés

{ X
t=(@H atpdly ¢
-l oy g B

- £ - - (67)
! L _l{ §-1 R
(((qu)%)zl BSJ q)(pk g

Este desarrollo es independiente del tipo de condicion de unitaridad que satisfaga
la SM. Este sistema aparece expresado en términos de los bloques o, B, v, d de la
matriz M, (zx, z.). La diferencia entre los casos (i) y (iii), es de factores de fase
que no contribuyen a los valores esperados de los coeficientes de transmision y re-
flexion, lo cual es independiente del hecho de que los medios de los electrodos sean
iguales o diferentes. El ejemplo que se resuelve a continuacion permite ilustrar estos

razonamientos. Las relaciones de (67) seran evaluadas para el modelo KL (4 X 4).

7
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Consideremos el problema de la dispersion simultanea de H y L en una barrera
simple, emparedada en capas de materiales idénticos sin campo externo aplicado.
Las exponenciales, que se ordenan segun: H.;,, L., L, Hin [5, 8], estaran ex-
presadas en términos de magnitudes adimensionalizadas, que se representan ahora

como q = k.a,y § = z/a,, donde a,es el radio de Bohr. Entonces

1€ 0 0 0 4

o- 1
(pR -1 (PL* y (PL -1 (pL
0 e 0 0
= 1
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1
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Si desarrollamos 7 de (67) y 7, definida en (67), se obtiene como consecuencia que

T;i y Rji de los casos (i) y (iii) son iguales, esto es:

X
X 2
Caso(Qg §\xﬁ| ; Yi=j or i+j=5



Caso(iii)
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6.1 Conservacion del Flujo de Probabilidades

Anteriormente analizamos que escoger la base de funciones LI arbitraria con-
duce a la denominada pseudo-unitaridad. En esta seccion el interés es analizar cual-
itativamente las restricciones que impone la pseudo-unitaridad del operador de dis-
persion sobre los elementos de su forma matricial, en el marco del modelo de KL.

La condicién de unitaridad SS T = S¥S = Ly, aplicable a un conjunto importante
de problemas, implica en detalle que

X
(a) R<1 X 0
T<1 -

(b) Ry T sonanti-resonantes

Al enfrentar el problema de la dispersion de huecos, intuitivamente, uno se siente
motivado a la conjetura de que la continuidad de la densidad de corriente de proba-
bilidades por el canal k-ésimo, satisface

N N
DT+ Ri=1, (71)

sin embargo, al analizar cuidadosamente el problema nos encontramos que esta
igualdad no siempre es verdadera. Tomaremos el escenario propuesto en [7], para
iniciar el analisis. Se considerara incidencia solo por la izquierda, lo cual significa

que f= h = 0 en la Fig.4(a). De (25) se puede obtener directamente

jHltHH|2+jL|tLH|2+jH|rHH|2+jL|rLH|2 :jH (72)
letLL|2+jH|tHL|2+jL|rLL|2+jH|rHL|2 :jL- (73)

El problema de una cuasi-particula incidente:

Si se considera s6lo un hueco pesado propagandose desde oo, entonces se debe
emplear (72), que al dividirla por j, conduce a que T < 1, R < 1 y el carac-
ter anti-resonante de ambas magnitudes. La evidencia indica que se satisface (70),
por lo que un problema como el planteado, reproduce las condiciones de particula
incidente-emergente sin mezcla. Como se observa -bajo las suposiciones impuestas,
la conductancia por un canal se reduce a su coeficiente de transmision, por consigu-
iente dicha magnitud es

G)=Ts <1. (74)

i=

El problema de dos cuasi-particulas incidentes:

Consideremos ahora, que inciden sincronizadamente desde _oo, un hueco pesado y
un hueco ligero y para simplificar tomaremos los huecos interactuando débilmente
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-suponemos valores pequefios de k. y k, en las regiones R y L-, tal consideracion es
suficiente para el propdsito enunciado y entonces para tener un problema matemati-
camente bien definido hay que tomar (72) y (73), y después de algunas transforma-
ciones obtenemos

Ju

THH+TUI+TLL+EIL+RIHI+RUI+RLL+RHL=l+}_. (75)
H

Si uno quiere tener otra vez una relacion del tipo (71), entonces es necesario
normalizar (75) convenientemente. Para ello multiplicamos ambos miembros por
n= , entonces tenemos

LH LH

LT LH
Tt Ta+ Rut Ry =1 (76)
k k k k

En tal sentido, subrayamos la concordancia entre 1 y lo que aparece en el reporte
de Wessel y col [2], donde los autores presentan que el coeficiente de transmision a
través del canal n-ésimo, es

0]
Dn ﬁLJ_LL N|tn|2

1

siendo N una constante de normalizacion, sin definicion explicita en [2]. Una idea
homologa fue sostenida por los autores de la Ref. [26], los cuales parten de una
relacion del tipo (75) y llegan a otra del tipo (76), habiendo redefinido antes los
coeficientes de transmision y de reflexion de forma tal, que su suma quedara nor-
malizada a la unidad.

De (75) se puede llegar a evaluar la conductancia por un canal. Este término
puede ser mas apropiado que el de Probabilidad Total de Transmision por un canal
(TTP), usado habitualmente en la literatura [7, 25], ya que refleja mejor la infor-
macion que brinda esta magnitud en los problemas de varias particulas incidentes
mezcladas, por otro lado evita confusiones a la hora de su evaluacion numérica,
como se vera mas adelante. La conductancia Gy por el k-ésimo canal se define por
(27]

N

Gk = szi ) (77)
i
y se analizara, digamos, para el canal de salida H, bajo H y L incidentes, esto es
q
Gn:Tﬁi_THZI-i-]. —{TL+TL+RH+RL+RL+RI}' (78)
Si se toma una base de funciones LI arbitraria, se puede demostrar que: Es posible

encontrar valores de Gytales que Gy > 1 , para todo el rango de interés de la

energia incidente (£;). Para que ocurra lo contrario, la diferencia entre el segundo
y tercer término del miembro derecho de (78) deberia ser cero. Para que esto sea
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cierto deberia cumplirse que #,. = ruu= rw = 0, lo cual implicaria que el canal de
transmion de hueco ligero a el mismo y el canal de reflexion de hueco pesado, estan
cerrados ;. Por tanto el sistema dispersor seria opaco para la onda que va al canal
L desde un canal de hueco ligero y es transparente para la onda que se transmite
al canal H desde cualquier canal. Esto no es aceptable, es suficiente mencionar que
en unabarrerade 10 A de Alds, para E; < 200 meV, Ry ~ 1 [7]. Por tanto la
suposicion inicial es verdadera V E; de los huecos. Notese, que lo anterior no excluye
que, eventualmente, G < 1 en ciertos valores de energia.

6.1.1 Estimacion de la Conductancia:

Se puede lograr una estimacion de la cota maxima de Gy. La idea que subyace,
es tener en cuenta la contribucion complementaria de las rutas cruzadas al flujo de
una transicion directa, al ir incorporando particulas, bajo mezcla no nula. El aporte
de cada canal es independiente del resto, por lo que este asunto es un reflejo del
Principio de Superposicion. Lo que viene a continuacién no pretende ser una de-
mostracidn rigurosa, sino un criterio para el trabajo de evaluacién de los resultados
y es valido para los problemas con potencial seccionalmente constante, cuya base
de funciones LI es arbitraria.

Téngase presente que operaremos con limites superiores o valores mdximos, y
no con la gradacion numérica posible de las magnitudes fisicas. Supongase, que
inicialmente tenemos el problema de una particula incidente, en tal caso la cota
superior de la conductancia por un canal es 1, tal como reza en (74). Agregamos
a continuacién un nuevo portador, por lo que se ha pasado al problema de dos
particulas incidentes con acoplamiento, en esta situacion la cota superior de la
conductancia por un canal -que anteriormente era 1-, tiene ahora una fraccion ana-
dida y que se observa directamente en (78). Pensemos en términos del Principio
de Superposicion de ondas, lo maximo que puede transferir un canal a si mismo es
toda la energia incidente -eso significaria probabilidad 1 de ocurrencia del evento.
El paso siguiente seria incorporar la fraccion que representa el aporte de la transi-

cion cruzada. Elportador adicionado, lo méximo que puede transferir al canal bajo
observacion, es 5, yaque el 5 “restante" seria lo maximo que puede transferirse a si

mismo. Esta equiparticion en la transferencia de energia, puede interpretarse como
manifestacion de fenomeno de interferencia por superposicion constructiva, y es la
clave de lo que pretendemos describir. Enfoquemos el problema de N particulas
incidentes con acoplamiento, bajo el presupuesto que estamos afiadiendo cada vez
una fraccion de flujo cuando estamos incluyendo nuevos portadores en el andisis
Haciendo el analisis progresivamente por induccion se llegaa:

1 1 1 1
. 1+]V+]V+'“+JV zlJr(N—l)]V ~
2N—N_l < limsup=2; VN >2. (79)

Q

Gl

u
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Lo anterior conduce a concluir, que la conductancia Gy por el k-ésimo canal es
estrictamente menor que 2 y es independiente del nimero de particulas del flujo
incidente.

Para la conductancia G del sistema [24, 22]

( A
G = Tl"ttT_ G, (80)
_Zk

Definicion 6.1

el razonamiento es similar. Al agregar un nuevo portador, la conductancia del sis-
tema tiene ahora fracciones anadidas y que se derivan indirectamente si en (6.1)
introducimos la “suma" de las cotas superiores de la conductancia de cada canal.

Consideramos que el portadoy adicionado, lo maximo que puede transferir al canal
inicial es —2 , mientras que el —2 “restante" seria lo maximo que puede transferirse a

si mismo, todo junto constituye su aporte a la conductancia del sistema. Suponemos
ausencia de fuentes o sumideros de portadores. En un analisis por induccion hemos
obtenido que para N particulas tendremos

G|z1+N—_l+...+ N=1
. N N

N
=1+WN-1) <sup=N; VN=>1 (81)

1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
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1,4

1.2 [\ ——TTPalcanal 2
N\ /| | ———TTP alcanal 4
/‘,’ \ [ |

1,0 [

0.4

0,0 =/

0,00,20,4060,81,01,21,41,61,82,0
E (eV)

Fig. 6: Conductancia de ik y Ih por canales (TTP: Total Transmission Probability,
en inglés). Las curvas de TTP corresponden a (77, como funcion de la energia de los
hh=3/2 'y lh+3/, incidentes simultdneamente sobre una barrera dispersora de Al4s de
10 A, embebida en capas de Gads. De los 4 canales accesibles se muestran: el canal
4, correspondiente a hh.,(linea roja) y el canal 2, correspondiente a [/, (linea

azul).

Fig. 5: Conductancia y reflectividad de H por canales como funcion de la energia de
un H incidente para un QW de 50 A, como centro dispersor [7]. La conductancia de
la transicion LH es mostrada con la curva de trazos discontinuos. La linea continua
representa la reflectividad desde el canal HH.

Este analisis conduce a concluir, que la conductancia G del sistema se mantiene
siendo menor o igual que N, como en los problemas tipo EMA, y es interesante
que esta conclusion logica no entra en conflicto con los posibles valores que puede
alcanzar Gy, que como se vio anteriormente pueden ser mayores que 1, aunque
estan acotados, por encima, a 2. Probablemente, el limite superior al que tiende Gx
junto al caracter anti-resonante que le acompaiia, sean los que aseguran que la G de
Landauer del sistema, sea menor o igual al nimero de particulas involucradas en los
procesos de dispersion con los que estamos tratando.



Matriz de Dispersion Multicomponente 171

Obsérvese que para N = 1, (79) y (81) satisfacen que

i=

Gl =Gl =G=Ty <sup=1, (82)
N=1 N=1 i=k

como se debe esperar.

En la Figura 5 se muestra que para un pozo de potencial de GaAs con ancho
igual a 50 A embebido en 4ly.3 Ga ¢.74s [ver Fig.4(b)], 1a conductancia por el canal
de salida L, es G &2 para £ = 35 mel, no satisface el principio de conservacion
(71). En este caso la cuasi-particula incidente es un H (la amplitud incidente del L

es estrictamente igual a 0)*. Tanto este resultado, como el nuestro [vea la Fig.6], son
paran = 1 celda [vea Fig.2]. Las curvas TTP de la Fig.6, corresponden a (77), como

funcion de la energia de los h/ 312y Ih 312, incidentes simultaneamente sobre una
barrera dispersora (n = 1)

0.8

hh+
Th+
Ih—
hh—

0.6

0.4

Coeficiente de

0.2

0

0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
E(eV)

(a) Superred de {Gads/AlAs|GaAs}" ; con celda de dimensiones
25-20—25A, n =24 celdas, ks = 0y ky = 0

4El simbolo de la derecha es el canal de entrada, el otro es el de salida
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e
)

06

s

Cocficiente de Transmision

ra

0

0.35 04 (.45 0.5
E(eV)

(b) Superred de {Gads/AlAs/GaAs}"; con celda de dimensiones
20-20—20 A, n = 8 celdas, k = 0.01A~ y k, = 0

Fig. 7: Probabilidad de Transmision de 44 y [h por canales, como funcion de la en-
ergia de los hh+3/2 y lh+1/2, incidentes simultaneamente sobre una heteroestructura
a capas con barreras dispersoras de A/4s de espesor 20 A, embebidas en capas de
Gads de ancho 25(20) A. La superredf Gads | AlAs | GaAs ¥ tiene n = 24(8) celdas
[Paneles (a)/(b)]. Hemos tomado ¥, = 0.498 eV.

de Alds de 10 A, embebida en capas de Gads. Para el canal 4 correspondiente a
hh~3/> (linea en rojo), en el que Girs/2 1.2 para E = 0.4eVy Guw 32 1.34
para E = 0.9 eV, se ajustan correctamente al estimado (79), pero superan visible-
mente el valor esperado por la propiedad de unitaridad del flujo (37) para huecos,
y correspondientemente no satisfacen la aregla estadistica (71)°. Es necesario sub-
rayar que esto es asi ya que ambos resultados se han realizado con una base de
funciones LI arbitraria, que no corresponde a la definicion (4.1).

En la Figura 7 se muestra una situacion analoga a la de la Fig.6. En este caso, una
diferencia con el sistema fisico de la Fig.6, es que se ha considerado una superred de
§ads/Al4s|Gads e tiene n = 24(8) celdas [Paneles (a)/(b)]. Hemostomado
ke =0(0.01)A~1, k, = 0y ¥, = 0.498 eV [Paneles (a)/(b)]. En el panel (a) se puede
observar, que las rutas de 44 3/2 se sobreponen, asi como también las de /4 1/>. En
el panel (b) se puede observar que las rutas directas [vea la Fig.2] son las dominantes,
pero hay presencia no despreciable de las rutas cruzadas. En la region de E € [0.39,
0.46] €V, las rutas dominantes son las de /41,2, mientras que en la region de E c
[0.34,0.38] eV, las rutas dominantes son las de /4 3/,. Un aspecto relevante, es que
la base seleccionada, ha sido ortonormalizada completamente, siguiendo el criterio
de (4.1). Noétese que para todo el rango seleccionado, a pesar que el valor de la
mezcla es alto [Panel (b)], se preserva adecuadamente la unitaridad del flujo seglin

3 Téngase presente que &/ y Ih representan hueco pesado y hueco ligero, respectivamente
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(37) y se satisface correctamente el principio de conservacion del flujo (71). En
adicion a esto, es util destacar una diferencia sustancial: El calculo de la Figura 7 ha
sido realizado en el marco de un novedoso enfoque de transmision simultanea de 44
y [h a través de una barrera [8], y ha sido extendido exitosamente a la doble barrera
resonante y la superred [9, 27].

6.1.2 Forma matricial de la Ley de Conservacién del Flujo (EFA):

La relacion (12) tiene su similar en forma matricial, cuyo sentido fisico es la
Ley de Conservacion del flujo de densidad de corriente, y que se expresa como

1 FLux T RFLUX =T FLUX 3 (83)

donde

(84)
1 FLUX — _iXJ: (a)
Riux = ir TXE7 r (b)

Toox = —l'l‘-rX_E t, ©

donde 1 ux, Reux v T ruxson las densidades de probabilidad de flujo incidente,
reflejado y transmitido, respectivamente [11]. En el tipo de procesos de dispersion
que estamos tratando en los sistemas que se describen en la EFA, ; qué habria que

comprobar si se desea evaluar el cumplimiento de las propiedades conservativas del
sistema, sobre los elementos de la matriz S ? La respuesta en ese caso, es verificar
las ecuaciones (64a) y/6 (83). Esta ultima se considerara en el limite de modos
desacoplados, empleando los resultados obtenidos en el epigrafe 4.1, esto es que

X5 =il y XU =l

(
I flux + Rﬂux I = q- flux I
(d) (d)

—i(—=ily) — irfalyr = —uit (Lil)e

L+ rfr=—tTt?
tit+rir =I. (85)
De esta forma se ha obtenido que la ley (83) se transforma en la propiedad con-
servativausual R + T = 1, al imponer condiciones de modos desacoplados. Con las
ecuaciones (64aa) y (64ad) es posible arribar a un resultado convergente similar
I e+ ¢TI+ rTIT 2+ ¢TI 2 =111
R R R R L
)T + )T + @) T2 + () T2 e = 112,
R R R R L

(a)
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Cuando exigimos condiciones de modos desacoplados en las regiones R y L, ya fue
mostrado en el epigrafe 4.1.2 que, I1; =TI}, = 0y 1! =TI = —ily, por tanto
de (a) y (d) se obtiene

—wrthvr — T = —1ly

—1(r )T =) T It = —1ly,
(86)
respectivamente, de donde es evidente que
tTe+rt =1
r'r N 87)

)it +6)Tr =1

Es bien conocido que la matriz de dispersion S, cuyos elementos obedecen (87),
es unitaria y simétrica [17, 18], y es lo que queriamos mostrar.

Apéndices
7 Parametros del modelo Kohn-Liittinger

Los parametros a continuacion, corresponden al Hamiltoniano de KL [5, 9]

22 2 2 22 2 2
P ="k + k = L —2k.
WZEOYI( 2) ;0= \2/@;1-(2 )
R= (ukJr—yk,);S: 3.7 vik—k:
2m R 0
T= =g Bk T = AVL o Bk
k+—kxilky,1( —k2+k2
1 R R
Z_(Y2+Y3);H:_(Y3—Y2)

7 2
A= —(y1 +y2) ;A2 = —(y1 —72)
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h? R
B :ﬁo (yi + 2v2) ; B, = zm—O(Yl — 2v2)
\/§ 7Y 2,2 202 222 N
Cv e Tk = k) + 47Tk, Dy = 3 sk
Al=nn+yn;A=y1—-—7n
Bi=vi+2y; Bo=v1—2p2
i:kia 5 i:xl yZ
q2q= Fre g ¥
T x y
D,
by = QX > Sxy ==
Ry Ry
~ E
E=V@k-E E=— . V=0
1 Ry
Br=_ (AiBi + AsB2)g> + (Bi + B)E — §*; ar= BiB»
T Xy

2
O = A1A2q14 + (Al + Az)ENqZT-F E2— lzx

8 Parametros de los hamiltonianos H uy H /

~X
i = Avgh+ Big?+ Ex
813 :A2q21+ quz T E %
82 = _(txy + leyq2) =

_ . (88)
= A(fyz i’%yz%@) +E
T 1
~X
gn=Aig*+ By’ +E x
g4 = _(txy + leyq2) X
844 = _(txy + leyq4) X
por las peculiaridades de los hamiltonianos se deduce
X
q2 = —q1
qs =~ X
g1 =81 X
813 = 814 %
m=gn (89)
ga=g"3
31 = &3 X
=84 X
233 VR
2T 8n x

gu=gh X
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siendo
gij,g3  real

g2 j» & complejo °

Los parametros de Liittinger: yi, y2, v3 tipifican cada capa de la heteroestructura.

9 Elementos matriciales de la FTM M.(z, zo)

Esta matriz pertenece al sistema de ecuaciones diferenciales del sub-espacio up [9],
descrito por el hamiltoniano de este subespacio y sus elementos matriciales estan
dados por

1
(M.(E,8), =_i U W¢os(q™ )+ LAcos(q W Osin(g™ )i+ LAsin(g™),

Table 2: Elementos matriciales de la matriz M, (z, z,) correpondientes al subespacio

up de KL. Esta matriz pertenece al sistema de ecuaciones diferenciales del sub-
espacio (2 X 2) [9]

Coeficientes
de los elem. mat. @(/1) 1%2) 1?’,(13) gi(;})
M B2g1011Q3 —BagionQ  M02lySy 02Ty Sy
3
M, —Bag1 aouty, Bagioonty, =S40 _a :éw@z
300
M3 0 0 10 B L wO
My —Byq 010,y Bgi 00,y —Boonty, qg_bf&] 0‘2£Xy
M, q1t,093 —q1t,0 S04 —_S’i‘(; S, AG)&
M, —02q101 01q101 —Solyoioy 65T
q1
My —-q ISxy®l q1Sxy®1 txy®l B_ 73 Sl‘_;czy@qll
Moy 0 0 —B2012Q 2011543 P
Ms, 1010000y —q1 1000l —Bag 1(11513 B2q1930282;
M3, —q101025,,03 ¢10,{ 05\, O, By qzallathy —B1q1g93 o0ty
M3 19101 —02101 0 0
My —Bag1 a1ty Bogio ooty Bagy a1daSy, —Bagr qzo oSy,
My qle_v®4 _q1Sxy®4 -4 gfy@3 qlq}t,v}r@]
My —q1 0108ty G101 0 S by 0‘1‘7581 —q1930.101
Mas 411,01 —q14,0) 02g,©1 — 01919301
Maa —B2g100Q B2gi1019Qs3 0 0

Algunos de los parameteros usados en la tabla que aparece arriba son:



Matriz de Dispersion Multicomponente 177

o] = qu2 + Oy 0, = qu2 + O,
1 3

Ar = Bagi(g*— 490
01 =BA—0:5 ;0 = Aig® + E
03 = B3 — GzSQ ; Q4 = qu293 + (121‘2

Xy 1
Q=24+ ¢*;0;=F£ + ¢°5*

xy 1 xy xy 3 xy

xy

Limites de aplicabilidad del modelo MSA multi-componente

Entre las limitaciones del modelo se encuentran: (i) El sistema estudiado debe
ser considerado en el marco de la aproximacion de banda plana (parametros semi-
empiricos de banda seccionalmente constantes). En el caso de un campo eléctrico
externo, los electrodos deberan mantenerse modelados como bandas planas. (ii) Las
que derivan de las acotaciones de los hamiltonianos & p de partida a la vecindad de
ciertos puntos de alta simetria de la Zona de Brillouin. Esta ligadura acota la energia
del flujo incidente a algunos electron-voltios y los valores de «ra una fraccion de la
Zona de Brillouin (aproximadamente el 25 porciento). (iii) Y las que provienen de
las conocidas inestabilidades numéricas de la FTM para espesores de algunas dece-
nas de A. Sin embargo, esta iltima desventaja parece ser salvable bajo determinadas
condiciones, de lo cual se comenta mas adelante.

Si tenemos en consideracion que una de las limitaciones esenciales de nuestro
modelo, se asocia a las restricciones del analisis en la vecindad de ciertos puntos de
alta simetria de la Zona de Brillouin, valdria la pena intentar el ejercicio de super-
arla extendiendo nuestro enfoque STA a regiones mas alejadas de los puntos de alta
simetria de la Zona de Brillouin. Una de las vias podria ser el cambio del hamilto-
niano de partida por otro que considere explicitamente un nimero mayor de bandas.
Otra alternativa complementaria seria seguir el criterio de que en la medida que au-
mentamos el nimero de celdas y se alcanzan condiciones de resonancia coherente
en que los estados de la superred estan deslocalizados, las magnitudes de interés
deben depender cada vez menos de los hamiltonianos de partida y mas del perfil del
potencial de la heteroestructura [9,27].

10 Inestabilidades numéricas de la Matriz de Transferencia

Para eludir las inestabilidades numéricas del formalismo de la TM, encontrado en
estructuras de espesores superiores a algunas decenas de A[2, 26] se han sugerido
varios algoritmos [28, 29]. En nuestro procedimiento lo que hemos hecho es tomar
una laja de la superred y dividirla en subregiones en las cuales la matriz M 4(z,z,)
satisface sus propiedades generales [11] y entonces es posible desarrollar el calculo
exitosamente. Por ejemplo, vamos a suponer una capa 4 cuyo ancho es z2 z;. Pode-
mos dividir esta dimension en m partes, cada una de espesor A; en la cual la matriz
satisface:

M;i(z2,21) = M/'d(Zz,Z;n—l)"'Mfd(le.Zl) = [Mp(z1 + Az, z0)]", (90)
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donde m = (z2z1)/A.. Lo que sigue es el procedimiento habitual de empalme de
las correspondientes matrices, y entonces para una celda simple obtenemos

Myi(z3,2.) = Ms(z3,22) CoMo(z2, 21) C 1M (21, 2,),, 1)
mientras que para una heterostructura periddica de n-celdas tenemos
Myra(zr,yz) = {Mya(z3,z)¥". (92)

Las matrices M),»,3 corresponden a la Capa L/Capa A/Capa R, respectivamente
[vea las Fig.1 y la Fig.2]. Observe que para n = 1, las capas R y B coinciden. Las
matrices C),», son las matrices de continuidad en los puntos donde el potencial y los

parametros de banda saltan de un conjunto de valores en una capa, a otro en la capa
yuxtapuesta. Se ha verificado este procedimiento en una superred de (Gads/AlAs)"

conn = 11 (esto equivale a un espesor de 660 A) y se observa que, para un rango
amplio de la energia y K, se satisfacen las exigencias de simetria siguientes

Re{det{M; 4 (z3, z)}'} = 1,
Im{det{M;4(z3,z)}'} = 0, (93)

Re{Msv(ZRy ZL) > zMsv(ZRy ZL) -2 z} = O,
Im{Msv(ZR, ZL) = ZMW(ZR;ZL) - Ez} = Os, (94)

correspondientes a la unitaridad del determinante y la conservacion del flujo, respec-
tivamente. En estas expresiones Og es la matriz nula (&(8). Para una base ortonor-
mal de soluciones linealmente independientes, conformada con los autovectores del
hamiltoniano, X . es la matriz ampliada o - (8&8) de Pauli. La forma especifica en
otra base se encuentra en el apéndice (11). Puede ser conveniente, para evitar la dis-
persion de los errores por truncamiento en la simulacion numérica y para optimizar
el trabajo computacional, que se realice la diagonalizacion

Mra (e, ) = {Mpa (23, 2)Y' =T\ T,

aunque esto no siempre es aconsejable, ya que se pueden deteriorar las potencial-
idades del formalismo de la TM [11, 29]. La matriz diagonal J,. es la matriz de
Jordan de My 4 (zx, z1).

Reconstruccion del espacio (4 4) del modelo KL

Para lograr la matriz My 4 (z, z,) en cada capa, esto es, Mi,23,.... y las correspon-
dientes matrices de continuidad Ci,...,,.1 -las cuales ejecutan el empalme en los
puntos donde el potencial y los parametros de banda saltan de un conjunto de val-
ores en una capa, a otro en la capa yuxtapuesta-, lo primero que hacemos es buscar,
dentro del modelo KL (4 ><4), las correspondientes matrices de los subespacios
2 %) up () y low (I). Es conveniente construir la TM de primer tipo del subespa-
cio up y generar la del otro, aplicando larelacion
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Mu,l(zszo) ZFXM?,M(Z,ZO)F)(: (95)

dondeI"y =1, .. Para obtener la FTM en el espacio original del modelo KL
(4 X 4) a esto, se realiza la siguiente transformacion:

MJz,z0) O U (96)

M u'fz )
(2 3m Oy Mz, z)

La transformacion ortogonal Z proporciona el orden apropiado en los vectores (8 x
1), formados por las funciones de onda F,,; (z) y sus derivadas y tiene la forma

L 0,0, 0;
Il 0,0, 1, 02|_
||02 L 0,07,

h

Aqui se ha usado U , para representar una gegergizacién de transformacion unitaria
Uy de Broido y Sham [5] y se escribe como:

V4

Uy O4

U 04 Uy

11 La Matriz de Continuidad

Las matrices de continuidad en los sub-espacios estan dadas por

I 0 L
Cud=  C 7 1C € . (97)

1 u,l u,l _ pu,l u,l u,l
N e LoV LV L

Los signos + / _significan que los parametros de banda se evaluan a derecha/izquierda
del punto de empalme. Aqui A’y B! son las matrices que aparecen como coefi-
cientes en la ecuacion de movimiento perteneciente a la dimension reducida (2 % 2)
del espacio de KL, para una capa homogénea. Para obtener la Matriz de Continuidad
correspondiente al espacio (4>{1) del modelo KL, realizamos la transformacion uni-
taria inversa a la de Broido y Sham

7 G 0 oy (98)

c@ =Y 0sCla) “7

En el modelo KL y probablemente en otros de similar tipo, es usual trabajar en es-
pacios reducidos para estudiar determinadas propiedades espectrales y de transporte
que no varian con la reduccion del espacio original. En nuestro caso, para estudiar
el espectro y los fendmenos de transporte de huecos con campo eléctrico aplicado,
partimos de los espacios reducidos y pasamos después al espacio mayor. Aunque no
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lo mostraremos aqui en aras de la brevedad, hemos demostrado que la forma de la
Matriz de Continuidad C(z) (4¢) es invariante ante el orden en que se realicen las
operaciones de empalme y reconstruccion del espacio original de soluciones.

En el estudio de la transmision de huecos sin campo eléctrico, resulta tutil ex-
presar la Matriz de Continuidad en términos de las matrices del QEP asociado a la
ecuacion (1), de modo que:

-1y Os Iy O,
Ca= |, , 99
1O (M, 4(©)- (M- ©”
donde
X X X
B,000 O 0 Hs O
Xo o .0 X |Z|Hl>x<3 0 o o X’
00058, 0 —Hf5 0 0

siendo H;3 basicamente el mismo Hi3; que hemos definido en el apéndice 7, pero

climinando . ya que el autovalor ¢ ; del QEP aparece directamente en (46) y (62).
En aras de la completitud agregamos

IZIA 2+ V(@) —E H 8 8 =
|KT zZ)— 2 o
, i A21<1 +Ve)-E X
K = 2 A2+ V() —

X ) () Ay . +V(2)—E . Ho

Estas expresiones son validas para una capa modelada como banda plana.
Matrices auxiliares

Formalismos Matriciales

Considerando la situacion en que la region de interés es una sola y por lo tanto no
afiadimos ningun simbolo a las magnitudes para sefialar el dominio a que se refieren
[11]. Definimos

_ F(2)
) =py k@) + 80 F' O (100)
) _ Fj(Z)
O =lpey 186 Fl0) | (101)
00) = [|2:1@92:) - - - Q@ |, (102)
R(z) = PI(”Z) B(Z;) . (103)
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Entonces se cumplen las siguientes relaciones

Qz) = R(2) - Y(2), (104)
Q) = RG) - ¥,02), (105)
0@ = R(2): N(@). (106)

Supongamos que toda la informacion de la region intermedia M [vea la Fig.3]
estd dada y contenida TM T'(z, zo) (0 en la M ;4 (z, zo)) que esta definida y es cono-
cida al menos V z,zo € M. Entonces

X
|Z : ' = ZL

Qz) = ?((% ;Z)) 5§))< 2 2%%, . (107)
MoR :2) - a®) z>z

Estamos suponiendo también, que Q es continua en z, y zz.

12 Matrices para definir la Ley de Conservacion de la Carga

La matriz (8 X8) X:

_ + _ Xu X
X==10"5,0= » y, > (108)
donde
_ O4—1l4

Y l]4 04 ’

es la matriz generalizada o , de Pauli. La matriz Q(z) satisface
0(z) = R(2N(2). (109)

La matriz N(z) se define de forma usual a partir de las soluciones linealmente in-
dependientes y sus derivadas [11], mientras que la matriz Q(z) tiene componentes
de segundo orden formados como una combinacion lineal de las funciones de onda
F (2) y sus derivadas. En el espacio (4 X 4) de KL, la matriz R(z) se define como:

| Iy Oa |
R(z) = u u . (110)
Ut oy A0, U,
O, B 0, A
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13 Matrices de transformaciones: Simetrias Discretas

Dada la transformacion entre las matrices My 4 (z, zo) y Mz, zo), es sencillo ver
que el requerimiento de conservacion de flujo sobre My 4 (z, zp) [15] implica, para
una base arbitraria, que ( )

.= "Nt 'JuN. (111)

Sin embargo, vale destacar que, si se escoge una base de soluciones linealmente
independiente que no es ortogonal, tal es el caso usado en ocasiones en el modelo
KL, entonces tendremos

Bfz) B() AG) -

Jra=
14 A 04

Para los requerimientos de invarianza ante la reversion temporal e inversion espa-
cial sobre la TM M, (z, zo) [15], se han usado las matrices X, y Sy, respectivamente,
las cuales se escriben asi

Y,=N-IZ7IN * (112)
So =N SN -1, (113)

14 Matriz de transformacion: Ecuaciones Diferenciales

Para el sub-espacio up del modeloKL (2 % 2), se obtiene (en unidadesatomicas)
que:

0 0 1 0

1 0 0 0 14

— —1 e
P‘V(‘g) =4 L P\V(Z)AD 1 W31(§) Wia 0 ws4 1
Ty waa(e) was 01
con
Ay = ?a{;”zlz 79/3 :l
02 a’ 12 ’ N

Hemos definido

v
+12)2+V t 3vg
wai(g) = (n +2)gy + Vile) N
2y, — 11 21 2v: — 71’
\/3“/
— Lo —y)gi+V L
Wi = — , wa(g) = — (n —12)g (&) , Wa3 = —2T
272+ 71 22+ 7 272 + 71

y se ha tomado el potencial adimensional como V(¢ ) = fgf) —£.
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