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PALABRAS CLAVE: RESUMEN
indice refractivo negativo, material  En este trabajo, se estudi6 numéricamente el espectro de la radiacion éptica de Che-
dispersivo, radiacion de Cherekov. renkov generada por un grupo anisotrépico de electrones al atravesar un metamate-

rial dispersivo tridimensional. Dicho material dispersivo se describié por el modelo
de Drude. En el enfoque adoptado, los parametros del metamaterial son fijos. El es-
pectro de frecuencias de las excitaciones internas del sistema generadas por el paso
de la particula a una velocidad mas grande que la velocidad de la luz en el medio,
quedaron bien definidas como un resultado de la simulacion numérica.
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material, Cherenkov radiation. electrons passing through a dispersive tridimensional metamaterial was studied nu-
merically. Such dispersive material was described by Drude model. In this approach,
metamaterial parameters are fixed. The frequency spectrum of the system internal
excitations generated by the passage of the particle at a rate greater than the speed of
light in the medium, were well defined as a result of numerical simulation.
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1 INTRODUCCION

Los parametros fundamentales que caracterizan
las propiedades electromagnéticas de un medio
son la permitividad eléctrica (¢) y la permeabilidad
magnética (1) [1, 2]. Desde nuestra perspectiva, sin
duda los materiales mas interesantes son aquellos
que conforman la regién con parametros 'y  si-
multaneamente negativos y, por lo tanto, con indice
refractivo negativo; éstos son llamados “meta-
meteriales” o NIM (negative index metamaterial) [3],
pues se encuentran “mas alla de los materiales con-
vencionales”.

Estos NIM no existen en la naturaleza, sino que
son fabricados por el hombre, hecho investigado
tedricamente a detalle por Victor Veselago en 1968
[4]. Pero fue después de 38 anos, cuando John B.
Pendry [5, 6], propuso la utilizacion de materiales
artificiales, logrando abrir por completo una nueva
area de investigacion en metamateriales.

A través de la interaccion de un metamaterial con
las ondas electromagnéticas (EM), se pueden producir
fascinantes propiedades fisicas no disponibles en
la naturaleza [7]. Estamos hablando de la siguiente
cualidad: “en un NIM, la direccion del flujo de energia
y la direccion de la velocidad de fase son opuestas”
[3]. La intervencion de los NIM ha logrado modificar
las leyes de algunos fenémenos fisicos mas destacados,
tales como; la ley de Snell, efecto de Doppler [19],
radiacion de Cherenkov, efecto Goos-Hanchen,
entre otros.

Los metamateriales estan  constituidos de
distribuciones de forma periédica o, al azar, de
elementos estructurados, cuyo tamafio y espaciado
son mucho mas pequefios que la longitud de onda
de las ondas (EM); se debe sefalar que el proceso
de obtencion de los pardmetros y no es trivial,
especialmente cuando los metamateriales son
anisotropicos o bi-anisotropicos y la luz incidente es
oblicua [7].

La posibilidad de crear metamateriales 6pticos con
indice refractivo negativo usando nano-estructuras
compuestas de metal-dieléctrico, ha provocado
intensa investigacion basica y aplicada en los altimos
afos [10-15]. El mas exitoso NIM hasta el momento
es la estructura “fishnet”, que consta de dos capas
de mallas metalicas separadas por un dieléctrico
espaciador de capas [8].
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En electromagnetismo, los metamateriales son de
particular importancia (especialmente en la o6ptica
y la fotonica). Estos presentan un considerable
potencial para una gran variedad de aplicaciones
opticas y de microondas tales como; nuevos tipos de
sistemas moduladores, banda de filtros de transicién,
lentes, acopladores de microondas, y antenas
aleatorias [20-22].

El desempefio de todas las aplicaciones de NIM es
significativamente limitada por la inherente y fuerte
disipacion de energia en metales, especialmente en la
region cerca de la longitud de onda IR y visible [10].
Sin embargo, recientemente, algunos autores han
demostrado que la incorporacion de un material de
ganancia en un NIM, permite fabricar metamateriales
con muy baja pérdida [8].

2 RADIACION DE CHERENKOV

La radiacion de Cherenkov es una radiacion de tipo
electromagnética producida por la energia elec-
tromagnética radiada por una particula cargada que
cruza un aislante a una velocidad mas grande que la
correspondiente a la velocidad de la luz en el medio.
Esta radiacion electromagnética se emite dentro de un
cono con angulos de salida originados en la particula
cargada. El angulo del cono puede determinarse
mediante la relaciéon cos (0)=1/n", donde "o es la
velocidad de la particula normalizada por la velocidad
de la luz en el vacio y 1 es el indice refractivo.

Cuando el efecto de Cherenkov se manifiesta en un
NIM, se invierte el resultado, esto es: notemos que el
angulo de salida del cono tiene dependencia del signo
de 1, en este caso los frentes de onda se desplazan
hacia la fuente.

La radiacién de Cherenkov en un NIM ha sido
estudiada en numerosas trabajos [15-16]. En esta
investigacion, analizamos numéricamente los detalles
del espectro de la radiacion optica de Cherenkov por
un no-relativista anisotropico grupo de electrones
penetrando un metamaterial 3D con baja pérdida.

2.1 Ecuaciones fundamentales

Dada la estructura forjada y compleja de los meta-
materiales, es necesario una formulaciéon dispersiva
que permita explicar el comportamiento del transporte
de electrones en tal material; esta formulaciéon queda
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detallada por el modelo de Drude. Siguiendo la

configuracion de dicho modelo, las ecuaciones de

Maxwell que se ajustan a nuestro estudio son las

siguientes:

VXE=-pouq OH +],+0,,H
0t

M

Vx H= eoeag—f+ qQvof (1,t) + Je 0cE ()

Donde J, ., son la corriente eléctrica y magnética,
respectivamente; las cuales cumplen, ademas, las
siguientes relaciones:

e Nm _
ot tYe o beE,

3)
Nm Nm

donde, ye,, son las frecuencias de colision,
be=€3 W’pe,  bm= Uy O'pm Wpesm, €quivalen a
las frecuencias de plasma eléctrica y magnética,
respectivamente;  0g,, son las conductividades
eléctrica y magnética, y €, Hq son las funciones
dieléctrica 'y magnética del medio anfitrion
respectivamente [1, 9].

3 DESCRIPCION DE LA SIMULACION

En un metamaterial con estructura fishnet hemos
considerado un grupo de electrones con carga que
moviéndose a una velocidad paralela a la direccién
= (vo—ex) . La densidad del grupo es definida por el
anisotrépico impulso Gaussiano como:

fr.t) = cos(y )W 2esp{—[x — vyt +yqf +2°/g3]/W°) (4)
donde 92 Z 1 es constante y W' es el ancho del grupo.

En las simulaciones, se usan variables
adimensionales donde, para la normalizacién, la
velocidad de la luz en el vacio es € = 3% 10 m/s
y la escala tipica espacial es de 'e = 10mm Algunos
metamateriales exhiben propiedades anisotropicas
y, en este caso, la permitividad y permeabilidad
se convierten en tensor [17]. Por simplicidad, en
este trabajo nos concentramos en una geometria
homogénea.
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En experimentos Opticos es frecuente referir sélo
a parametros del material (Yem Tem: @Wem) De la
misma manera, resulta interesante considerar en el
estudio de la radiaciéon de Cherenkov un sistema que
inicie con los principios mas simples haciendo uso
de los pardmetros del material sin referencias a una
banda de frecuencias operativa. En esta situacion el
espectro de frecuencias de las excitaciones internas
resultantes debe dejarse como un pardmetro libre que
sera definido con base en las simulaciones numéricas.

Para un material dispersivo 3D, el analisis se hace
muy complejo al ser considerado analiticamente, por
ello, se aplica el método en el dominio del tiempo
FDTD [18].

Hemos examinado una composicion espacial
promedio de metamaterial  nano-estructurado
compuesto de metal-dieléctrico (fishnet), similar al
que fue utilizado en el experimento de la referencia
[8]. En este caso, la escala espacial promedio es
~100nm | que es menor a la longitud de onda IR y
visual (780nM) En nuestras simulaciones numéricas
se usa una malla L con L=100, 120, 150. Para evitar
las reflexiones de ondas no fisicas en las fronteras
numéricas 3D se han aplicado las condiciones de
frontera absorbentes (ABC [18]).

Latrayectoriaque se llevé a cabo paralasimulacion,
se resume en los siguientes pasos:

1. En primer lugar, calculamos el campo dindmico
en espacio-tiempo que queda definido por el grupo de
electrones atravesando el espacio y que es representado
por la malla computacional (ecuaciones (1-3)).

2. Aplicar el anédlisis de Fourier para las
dependencias del tiempo calculadas en el paso 1 con
el fin de revelar el espectro de las excitaciones internas
del sistema.

3.1 Condiciones y datos de la simulacion

Se han simulado numéricamente tres casos; el primero,
y como prueba de la validacién del modelo, es la ve-
rificacion de la radiacion convencional de Cherenkov
en un medio dieléctrico. El segundo, corresponde
al experimento para la observacion y analisis de la
radiacion inversa de Cherenkov en la situacion de
una particula que atraviesa un material con velocidad
Vo y frecuencia cero (@ = 0), El tercero, consiste en
observar y analizar el fenbmeno que ocurre cuando
una particula con @ # U atraviesa el material.
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Las condiciones de la simulacién se muestran a
continuacion.

Las ondas de luz emitidas desde la particula,
recorren una distanciade” = t " €, donde t es el tiempo
y c es la velocidad de la luz emitida. Mientras que
la distancia recorrida por la particula se define como
% =1V 3] que Yo es la velocidad de la particula.
Definamos a &, como el angulo que se forma entre
" ¥™%_ Precisando una relacion para la velocidad de
la luz emitida y la velocidad de la particula, se llega a
la relacion:

coslg) = %n (5)

Para que se satisfaga la igualdad de la ecuacién
(5), Yo tiene que ser mayor que c, dado que
lcos(8)| =1 = v =0 En un material, recordemos
que una particula viaja a una velocidad distinta a la
velocidad de la luz. Podemofs deducir de la ecuacién

para el indice refractivo’ ~ %, donde v es la velocidad

. . '
de fase de dicho medio; ¢ = v v v oY entonces:

cos(d) = LL :

o U]

(6)

L ¢
— =l ==
Mo "

La relacion (6) se satisface si,
Tenemos ahora una expresion que calcula el dngulo
formado por la direccion de la propagacion de la
onda y la velocidad de la carga (Ec. 6) [1]. La particula
Yp

radia cuando su velocidad es igual a " "~ 7, es decir

cuando cos(8) = 1 cuando esto ocurra, r||amaremros
l:vfi’ =

=W = )

a Yo como velocidad critica, Il %l
; que corresponde a la velocidad critica del grupo
de electrones ¥o cuando la radiacion de Cherenkov
se manifiesta en un dieléctrico sin dispersion con
indice refractivo 1. Por lo tanto, hay radiacién cuando
Yo = ¥r y no hay radiacién cuando Yo = ¥er, Hemos
notamos que en un medio dispersivo, Yer depende de
parametros de frecuencia. Debemos poner atencién en
la relacion € = Yo = ¥or, Para nuestros calculos se usa

-— 8

P .8 == . p
el angulo complementario “* ~ z = ~, obteniendo asi
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la relaciéon, misma que para un material convencional

con M = 0.8 es positivo (F: = Fis = 0), mientras

que para un metamaterial con 7 = 0..6; es negativo
(6, =8,_<0)

En cuanto a la velocidad de la luz, dado que
estamos simulando el espacio tridimensional en una
malla numérica 3D, debemos tomar en cuenta que
este valor es diferente a la velocidad de la luz en el
espacio. Una malla computacional esta formada por
cierto nimero de cubitos con longitud conocida, para
que la luz viaje en este espacio de computo tiene que
recorrer tres aristas para alcanzar el siguiente cubo y
seguir su recorrido.

Definamos 4! para esta geometria:

Al = .‘.-".ﬂl._r: +AyT 4 Az = NET (7)

La velocidad numérica normalizada de la

propagacion del campo en 3D para una malla
a _ fRBdx
g de’
= ¢, = 0.577 como la velocidad de la luz

numérica es
de _ 14l

dt +Fdr
normalizada en el vacio en una malla numérica; tal

En lo siguiente, nos referimos

que € 7 €n ¥ €n = Vo Algunos de los datos numéricos
que han sido utilizados en los célculos, tanto en la
simulacion en un medio dieléctrico convencional,
como en el experimento aplicado a un metamaterial

son:

e, =144 u, =1, wy=0,y,=yyp=0,0,=6,=0, W=3yq.=2. (8)

4 RESULTADOS Y ANALISIS DE LOS EXPERIMENTOS
NUMERICOS

Siguiendo la metodologia mostrada en los pasos 1y
2 de la seccion 4, se realiza la simulacion del efecto
Cherenkov en un dieléctrico, claro esta que la €y ¥
no dependen de la frecuencia, asi que las frecuencias

tWpe = a, Wpm

de plasma =0 y un indice refractivo

de n=1.12. Como primer resultado se muestra en la
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figura 1 a) el campo electromagnético que produce un
grupo de electrones que viaja en un dieléctrico con
una velocidad vo = 0.32 = 1, = 0.475, Bajo las con-
sideraciones correspondientes para la emision de la
radiacion de Cherenkov, podemos observar claramente
definida la onda frontal de Cherenkov con el angulo
# = 67.67° que corresponde al 1 y ¥& especificadas,
con una precision de 1%. En la figura 1 b), ¢) y d)
hemos colocado las fotograffas del campo dinamico
que emerge en un NIM a diferentes velocidades de
la particula, con valores de Vo = 0.32,0.4y 0.3
respectivamente.

Podemos observar una evidente diferencia entre el
comportamiento del campo en un dieléctrico y en un
NIM. En NIM se muestra la formacion de la estructura
de un campo periédico, claramente observamos la
formacion de los frentes de onda con un angulo de
emision negativo en la zona cercana a la salida del
sistema (figura 1 (d)).

Wb an sy
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=

Figura 1. Fotograffas de la componente del campo  E:(nt)
Ert) en el plano x, y z=80

(a) Dieléctrico sin dispersion con que
muestra el angulo de emision de luz a una velocidad de la
particulade v =052

(b), (c) y (d) Metamaterial con
velocidades = =0.52; 0.4; 0.35
(d) se muestra el angulo complementario 8 para los casos
n=0yn<0, respectivamente

e = Wom = o

a diferentes

Upe =0, Wy =7

Las oscilaciones en la parte superior de las figuras,
exhiben las ondas de choque (radiacion de inicio)
surgidas por el grupo cargado al comienzo del
movimiento.

Con el objetivo de examinar el tipo de dindmica
interna que ocurre en el sistema, hemos estudiado la
dependencia del tiempo de los campos E(r, t) y H(r, 1)
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en algunos puntos fijos ™. En la figura 2 se muestra
dicha dinamica en el punto & = (30.:30.80] en un
tiempo total de 400.

Las figuras 2 (a) y (b) muestran oscilaciones a pesar
de que la carga ya haya abandonado el sistema. Para
obtener exactamente el dato de la frecuencia a la que
el sistema queda oscilando, se ha aplicado el anilisis
de Fourier (figura 2 (d)), aqui se muestra que el espectro
de tal movimiento oscilante tiene un pico estrecho a
una frecuencia de @ = +-08 mismo que se encuentra
en el area de la frecuencia de plasma eléctrica.

(@)

-
D;”‘“‘m
AR
-2 I

Li]
Figura 2. Dinamica del campo electromagnético en
metamaterial en el punto "t=(50,50,80) con L, L=100
(@ Ex("gt)
(b) Ey("5t) y Hz(F5,0
(c) Componentes del vector de Pointing Px(t), Py(t), Pz(t) en la
salida al plano x=0
(d) Espectro de Fourier de Ex("5t) teniendo una resonancia
de “r=4.08
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En este caso, la frecuencia ™ obtenida
experimentalmente, débilmente depende del valor
de la frecuencia de plasma magnética. La figura 2 (c)
muestra la dindmica del tiempo promedio de vector
de Poynting P en la salida del plano. Observamos
que tal flujo llega a la salida con algn tiempo de
retraso 2t igual al tiempo de movimiento del grupo
de electrones a través del sistema 4t = L/vg,

Las amplitudes = lentamente se reducen debido
a la radiacion de las excitaciones plasmoénicas fuera
del sistema. Desde que £ #0  concluimos que
tales excitaciones corresponden a la propagacion
plasménicas mas que a las oscilaciones estticas de
plasma a la frecuencia e,,.

Finalmente, es interesante calcular el valor del
indice refractivo del metamaterial que cuenta con una
frecuenciaderesonanciato = 4.08 experimentalmente
encontrada. Lapermitividad y permeabilidad dispersiva
quedan descritas por elw) = ez — wp. /(W + v, w) y
wla) = pg — @i/ (0% + (V@) parg tales € (@) ¥ ple)
el indice refractivo complejo puede ser escrito de la
siguiente manera [26]:

nw) = JTeGaG@)le! o= onte):

(8)

Sustituyendo la frecuencia de resonancia @ = ‘}-U’%
en la ecuacion (7) obtenemos que 71 = —0.33 =107
comprobando de esta manera que estamos trabajando
en un NIM. De acuerdo con nuestros resultados
obtenidos se han realizado e investigado a detalle una
serie de pruebas para valores que satisfacen la relacion
@ps = @am y se han encontrado resultados favorables,
logrando simular un metamaterial y el fenémeno
invertido de Cherenkov. Surge entonces la siguiente
pregunta: ;Cuando, tal estado (campo + plasmones)
tendra el mismo comportamiento para la relacion
alternativa (¥z¢ = ®pm)?, es conveniente comparar el
espectro para tal situacion indicada.

Realizando las pruebas pertinentes, se han elegido
las fotografias que aparecen en la figura 3 para hacer
una comparacioén del campo que se genera cuando
se satisface la relacion “zs = ®sm y el caso contrario
(e = @ym) Examinando la figura 3 (a) y (c) cuando
“pe = @pm |a onda electromagnética todavia se
genera cerca del area de la frecuencia plasmoénica y el
angulo de emision claramente tiene un valor negativo.
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Latransformada de Fourier en la figura 3 (c), muestra
que en esta situacion la frecuencia de resonancia
para Ex(To: @) de nuevo se levanta a @ ¥ 408 en
donde el indice de refraccion correspondiente es
1) = —0.34 — 0.000561 por lo que se manifiesta
el caso del NIM. Sin embargo, como podemos ver en
la figura 3 (b) y (d) la relacion opuesta (@ss = @om)
(@pe > @pm) conduce a que la onda electromagnética
(3 (b)) posea amplitudes mas peauefias con respecto
a la figura 3 (a). Ademas, Ex(T0: @] tiene resonancia
maxima en @ = 336 donde el indice refractivo
Nlwg) =81-107° - 0141 o5 casi un imaginario
puro. Este Gltimo representa un medio con disipacion
esencial de onda electromagnética mas que un NIM.

Podemos concluir que la radiacion inversa de
Cherenkov puede ser consistentemente observada en
metamateriales con la relacion “pe = @pm

o, St
nind, Bl

— —Imini

SeE i

i 4 ] ]

Figura 3. Fotografias de componente del campo Ex(r, t) en el
plano (x, y, z=80) para un metamaterial a una velocidad de
la particulade  ¥o = Ver = taffa = 0475y en un tiempo de
t=400

(), (d) Dependencia de la frecuencia del indice refractivo
N(w) y 2T 2] donde el punto T==(50,50,80)

@), () “pe = 5= 7
(b), (d) Wpe= 7 = 5 = Wam | o5 picos de frecuencia maxima
de Ex(T0- @) estan en () a @0 =0.408 y (d) a “¢ =0.565

= Wom

Al continuar con nuestro experimento, y con el
objetivo de estudiar més detalles sobre la radiacion
inversa de Cherenkov, nos interesamos en realizar
observaciones para el caso donde la particula que
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atraviesa al material cuente con su propia frecuencia
(¥2). Hemos encontrado resultados interesantes
pero, antes de mostrarlos, definamos el concepto de
envolvente:

Definicién 1: Se llama envolvente a una curva que
es tangente en cada punto a una curva distinta de una
familia de curvas o rectas de caracteristicas comunes.
Cuando una familia de curvas se dibuja de manera
conjunta, su envolvente toma forma.

Ahora bien, hemos considerado la observacion de
dicho fenémeno en un rango de 9 <@y < 1.2 para
los valores ®=0; 0.15; 0.6; 0.95; 1.2 y los parametros
Wps =3 ¥ @am = 7 Se ha capturado el comportamiento
del sistema en un tiempo de t=350 la radiacién que
genera una particula al atravesar un metamaterial 3D
a una velocidad de ¥o = 0-473_E| tamafio de la malla
numérica es de dx=dy=dz=100y el ancho del impulso
es W=3. Dentro del rango de observaciones de “t se
han encontrado los casos para la radiacion inversa de
Cherenkov, radiacion convencional con angulo de
salida positivo y la no radiaciéon de la particula que
se hace presente en @0 = 1.2, alcanzando un indice
refractivo positivo de n=0.02 y una frecuencia de
resonancia de w=7.18.

En la figura 4 se muestran algunas curvas donde
se hizo presente la radiacion inversa y convencional.
Hemos notado, que con el aumento de “o (trayecto
de la figura 4 (a)-(b)) las amplitudes de las oscilaciones
internas del sistema aumentan, consiguiendo de esta
manera que la particula radie desde mas direcciones
de ella. Para este caso en particular (¢ge = 3: @ym =7)

El intervalo de frecuencias donde se observo la
radiacion inversa correspondiente a O <@g = 0.3
aproximadamente. Se observo también el efecto de la
radiacion convencional entre el rango -7 <@g =,
para esta situacion, la envolvente de la curva de las
excitaciones internas del sistema cuenta con valles y
crestas menos pronunciadas (ver figura 4 (d)), que para
el caso de la radiacion inversa (figura 4 (b)).

Existe un pequefio intervalo donde se da el cambio
de direccién de la radiacion, dicho cambio se encuentra
aproximadamente entre @o = 0.3y awp =03 En este
intervalo, la envolvente de las excitaciones del sistema se
comporta como una exponencial, que obtiene, con el paso
del tiempo, impulsos con una envolvente evanescente. De
aquf, concluimos que la envolvente de nuestro sistema
caracteriza al tipo de radiacion que obtendremos vy el
trayecto del como se llega de una a la otra; ademés, este
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rango de frecuencias donde se manifiesta el cambio de
Cne

direccion tiene total dependencia de , es decir en la

resonancia del sistema.

]
04
02
0
w®

02
04
08

Wy % 100 180 200 260 800 380

Figura 4. Dinamica interna del sistema

(a) ¥o=0

(b) ™e =0.15, con el aumento de “g, la amplitud de los
impulsos aumenta, se obtiene que la particular radie con
mayor intensidad desde mas direcciones de ella

(c) “e=0.6, lapso donde la envolvente del sistema se
comporta de forma exponencial, es en este trayecto donde
se realiza el cambio de direccién de la radiacion

(d) “=0.95, la envolvente del sistema se comporta de manera
uniforme con valles y crestas despreciables, en este momento
se observa la radiacion convencional en un NIM
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Figura 5. Espectro de Fourier de la dindmica del campo
generada a diferentes frecuencias de la particula

(a), (b) Espectro correspondiente a los casos donde hay
radiacién inversa; para que suceda este fenémeno, el resto
de las frecuencias del sistema son menores que la frecuencia
caracteristica (w=2.96)

(c) S6lo hay un pico, en este trayecto se da el cambio de
sentido de la radiacion

(d) Los valores mayores a la frecuencia, caracteristica

del sistema, muestran la existencia de una radiacion
convencional
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La figura 5 muestra el espectro de Fourier para
las situaciones distintas de “o. La frecuencia de
resonancia coincide para los cuatro casos de ®¢, que
alcanza un valor de w=2.96 y un indice refractivo de
n=-0.343, de aquf, queda indicado que los impulsos
internos del sistema oscilan con la misma frecuencia
para las diferentes “o dadas.

[£:3]
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Figura 6. Radiacion inversa y convencional con
dependencia de “o

(a), (c) Radiacion inversa, con ®2=0.3, y angulo de salida
negativo (8-)

(b), (d) Radiacion convencional con ®=0.8 con angulo de
salida positivo (8+)
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Finalmente, se muestra en la figura 6 (a), (c) el
campo generado por la particula a una #=0.3, que se
encuentra dentro del rango de valores de frecuencia
mencionados para la obtencion del angulo de salida
negativo 8-<0. Podemos ver, ademas, que el angulo
8+>0 en la figura 6 (b), (d) es positivo, teniendo como

resultado una radiacion convencional.

CONCLUSIONES

Con el estudio numérico del paso de una particula
que atraviesa un metamaterial, se logré observar la
radiacioninversade Cherenkov endiferentes regimenes
de la propia frecuencia de una particula. El calculo
del espectro de la dindmica del campo nos ayudé a
encontrar una frecuencia caracteristica y, con ello, a
la obtencién del indice refractivo negativo. Ademas,
exploramos el rango de frecuencias U = @ =1 que
alcanza en él la radiacion inversa, convencional y el
estado de la no radiacion de la particula. Asimismo,
la envolvente del sistema muestra un comportamiento
caracterfstico para cada tipo de radiacion.
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